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ВВЕДЕНИЕ

Идемпотентная алгебра представляет собой область приклад-
ной математики, связанную с изучением полуколец с идемпотент-
ным сложением. За последние десятилетия идемпотентная алгебра
превратилась в один из наиболее интенсивно развивающихся раз-
делов математики, роль которого как теоретической дисциплины и
эффективного инструмента решения практических задач в эконо-
мике, технике, управлении и других областях постоянно растет.

Можно назвать несколько причин увеличения интереса к этой
теме со стороны как теоретиков, так и прикладных специалистов.
Во-первых, многие классические задачи оптимизации (задачи оп-
тимизации на графах, задача динамического программирования,
задача о назначении и другие) сводятся в терминах идемпотентной
алгебры к решению линейных уравнений, нахождению собствен-
ных чисел и векторов линейного оператора и тому подобным вы-
числениям. В то же время оказывается, что некоторые известные
алгоритмы решения таких задач после их перевода на язык идемпо-
тентной алгебры оказываются идемпотентными аналогами тради-
ционных вычислительных процедур линейной алгебры таких, как
метод Гаусса-Зейделя и метод Якоби.

Кроме того, эволюция многих динамических систем, которые
встречаются на практике (например, системы и сети с очередями),
может быть описана при помощи линейных векторных уравнений
идемпотентной алгебры. При этом открываются новые возможно-
сти для исследования таких систем на основе подходящим образом
определенных идемпотентных аналогов математических объектов
и методов классической линейной алгебры и теории линейных ди-
намических систем. Другими словами, представление в терминах
идемпотентной алгебры позволяет целый ряд нелинейных в обыч-
ном смысле задач превращать в линейные. Можно ожидать, что
это должно приводить к упрощению анализа и решения задачи, а
также облегчать представление и интерпретацию результатов.

Переходя к краткому обзору литературы, заметим, что одной
из первых публикаций по идемпотентной алгебре и ее приложениям
является работа С. К. Клини [80], опубликованная в 1956 г. Ссылки

3



на другие ранние публикации можно найти в подробных обзорах,
приведенных в монографиях [69, 101].

В работах Н. Н. Воробьева [7, 8, 9], а также А. А. Корбута [15, 16]
была построена алгебраическая теория идемпотентных векторных
полумодулей и заданных на таких полумодулях линейных операто-
ров (в этих работах они назывались соответственно экстремальны-
ми пространствами и линейными экстремальными операторами). В
частности, была сформулирована и решена проблема собственных
значений оператора, изучены уравнения вида Ax = b , заданные на
векторных полумодулях, а также рассмотрен ряд примеров прак-
тических приложений полученных результатов. Следует заметить,
что в качестве основного объекта исследования в этих работах рас-
сматривалось числовое идемпотентное полукольцо, в котором для
всякого ненулевого элемента существует обратный по умножению.
Такое полукольцо часто называют идемпотентным полуполем.

В это же время И. В. Романовским в рамках изучения асимп-
тотических свойств решений задачи динамического программиро-
вания был получен идемпотентный аналог известного результата о
спектре ограниченного линейного оператора в банаховом простран-
стве [48, 49, 50] (см. также [38]).

Следующий шаг в развитии идемпотентной алгебры связан с
публикацией монографий Р. А. Кунингхайма-Грина [69] и У. Цим-
мерманна [101]. Часть вопросов, которые рассматриваются в [69],
повторяют тематику исследований Н. Н. Воробьева. Однако пред-
ставленные в работе результаты опираются на применение несколь-
ко иной алгебраической техники, которая, в частности, позволяет
записывать эти результаты в компактной матричной форме. Наря-
ду с идемпотентными полуполями изучаются более общие идемпо-
тентные полукольца, которые полуполями не являются.

В работе [101] теория и методы идемпотентной алгебры пред-
ставлены в контексте общей задачи оптимизации на произволь-
ных упорядоченных алгебраических структурах. Имеется обшир-
ный материал обзорного характера, касающийся ранних публика-
ций в области идемпотентной алгебры, включая теоретические ре-
зультаты и практические приложения.

Свое дальнейшее развитие идемпотентная алгебра получила в
материалах научной школы, возглавляемой акад. В. П. Масловым,
в рамках изучения и построения теории идемпотентного анализа
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как области исследования полумодулей функций со значением в по-
лукольце с идемпотентным сложением [11, 42, 40, 41, 39, 52, 53]. Эти
и другие работы В. П. Маслова, В. Н. Колокольцова, Г. Л. Литви-
нова и их коллег заложили основы и сформировали методологиче-
скую базу нового научного направления — идемпотентной матема-
тики, которая объединяет идемпотентную алгебру, идемпотентный
анализ, а также идемпотентный функциональный анализ.

Различные аспекты теории и применения идемпотентной алгеб-
ры при решении прикладных задач рассматривались в исследова-
ниях Ф. Бачелли, Я. Г. Олсдера, Д. С. Голана, Б. Хейдерготта и
других авторов, включая монографии [55, 65, 66, 77, 76], каждая
из которых содержит подробный обзор литературы, относящейся к
рассматриваемому кругу вопросов.

К числу публикаций, в которых развитие моделей и методов
идемпотентной алгебры сочетается с решением прикладных задач,
относятся работы В. Д. Матвеенко [43, 97, 44, 98], С. Л. Блюмина
[58, 3, 4], а также работы автора [83, 85, 87, 89, 20, 36, 21] и другие.

В частности, в работах [43, 97, 44, 98] на основе методов идем-
потентной алгебры решен ряд задач исследования структуры мо-
делей экономической динамики. В [98] рассматривается проблема
собственных значений для полумодуля над идемпотентным полу-
кольцом, которое не является полуполем. Публикации [58, 3, 4] по-
священы изучению взаимосвязей и параллелей между обычной ли-
нейной алгеброй и обобщенной линейной алгеброй над полукольца-
ми разного вида, включая идемпотентные полукольца. Обсужда-
ются различные приложения, а также роль и значения обобщенной
линейной алгебры в задачах искусственного интеллекта и других
областях прикладной математики.

Среди значительного числа публикаций в области идемпотент-
ной алгебры имеется относительно небольшая часть, которая по-
священа решению стохастических задач (см., например, [63, 55, 54,
78, 71, 72, 73, 89, 90, 76, 34]). Такие задачи обычно связаны с иссле-
дованием эргодических свойств обобщенных линейных стохастиче-
ских динамических систем и включают исследование асимптоти-
ческого поведения вектора состояний системы. Одной из наиболее
распространенных задач такого типа является вычисление средней
асимптотической скорости роста вектора состояний, которую часто
называют показателем Ляпунова системы.
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Целью настоящей работы является дальнейшее развитие аппа-
рата и методов идемпотентной алгебры для решения задач моде-
лирования и анализа сложных систем. В качестве основного идем-
потентного полукольца рассматриваются числовые идемпотентные
полуполя (полукольца, в которых каждый ненулевой элемент имеет
обратный относительно операции умножения). Наличие группово-
го свойства у операции умножения существенно обогащает аппарат
идемпотентной алгебры. Это свойство, как будет показано ниже,
обеспечивает возможность получения новых результатов, а также
упрощает доказательство уже известных.

Полученные результаты применяются для исследования как де-
терминированных, так и стохастических моделей реальных систем,
которые часто можно встретить в технике, экономике, управлении
и других областях. Особое внимание уделяется построению и ана-
лизу различных моделей систем с очередями.

Глава 1 содержит основные сведения, касающиеся идемпотент-
ной алгебры, на которые опирается изложение материала, пред-
ставленного в последующих главах. Даны необходимые определе-
ния и обозначения, которые сопровождаются обзором предвари-
тельных результатов. Сначала рассматриваются понятия идемпо-
тентного полукольца и полуполя. Изучается векторный полумо-
дуль над идемпотентным полуполем. Затем рассматривается идем-
потентная алгебра матриц. В заключение представлен общий вид,
а также два частных случая обобщенного линейного уравнения.

В главе 2 рассматривается задача решения линейного уравне-
ния Ax = b и другие связанные с ней вопросы, включая линейную
независимость векторов, решение линейных неравенств и систем.
Предлагается подход, при котором решение уравнения сводится к
анализу расстояния между векторами в соответствующем метри-
ческом пространстве. Используется метрика, для вычисления ко-
торой достаточно выполнения основных бинарных операций полу-
кольца, дополненных операцией псевдообращения. Это позволяет
представить результаты в компактной векторной форме в терминах
исходного полукольца, а также дать им простую геометрическую
интерпретацию на плоскости в декартовой системе координат.

Сначала решается задача определения расстояния от заданного
вектора до линейной оболочки векторов. Полученные результаты
используются для выяснения условий существования и единствен-
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ности решения уравнения Ax = b , а также для представления об-
щего решения. Рассматривается решение смешанной системы, ко-
торая состоит из уравнений и неравенств, а также решение урав-
нения Ax ⊕ d = b . Приводятся примеры применения полученных
результатов к решению практических задач.

В главе 3 описывается подход к решению однородного Ax = x

и неоднородного Ax ⊕ b = x линейных уравнений, который на-
правлен на получение результатов в компактной векторной форме,
удобной как для разработки вычислительных процедур, так и для
формального анализа. Определяется некоторая функция Tr , задан-
ная на множестве квадратных матриц. Для уравнения с матрицей
A находятся условия существования решения, которые использу-
ют величину TrA аналогично тому, как используется определитель
при анализе обычных линейных уравнений.

Получены выражения для общего решения уравнений в замкну-
той векторной форме. Найдены решения однородного Ax ≤ x и
неоднородного Ax ⊕ b ≤ x неравенств. Рассмотрены задачи сов-
местного решения уравнений и неравенств разных типов. Представ-
лены примеры возможных приложений полученных результатов и
связанных с ними практических задач.

В главе 4 проблема собственных значений матрицы линейного
оператора решена на основе применение идемпотентного аналога
определителя, введенного в предыдущей главе, а также характери-
стического многочлена матрицы. В случае неразложимых матриц
это позволяет свести решение проблемы к исследованию корней ха-
рактеристического многочлена, которое в идемпотентной алгебре
не требует большого труда.

Изучены вопросы существования и единственности собственно-
го числа неразложимой матрицы, получено выражение для вычис-
ления собственного числа и общий вид собственного вектора. Эти
результаты затем обобщаются на случай разложимой матрицы.

Доказано неравенство для степеней матрицы и ее спектраль-
ного радиуса, которое является дальнейшим обобщением известно-
го неравенства Карре. Изучены некоторые экстремальные свойства
собственных значений и векторов матрицы.

Представлены результаты вычисления спектрального радиуса
для некоторых типов матриц линейных операторов, включая сим-
метричные матрицы, матрицы подобия, а также матрицы единич-
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ного ранга. Исследована задача аппроксимации произвольной мат-
рицы с помощью матрицы единичного ранга.

Глава 5 посвящена изучению асимптотических свойств итера-
ций линейного оператора и доказательству соответствующих тео-
рем сходимости. Получен ряд вспомогательных алгебраических со-
отношений, включая один частный случай биномиального разложе-
ния для матриц, а также неравенства для собственного числа, следа
и нормы матриц, все элементы которых отличны от нуля. Эти со-
отношения применяются при исследовании сходимости для любой
квадратной матрицы A последовательности ‖Ak‖1/k , где обозначе-
ния степени и нормы понимаются в смысле идемпотентной алгеб-
ры. Показано, что общая формула для вычисления спектрального
радиуса матрицы может быть построена на основе полученных ре-
зультатов как некоторое их следствие.

В главе 6 изучаются стохастические динамические системы, эво-
люция которых описывается при помощи линейных в некотором
идемпотентном полукольце уравнений x(k) = A(k)x(k − 1) , где
A(k) — случайная матрица, x(k) — вектор состояний системы. Рас-
сматривается задача нахождения средней скорости роста вектора
состояний для систем (показателя Ляпунова). Найдены общие усло-
вия существования предела, который определяет величину средней
скорости роста. Показано, как средняя скорость роста может быть
вычислена в случае диагональной и изометрической матрицы, а
также матрицы единичного ранга.

Изучена динамическая система с треугольной случайной матри-
цей. В качестве вспомогательных результатов получено алгебраи-
ческое неравенство для нормы произведения треугольных матриц,
а также ряд неравенств для математического ожидания максиму-
ма сумм случайных величин. Показано, что при достаточно общих
условиях показатель Ляпунова определяется только средними зна-
чениями диагональных элементов матрицы.

В заключение предложен метод решения задачи определения
показателя Ляпунова на основе некоторого разложения матрицы
системы на множители и показано, как этот метод может быть при-
менен в случае матрицы системы неполного ранга.

Целью главы 7 является решение задачи определения средней
скорости роста вектора состояний для систем второго порядка в по-
лукольце с операциями максимума и сложения с матрицами, слу-
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чайные элементы которых независимы и имеют экспоненциальные
распределения с произвольными параметрами. Сначала исследуют-
ся системы с матрицами, часть элементов которых не являются слу-
чайными и равны нулю. Используется подход, который опирается
на построение и анализ некоторой последовательности одномерных
функций распределения. Величина показателя Ляпунова находит-
ся как математическое ожидание случайной величины, определяе-
мой предельным распределением этой последовательности.

Для решения задачи в общем случае предлагается алгебраиче-
ский подход на основе построения последовательности плотностей
одномерных распределений вероятностей и решения интегрально-
го уравнения для нахождения соответствующей предельной плот-
ности. Определение средней скорости роста вектора состояний сво-
дится к ряду алгебраических вычислений, включая решение алгеб-
раической системы уравнений и вычисление значения некоторого
линейного функционала от полученного решения. Приведены при-
меры решения задачи в общем виде для ряда частных случаев.

В главе 8 рассматривается задача оценивания показателя Ля-
пунова. Представлен ряд простых оценок для произвольных, регу-
лярных и положительных матриц, а также даны соответствующие
примеры. Вводится и изучается класс оценок для систем с неразло-
жимой матрицей на основе использования матриц единичного ран-
га. Применяемый при этом подход опирается на замену матрицы
системы A(k) на ее оценку, построенную при помощи матриц вида
u(k)vT (k) , где u(k) и v(k) — некоторые векторы. Такая замена
позволяет вместо произведений матриц рассматривать арифмети-
ческие суммы скалярных произведений соответствующих векторов
и тем самым упростить решение. Даны примеры вычисления оце-
нок для систем с матрицей второго порядка, элементы которой име-
ют экспоненциальное распределение с единичным средним.

В главе 9 представлены модели динамики систем с очередя-
ми, построенные с применением аппарата и методов идемпотент-
ной алгебры. Сначала описывается модель сети с неограниченной
емкостью накопителей и произвольным числом требований, кото-
рые могут находиться в узлах в начальный момент времени. Для
этой модели составляется неявное уравнение для вектора состояний
системы, которое имеет вид неоднородного линейного уравнения в
смысле полукольца с операциями максимума и сложения.
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Найдены условия, при которых неявное уравнение разрешимо
относительно вектора состояний. Решение уравнения представлено
в виде линейного рекуррентного динамического уравнения.

Полученные результаты распространяются на модели сетей с
ограниченной емкостью накопителей и возможностью блокировки.
Приведены примеры моделей различных систем, включая откры-
тые и замкнутые многофазные системы, а также системы с синхро-
низацией движения требований. Рассмотрены последовательные и
параллельные алгоритмы имитационного моделирования для мно-
гофазных систем и исследована их эффективность.

Глава 10 содержит ряд примеров применения моделей и методов
идемпотентной алгебры при исследовании систем с очередями. В
этой главе строится общая нижняя оценка среднего времени цикла
обслуживания для всех рассматриваемых моделей. Показано, что
для ациклических моделей сетей с неограниченными накопителями
указанная оценка совпадает с соответствующим точным значением.

Рассматриваются примеры моделей сетей, включая многофаз-
ные системы с неограниченной и конечной емкостью накопителей,
а также сети с синхронизацией передвижения требований. Для этих
моделей величина среднего времени цикла обслуживания вычисля-
ется на основе разложения матрицы системы.

В заключение изучается задача оценивания среднего времени
безотказной работы для ациклических сетей с очередями. Получе-
ны верхние и нижние оценки среднего времени безотказной работы,
а также даны примеры вычисления оценок.

Автор выражает искреннюю благодарность рецензентам книги
В. Д. Матвеенко и О. Н. Граничину, а также А. В. Соколову за
полезные замечания и предложения, которые позволили устранить
ряд недостатков рукописи.

Автор признателен С. А. Нуриджановой за большую помощь в
корректуре и редактировании текста книги, а также Ю. А. Кри-
вулиной за внимательное прочтение и корректорские замечания по
первому варианту рукописи.
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Глава 1

ИДЕМПОТЕНТНАЯ АЛГЕБРА

1.1. Введение

В настоящее время имеется целый ряд монографий и учебников,
посвященных теории и приложениям идемпотентной алгебры. Об-
стоятельное введение в указанную область можно найти, например,
в опубликованных в последние годы работах [55, 42, 65, 77].

В этой главе приведены основные сведения, касающиеся идем-
потентной алгебры, на которые опирается изложение материала по-
следующих глав. Даны необходимые определения и обозначения, а
также обзор соответствующих предварительных результатов. Об-
зор включает, в основном, результаты, которые, с одной стороны,
носят достаточно общий характер, а, с другой стороны, могут быть
проверены с помощью несложных рассуждений. Другие вспомога-
тельные результаты, которые используются в отдельных частях ра-
боты, приведены в соответствующих главах.

Вначале рассматриваются понятия идемпотентных полукольца
и полуполя. Изучаются свойства операций сложения и умножения,
заданных на полукольце, вводится отношение порядка и даются
примеры числовых полуколец. Выбирается метрика, для вычис-
ления которой достаточно выполнения основных бинарных опера-
ций полукольца, дополненных операцией обращения. Представле-
ны идемпотентные аналоги биномиального тождества и неравен-
ства между средним арифметическим и средним геометрическим.

Изучается векторный полумодуль над идемпотентным полупо-
лем. Операциям полумодуля дается простая и наглядная геомет-
рическая интерпретация на плоскости в декартовой системе коор-
динат. Обсуждается свойство линейной зависимости векторов. На
векторном полумодуле вводится метрика на основе введенной выше
метрики для скалярного полукольца.

Далее рассматривается идемпотентная алгебра матриц. Пере-
числяются свойства операций и вводится норма матрицы. Изуча-
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ется идемпотентное полукольцо квадратных матриц. Выявляется
связь между вычислением степени матрицы и свойствами соот-
ветствующего графа. Рассматриваются обратная и псевдообратная
матрицы. Наконец, для матриц вводится функция расстояния.

В заключение представлен общий вид, а также два частных слу-
чая обобщенного линейного уравнения, которые называются урав-
нениями 1-го и 2-го рода.

1.2. Идемпотентные полукольцо и полуполе

Пусть X — числовое множество, на котором заданы операции
сложения ⊕ и умножения ⊗ . Будем предполагать, что 〈X,⊕,⊗〉
является коммутативным полукольцом с нулем и единицей, в ко-
тором сложение идемпотентно, а каждый ненулевой элемент имеет
обратный по умножению.

Обозначим нулевой и единичный элементы полукольца симво-
лами 0 и 1 . Перечислим основные свойства операций полукольца.

1.2.1. Свойства операций. Множество X образует относи-
тельно операции сложения идемпотентную коммутативную полу-
группу с нейтральным элементом. Другими словами, операция сло-
жения для любых x, y, z ∈ X удовлетворяет условиям:

1) x⊕ (y ⊕ z) = (x⊕ y)⊕ z (ассоциативность),

2) x⊕ y = y ⊕ x (коммутативность),

3) x⊕ 0 = x (существование нуля),

4) x⊕ x = x (идемпотентность).

Относительно умножения имеем коммутативную группу, в ко-
торой выполняется:

5) x⊗ (y ⊗ z) = (x⊗ y)⊗ z (ассоциативность),

6) x⊗ y = y ⊗ x (коммутативность),

7) x⊗ 1 = x (существование единицы),

8) если x 6= 0 , то существует элемент x−1 такой, что x⊗x−1 = 1

(существование обратного).
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Наконец, сложение и умножение связаны свойствами:

9) x⊗ (y ⊕ z) = x⊗ y ⊕ x⊗ z (дистрибутивность),

10) x⊗ 0 = 0 (закон поглощения).

С учетом групповых свойств умножения полукольцо 〈X,⊕,⊗〉
часто называют полуполем.

В силу ассоциативности умножения операция возведения в сте-
пень может быть введена обычным путем. Положим X+ = X \ {0} .
Для любого x ∈ X+ и целого p > 0 имеем

x0 = 1, xp = xp−1 ⊗ x = x⊗ xp−1, x−p = (x−1)p, 0
p = 0.

Предполагается, что введенная операция возведения в целую
степень может быть естественным образом распространена в полу-
кольце на случай рационального показателя степени.

Далее в алгебраических выражениях знак умножения ⊗ , как
обычно, опускается. Обозначение степени используется в смысле
идемпотентной алгебры. Однако при записи показателя степени
применяются обычные арифметические операции.

1.2.2. Отношение порядка. В силу идемпотентности сложе-
ния на X определено отношение ≤ частичного порядка так, что
x ≤ y тогда и только тогда, когда x⊕ y = y . Легко видеть, что из
такого определения прямо следует выполнение свойств рефлексив-
ности, транзитивности и антисимметричности отношения, а также
справедливость неравенств x ≤ x ⊕ y и y ≤ x ⊕ y . Кроме того,
нетрудно проверить свойство монотонности операций сложения и
умножения, по которому при условии x ≤ y для любого z выпол-
няются неравенства x⊕ z ≤ y ⊕ z и xz ≤ yz .

Ниже знаки операций отношения понимаются в смысле указан-
ного частичного порядка. Ясно, что в соответствии с этим порядком
для любого x ∈ X выполняется x ≥ 0 . Наряду с этим предпола-
гается, что множество X при необходимости всегда может быть
дополнено элементом ∞ таким, что x ≤ ∞ для всякого x ∈ X .

Заметим, что во многих задачах, включая рассматриваемые ни-
же примеры и приложения, введенный порядок оказывается линей-
ным. Учитывая также, что для такого порядка доказательство мно-
гих утверждений существенно упрощается, далее будем считать,
что индуцированный сложением порядок является линейным.
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1.2.3. Примеры идемпотентных полуколец. К полуколь-
цам рассматриваемого типа относятся

Rmax,+ = 〈R ∪ {−∞},max,+〉, Rmin,+ = 〈R ∪ {+∞},min,+〉,
Rmax,× = 〈R+ ∪ {0},max,×〉, Rmin,× = 〈R+ ∪ {+∞},min,×〉,

где R — множество всех вещественных чисел, R+ = {x ∈ R|x > 0} .
В полукольце Rmax,+ нулевым элементом является −∞ , а еди-

ничным — число 0 . Для каждого x ∈ R существует обратный эле-
мент x−1 , равный −x в обычной арифметике. Для любых x, y ∈ R

определена степень xy , значение которой соответствует арифмети-
ческому произведению xy . Частичный порядок совпадает с обыч-
ным линейным порядком. Максимальным элементом служит +∞ .

В Rmin,× нулем является +∞ , единицей — число 1 . Обратный
элемент и степень имеют обычный смысл. Отношение ≤ определя-
ет порядок, обратный по отношению к обычному линейному поряд-
ку на R+ . Роль элемента ∞ играет число 0 .

Легко видеть, что полукольца Rmax,+ , Rmin,+ , Rmax,× и Rmin,×

изоморфны друг другу. На рис. 1.1 приведена диаграмма, на кото-
рой указаны отображения изоморфизма (представленные с помо-
щью обычных операций) для этих полуколец.

Rmax,+

y = −x✲✛
y = −x

Rmin,+

y = lnx

✻

❄

y = ex y = lnx

✻

❄

y = ex

Rmax,×

y = 1/x✲✛
y = 1/x

Rmin,×

Рис. 1.1. Изоморфизм полуколец Rmax,+ , Rmin,+ , Rmax,× и Rmin,×

Полукольцо Rmax,min = 〈R∪{−∞,+∞},max,min〉 представляет
собой пример идемпотентного полукольца, которое не является по-
луполем. В этом полукольце 0 = −∞ , 1 = +∞ . Обратный элемент
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по отношению к операции min не существует, а понятие степени не
определяется. Отношение порядка соответствует обычному линей-
ному порядку. Максимальным элементом является +∞ .

Другие примеры идемпотентных полуколец можно найти, на-
пример, в [69, 101, 42].

1.2.4. Метрика. На полукольце X определим функцию рас-
стояния ρ следующим образом. Для любых x, y 6= 0 положим

ρ(x, y) = y−1x⊕ x−1y. (1.1)

Учитывая, что функция ρ принимает значения на интервале
[1,∞) , естественно положить ρ(x, y) = 1 , если x = y = 0 . Наконец,
удобно считать, что ρ(x, y) =∞ , если один из аргументов x или y
равен нулю, а другой отличен от нуля.

В полукольце Rmax,+ для всех x, y ∈ R функция ρ совпадает с
обычным расстоянием d(x, y) = |x−y| . В силу изоморфизма Rmax,+

полукольцам Rmax,× , Rmin,+ и Rmin,× в каждом из них ρ порождает
некоторую функцию расстояния. Например, в Rmax,× имеем

ρ′(x, y) = ln(y−1x⊕ x−1y).

Для всех перечисленных полуколец функция (1.1) удовлетворя-
ет условию симметрии и неравенству треугольника. При помощи
соответствующего изоморфизма эта функция может быть превра-
щена в метрику для всякого полукольца, изоморфного Rmax,+ .

Ниже в качестве метрики будем использовать функцию (1.1)
для всех рассматриваемых полуколец, опуская для простоты до-
полнительные преобразования изоморфизма.

Заметим, что введение на полукольце X метрики позволяет есте-
ственным образом определить понятия непрерывности и сходимо-
сти относительно этой метрики.

1.2.5. Биномиальное тождество. Для любых x, y ∈ X и ра-
ционального числа α ≥ 0 справедливо биномиальное тождество

(x⊕ y)α = xα ⊕ yα. (1.2)

Если порядок на X — линейный, то для доказательства тожде-
ства достаточно проверить его в каждом из случаев x ≤ y и x > y .
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При условии частичного порядка докажем (1.2) для целого по-
казателя α = p ≥ 0 . Если одно из чисел x или y равно нулю, то
тождество становится тривиальным. Предположим, что x, y 6= 0 .

Проверим (1.2) по индукции. При p = 0, 1 имеем очевидные
равенства. Допустим, что тождество верно при некотором p . Тогда,
в частности, xp ⊕ yp ≥ xqyp−q при всех q = 0, 1, . . . , p .

Покажем, что оно сохраняется и при p + 1 . Ясно, что всегда
справедливо неравенство (x⊕y)p+1 ≥ xp+1⊕yp+1 . Поверим выпол-
нение противоположного неравенства. Рассмотрим величину

(x⊕ y)p+1(x⊕ y) = (xp ⊕ yp)(x⊕ y)2 =

= xp+2 ⊕ xp+1y ⊕ xpy2 ⊕ x2yp ⊕ xyp+1 ⊕ yp+2 ≤
≤ xp+2 ⊕ xp+1y ⊕ xyp+1 ⊕ yp+2 = (xp+1 ⊕ yp+1)(x⊕ y).

После сокращения на x⊕ y 6= 0 , имеем (x⊕ y)p+1 ≤ xp+1 ⊕ yp+1 .
Применяя тождество (1.2), легко показать, что для всех x, y ∈ X

и рациональных чисел α, β ≥ 0 выполняется

xαyβ ≤ (x⊕ y)α+β . (1.3)

Действительно, из (1.2) следует, что

(x⊕ y)α = xα ⊕ yα ≥ xα, (x⊕ y)β = xβ ⊕ yβ ≥ yβ ,
откуда после перемножения неравенств приходим к (1.3).

Заметим, что при α = β = 1/2 из (1.3) получаем аналог нера-
венства между геометрическим и арифметическим средними

√
xy ≤ x⊕ y. (1.4)

1.3. Идемпотентный векторный полумодуль

Рассмотрим декартово произведение X
m , где X — идемпотент-

ное полуполе. Для любых векторов a, b ∈ X
m , где

a = (a1, . . . , am)T , b = (b1, . . . , bm)T

и числа x ∈ X определены операции

a⊕ b = (a1 ⊕ b1, . . . , am ⊕ bm)T , xa = (xa1, . . . , xam)T .

Вектор 0 = (0, . . . ,0)T ∈ X
m называется нулевым.
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1.3.1. Свойства операций. Из свойств операций полукольца
X вытекает, что при любых a, b, c ∈ X

m сложение векторов удовле-
творяет условиям

1) a⊕ (b⊕ c) = (a⊕ b)⊕ c (ассоциативность),

2) a⊕ b = b⊕ a (коммутативность),

3) a⊕ 0 = a (существование нуля),

4) a⊕ a = a (идемпотентность).

Кроме того, при любых x, y ∈ X для операции умножения на
скаляр имеем

5) x(ya) = (xy)a (ассоциативность),

6) a1 = 1a = a (существование единицы).

Сложение векторов и умножение вектора на скаляр связаны
свойствами дистрибутивности

7) x(a⊕ b) = xa⊕ xb ,

8) (x⊕ y)a = xa⊕ ya .

Множество X
m с указанными операциями образует векторный

полумодуль над идемпотентным полукольцом X .
Для полумодуля R

2
max,+ геометрическая интерпретация опера-

ции сложения векторов на плоскости в обычной декартовой системе
координат приведена на рис. 1.2. Заметим, что пример сложения
векторов с положительными координатами, представленный слева,
может быть отнесен и к полумодулю R

2
max,× .

При геометрическом сложении двух векторов на плоскости при-
меняется следующее «правило прямоугольника». Суммой двух век-
торов является вектор, которому соответствует правая верхняя вер-
шина прямоугольника, построенного на пересечении перпендикуля-
ров, проведенных из концов векторов к координатным осям.

Это правило легко распространяется на случай сложения век-
торов в трехмерном пространстве в обычной системе координат в
форме соответствующего «правила прямого параллелепипеда».

В R
2
max,+ умножение вектора a на число x эквивалентно вы-

числению a + x1 в обычных обозначениях, где 1 = (1, 1)T . В по-
лумодуле R

2
max,× умножение имеет обычный смысл (см. рис. 1.3).

17



✲

✻

✂
✂
✂
✂
✂
✂
✂✂✍

✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟✯

✚
✚
✚

✚
✚
✚
✚

✚
✚✚❃

0 b1 a1

a2

b2
b

a

a⊕ b
✻✲
✂
✂
✂
✂
✂
✂
✂
✂✂✌

✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟✙

✁
✁
✁

✁
✁
✁☛

0a1

a2

b1

b2
b

a

a⊕ b

Рис. 1.2. Сложение векторов на плоскости

Операции сложения векторов и умножение вектора на скаляр
являются монотонными в том смысле, что для любых a, b, c ∈ X

m

и x ∈ X из покоординатного неравенства a ≤ b следуют покоорди-
натные неравенства a⊕ c ≤ b⊕ c и xa ≤ xb .

1.3.2. Линейная зависимость векторов. Рассмотрим про-
извольную систему векторов a1, . . . ,an ∈ X

m . Вектор b ∈ X
m ли-

нейно зависит от векторов a1, . . . ,an , если его можно представить
в виде разложения (линейной комбинации)

b = x1a1 ⊕ · · · ⊕ xnan

с коэффициентами x1, . . . xn ∈ X .
Система векторов a1, . . . ,an является линейно зависимой, если

хотя бы один из векторов системы линейно зависит от других, и
линейно независимой — в противном случае.

Если вектор b линейно зависит от системы a1, . . . ,an , но не
зависит от любой ее подсистемы, то такая система называется ми-
нимальной системой, порождающей b .

Нетрудно проверить, что представление любого вектора в виде
разложения по векторам его минимальной порождающей системы
является единственным. Действительно, предположим, что имеется
два разложения вектора b по векторам его минимальной порожда-
ющей системы a1, . . . ,an

b = x1a1 ⊕ · · · ⊕ xnan = x′1a1 ⊕ · · · ⊕ x′nan,
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Рис. 1.3. Умножение вектора на число в R
2
max,+ (слева) и R

2
max,× (справа)

причем x′i 6= xi для некоторого i = 1, . . . , n . Пусть для опреде-
ленности x′i < xi . Имеем неравенства b ≥ xiai > x′iai , откуда
вытекает, что величина x′iai не влияет на значение b и ее можно
отбросить. Следовательно, вектор b является линейной комбина-
цией векторов a1, . . . ,ai−1,ai+1, . . . ,an , что противоречит условию
минимальности системы a1, . . . ,an .

Обозначим линейную оболочку векторов a1, . . . ,an через

span{a1, . . . ,an} = {x1a1 ⊕ · · · ⊕ xnan|x1, . . . , xn ∈ X}.

На рис. 1.4 слева представлена линейная оболочка span{a1,a2}
векторов a1,a2 ∈ R

2
max,+ , которая имеет форму полосы, ограничен-

ной параллельными прямыми, проходящими через концы векторов
a1 и a2 . Ясно, что для полумодуля R

2
max,× такая линейная оболоч-

ка имеет вид конуса (рис. 1.4 справа).

1.3.3. Метрика. Введем на X
m метрику ρ . Сначала для вся-

кого вектора a ∈ X
m определим носитель supp(a) как множество

индексов ненулевых компонент этого вектора,

supp(a) = {i|ai 6= 0, 1 ≤ i ≤ m}.

Для любых a, b ∈ X
m \{0} при условии, что supp(a) = supp(b) ,
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Рис. 1.4. Линейная оболочка векторов в R
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max,+ (слева) и R

2
max,× (справа)

определим

ρ(a, b) =
⊕

i∈supp(a)

ρ(ai, bi) =
⊕

i∈supp(a)

(
b−1
i ai ⊕ a−1

i bi
)
. (1.5)

Положим ρ(a, b) = ∞ , если supp(a) 6= supp(b) , и ρ(a, b) = 1 ,
если a = b = 0 .

Заметим, что в R
m
max,+ функция (1.5) для всех a, b ∈ R

m совпа-
дает с обычной метрикой

ρ∞(a, b) = max
1≤i≤m

|bi − ai|.

1.4. Идемпотентная алгебра матриц

Пусть X — идемпотентное полуполе. Будем рассматривать мат-
рицы с элементами из X .

Матрица, все элементы которой равны нулю, называется нуле-
вой и обозначается символом 0 .

Если в каждой строке матрицы A имеется, по крайней мере,
один ненулевой элемент, то такая матрица называется регулярной.
Ясно, что регулярная матрица не имеет нулевых строк.

Если для регулярной матрицы A матрица AT также являет-
ся регулярной, то матрица A называется правильной. Правильная
матрица не имеет как нулевых строк, так и нулевых столбцов.
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Для любых матриц

A = (aij) ∈ X
m×n, B = (bij) ∈ X

m×n, C = (cij) ∈ X
n×l

операции сложения и умножения матриц, а также операция умно-
жения матрицы на скаляр x ∈ X определяются обычным путем в
соответствии с формулами

{A⊕B}ij = aij ⊕ bij , {BC}ij =
n⊕

k=1

bikckj , {xA}ij = xaij .

1.4.1. Свойства операций. Из свойств операций полукольца
X следует, что при любых A,B,C ∈ X

m×n сложение матриц обла-
дает свойствами

1) A⊕ (B ⊕ C) = (A⊕B)⊕ C (ассоциативность),

2) A⊕B = B ⊕A (коммутативность),

3) A⊕ 0 = A (существование нуля),

4) A⊕A = A (идемпотентность).

Умножение матрицы на скаляр при всех x, y ∈ X удовлетворяет
условиям

5) x(yA) = (xy)A (ассоциативность),

6) A1 = 1A = A (существование единицы).

С учетом свойств дистрибутивности

7) x(A⊕B) = xA⊕ xB ,

8) (x⊕ y)A = xA⊕ yA ,

множество X
m×n с операциями сложения матриц и умножения на

скаляр образует полумодуль над идемпотентным полукольцом X .
Наконец, при любых матрицах A , B , C и D подходящего раз-

мера для операции умножения матриц выполняется

9) A(BC) = (AB)C (ассоциативность),

10) B(C ⊕D) = BC ⊕BD (дистрибутивность).
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Перечисленные матричные операции обладают свойством моно-
тонности, в соответствии с которым для любых согласованных по
размеру матриц A , B , C , D и числа x из поэлементного неравен-
ства A ≤ B следуют поэлементные неравенства A ⊕ C ≤ B ⊕ C ,
AD ≤ BD и xA ≤ xB .

Заметим, что из свойств дистрибутивности и идемпотентности
вытекает еще одно полезное неравенство, которое имеет вид

(A⊕B)(C ⊕D) ≥ AC ⊕BD.

1.4.2. Норма матрицы. Рассмотрим произвольную матрицу
A = (aij) ∈ X

m×n . Поставим в соответствие матрице A число

‖A‖ =
m⊕

i=1

n⊕

j=1

aij . (1.6)

Учитывая свойства операции сложения, легко понять, что для
всех i = 1, . . . ,m , j = 1, . . . , n справедливо неравенство aij ≤ ‖A‖ ,
откуда следует, что ‖A‖ равно величине максимального элемента
матрицы A . Кроме того, для любых матриц A , B и C подходящего
размера и числа x выполняется

‖A⊕B‖ = ‖A‖ ⊕ ‖B‖, ‖BC‖ ≤ ‖B‖‖C‖, ‖xA‖ = x‖A‖.

Заметим, что величина ‖A‖ принимает значения на интервале
[0,∞) . Например, для полукольца R

m×n
max,× имеем 0 ≤ ‖A‖ < ∞ .

Нетрудно проверить, что в этом полукольце число ‖A‖ совпадает с
точностью до (обыкновенного) множителя

√
mn с обычной нормой

M(A) = (mn)1/2 max
i,j
|aij |.

Ясно, что в любом другом полукольце, изоморфном R
m×n
max,× , так-

же можно определить соответствующую величину, которая будет
иметь свойства нормы. Например, для R

m×n
max,+ возьмем

‖A‖′ = exp




m⊕

i=1

n⊕

j=1

aij


 .
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Далее в качестве нормы будем использовать величину (1.6) для
всех рассматриваемых полуколец, опуская для простоты дополни-
тельные преобразования изоморфизма.

Пусть матрица A состоит из столбцов a1, . . . ,an , а матрица B
— из строк b1, . . . , bn . Легко проверить, что имеет место равенство

‖AB‖ =
n⊕

i=1

‖ai‖‖bi‖.

1.4.3. Квадратные матрицы. Рассмотрим квадратную мат-
рицу A ∈ X

n×n . Как обычно, матрица A называется диагональной,
если все ее недиагональные элементы равны нулю. Диагональная
матрица A с диагональными элементами a11, . . . , ann обозначается
A = diag(a11, . . . , ann) . Если aii 6= 0 при всех i = 1, . . . , n , то такая
матрица называется строго диагональной.

Матрица I = diag(1, . . . ,1) называется единичной.
Множество X

n×n замкнуто относительно умножения матриц,
которое для любых A,B,C ∈ X

n×n удовлетворяет условиям

1) A(BC) = (AB)C (ассоциативность),

2) AI = IA = A (существование единицы),

3) A(B ⊕ C) = AB ⊕AC (дистрибутивность).

По отношению к операциям сложения и умножения матриц мно-
жество X

n×n образует ассоциативно-коммутативное идемпотентное
полукольцо с единицей.

Операция возведения в степень для матрицы вводится обычным
путем. Для любой матрицы A 6= 0 и целого p > 0 имеем

A0 = I, Ap = Ap−1A = AAp−1, 0
p = 0.

Матрица называется треугольной, если равны нулю все ее эле-
менты выше (ниже) диагонали. Треугольную матрицу, у которой
на диагонали стоят нули, будем называть строго треугольной.

Матрица A называется нильпотентной индекса r , если суще-
ствует такое целое r > 0 , что Ar = 0 , причем r является наимень-
шим показателем, при котором степень матрицы равна нулю.

Очевидно, что верхняя (нижняя) строго треугольная матрица
является нильпотентной.
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Матрица называется разложимой, если при помощи переста-
новки строк вместе с такой же перестановкой столбцов ей может
быть придана блочно-треугольная (нормальная) форма. В против-
ном случае матрица называется неразложимой.

Нормальной формой разложимой матрицы A ∈ X
n×n называ-

ется ее представление в виде

A =




A11 0 . . . 0

A21 A22 0

...
...

. . .

As1 As2 . . . Ass


 , (1.7)

где Aii — неразложимая или нулевая квадратная матрица порядка
ni , Aij — произвольная матрица размера ni × nj для всех j < i ,
i = 1, . . . , s, при условии, что n1 + · · ·+ ns = n .

Совокупность строк (столбцов) матрицы A , соответствующих
каждому диагональному блоку Aii , будем называть горизонталь-
ным (вертикальным) рядом матрицы.

Ясно, что диагональная и треугольная матрицы — разложимые.
Матрица A называется симметричной, если AT = A .
Матрица A ∈ X

n×n называется матрицей подобия с коэффици-
ентом (множителем) подобия α , если для любого вектора x ∈ X

n

выполняется равенство

‖Ax‖ = α‖x‖.

При α = 1 матрица подобия называется изометрической.
Если A — изометрическая матрица, то для любой матрицы B

справедливо равенство

‖AB‖ = ‖B‖.

Множество изометрических матриц замкнуто относительно опе-
раций сложения и умножения. Действительно, пусть A1 и A2 —
изометрические матрицы. Тогда для любого вектора x

‖(A1 ⊕A2)x‖ = ‖A1x‖ ⊕ ‖A2x‖ = ‖x‖ ⊕ ‖x‖ = ‖x‖,
‖(A1A2)x‖ = ‖A2x‖ = ‖x‖.
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Ясно, что матрица, все элементы которой равны 1 , является
изометрической. Кроме того, произведение такой матрицы на лю-
бую матрицу A представляет собой матрицу подобия с коэффици-
ентом подобия, который равен ‖A‖ .

1.4.4. След матрицы. Для любой матрицы A ∈ X
n×n следом

матрицы называется величина

trA =
n⊕

i=1

aii.

Нетрудно проверить, что для любых матриц A и B и числа x
выполняется

tr(A⊕B) = trA⊕ trB, tr(xA) = x trA, trA ≤ ‖A‖.
Покажем, что при всех целых p ≥ 0 выполняется неравенство

trAp ≥ trp(A).

Действительно, при p = 0, 1 имеем очевидные равенства. В слу-
чае, когда p = 2 , получим

trA2 =

n⊕

i=1

n⊕

j=1

aijaji ≥
n⊕

i=1

a2ii =

(
n⊕

i=1

aii

)2

= tr2(A).

Случай произвольного целого p рассматривается аналогично.

1.4.5. Граф матрицы. Любой матрице A = (aij) ∈ X
n×n мож-

но сопоставить ориентированный граф 〈V,E〉 с множеством вер-
шин V = {1, . . . , n} и множеством дуг E = {(i, j)|i, j ∈ V } . Для
каждой пары вершин i, j ∈ V множество E включает дугу (i, j) ,
если aij > 0 , и не включает такую дугу, если aij = 0 .

Последовательность вершин (i0, i1, . . . , im) графа при условии,
что (ik−1, ik) ∈ E для всех k = 1, . . . ,m , называется путем, а число
дуг m , из которых состоит путь, — длиной пути.

Величину aij естественно считать расстоянием между верши-
нами i и j вдоль дуги (i, j) . Для любого пути (i0, i1, . . . , im) рас-
стояние между вершинами i0 и im вдоль этого пути определяется
произведением ai0i1 · · · aim−1im .
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Путь (i0, i1, . . . , im) , а также соответствующее ему произведе-
ние ai0i1 · · · aim−1im называются циклическими, если im = i0 . Граф
называется ациклическим, если он не содержит циклических путей.

Граф строго треугольной матрицы является ациклическим.
Нетрудно видеть, что ациклический граф, состоящий из n вер-

шин, не содержит путей, длина которых больше n− 1 .
Рассмотрим произвольную степень p матрицы A . Для элемен-

тов a
(p)
ij матрицы Ap имеем

a
(p)
ij =

⊕

1≤i1,...,ip−1≤n

aii1ai1i2 · · · aip−1j ,

откуда следует, что a
(p)
ij имеет смысл наибольшего расстояния меж-

ду вершинами i и j вдоль всех путей, которые состоят из p дуг.

Если таких путей вообще нет, то a
(p)
ij = 0 .

В частности, максимальное расстояние вдоль всех циклических
путей длины p можно записать в виде

⊕

1≤i0,...,ip−1≤n

ai0i1 · · · aip−1i0 = trAp.

Рассмотрим матрицу A , граф которой является ациклическим.
Нетрудно проверить, что матрица A является нильпотентной с ин-
дексом, который не превышает n . Действительно, в графе матри-
цы нет циклических путей, а максимальная длина любого пути не

больше некоторого числа r ≤ n − 1 . Следовательно, a
(p)
ij = 0 для

каждого p > r при всех i, j = 1 . . . , n .
Опираясь на взаимосвязь между матрицей и ее графом, нетруд-

но убедиться в справедливости следующих утверждений.
Матрица является неразложимой тогда и только тогда, когда

граф матрицы сильно связный.
Если A — неразложимая матрица, то матрица B = A⊕· · ·⊕An

не имеет нулевых элементов.
Любая неразложимая матрица является правильной.

1.4.6. Обратная и псевдообратная матрицы. Пусть A —
квадратная матрица. Матрица A−1 называется обратной по отно-
шению к A , если A−1A = AA−1 = I .
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Покажем, что для того, чтобы матрица A имела обратную, необ-
ходимо и достаточно, чтобы в каждом столбце и в каждой строке
матрицы стоял ровно один элемент, отличный от нуля.

Действительно, достаточность условия устанавливается непо-
средственной проверкой. Проверим необходимость.

Пусть для матрицы A = (aij) существует матрица B = (bij)
такая, что AB = BA = I . Для произвольного i = 1, . . . , n , выпол-
няется ai1b1i ⊕ · · · ⊕ ainbni = 1 , откуда следует, что найдется такой
индекс j , что aij > 0 и bji > 0 .

Допустим, что в столбце j матрицы A имеется еще один нену-
левой элемент, например amj 6= 0 , где m 6= i . В этом случае имеем
am1b1i · · · amnbni > amjbji > 0 , что противоречит условию AB = I .
Следовательно, матрица A не может иметь два ненулевых элемента
в одном столбце.

Аналогично, на основе равенства BA = I проверяется, что мат-
рица A не может иметь два ненулевых элемента в одной строке.

Ясно, что в полукольце X
n×n обратимы только строго диаго-

нальные матрицы и матрицы, полученные из них путем переста-
новки строк или столбцов. Для матрицы D = diag(d1, . . . , dn) , где
d1, . . . , dn 6= 0 , обратной матрицей будет D−1 = diag(d−1

1 , . . . , d−1
n ) .

Для любой матрицы A = (aij) ∈ X
m×n можно определить псев-

дообратную матрицу A− = (a−ij) ∈ X
n×m с элементами

a−ij =

{
a−1
ji , если aji 6= 0,

0, если aji = 0.

Легко видеть, что для правильной матрицы A выполняются
неравенства AA− ≥ I и A−A ≥ I .

Кроме того, если для матрицы A существует обратная, то оче-
видно, что A− = A−1 .

Для любой матрицы A ∈ X
m×n носителем матрицы называется

множество пар индексов ненулевых компонент этой матрицы

supp(A) = {(i, j)|aij 6= 0, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}.

Для матриц A и B одинакового размера с общим носителем из
неравенства A ≤ B следует A− ≥ B− .
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Заметим, что для любой матрицы A ∈ X
m×n\{0} минимальный

ненулевой элемент определяется выражением

min{aij |aij 6= 0, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} = ‖A−‖−1.

Для любого вектора x = (x1, . . . , xn)
T ∈ X

n определим вектор
x− = (x−1 , . . . , x

−
n ) , где x−i = x−1

i , если xi 6= 0 , и x−i = 0 в против-
ном случае. Из неравенства x ≤ y для векторов x и y с общим
носителем следует x− ≥ y− .

Покажем, что для любых векторов x,y ∈ X
n
+ справедливо нера-

венство
xy− ≥ (x−y)−1I. (1.8)

Учитывая, что x−y = x−1
1 y1 ⊕ · · · ⊕ x−1

n yn ≥ x−1
i yi для всех

i = 1, . . . , n , получим xy− ≥ diag(x1y
−1
1 , . . . , xny

−1
n ) ≥ (x−y)−1I .

При y = x неравенство (1.8) принимает вид xx− ≥ I .
Применяя (1.8), нетрудно проверить, что для любой матрицы

A ∈ X
m×n \ {0} и вектора x ∈ X

n
+ справедливо неравенство

(Ax)−A ≤ x−. (1.9)

Действительно, если x ∈ X
n
+ , то (Ax)−A ≤ (Ax)−Axx− = x− .

1.4.7. Ранг матрицы. Рассмотрим произвольную матрицу A .
Максимальное число линейно независимых строк (столбцов) мат-
рицы A называется рангом матрицы и обозначается rank(A) .

Нетрудно показать, что матрица A имеет ранг 1 тогда и только
тогда, когда A = xyT , где x,y — некоторые ненулевые векторы.

Пусть A = xyT — матрица ранга 1. Непосредственной провер-
кой легко убедиться, что ‖A‖ = ‖x‖‖y‖ .

Определим область значений матрицы A ∈ X
m×n как множе-

ство векторов

range(A) = {y ∈ X
m|y = Ax,x ∈ X

n}.

Если A = xyT , то range(A) = {αx|α ∈ X} .

28



1.4.8. Метрика. Для любых матриц A,B ∈ X
m×n \ {0} таких,

что supp(A) = supp(B) , определим функцию расстояния

ρ(A,B) = tr(B−A)⊕ tr(A−B). (1.10)

При условии supp(A) 6= supp(B) положим ρ(A,B) = ∞ . Если
A = B = 0 , то положим ρ(A,B) = 1 .

В полукольце R
m×n
max,+ для любых матриц A и B с общим носи-

телем метрика (1.10) с использованием обычных операций записы-
вается в виде

ρ(A,B) = max
(i,j)∈supp(A)

|bij − aij |.

Ясно, что эта метрика для всех A,B ∈ R
m×n совпадает с обыч-

ной метрикой
ρ∞(A,B) = max

i,j
|bij − aij |.

1.5. Линейные уравнения

Любая матрица A ∈ X
m×n задает некоторое отображение (опе-

ратор) из полумодуля X
n в полумодуль X

m . Учитывая, что для
любых векторов x,y ∈ X

n и числа α ∈ X выполняются равенства

A(x⊕ y) = Ax⊕Ay, A(αx) = αAx,

отображение обладает свойством линейности. Такое отображение
называется (обобщенным) линейным оператором.

Пусть A,C ∈ X
m×n — заданные матрицы, b,d ∈ X

m — векторы.
Общим линейным уравнением относительно неизвестного вектора
x ∈ X

n называется уравнение

Ax⊕ b = Cx⊕ d. (1.11)

Заметим, что в силу отсутствия обратного по сложению, урав-
нению (1.11) нельзя, как в обычной алгебре, придать форму, при
которой все слагаемые, содержащие неизвестный вектор x , оказы-
ваются слева, а слагаемые без x — справа.

Многие практические задачи сводятся к решению следующих
частных случаев уравнения (1.11)
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1) Ax = b ,

2) Ax⊕ b = x ,

которые будем называть соответственно уравнениями 1-го и 2-го
рода. Заметим, что обычно в литературе уравнения

Ax⊕ b = x, Ax = x

называют неоднородным и однородным уравнениями Беллмана.
Наряду с уравнениями, можно рассматривать неравенства 1-го

и 2-го рода

1) Ax ≤ b ,

2) Ax⊕ b ≤ x .

Пусть имеются два уравнения (неравенства), возможно, пред-
ставленные в терминах различных полуколец. Будем называть эти
уравнения (неравенства) эквивалентными, если множества их ре-
шений, отличных от нуля, совпадают.

Опираясь на изоморфизм соответствующих полуколец, нетруд-
но проверить эквивалентность уравнений

Ax = b (Rmax,+),

x−A− = b− (Rmin,+).

Учитывая, что отношение ≤ понимается всякий раз в смысле
соответствующего полукольца, имеем эквивалентность следующих
неравенств

Ax ≤ b (Rmax,+),

x−A− ≤ b− (Rmin,+).

Аналогичным образом можно установить эквивалентность сле-
дующих пар уравнений и неравенств

Ax = b (Rmax,×), Ax ≤ b (Rmax,×),

x−A− = b− (Rmin,×), x−A− ≤ b− (Rmin,×).
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Глава 2

ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 1-ГО РОДА

2.1. Введение

Многие приложения идемпотентной алгебры [7, 8, 69, 55, 42,
39] приводят к необходимости решения в некотором идемпотентном
полукольце векторного уравнения

Ax = b,

где A и b — заданные матрица и вектор, x — вектор неизвестных.
Примеры таких практических задач в области сетевого планирова-
ния, управления производством и исследования надежности систем
можно найти, например, в работах [8, 7, 31].

Учитывая, что указанное уравнение, которое будем называть
уравнением 1-го рода, может рассматриваться как выражение ли-
нейной зависимости между векторами, методы его анализа и реше-
ния представляют не только практический, но и теоретический ин-
терес. При этом особое значение приобретает разработка способов
представления решений в компактной векторной форме, удобной
как для решения формальных задач, так и для алгоритмической и
программной реализаций вычислений, включая расчеты с приме-
нением векторных и параллельных вычислительных систем.

Задача решения уравнения и ее связь с линейной зависимо-
стью векторов рассматривалась в работах Н. Н. Воробьева [7, 8]
и Р. А. Кунингхайма-Грина [69]. Дальнейшее развитие эти вопросы
получили в ряде других работ, включая [15, 16, 101, 100, 18, 55].

Для решения уравнения с матрицей, все элементы которой нену-
левые, в [7, 8] предложен метод разрешающих покрытий, опираю-
щийся на анализ подмножеств строк некоторой приведенной мат-
рицы. На основе этого метода в терминах разрешающих покры-
тий множества строк определены условия существования решения
и описана процедура нахождения всех решений. Получено выраже-
ние для максимального решения в виде x = A−⊗b , где A− обозна-
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чает псевдообратную матрицу для A в исходном полукольце (эта
матрица названа Н. Н. Воробьевым экстремально обратной), ⊗ —
знак операции умножения в некотором двойственном полукольце.

Развитие теории и методов решения уравнений в работе [69] бы-
ло направлено, в частности, на преодоление трудностей, которые
возникают при решении уравнений с матрицей, имеющей нулевые
элементы. На случай таких матриц была распространена операция
вычисления псевдообратной матрицы (которая здесь называется
сопряженной). Впервые найдено условие существования решений
уравнения в виде равенства A(A−⊗b) = b , где ⊗ — знак операции
умножения в двойственном полукольце, а также условие единствен-
ности решения. Предложена вычислительная процедура выявления
линейной зависимости векторов.

В [101, 18, 55] определяется подрешение уравнения как любой
вектор x , для которого Ax ≤ b . Вводится операция \ вычисления
остатка от деления A на b таким образом, чтобы выражение A \ b
означало максимальное подрешение уравнения Ax = b . Показано,
что в случае, когда обычное решение уравнения существует, оно
может быть записано в терминах двойственного полукольца, т. е.
выполняется равенство A \ b = A− ⊗ b . В [18, 55] для уравнения
Ax ⊕ d = b даны необходимое и достаточное условия существова-
ния подрешения в виде неравенства d ≤ b , которое является лишь
необходимым условием существования обычного решения.

Подход на основе аналога определителя матрицы, который на-
зывается доминантом, был предложен в [100]. Разработан метод
решения уравнений при помощи правила Крамера с заменой опре-
делителя на доминант. Для применения этого метода, однако, тре-
буется выполнение существенных ограничений, которым должны
одновременно удовлетворять матрица A и вектор b .

В настоящей главе представлены некоторые новые результаты,
которые опираются на работы [24, 27, 35]. Предлагается подход, при
котором решение уравнения Ax = b сводится к анализу расстояния
между векторами в соответствующем метрическом пространстве.
Выбирается метрика, для вычисления которой достаточно выпол-
нения основных бинарных операций полукольца, дополненных опе-
рацией псевдообращения. Это позволяет представить последующие
результаты в компактной векторной форме в терминах исходного
полукольца, а также дать им простую и наглядную геометрическую
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интерпретацию на плоскости в декартовой системе координат.
В главе сначала находится общее выражение для вычисления

расстояния от заданного вектора до линейной оболочки векторов, а
также определяется вектор оболочки, для которого указанное рас-
стояние минимально. Эти результаты используются для выясне-
ния условий существования и единственности решения уравнения
Ax = b , а также для представления общего решения. Затем иссле-
довано решение смешанной системы, которая состоит из уравнений
и неравенств, а также изучено уравнение Ax⊕ d = b .

В заключение представлены примеры моделей реальных систем
и связанных с ними практических задач, предложенные в [31].

2.2. Расстояние от вектора до множества

Расстояние между произвольным вектором b ∈ X
m и множе-

ством векторов S ⊂ X
m определяется величиной

ρ(S, b) = inf
a∈S

ρ(a, b).

Пусть имеется система векторов a1, . . . ,an ∈ X
m . Введем мат-

рицу A = (a1, . . . ,an) , составленную из векторов системы, а также
их линейную оболочку A = span{a1, . . . ,an} .

Рассмотрим задачи определения расстояния от произвольного
вектора b ∈ X

m до линейной оболочки A , а затем расстояния от b

до множеств:

A1 = {a ∈ A|a ≤ b}, A2 = {a ∈ A|a ≥ b}.

В силу того, что каждый вектор a ∈ A можно представить в
виде a = Ax , где x ∈ X

n , получаем

ρ(A, b) = min
x∈Xn

ρ(Ax, b).

Пусть b = 0 . Учитывая, что A всегда содержит нулевой вектор,
имеем ρ(A, b) = 1 . Кроме того, A1 = {0} и A2 = A , откуда следует,
что ρ(A1, b) = ρ(A2, b) = 1 .

Допустим, что в системе векторов a1, . . . ,an есть нулевой век-
тор. Очевидно, что удаление такого вектора из системы оставит

33



множество A без изменений. При A = 0 выполняется равенство
ρ(A, b) = 1 , когда b = 0 , и ρ(A, b) =∞ — в противном случае.

Далее будем считать, что b 6= 0 и ai 6= 0 при всех i = 1, . . . , n .
Рассмотрим случай, когда векторы a1, . . . ,an, b имеют общую

нулевую координату. Учитывая, что эта координата не может вли-
ять на величину расстояния между векторами, ее можно везде вы-
черкнуть с тем, чтобы сразу перейти к задаче для векторов мень-
шей размерности. Поэтому ниже такой случай будем исключать.

Предположим, что вектор b 6= 0 имеет нулевые координаты.
Наряду с матрицей A рассмотрим матрицу Â , которая получается
из A путем применения следующей процедуры. Введем множества
индексов I = {i|bi = 0} и J = {j|aij > 0, i ∈ I} . Определим эле-

менты матрицы Â = (âij) , исходя из условия

âij =

{
0, если i /∈ I и j ∈ J,
aij , в противном случае.

Понятно, что у матриц Â и A могут различаться только столб-
цы, имеющие ненулевые элементы на пересечении со строками, ко-
торые соответствуют нулевым координатам вектора b . В матрице
Â все элементы таких столбцов, которые не лежат на пересечении
с указанными строками, приравниваются к нулю.

Будем называть матрицу Â согласованной с вектором b .
Заметим, что при условии b > 0 выполняется равенство Â = A ,

то есть исходная матрица и полученная из нее матрица, согласован-
ная с b , совпадают.

Покажем, что задачи определения расстояния от b до линейных
оболочек столбцов матриц A и Â эквивалентны в смысле следую-
щего утверждения.

Предложение 2.1. При всех x ∈ X
n выполняется равенство

ρ(Ax, b) = ρ(Âx, b).

Доказательство. При условии b > 0 справедливость утвер-
ждения очевидна.

Предположим, что вектор b 6= 0 имеет нулевые координаты.
Величина ρ(Ax, b) принимает конечное значение тогда и только
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тогда, когда supp(Ax) = supp(b) . Это условие равносильно выпол-
нению равенства ai1x1 ⊕ · · · ⊕ ainxn = 0 всякий раз, когда bi = 0 .

Для выполнения указанного равенства необходимо положить
xj = 0 для всех индексов j таких, что aij 6= 0 хотя бы для од-
ного индекса i , для которого bi = 0 . Ясно, что тогда величина
ρ(Ax, b) <∞ не изменится при замене матрицы A на Â .

Наконец, легко проверить, что из условия supp(Ax) 6= supp(b)

следует выполнение условия supp(Âx) 6= supp(b) и наоборот.

Заметим, что полученный результат позволяет в дальнейшем
ограничиться изучением только таких задач, в которых матрица A
и вектор b оказываются согласованными.

Пусть матрица A согласована с вектором b . При условии, что
матрица A является регулярной, определим величину

∆(A, b) = (A(b−A)−)−b.

Если матрица A — нерегулярная, то положим ∆(A, b) =∞ .

2.2.1. Вектор с ненулевыми координатами. Допустим, что
все координаты вектора b отличны от нуля. Покажем, что тогда
для определения минимума величины ρ(Ax, b) достаточно рассмот-
реть только те векторы x , у которых нет нулевых координат.

Предложение 2.2. Для любого вектора b > 0 выполняется

ρ(A, b) = min
x>0

ρ(Ax, b).

Доказательство. Рассмотрим вектор y = Ax , при котором до-
стигается минимум величины ρ(Ax, b) . Если среди координат век-
тора y есть нулевые, то supp(y) 6= supp(b) , откуда следует, что
ρ(Ax, b) =∞ при всех x , включая x > 0 .

Предположим, что y = (y1, . . . , ym)T > 0 , и допустим, что x

имеет нулевую координату, например, xj = 0 . Введем множество
I = {i|aij > 0} 6= ∅ и определим число ε = min{a−1

ij yi|i ∈ I} > 0 .
Заметим, что при замене xj = 0 на xj = ε координаты век-

тора y не меняются. Следовательно, для определения минимума
ρ(Ax, b) достаточно исследовать множество векторов x > 0 .

Следующее утверждение раскрывает смысл величины ∆(A, b) .
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Лемма 2.1. Для любой матрицы A и вектора b > 0 выполня-
ется равенство

ρ(A, b) =
√

∆(A, b).

Если ∆(A, b) <∞ , то минимум величины ρ(Ax, b) достигается
при x =

√
∆(A, b)(b−A)− .

Доказательство. Утверждение леммы верно, если матрица A
не является регулярной. Действительно, в этом случае для любого
x имеем supp(Ax) 6= supp(b) , откуда следует, что ρ(A, b) =∞ .

Предположим, что A — регулярная матрица. Для краткости
обозначим ∆ = ∆(A, b) = (A(b−A)−)−b . Возьмем произвольный
вектор Ax ∈ A , где x > 0 , и рассмотрим величину r = ρ(Ax, b) .

Имеем равенство r = b−Ax ⊕ (Ax)−b , из которого вытекают
два неравенства

r ≥ b−Ax, r ≥ (Ax)−b.

Умножая первое неравенство на x− справа и применяя (1.8),
получим rx− ≥ b−Axx− ≥ b−A , откуда следует x ≤ r(b−A)− , а
затем (Ax)− ≥ r−1(A(b−A)−)− .

Из второго неравенства имеем r ≥ r−1(A(b−A)−)−b = r−1∆ , а
потому всегда выполняется неравенство r ≥ ∆1/2 .

Осталось проверить, что r = ∆1/2 , если x = ∆1/2(b−A)− . Дей-
ствительно, при таком значении вектора x имеем

r = ∆1/2b−A(b−A)− ⊕∆−1/2(A(b−A)−)−b = ∆1/2 ⊕∆1/2 = ∆1/2.

Ясно, что вектору x соответствует y = ∆1/2A(b−A)− ∈ A .

На рис. 2.1 представлены примеры взаимного расположения ли-
нейной оболочки A и вектора b для полумодуля R

2
max,+ .

Найдем расстояния от вектора b до множеств A1 и A2 .

Лемма 2.2. Для любой матрицы A и вектора b > 0 выполня-
ются равенства

ρ(A1, b) = ρ(A2, b) = ∆(A, b).

Если ∆(A, b) < ∞ , то минимум величины ρ(Ax, b) при усло-
виях Ax ∈ A1 и Ax ∈ A2 достигается при x1 = (b−A)− и x2 =
∆(A, b)(b−A)− соответственно.
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Рис. 2.1. Линейная оболочка A и вектор b в R
2
max,+ при разных ∆

Доказательство. Введем обозначение ∆ = ∆(A, b) .
Так же, как при доказательстве леммы 2.1, нетрудно проверить

выполнение равенства ρ(A1, b) = ρ(A2, b) = ∆ , если матрица A не
является регулярной. Покажем, что это равенство сохраняется в
случае регулярной матрицы A .

Из неравенства Ax = a ≤ b с помощью умножения на x− спра-
ва и применения неравенства (1.8) получим A ≤ Axx− ≤ bx− .
Умножая последнее неравенство на b− слева, приходим к неравен-
ству b−A ≤ x− , откуда следует, что x ≤ (b−A)− .

Тогда для любого вектора Ax ∈ A1 имеем

ρ(Ax, b) = (Ax)−b ≥ (A(b−A)−)−b = ∆.

Ясно, что ρ(Ax1, b) = ∆ , если x1 = (b−A)− .
Рассмотрим произвольный вектор Ax ∈ A2 . Применяя (1.9) и

учитывая, что Ax ≥ b , получим

ρ(Ax, b) = b−Ax ≥ (A(b−A)−)−Ax ≥ (A(b−A)−)−b = ∆.

Осталось проверить, что подстановка x2 = ∆(b−A)− дает ре-
зультат ρ(Ax2, b) = ∆b−A(b−A)− = ∆ .

Легко видеть, что при условии ∆ <∞ минимум расстояния от
b до множеств A1 и A2 достигается на векторах y1 = A(b−A)− и
y2 = ∆A(b−A)− соответственно.
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Рис. 2.2. Множества A1 , A2 и вектор b в R
2
max,+ при разных ∆

Геометрическая интерпретация полученного результата для по-
лумодуля R

2
max,+ представлена на рис. 2.2.

Следствие 2.1. Для любой матрицы A и вектора b > 0 реше-
ние неравенства Ax ≤ b имеет вид x ≤ (b−A)− .

Доказательство. Проверим, что два неравенства Ax ≤ b и x ≤
(b−A)− равносильны. Из доказательства леммы 2.2 ясно, что из
первого неравенства следует второе.

Пусть выполнено неравенство x ≤ (b−A)− . Тогда с учетом (1.9)
имеем Ax ≤ A(b−A)− ≤ bb−A(b−A)− = b .

2.2.2. Произвольный ненулевой вектор. Исследуем рассто-
яние между линейной оболочкой A и вектором b 6= 0 . Достаточно
рассмотреть только случай, когда матрица A согласована с b .

Лемма 2.3. Для любой матрицы A , согласованной с вектором
b 6= 0 , выполняется

ρ(A, b) =
√

∆(A, b).

Если ∆(A, b) <∞ , то минимум величины ρ(Ax, b) достигается
при x =

√
∆(A, b)(b−A)− .
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Доказательство. Случай, когда b > 0 , был рассмотрен при
доказательстве леммы 2.1. Пусть вектор b 6= 0 имеет нулевые ко-
ординаты. Положим I = {i|bi = 0} и J = {j|aij > 0, i ∈ I} .

Зафиксируем значения xj = 0 для всех индексов j ∈ J . Теперь
можно исключить из рассмотрения компоненты вектора b и строки
матрицы A с индексами i ∈ I , а также столбцы A с индексами
j ∈ J . Вычеркивая указанные элементы, получим некоторую новую
матрицу A′ и новый вектор b′ .

Обозначим линейную оболочку столбцов матрицы A′ через A′

и заметим, что вектор b′ не имеет нулевых координат. Тогда, при-
меняя лемму 2.1, находим

ρ(A, b) = ρ(A′, b′) =
√

∆(A′, b′).

Заметим, что минимум расстояния ρ(A′x′, b′) достигается при
условии x′ =

√
∆(A′, b′)(b′−A′)− , где x′ — некоторый вектор, раз-

мерность которого меньше, чем n .
Матрица A отличается от A′ только дополнительными ненуле-

выми строками и столбцами. Понятно, что из регулярности (нере-
гулярности) одной матрицы следует регулярность (нерегулярность)
другой и наоборот.

Пусть матрицы A и A′ являются регулярными. Учитывая, что
вектор b′ был получен из b путем удаления нулевых координат,
легко проверить, что

∆(A′, b′) = (A′(b′−A′)−)−b′ = (A(b−A)−)−b = ∆(A, b).

Наконец, вектор x отличается от x′ только дополнительными
нулевыми координатами, откуда следует, что ρ(Ax, b) имеет мини-
мум при x =

√
∆(A, b)(b−A)− .

Опираясь на ту же схему доказательства, нетрудно проверить
справедливость следующих утверждений.

Лемма 2.4. Для любой матрицы A , согласованной с вектором
b 6= 0 , выполняется

ρ(A1, b) = ρ(A2, b) = ∆(A, b).

Если ∆(A, b) < ∞ , то минимум величины ρ(Ax, b) при усло-
виях Ax ∈ A1 и Ax ∈ A2 достигается при x1 = (b−A)− и x2 =
∆(A, b)(b−A)− соответственно.
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Следствие 2.2. Для любой матрицы A и вектора b 6= 0 реше-
ние неравенства Ax ≤ b имеет вид x ≤ (b−A)− .

Из представленных доказательств вытекает, что ∆(A, b) ≥ 1 .
Равенство ∆(A, b) = 1 означает, что b ∈ A , в то время как нера-
венство ∆(A, b) > 1 — что b 6∈ A . Другими словами, справедливо
следующее утверждение.

Лемма 2.5. Вектор b принадлежит линейной оболочке столб-
цов согласованной с ним матрицы A тогда и только тогда, когда
∆(A, b) = 1 . При этом b = Ax , где x = (b−A)− .

2.3. Линейная зависимость векторов

Пусть вектор b линейно зависит от векторов a1, . . . ,an . Это
значит, что существует разложение b = x1a1 ⊕ · · · ⊕ xnan .

Введем матрицу A = (a1, . . . ,an) и вектор x = (x1, . . . , xn)
T .

Тогда это разложение можно записать в форме b = Ax .
Из утверждения леммы 2.5 прямо следует, что вектор b линейно

зависит от векторов a1, . . . ,an тогда и только тогда, когда выпол-
няется условие ∆(A, b) = 1 .

Пусть A(i) = (a1, . . . ,ai−1,ai+1, . . . ,an) — матрица, полученная
из A путем вычеркивания столбца i . Введем обозначение

δ(A) = min
1≤i≤n

∆(A(i),ai).

Лемма 2.6. Система a1, . . . ,an является линейно независимой
тогда и только тогда, когда δ(A) > 1 .

Доказательство. Условие δ(A) > 1 означает, что выполняется
неравенство ∆(A(i),ai) > 1 при всех i = 1, . . . , n . Тогда в силу
леммы 2.5 ни один из векторов системы a1, . . . ,an не зависит от
остальных, то есть система линейно независима.

Две системы ненулевых векторов a1, . . . ,an и b1, . . . , bl назы-
ваются эквивалентными, если каждый из векторов одной системы
линейно зависит от векторов другой системы.

Рассмотрим систему векторов a1, . . . ,an , среди которых могут
быть линейно зависимые векторы. Для построения эквивалентной
линейно независимой системы применим следующую процедуру.
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Для всех i = 1, . . . , n будем последовательно исключать из си-
стемы каждый вектор ai , для которого ∆(Ã(i),ai) = 1 , где мат-

рица Ã(i) составлена только из тех столбцов A(i) , которые еще не
исключены. После исключения всех таких векторов получим систе-
му ã1, . . . , ãk , где k ≤ n .

Предложение 2.3. Система векторов ã1, . . . , ãk является ли-
нейно независимой системой, эквивалентной системе a1, . . . ,an .

Доказательство. В соответствии с процедурой построения си-
стемы ã1, . . . , ãk любой вектор ãi , i = 1, . . . , k , совпадает с одним
из векторов системы a1, . . . ,an . В то же время для всякого aj ,
j = 1, . . . , n , выполняется aj ∈ span{ã1, . . . , ãk} . Следовательно,
обе системы эквивалентны.

В силу леммы 2.6 система ã1, . . . , ãk линейно независима.

Любая линейно независимая система, эквивалентная системе
a1, . . . ,an , называется базой этой системы.

2.4. Решение уравнений и неравенств

Покажем, как полученные результаты могут быть применены
для решения уравнений 1-го рода и связанных с ними неравенств.

Пусть заданы некоторая матрица A ∈ X
m×n и вектор b ∈ X

m .
Рассмотрим задачи решения относительно x ∈ X

n уравнения

Ax = b, (2.1)

и неравенства
Ax ≤ b. (2.2)

Далее будем считать, что в уравнении (2.1) и неравенстве (2.2)
матрица A является согласованной с вектором b .

Решение x0 является максимальным, если x ≤ x0 для любого
решения x .

Если матрица A имеет нулевой столбец, например ai , то ре-
шение уравнения (2.1) эквивалентно решению уравнения, получен-
ного из (2.1) путем удаления координаты xi вектора x вместе с
вычеркиванием столбца ai . Каждому решению полученного урав-
нения будет отвечать множество решений (2.1), соответствующих

41



всем возможным значениям xi ∈ X . Ясно, что аналогичные рас-
суждения справедливы и в отношении неравенства (2.2).

Пусть A = 0 . Тогда при b = 0 решением уравнения становится
любой вектор x ∈ X

n , а при b 6= 0 — решений нет. Решением
неравенства является любой x ∈ X

n .
При b = 0 уравнение и неравенство имеют тривиальное решение

x = 0 . Если у матрицы A нет нулевых столбцов, то это решение
единственное.

Далее будем предполагать, что вектор b и все столбцы матрицы
A — ненулевые.

В силу следствия 2.2 решение неравенства всегда существует и
записывается в виде x ≤ (b−A)− .

2.4.1. Существование и единственность решения. Спра-
ведливо следующее утверждение.

Теорема 2.1. Уравнение (2.1) имеет решение тогда и только
тогда, когда ∆(A, b) = 1 .

При этом x = (b−A)− является максимальным решением. Если
столбцы матрицы A образуют минимальную систему, порождаю-
щую b , то других решений нет.

Доказательство. Условие существования решения и вид част-
ного решения вытекают из леммы 2.5. Результат следствия 2.2 ука-
зывает на то, что это частное решение — максимальное. Единствен-
ность решения следует из свойства единственности разложения по
векторам минимальной порождающей системы.

Заметим, что вычисление величины ∆(A, b) требует 2n2 + 4n
операций умножения и обращения, а также 2n2 + n операций сло-
жения. Решение x = (b−A)− может быть получено за n2 +2n опе-
раций умножения и n2 операций сложения.

Назовем псевдорешением уравнения (2.1) решение уравнения

Ax =
√

∆(A, b)A(b−A)−,

которое всегда существует и имеет вид x =
√

∆(A, b)(b−A)− .
Ясно, что при ∆(A, b) = 1 псевдорешение превращается в ре-

шение. Кроме того, из леммы 2.4 следует, что среди всех векторов
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линейной оболочки столбцов матрицы A псевдорешение обеспечи-
вает минимум расстояния до вектора b в смысле метрики ρ .

Если разрешимость уравнения (2.1) не гарантируется, то в каче-
стве x можно взять его псевдорешение, которое, с одной стороны,
совпадает с решением, если оно существует, а, с другой, — миними-
зирует невязку правой и левой частей уравнения.

Предположим, что ∆(A, b) > 1 , то есть уравнение (2.1) не имеет
решений. В этом случае может представлять интерес определение
таких векторов x1 и x2 , которые, являясь оптимальными с точки
зрения невязки обеих частей уравнения, в то же время обеспечива-
ют выполнение соответствующих неравенств Ax ≤ b и Ax ≥ b .

Опираясь на лемму 2.4, нетрудно понять, что такие векторы
имеют вид

x1 = (b−A)−, x2 = ∆(A, b)(b−A)−.

Заметим, что при ∆(A, b) = 1 векторы x1 и x2 совпадают.

2.4.2. Общее решение уравнения. Сначала докажем следу-
ющее вспомогательное утверждение.

Предположим, что вектор b линейно зависит от некоторого под-
множества столбцов матрицы A . Обозначим через I множество ин-
дексов таких столбцов. Введем матрицу GI = diag(g1(I), . . . , gn(I)) ,
где gi(I) = 0 , если i ∈ I , и gi(I) = 1 , если i 6∈ I .

Предложение 2.4. Если b ∈ span{ai|i ∈ I} , то любой вектор
x = (b−A⊕ vTGI)

− , где v ∈ X
n , является решением (2.1).

Доказательство. Условие b ∈ span{ai|i ∈ I} равносильно ра-
венству b =

⊕
i∈I xiai , которое выполняется, если для всех i ∈ I

положить xi = (b−ai)
− .

Для всех i 6∈ I определим xi = (b−ai ⊕ vi)
− ≤ (b−ai)

− , где
vi ∈ X . Заметим, что тогда b ≥⊕i6∈I xiai .

Для x = (x1, . . . , xn)
T выполняется b = x1a1⊕· · ·⊕xnan , откуда

следует, что вектор x является решением (2.1).
Записывая все такие решения в векторной форме с использова-

нием матрицы GI , приходим к требуемому результату.

Рассмотрим набор индексов I такой, что b ∈ span{ai|i ∈ I} и
b 6∈ span{ai|i ∈ I ′} для всех I ′ ⊂ I . Это означает, что набор I
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определяет подмножество столбцов матрицы A , которое образует
минимальную порождающую b систему векторов.

Обозначим через I множество всех таких наборов индексов.
Очевидно, что I 6= ∅ только тогда, когда уравнение имеет реше-
ние.

Для каждого I ∈ I так же, как раньше, определим диагональ-
ную матрицу GI .

Теперь, опираясь на предложение 2.4, нетрудно проверить спра-
ведливость следующего утверждения.

Теорема 2.2. Пусть уравнение (2.1) разрешимо. Тогда его об-
щим решением является семейство решений

xI = (b−A⊕ vTGI)
−, v ∈ X

n, I ∈ I. (2.3)

Рассмотрим частный случай, когда семейство сокращается до
одного множества решений. Пусть столбцы матрицы A линейно
независимы. Тогда существует только одно подмножество столбцов,
которое образует минимальную систему для b , и одна матрица G .
Общее решение принимает вид x = (b−A⊕ vTG)− , v ∈ X

n .
Если это подмножество совпадает с множеством всех столбцов

матрицы, то G = 0 , а общее решение сводится к единственному
решению x = (b−A)− .

Пример 2.1. Рассмотрим уравнение (2.1) с матрицей второго
порядка, для которого

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
, b =

(
b1
b2

)

при условии, что a11, a12, a21, a22 > 0 и b1, b2 > 0 .
Пусть выполняется условие ∆(A, b) = (A(b−A)−)−b = 1 .
Максимальное решение уравнения имеет вид

x = (b−A)− =

(
(b−a1)

−1

(b−a2)
−1

)
=

(
(b−1

1 a11 ⊕ b−1
2 a21)

−1

(b−1
1 a12 ⊕ b−1

2 a22)
−1

)
.

Если вектор b не коллинеарен ни одному из векторов a1 или
a2 , то решение x является единственным (рис. 2.3).

Два случая, в которых уравнение (2.1) имеет более одного ре-
шения, показаны на рис. 2.4.
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Рис. 2.3. Единственное решение уравнения в R
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Рис. 2.4. Случаи не единственного решения уравнения в R
2
max,+

В случае, представленном слева, вектор b коллинеарен a1 , но
не коллинеарен a2 . Решением уравнения будет любой вектор x с
координатами

x1 = (b−1
1 a11 ⊕ b−1

2 a21)
−1,

x2 ≤ (b−1
1 a12 ⊕ b−1

2 a22)
−1.

Справа изображен случай, когда сами векторы a1 и a2 коллине-
арны. При таком условии имеется два семейства решений, которые
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состоят из векторов x′ и x′′ с координатами

x′1 = (b−1
1 a11 ⊕ b−1

2 a21)
−1, x′′1 ≤ (b−1

1 a11 ⊕ b−1
2 a21)

−1,

x′2 ≤ (b−1
1 a12 ⊕ b−1

2 a22)
−1, x′′2 = (b−1

1 a12 ⊕ b−1
2 a22)

−1.

2.4.3. Решение смешанной системы. Рассмотрим систему
относительно неизвестного вектора x ∈ X

n

Ax = b, (2.4)

Cx ≤ d, (2.5)

где A и C — матрицы, а b и d — векторы подходящего размера.
Обозначим через I произвольный набор индексов, который за-

дает минимальную порождающую вектор b систему столбцов мат-
рицы A . Пусть I — множество всех таких наборов. Определим
подмножество Ĩ = {I ∈ I|d−ci ≤ b−ai, i ∈ I} ⊂ I , где ai и ci
обозначают столбцы с индексом i матриц A и C соответственно.

Лемма 2.7. Система (2.4)-(2.5) имеет решение тогда и только

тогда, когда выполняются условия ∆(A, b) = 1 и Ĩ 6= ∅ . При этом
общим решением является семейство

xI = (b−A⊕ d−C ⊕ vTGI)
−, v ∈ X

n, I ∈ Ĩ.
Доказательство. Ясно, что для разрешимости системы необхо-

димо и достаточно существование решения x уравнения (2.4) та-
кого, что x ≤ (d−C)− .

Уравнение (2.4) имеет решение, если только ∆(A, b) = 1 . Общее
решение уравнения записывается в виде (2.3). Рассмотрим решение,
которое отвечает произвольному набору I ∈ I . Таким решением
является множество векторов x с координатами xi = (b−ai)

− , если
i ∈ I , и xi = (b−ai ⊕ vi)− при всех vi ∈ X , если i 6∈ I .

Среди векторов этого множества найдутся решения неравенства
(2.5) только тогда, когда (b−ai)

− ≤ (d−ci)
− для всех i ∈ I . Отби-

рая только те наборы I , для которых последнее условие выполня-
ется, получим множество Ĩ .

Осталось заметить, что каждому множеству I ∈ Ĩ соответству-
ет решение системы (2.4)-(2.5) в виде множества векторов x с ко-
ординатами xi = (b−ai)

− , если i ∈ I , и xi = (b−ai ⊕ d−ci ⊕ vi)−
при всех vi ∈ X , если i 6∈ I .
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2.4.4. Решение уравнения Ax ⊕ d = b . Рассмотрим задачу
решения относительно x ∈ X

n уравнения

Ax⊕ d = b, (2.6)

где A — матрица, а b и d — векторы подходящего размера.
Ниже будем предполагать, что d ≤ b . Очевидно, что при нару-

шении этого условия уравнение решений не имеет.
Введем множества индексов I1 = {i|di < bi} и I2 = {i|di = bi} .
Обозначим через A1 и A2 подматрицы, составленные из строк

матрицы A с индексами из множеств I1 и I2 соответственно. Ана-
логичным образом определим векторы b1 , b2 , d1 и d2 , составлен-
ные из координат векторов b и d .

Понятно, что тогда уравнение (2.6) равносильно системе

A1x = b1,

A2x ≤ d2.

Как и раньше, найдем множество I1 всех наборов индексов I
минимальных подмножеств столбцов матрицы A1 относительно b1 ,
а также подмножество Ĩ1 наборов, которые определяют общие ре-
шения для уравнения и неравенства.

Лемма 2.8. Уравнение (2.6) имеет решение тогда и только то-

гда, когда выполняются условия ∆(A1, b1) = 1 и Ĩ1 6= ∅ . При этом
общим решением является семейство

xI = (b−A⊕ vTGI)
−, v ∈ X

n, I ∈ Ĩ1.

Доказательство. Применяя лемму 2.7, получим условия суще-
ствования решения, а также общее решение, которое записывается
в виде xI = (b−1 A1 ⊕ d−

2 A2 ⊕ vTGI)
− , где v ∈ X

n , I ∈ Ĩ1 .
Заметим, что d2 = b2 , а потому b−1 A1 ⊕ d−

2 A2 = b−A .

На рис. 2.5 приведены примеры в R
2
max,+ взаимного расположе-

ния векторов b и d , при котором решение уравнения существует.

Заметим, что решение уравнения (2.6) может существовать то-
гда, когда уравнения (2.1) его не имеет (пример справа на рис. 2.5).
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Рис. 2.5. Существование решения уравнения Ax⊕ d = b в R
2
max,+

2.5. Приложения и примеры

Рассмотрим некоторые примеры применения полученных выше
результатов в различных приложениях. Примеры, представленные
в п. 2.5.2. и 2.5.3., представляют собой модификации задач из [8].

2.5.1. Сетевое планирование. Пусть имеется проект, кото-
рый состоит в параллельном выполнении n работ. Для завершения
каждой из работ могут потребоваться промежуточные результаты
других работ, время получения которых задано.

Для каждой работы i = 1, . . . , n введем обозначения:

xi — время начала работы;

yi — время завершения работы;

aij — время получения промежуточного результата работы j ,
который необходим для завершения работы i .

Время завершения каждой работы i определяется выражением

yi = max(x1 + ai1, . . . , xn + ain),

которое в полукольце Rmax,+ принимает вид

yi = ai1x1 ⊕ · · · ⊕ ainxn.
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С учетом обозначений

x =




x1
...
xn


 , y =




y1
...
yn


 , A =




a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann




имеем равенство
y = Ax.

На рис. 2.6 представлена сетевая модель некоторого проекта.
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Рис. 2.6. Сетевая модель проекта

Соответствующая матрица имеет вид

A =




8 10 0 0

0 5 4 8
6 12 11 7
0 0 0 12


 .

Пусть для всех работ заданы директивные сроки завершения
их выполнения. Требуется определить сроки начала работ, при ко-
торых время завершения совпадает с директивными сроками. Если
такие сроки начала работ определить невозможно, то следует найти
приближенные решения задачи, которые являются оптимальными
с точки зрения минимального нарушения директивных сроков.

Обозначим через b = (b1, . . . , bn)
T вектор директивных сроков

завершения работ. Тогда рассматриваемая задача планирования
сводится к исследованию в полукольце Rmax,+ уравнения (2.1).
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Рассмотрим величину ∆ = ∆(A, b) . Если ∆ = 1 = 0 , то решение
уравнения существует. Выполнение сроков b обеспечивает, напри-
мер, максимальное решение уравнения x = (b−A)− . Это решение
задает самые поздние допустимые сроки начала работ.

При условии ∆ > 0 можно найти приближенные решения

x0 =
√
∆(b−A)−, x1 = (b−A)−, x2 = ∆(b−A)−.

Этим решениям отвечают сроки окончания работ

y0 = Ax0, y1 = Ax1 ≤ b, y2 = Ax2 ≥ b,

отклонения которых от директивных сроков определяют величины

ρ(y0, b) =
√
∆, ρ(y1, b) = ρ(y2, b) = ∆.

Предположим, что допускается корректировка первоначальных
директивных сроков. Тогда для определения новых сроков завер-
шения работ можно взять, например, любой вектор b′ такой, что
y1 ≤ b′ ≤ y2 . При этом величина отклонения новых сроков от
первоначальных не будет превосходить ∆ . Минимум отклонения,
равный

√
∆ , достигается при b′ = y0 .

Для проекта, представленного на рис. 2.6, найдем самые поздние
допустимые сроки начала работ для набора директивных сроков
окончания b = (14, 11, 16, 15)T .

Вычислим величину ∆ = ∆(A, b) = (A(b−A)−)−b = 0 . В силу
равенства ∆ = 0 решение уравнения (2.1) существует и равно

x = (b−A)− =
(
6 4 5 3

)T
.

Найдем сроки начала работ для b = (15, 15, 15, 15)T .
Поскольку ∆ = ∆(A, b) = 4 > 0 , уравнение (2.1) не имеет реше-

ний. Найдем приближенные решения и соответствующие им сроки
окончания работ

x0 =
√
∆(b−A)− = (9, 5, 6, 5)T , y0 = Ax0 = (17, 13, 17, 17)T ,

x1 = (b−A)− = (7, 3, 4, 3)T , y1 = Ax1 = (15, 11, 15, 15)T ,

x2 = ∆(b−A)− = (11, 7, 8, 7)T , y2 = Ax2 = (19, 15, 19, 19)T .
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2.5.2. Исследование надежности. Рассмотрим модель тех-
нического устройства, которое может работать в одном из m режи-
мов. Работоспособность устройства зависит от исправности некото-
рого установленного в нем узла, которое может выпускаться n раз-
личными производителями и определяется заданным для каждого
режима и производителя набором вероятностей выхода из строя
устройства при условии неисправности узла.

Для каждого режима работы устройства i = 1, . . . ,m введем
обозначения:

yi — максимальная по всем производителям узла вероятность
выхода устройства из строя при неисправности узла;

aij — вероятность выхода из строя устройства при неисправно-
сти узла от производителя j .

Для каждого производителя j = 1, . . . , n определим величину

xj — вероятность выхода узла из строя.

Максимальная вероятность выхода из строя устройства в режи-
ме i определяется выражением в смысле полукольца Rmax,×

yi = ai1x1 ⊕ · · · ⊕ ainxn.
Переходя к векторным обозначениям, имеем равенство

y = Ax.

Пусть b — вектор допустимых для каждого режима вероятно-
стей выхода устройства из строя. Составим неравенство

Ax ≤ b,

решение x = (b−A)− которого определяет максимально допусти-
мые для каждого производителя вероятности выхода из строя узла.

Найдем максимальное решение неравенства при условии, что

A =




0,15 0,2 0,2 0,3
0,2 0,2 0,4 0,5
0,3 0,5 0,6 0,6


 , b =




0,025
0,02
0,01


 .

После выполнения необходимых вычислений в Rmax,× получим

x = (b−A)− =
(
0,03 0,04 0,04 0,06

)T
.
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2.5.3. Планирование производства. Пусть имеется n видов
сырья, которые должны использоваться в любом из m производ-
ственных процессов. Для всех процессов заданы нормы времени на
потребление каждого вида сырья. Процесс останавливается, когда
сырье хотя бы одного вида оказывается исчерпанным.

Для каждого процесса i = 1, . . . ,m введем обозначения:

yi — максимальная продолжительность процесса;

aij — среднее время потребления единицы сырья j .

Для каждого вида сырья j = 1, . . . , n определим величину

xj — начальное количество сырья.

Максимальная продолжительность процесса i определяется ра-
венством в полукольце Rmin,×

yi = ai1x1 ⊕ · · · ⊕ ainxn.

В векторных обозначениях имеем равенство

y = Ax.

Предположим, что для каждого процесса i запланирована опре-
деленная продолжительность bi . Необходимо установить такой ми-
нимальный начальный запас каждого вида сырья, чтобы при за-
пуске любого из процессов обеспечить запланированную продол-
жительность процесса.

Пусть b = (b1, . . . , bn)
T . Решение задачи сводится к нахожде-

нию максимального (минимального в смысле обычного порядка)
решения уравнения (2.1).

Найдем решение при условии, что

A =




2 1 4 3
2 3 4 4
3 2 5 6


 , b =




3
4
5


 .

Проверив выполнение условия ∆(A, b) = 1 = 1 , имеем

x = (b−A)− =
(
2 3 1 1

)T
.
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Допустим, что продолжительность процесса i (например, по
технологическим причинам) не может превышать некоторой вели-
чины di . Введем вектор d = (d1, . . . , dm)T . Имеем в полукольце
Rmin,× уравнение (2.6).

Пусть матрица A определена так же, как в предыдущей задаче.
Найдем решение уравнения (2.6) при условии, что

b =




2
4
2


 , d =




4
5
2


 .

Если уравнение имеет решение, то его максимальное (минималь-
ное в смысле обычного порядка) решение имеет вид

x = (b−A)− =
(
2 2 1 1

)T

и является решением задачи. Непосредственной подстановкой легко
убедиться в том, что вектор x является решением уравнения.

2.5.4. Анализ цен предложения товарного рынка. Пред-
положим, что на рынке представлен товар одного и того же назна-
чения от n различных производителей. В зависимости от наличия
дополнительных опций соответствующий вариант товара предлага-
ется в одной из m ценовых категорий по цене, пропорциональной
некоторой базовой цене производителя.

Для каждой категории i = 1, . . . ,m определим величины

yi — минимальная цена предложения товара по всем произво-
дителям;

zi — максимальная цена предложения товара по всем произво-
дителям.

Для каждого производителя j = 1, . . . , n введем обозначения:

xj — базовая цена товара;

aij — коэффициент, определяющий цену предложения вариан-
та товара в ценовой категории i .
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Для всех i = 1, . . . ,m имеем в полукольцах Rmin,× и Rmax,×

равенства

yi = ai1x1 ⊕ · · · ⊕ ainxn (Rmin,×),

zi = ai1x1 ⊕ · · · ⊕ ainxn (Rmax,×),

или, в векторных обозначениях,

y = Ax (Rmin,×),

z = Ax (Rmax,×).

Предположим, что для каждой ценовой категории заданы ее
нижняя и верхняя границы. Определим величину базовой цены то-
вара для каждого производителя, при которой цена варианта това-
ра во всех ценовых категориях удовлетворяет указанным границам.

Обозначим через b и c векторы нижних и верхних границ со-
ответственно. Имеем неравенства

Ax ≤ b (Rmin,×),

Ax ≤ c (Rmax,×).

Учитывая, что первое неравенство эквивалентно неравенству
x−A− ≤ b− в полукольце Rmax,× , получим в этом полукольце си-
стему неравенств

x−A− ≤ b−,

Ax ≤ c.

Совместное решение неравенств приводит к результату в виде

x1 = A−b ≤ x ≤ (c−A)− = x2.

Найдем границы для базовых цен товара в случае четырех про-
изводителей при условии, что

A =




1,0 1,2 1,5 1,0
2,7 3,2 2,5 4,1
4,0 5,0 4,0 6,4


 , b =




10
40
60


 , c =




40
60
80


 .

Вычисление нижних и верхних границ дает

x1 =
(
15,0 12,5 16,0 10,0

)T
, x2 =

(
20,0 16,0 20,0 12,5

)T
.
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Глава 3

ОДНОРОДНОЕ И НЕОДНОРОДНОЕ
УРАВНЕНИЯ

3.1. Введение

Одним из основных объектов исследования идемпотентной ал-
гебры являются уравнения 2-го рода относительно неизвестного
вектора x , которые имеют вид

Ax = x, Ax⊕ b = x,

где A и b — заданные квадратная матрица и некоторый вектор.
Эти уравнения часто встречаются при исследовании различных

технических, экономических, производственных и других систем
и обычно называются однородным и неоднородным уравнениями
Беллмана. К решению таких уравнений, по существу, сводятся мно-
гие классические задачи [60, 101, 42], включая задачи о кратчайшем
пути в графе, транзитивном замыкании, минимальном разрезе.

В идемпотентной алгебре эти уравнения играют роль однород-
ного и неоднородного линейных уравнений обычной алгебры в том
смысле, что общее решение неоднородного уравнения может быть
представлено в виде суммы его частного решения и общего решения
соответствующего однородного уравнения.

В существующей литературе задача решения однородного урав-
нения Ax = x , как правило, сводится к проблеме собственных зна-
чений матрицы A . Иногда эта задача рассматривается в контексте
анализа более общего уравнения Ax ⊕ b = x (которое, очевид-
но, становится однородным при b = 0). Вопросы исследования и
численного решения неоднородного уравнения Ax ⊕ b = x затра-
гиваются в целом ряде работ, опубликованных начиная с середины
1950-х годов. Обзор литературы и представленных в ней результа-
тов можно найти, например, в [61, 101, 74, 95, 55, 42].

Большинство имеющихся работ посвящено исследованию усло-
вий существования решения уравнения и предлагают только его
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минимальное решение x = A+b , где A+ = I ⊕ A ⊕ · · · ⊕ An−1 —
матрица, которую иногда называют квазиобратной матрицей [74]
или матрицей Клини [95]. Условия существования и единственно-
сти решения обычно формулируются в этих работах в терминах
теории графов в виде ограничений на значения весов циклических
путей в графе, соответствующим матрице A .

К числу первых публикаций по вычислительным методам реше-
ния неоднородного уравнения относятся работы С. К. Клини [80] и
Б. А. Карре [60]. В [80] для нахождения вектора x = A+b предло-
жена вычислительная схема, которая использует тот же подход, что
и классический метод исключения Гаусса. В [60] показано, что для
решения уравнения могут быть применены итерационные проце-
дуры, которые являются аналогами классических вычислительных
схем Якоби и Гаусса-Зейделя.

Проблема построения общего решения однородного и неодно-
родного уравнений рассматривалась в работах [18, 55]. Было пока-
зано, что общее решение неоднородного уравнения представляется
в виде суммы его минимального решения и общего решения одно-
родного уравнения. В работе [18] представлено (без доказательства)
общее решение однородного уравнения Ax = x , которое имеет вид
линейной оболочки некоторых столбцов матрицы A+ . Выбор столб-
цов осуществляется на основе некоторой довольно сложной проце-
дуры анализа циклических путей в соответствующем графе.

В настоящей главе предложен новый подход к решению линей-
ных уравнений для случая идемпотентного полукольца с обратным
по умножению (полуполя), который направлен на получение ре-
зультатов в компактной форме, удобной как для их реализации
в виде вычислительных процедур, так и для формального анали-
за [27]. При доказательстве некоторых утверждений использованы
приемы, разработанные в [8, 69, 55].

Сначала определяется некоторая функция, заданная на множе-
стве квадратных матриц, которая затем играет роль идемпотентно-
го аналога определителя матрицы. Функция, которая обозначается
знаком Tr , вводится так, чтобы величина TrA являлась (идемпо-
тентным) многочленом от элементов матрицы A и могла быть ис-
пользована при исследовании линейных уравнений по возможности
так же, как обычный определитель в арифметическом простран-
стве. Такой аналог определителя представляется более удобным ин-
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струментом анализа уравнений, чем другие подобные конструкции,
известные в литературе, включая перманент [69], бидетерминант
[74] и доминант [100].

Для произвольной квадратной матрицы A определяется смысл
обозначений A+ , A× и A∗ для специальных матриц, которые вы-
числяются на основе A , и устанавливается ряд соотношений между
ними. В частности, получены неравенства, которые обобщают из-
вестное неравенство Карре для степеней матрицы A .

Для однородного и неоднородного уравнений с неразложимой
матрицей A находятся условия существования решения, которые
опираются на величину TrA аналогично тому, как используется
определитель при анализе обычных линейных уравнений. Впервые
получены выражения для общих решений уравнений в замкнутой
векторной форме. В качестве примера рассмотрены произвольные
уравнения второго порядка, для которых в явном виде представле-
ны условия существования и общее решение.

Определены условия существования и единственности решения,
а также общее решение уравнений с разложимой матрицей. В каче-
стве прямого следствия полученных результатов найдены решения
однородного Ax ≤ x и неоднородного Ax⊕ b ≤ x неравенств. Рас-
смотрены задачи совместного решения уравнений и неравенств раз-
ных типов. Обсуждаются вопросы определения размерности про-
странства решений уравнений и неравенств, а также формы пред-
ставления самих решений. Представлены примеры практических
приложений полученных результатов [31].

3.2. Определения и предварительные
результаты

Пусть A ∈ X
n×n — квадратная матрица. Сумму всех цикличе-

ских произведений элементов матрицы A обозначим символом

TrA =
n⊕

m=1

⊕

1≤i0,...,im−1≤n

ai0i1 · · · aim−1i0 =
n⊕

m=1

trAm.

Ниже будет показано, что при исследовании линейных уравне-
ний в идемпотентной алгебре функция TrA играет роль определи-
теля матрицы в том смысле, что ее значение может быть использо-
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вано для ответа на вопрос, имеет ли уравнение только тривиальное
решение или у него существуют и другие решения.

Сначала рассмотрим некоторые свойства матриц, связанные с
величиной Tr .

Лемма 3.1. Для любой матрицы A ∈ X
n×n и вектора x ∈ X

n
+

справедливы следующие утверждения:

1) если TrA ≤ 1 , то x−Ax ≥ TrA ;

2) если TrA > 1 , то x−Ax ≥ (TrA)1/n .

Доказательство. Рассмотрим величину

x−Ax =
n⊕

i=1

n⊕

j=1

x−1
i aijxj .

Возьмем любую последовательность индексов i0, . . . , im такую,
что i0 = im , 1 ≤ m ≤ n . Применяя неравенства между арифме-
тическим и геометрическим средними и условие xi0 , . . . , xim−1

6= 0 ,
имеем

x−Ax ≥ x−1
i0
ai0i1xi1 ⊕ · · · ⊕ x−1

im−1
aim−1imxim ≥ (ai0i1 · · · aim−1im)1/m.

Учитывая произвольный выбор индексов i0, . . . , im и числа m ,
приходим к неравенству x−Ax ≥ trA⊕ · · · ⊕ tr1/n(An) .

Пусть TrA ≤ 1 . В этом случае trAm ≤ 1 и tr1/m(Am) ≥ trAm

для всех m , откуда следует, что x−Ax ≥ trA⊕ · · · ⊕ trAn = TrA .
Если TrA > 1 , то среди чисел m найдутся такие, для которых

trAm > 1 и, следовательно, tr1/m(Am) ≥ tr1/n(Am) . В этом случае
имеем x−Ax ≥ tr1/n(A)⊕ · · · ⊕ tr1/n(An) = (TrA)1/n .

Для любой матрицы A определим матрицы A+ и A× следую-
щим образом

A+ = I ⊕A⊕ · · · ⊕An−1, A× = AA+ = A⊕ · · · ⊕An.

В работе [60] Б. А. Карре показал, что в случае TrA ≤ 1 для
любого целого k ≥ 0 выполняется неравенство Ak ≤ A+ . Следую-
щий результат представляет собой обобщение неравенства Карре.

Лемма 3.2. Если TrA 6= 0 , то при любом целом k ≥ n спра-
ведливы следующие утверждения:
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1) если TrA ≤ 1 , то Ak ≤ (TrA)(k+1)/n−1A+ ;

2) если TrA > 1 , то Ak ≤ (TrA)kA+ .

Доказательство. Возьмем любое k ≥ n . Покажем, что нера-

венства выполняются для соответствующих элементов a
(k)
ij и a

(+)
ij

матриц Ak и A+ . Положив i0 = i и ik = j , запишем

a
(k)
ij =

⊕

1≤i1,...,ik−1≤n

ai0i1 · · · aik−1ik .

Рассмотрим произведение Sij = ai0i1 · · · aik−1ik . Если среди со-
множителей произведения Sij есть нуль, то Sij = 0 . Очевидно, что

тогда Sij ≤ (TrA)αa
(+)
ij при любом α .

Пусть Sij > 0 . Перегруппируем множители произведения Sij .
Сначала объединим все циклические произведения, состоящие из
m = 1 множителя. Пусть α1 ≥ 0 — количество таких произведений.
Из числа оставшихся выберем циклические произведения из m = 2
множителей, а их число обозначим через α2 . Затем продолжим эту
процедуру для всех последующих значений m ≤ n .

Учитывая, что циклическое произведение из m множителей не
превосходит trAm , будем иметь

Sij ≤ trα1(A) · · · trαn(An)S′
ij ≤ (TrA)α1+···+αnS′

ij ,

где S′
ij — произведение без циклов, которое состоит из не более

чем n−1 множителя. Ясно, что при этом выполняется неравенство

S′
ij ≤ a

(+)
ij , а также неравенство k−n+1 ≤ α1+2α2+ · · ·+nαn ≤ k .

В силу того, что

α1 + · · ·+ αn ≤ α1 + 2α2 + · · ·+ nαn ≤ n(α1 + · · ·+ αn),

имеем неравенство (k − n+ 1)/n ≤ α1 + · · ·+ αn ≤ k .
Тогда, если TrA ≤ 1 , то

Sij = ai0i1 · · · aik−1ik ≤ (TrA)(k+1)/n−1a
(+)
ij

при любом наборе индексов i1, . . . , ik−1 и, следовательно,

a
(k)
ij =

⊕

1≤i1,...,ik−1≤n

ai0i1 · · · aik−1ik ≤ (TrA)(k+1)/n−1a
(+)
ij .
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.
Если TrA > 1 , то Sij ≤ (TrA)ka

(+)
ij . В этом случае имеем нера-

венство a
(k)
ij ≤ (TrA)ka

(+)
ij .

Следствие 3.1. Если TrA ≤ 1 , то выполняются равенства

I ⊕A× = A+, A+A+ = A+.

Доказательство. Учитывая, что Ak ≤ A+ для всех k ≥ n , по-
лучаем первое равенство I⊕A× = A+⊕An = A+ . Второе равенство
проверяется аналогично.

Из равенства I ⊕ A× = A+ следует, что A× ≤ A+ , причем

соответствующие элементы a
(+)
ij и a

(×)
ij этих матриц совпадают за

исключением, быть может, диагональных элементов, которые, как

нетрудно видеть, удовлетворяют условиям a
(+)
ii = 1 и a

(×)
ii ≤ 1 .

Обозначим через a+
i и a×

i столбцы с индексом i матриц A+ и

A× , а через a
(m)
ii диагональные элементы матрицы Am . Следую-

щее утверждение использует свойства функции Tr для получения
аналога результата, установленного в работах [69, 101, 55].

Предложение 3.1. Если TrA = 1 , то матрицы A+ и A× име-
ют общие одноименные столбцы, которые совпадают, причем равен-

ство a+
i = a×

i выполняется тогда и только тогда, когда a
(m)
ii = 1

для некоторого m = 1, . . . , n .

Доказательство. Если TrA = 1 , то недиагональные элементы
матриц A+ и A× совпадают. Равенство TrA = 1 равносильно тому,
что trAm = 1 хотя бы для одного m = 1, . . . , n . Последнее имеет

место, если только a
(m)
ii = 1 для некоторого индекса i . Учитывая,

что тогда a
(×)
ii = 1 , имеем a

(×)
ii = a

(+)
ii = 1 , то есть a+

i = a×
i .

Для любой матрицы A такой, что TrA = 1 , обозначим через A∗

матрицу того же размера, столбцы которой удовлетворяют условию

a∗
i =

{
a+
i , если a+

i = a×
i ,

0, если a+
i 6= a×

i ,

для всех i = 1, . . . , n . Если TrA 6= 1 , то положим A∗ = 0 .
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3.3. Однородное и неоднородное уравнения

Пусть A ∈ X
n×n — матрица, x ∈ X

n — вектор. Однородным
уравнением относительно x называется уравнение

Ax = x. (3.1)

Предположим также, что задан некоторый вектор b ∈ X
n . Неод-

нородным уравнением относительно x называется уравнение

Ax⊕ b = x. (3.2)

Решение x = 0 этих уравнений называется тривиальным.
Решение x0 уравнения называется минимальным, если для лю-

бого решения x этого уравнения выполняется x0 ≤ x .
Ясно, что все решения однородного уравнения образуют полу-

модуль в X
n . Кроме того, справедливо следующее утверждение.

Предложение 3.2. Если TrA = 1 , то решением однородного
уравнения (3.1) является вектор x = A∗v для любого v ∈ X

n .

Доказательство. Пусть TrA = 1 . Тогда у матриц A+ и A×

найдутся общие столбцы a+
i = a×

i . В силу равенства A× = AA+

имеем Aa+
i = a×

i = a+
i , то есть a+

i удовлетворяет уравнению
(3.1). Учитывая, что все такие столбцы и только они являются
ненулевыми столбцами матрицы A∗ , заключаем, что всякий век-
тор x = A∗v , где v — любой вектор, является решением (3.1).

3.4. Неразложимые матрицы

Будем искать условия существования решения, а также общее
решение уравнений при условии, что матрица A является неразло-
жимой. Сначала докажем вспомогательное утверждение.

Предложение 3.3. Если A — неразложимая матрица, то лю-
бое нетривиальное решение x уравнений (3.1) и (3.2) не имеет ну-
левых координат.

Доказательство. Рассмотрим однородное уравнение (3.1) (ис-
следование (3.2) проводится аналогичным образом). Пусть вектор
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x является нетривиальным решением (3.1). Покажем, что все ко-
ординаты вектора x отличны от нуля.

Допустим, что имеется одна координата xi = 0 и xj > 0 при
всех j 6= i . Из равенства ai1x1⊕· · ·⊕ainxn = 0 следует, что aij = 0 ,
если j 6= i . Тогда, меняя местами строки 1 и i , а затем столбцы
с теми же индексами, можно привести матрицу A к треугольной
форме, что противоречит условию неразложимости матрицы.

Предположение о том, что вектор x имеет любое число l < n
нулевых координат, рассматривается аналогично.

3.4.1. Решение однородного уравнения.

Предложение 3.4. Однородное уравнение (3.1) с неразложи-
мой матрицей A имеет нетривиальное решение тогда и только то-
гда, когда TrA = 1 .

Доказательство. Достаточность условия TrA = 1 следует из
результата предложения 3.2.

Проверим необходимость, используя те же рассуждения, что и в
работе [8]. Пусть x — нетривиальное решение уравнения. Покажем,
что тогда TrA = 1 .

Рассмотрим любую последовательность индексов i0, . . . , im , где
im = i0 , 1 ≤ m ≤ n . Из уравнения (3.1) следуют неравенства

ai0i1xi1 ≤ xi0 , ai1i2xi2 ≤ xi1 , . . . , aim−1imxim ≤ xim−1
.

Перемножая левые и правые части этих неравенств, а затем
сокращая на величину xi1 · · ·xim 6= 0 , приходим к неравенству
ai0i1 · · · aim−1im ≤ 1 .

Учитывая произвольный выбор i0, . . . , im−1 , имеем trAm ≤ 1

для всех m = 1, . . . , n . Следовательно, TrA = trA⊕· · ·⊕ trAn ≤ 1 .
Кроме того, из уравнения (3.1) следует, что для любого индекса

i найдется такой индекс j , для которого aijxj = xi . Возьмем про-
извольный индекс i0 и будем последовательно определять индексы
i1, i2, . . . так, чтобы выполнялись равенства

ai0i1xi1 = xi0 , ai1i2xi2 = xi1 , . . . ,

вплоть до первого повторения индексов.
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Из полученной последовательности индексов выберем подпосле-
довательность il, il+1, . . . , il+m , где il = il+m , l ≥ 0 , 1 ≤ m ≤ n .

Перемножая равенства, соответствующие подпоследовательно-
сти, а затем, сокращая на величину xil · · ·xil+m

6= 0 , получим ра-
венство ailil+1

· · · ail+m−1il+m
= 1 . Из этого равенства, в частности,

следует, что TrA ≥ trAm ≥ 1 . Так как одновременно выполняется
неравенство TrA ≤ 1 , заключаем, что TrA = 1 .

Найдем общее решение однородного уравнения. Имеет место
следующий результат.

Лемма 3.3. Пусть x — общее решение однородного уравнения
(3.1) с неразложимой матрицей A . Тогда справедливы следующие
утверждения:

1) если TrA = 1 , то x = A∗v для всех v ∈ X
n ;

2) если TrA 6= 1 , то уравнение имеет только тривиальное ре-
шение x = 0 .

Доказательство. Ясно, что x = 0 является решением (3.1).
При этом, если TrA 6= 1 , то из предложения 3.4 следует, что других
решений нет.

Пусть TrA = 1 . Заметим, что тогда A+A+ = A+ , а матрицы
A+ и A× имеют общие столбцы. Предположим для простоты, что
совпадают первые m столбцов этих матриц.

Запишем вектор x в виде x = (xT
1 ,x

T
2 )

T , где x1 и x2 — векторы
размерности m и n−m соответственно.

Представим матрицы A+ , A× и A∗ в блочной форме

A+ =

(
B C
D F

)
, A× =

(
B C
D G

)
, A∗ =

(
B 0

D 0

)
,

где матрица B имеет размер m × m , а матрицы F и G имеют
размер (n−m)× (n−m) .

Установим некоторые соотношения для блоков. Сначала заме-
тим, что F ≥ G , причем TrF = trF = 1 , trG < 1 и TrG ≤ 1 .

Нетрудно проверить, что TrG < 1 . Действительно, предполо-
жим что, TrG = 1 . Сначала заметим, что матрица G является
диагональным блоком матрицы A× , а каждому элементу G соот-
ветствует некоторое произведение элементов матрицы A .
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В силу предположения найдется циклическое произведение эле-
ментов матрицы G , равное 1 . Этому произведению будет соответ-
ствовать некоторое циклическое произведение элементов матрицы
A , которое также равно 1 . Но тогда на диагонали матрицы G име-
ется единичный элемент, что противоречит условию trG < 1 .

Наконец, легко видеть, что из равенства

A+A+ =

(
B2 ⊕ CD BC ⊕ CF
DB ⊕ FD DC ⊕ F 2

)
=

(
B C
D F

)
= A+,

следуют, в частности, неравенства D ≥ FD ≥ GD и B ≥ CD .
Пусть x — нетривиальное решение уравнения (3.1). Заметим,

что в силу предложения 3.3 вектор x не имеет нулевых координат.
Ясно, что x является также решением однородного уравнения

A×x = x . Запишем последнее уравнение в виде

x1 = Bx1 ⊕ Cx2,

x2 = Dx1 ⊕Gx2.

Учитывая неравенства для блоков, из второго уравнения путем
итераций для любого целого k ≥ 1 получим x2 = Dx1 ⊕Gkx2 .

Поскольку TrG < 1 , применяя лемму 3.2, имеем неравенство

Gk ≤ (TrG)(k+1)/(n−m)−1G+.

Теперь, каким бы ни был вектор x > 0 , число k всегда можно
выбрать так, чтобы выполнялось условие

Dx1 ≥ (TrG)(k+1)/(n−m)−1G+x2 ≥ Gkx2,

откуда следует, что второе уравнение имеет вид x2 = Dx1 .
Подставим x2 = Dx1 в первое уравнение. Учитывая неравен-

ство B ≥ CD , получим x1 = Bx1 . Таким образом, будем иметь

x =

(
x1

x2

)
=

(
B 0

D 0

)(
x1

x2

)
= A∗x,

а это означает, что любое нетривиальное решение уравнения (3.1)
имеет вид x = A∗v , где v — некоторый вектор. Осталось прове-
рить, что x = A∗v является решением (3.1) при любом векторе v .
Последнее было установлено в предложении 3.2.
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Пример 3.1. Рассмотрим уравнение (3.1) с неразложимой мат-
рицей второго порядка

A =

(
a11 a12
a21 a22

)

при условии TrA = 1 . Предположим, что a11, a12, a21, a22 > 0 .
Учитывая, что a11, a22 ≤ 1 и a12a21 ≤ 1 , найдем матрицы

A+ =

(
1 a12
a21 1

)
, A× =

(
a11 ⊕ a12a21 a12

a21 a12a21 ⊕ a22

)
.

Будем искать общее решение уравнения в виде x = A∗v . При
условии a11 = 1 , a22 < 1 и a12a21 < 1 , имеем

A× =

(
1 a12
a21 a12a21 ⊕ a22

)
, A∗ =

(
1 0

a21 0

)
.

Ясно, что второй столбец матрицы A∗ можно отбросить и за-
писать окончательное решение в виде

x =

(
1

a21

)
v, v ∈ X.

Аналогично, если a11 < 1 , a22 = 1 и a12a21 < 1 , то

A× =

(
a11 ⊕ a12a21 a12

a21 1

)
, A∗ =

(
a12
1

)
.

Если выполняется хотя бы одно из условий a11 = a22 = 1 и
a12a21 = 1 , то

A× = A∗ =

(
1 a12
a21 1

)
.

Тогда при a12, a21 6= 1 имеем решение

x =

(
1 a12
a21 1

)
v, v ∈ X

2,

а при a12 = a21 = 1 , — решение

x =

(
1

1

)
v, v ∈ X.
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На рис. 3.1 для полукольца Rmax,+ представлены решения x

однородных уравнений второго порядка. Для примера слева мно-
жество решений range(A∗) является полумодулем размерности 1 и
изображено при помощи жирной прямой, проходящая через конец
вектора a2 . Справа представлен случай, когда range(A∗) совпадает
с линейной оболочкой range(A) столбцов матрицы A .
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Рис. 3.1. Решение однородного уравнения в R
2
max,+

3.4.2. Решение неоднородного уравнения. Перейдем к ис-
следованию неоднородного уравнения.

Лемма 3.4. Неоднородное уравнение (3.2) с неразложимой мат-
рицей A имеет решение тогда и только тогда, когда выполняется
хотя бы одно из условий:

1) TrA ≤ 1 ;

2) b = 0 .

При этом x = A+b является минимальным частным решением.

Доказательство. Пусть TrA ≤ 1 . Тогда уравнение (3.2) путем
итераций с последующим применением леммы 3.2 приводится к ви-
ду Anx⊕A+b = x , откуда следует неравенство x ≥ A+b .
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Непосредственной подстановкой нетрудно проверить, что век-
тор x = A+b является решением (3.2), а с учетом предыдущего
неравенства — его минимальным решением. Действительно,

Ax⊕ b = A(A+b)⊕ b = (A× ⊕ I)b = A+b = x.

Пусть TrA > 1 . Покажем, что при этом условии уравнение не
имеет нетривиальных решений. Действительно, для любого x ∈ X

n
+

в силу леммы 3.1 будем иметь

x−(Ax⊕ b) ≥ x−Ax ≥ (TrA)1/n > 1,

откуда следует, что Ax⊕ b 6= x .
Наконец, очевидно, что решение x = 0 существует тогда и толь-

ко тогда, когда b = 0 .

При доказательстве следующего утверждения применим под-
ход, который был предложен в [55].

Лемма 3.5. Общее решение уравнения (3.2) с неразложимой
матрицей A имеет вид x = u ⊕ v , где u — минимальное частное
решение уравнения (3.2), v — общее решение уравнения (3.1).

Доказательство. Пусть u — любое решение уравнения (3.2),
а v — любое решение уравнения (3.1). Тогда x = u ⊕ v также
является решением (3.2) так как

Ax⊕ b = A(u⊕ v)⊕ b = (Au⊕ b)⊕ (Av) = u⊕ v = x.

Пусть x — произвольное решение уравнения (3.2). Покажем,
что его можно представить в виде x = u⊕v , где u — минимальное
решение (3.2), а v — некоторое решение (3.1). Сначала заметим, что
при условии TrA 6= 1 уравнение (3.1) имеет только тривиальное
решение, и тогда x = u⊕ v , где u = x , v = 0 .

Предположим, что TrA = 1 . Пусть u = A+b — минимальное
решение (3.2). В силу неравенства x ≥ A+b = u всегда найдется
вектор v′ , для которого x = u⊕ v′ .

Так как Ax = A(u ⊕ v′) = AA+b ⊕ Av′ , с учетом (3.2) будем
иметь x = Ax⊕b = A+b⊕Av′ . Следовательно, для v = Av′ равен-
ство x = u⊕v остается в силе. Ясно, что это равенство сохраняется
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для каждого вектора v = Amv′ при всех целых m ≥ 0 , а потому и
для векторов A+v′ и A×v′ .

Возьмем вектор v′ с координатами v′i = xi , если ui < xi , и
v′i = 0 , если ui = xi , i = 1, . . . , n . Легко видеть, что x = u ⊕ v′ и,
кроме того, v′ ≤ v для любого вектора v такого, что x = u⊕v . Из
этого следует, что выполняется неравенство v′ ≤ Av′ , а тогда — и
неравенство A+v′ ≤ A×v′ . Так как всегда выполняется неравенство
A+v′ ≥ A×v′ , заключаем, что A+v′ = A×v′ .

Осталось положить v = A+v′ . Тогда x = u⊕ v является реше-
нием (3.2), причем Av = A×v′ = v . Последнее означает, что вектор
v является решением (3.1).

Опираясь на леммы 3.3 и 3.5, нетрудно получить следующий
результат.

Теорема 3.1. Пусть решение неоднородного уравнения (3.2) с
неразложимой матрицей A существует, x — общее решение (3.2).

Тогда справедливы следующие утверждения:

1) если TrA < 1 , то имеется единственное решение x = A+b ;

2) если TrA = 1 , то x = A+b⊕A∗v для всех v ∈ X
n ;

3) если TrA > 1 , то уравнение имеет только тривиальное ре-
шение x = 0 .

Легко видеть, что теорема верна и при A = 0 . В этом случае
уравнение принимает вид x = b . В то же время из теоремы в силу
условия TrA = 0 < 1 следует, что x = A+b = Ib = b .

Пример 3.2. Рассмотрим уравнение (3.2) при условии

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
, b =

(
b1
b2

)

и предположим, что a11, a12, a21, a22 > 0 и TrA ≤ 1 .
Так же, как при решении однородного уравнения, найдем мат-

рицу A+ , а затем вектор A+b :

A+ =

(
1 a12
a21 1

)
, A+b =

(
b1 ⊕ a12b2
a21b1 ⊕ b2

)
.
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Пусть TrA = 1 . Используя полученные выше результаты ана-
лиза однородного уравнения с матрицей второго порядка, нетрудно
записать общее решение уравнения (3.2) в виде x = A+b⊕A∗v .

На рис. 3.2 представлены примеры решений неоднородных урав-
нений в полумодуле R

2
max,+ при TrA = 1 = 0 .
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Рис. 3.2. Решение неоднородного уравнения в R
2
max,+ при TrA = 0

3.5. Разложимые матрицы

Предположим, что матрица A является разложимой и приведе-
на к нормальной форме (1.7)

A =




A11 0 . . . 0

A21 A22 0

...
...

. . .

As1 As2 . . . Ass


 .

Заметим, что тогда TrA = TrA11 ⊕ · · · ⊕ TrAss .
Обозначим через I0 множество индексов i , для которых выпол-

няется TrAii = 1 , а через I1 — множество индексов, для которых
TrAii > 1 .

Пусть сначала I1 = ∅ . Ясно, что матрицу A можно представить
в виде A = T ⊕ D , где T — блочная строго треугольная, а D —
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блочно-диагональная матрица,

T =




0 . . . . . . 0

A21
. . .

...
...

. . .
. . .

...
As1 . . . As,s−1 0



, D =




A11 0

. . .

0 Ass


 .

Определим следующие вспомогательные матрицы

D+ = diag(A+
11, . . . , A

+
ss), C = D+T, D∗ = diag(A∗

11, . . . , A
∗
ss).

Легко видеть, что Cs = 0 , а тогда C+ = I ⊕ C ⊕ · · · ⊕ Cs−1 .
Заметим, что матрица C+ имеет нижнюю блочно-треугольную

форму с блоками C+
ii и C+

ij , размер которых совпадает с размером
соответствующих блоков Aii и Aij матрицы A .

Если I1 6= ∅ , то рассмотрим матрицу Ā , полученную из A пу-
тем замены всех блоков ее вертикальных рядов i ∈ I1 на нулевые
матрицы. Обозначим диагональные блоки матрицы Ā через Āii , а
блоки, лежащие ниже диагонали, через Āij .

Представим Ā в виде Ā = T̄ ⊕ D̄ , где T̄ — блочная строго
треугольная, а D̄ — блочно-диагональная матрицы. Положим

D̄+ = diag(Ā+
11, . . . , Ā

+
ss), C̄ = D̄+T̄ , D̄∗ = diag(D̄∗

11, . . . , D̄
∗
ss),

где D̄∗
jj = 0 , если выполнены условия j ∈ I0 и C̄+

ij 6= 0 хотя бы для

одного i ∈ I1 , и D̄∗
jj = Ā∗

jj = A∗
jj — в противном случае.

Рассмотрим уравнения (3.1) и (3.2). Для каждого i = 1, . . . , s
обозначим через xi и bi векторы порядка ni , образованные теми
координатами x и b , которые соответствуют горизонтальному ряду
i матрицы A .

3.5.1. Решение однородного уравнения. Сначала исследу-
ем однородное уравнение (3.1).

Лемма 3.6. Пусть x — общее решение однородного уравнения
(3.1) с матрицей A , представленной в форме (1.7).

Тогда справедливы следующие утверждения:

1) если TrA < 1 , то уравнение имеет только тривиальное ре-
шение x = 0 ;
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2) если TrA = 1 , то x = C+D∗v для всех v ∈ X
n ;

3) если TrA > 1 , то x = C̄+D̄∗v для всех v ∈ X
n , причем

имеется только тривиальное решение x = 0 когда I0 = ∅ .

Доказательство. Уравнение (3.1) можно представить как си-
стему уравнений

Ai1x1 ⊕ · · · ⊕Ai,i−1xi−1 ⊕Aiixi = xi, (3.3)

которые соответствуют горизонтальным рядам i = 1, . . . , s .
Если TrA = TrA11⊕· · ·⊕TrAss ≤ 1 , то по теореме 3.1 решение

xi каждого уравнения существует, а все векторы xi могут быть
последовательно определены из уравнений

x1 = A∗
11v1, xi = A+

ii(Ai1x1 ⊕ · · · ⊕Ai,i−1xi−1)⊕A∗
iivi, i > 1,

где vi — любой вектор размерности ni , i = 1, . . . , s .
Положив v = (vT

1 , . . . ,v
T
s )

T , эти уравнения можно записать в
виде одного уравнения

x = Cx⊕D∗v,

решение которого с помощью итераций дает

x = Csx⊕ C+D∗v = C+D∗v.

В частности, при TrA < 1 имеем D∗ = 0 , а следовательно, x = 0 .
Предположим, что TrA > 1 . Рассмотрим уравнение (3.3) для

любого ряда i ∈ I1 . По теореме 3.1, если решение xi такого урав-
нения существует, то xi = 0 .

Пусть xi = 0 для всех i ∈ I1 . При таком условии решение
уравнения (3.1) не изменится, если положить все элементы верти-
кальных рядов i ∈ I1 матрицы A равными 0 . Тогда уравнения
(3.3) для каждого i = 1, . . . , s примут вид

Āi1x1 ⊕ · · · ⊕ Āi,i−1xi−1 ⊕ Āiixi = xi.

Учитывая, что Tr Ā ≤ 1 и Ā∗
ii = A∗

ii для всех i = 1, . . . , s ,
общим решением этой системы уравнений будет x = C̄+D∗v для
всех v ∈ X

n .
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Для того, чтобы полученное решение при всех i ∈ I1 удовлетво-
ряло условию xi = 0 , потребуем для каждого такого i выполнения
при любых v ∈ X

n равенства

C̄+
i1A

∗
11v1 ⊕ · · · ⊕ C̄+

isA
∗
ssvs = 0.

Так как A∗
jj = 0 при каждом j 6∈ I0 , то для выполнения ука-

занных равенств необходимо и достаточно, чтобы A∗
jjvj = 0 для

индексов j ∈ I0 таких, что C̄+
ij 6= 0 хотя бы для одного i ∈ I1 . По-

следнее будет иметь место при формальной замене всех таких мат-
риц A∗

jj на нулевые. Так как это эквивалентно переходу от D∗ к

D̄∗ , то получаем общее решение уравнения (3.1) в виде x = C̄+D̄∗v

для всех v ∈ X
n . Осталось заметить, что x = 0 , если I0 = ∅ .

При решении некоторых задач (например, при нахождении соб-
ственных чисел матрицы) особое значение приобретает выяснение
условий существования нетривиальных решений однородного урав-
нения с разложимой матрицей. В частности, опираясь на лемму 3.6,
легко проверить справедливость следующих утверждений.

Следствие 3.2. Уравнение (3.1) имеет нетривиальное решение
только тогда, когда TrAii = 1 хотя бы для одного i = 1, . . . , s .

Следствие 3.3. Уравнение (3.1) имеет нетривиальное решение
тогда и только тогда, когда D̄∗ 6= 0 .

Следствие 3.4. Если TrA = 1 , то уравнение (3.1) имеет нетри-
виальное решение.

Пример 3.3. Рассмотрим уравнение (3.1) с матрицей второго
порядка

A =

(
a11 0

a21 a22

)
.

Предположим, что TrA = 1 . Найдем матрицы

D+ = I, D∗ =

(
a∗11 0

0 a∗22

)
,

где a∗ii = 0 , если aii < 1 , и a∗ii = aii в противном случае, i = 1, 2 .
Учитывая, что

C = T =

(
0 0

a21 0

)
, C+ =

(
1 0

a21 1

)
,
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найдем матрицу

C+D∗ =

(
a∗11 0

a21a
∗
11 a∗22

)
.

Общее решение принимает вид

x =

(
a∗11 0

a21a
∗
11 a∗22

)
v, v ∈ X

2.

В частности, при a11 = 1 и a22 < 1 получаем решение

x =

(
1

a21

)
v, v ∈ X.

Если a11 < 1 и a22 = 1 , то имеем решение

x =

(
0

1

)
v, v ∈ X.

Наконец, если a11 = a22 = 1 , то

x =

(
1 0

a21 1

)
v, v ∈ X

2.

Предположим, что TrA > 1 . Пусть a11 = 1 , a22 > 1 . Перейдем
от матрицы A к матрице

Ā =

(
a11 0

a21 0

)
.

Найдем матрицы

D̄+ = I, D̄∗ =

(
1 0

0 0

)
,

а затем матрицы

C̄ = T̄ =

(
0 0

a21 0

)
, C̄+ =

(
1 0

a21 1

)
.

Определив матрицу

C̄+D̄∗ =

(
1 0

0 0

)
,
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найдем общее решение

x =

(
1

0

)
v, v ∈ X.

Если a11 > 1 , a22 = 1 , то

Ā =

(
0 0

0 a22

)
, D̄+ = I, D̄∗ =

(
0 0

0 1

)
.

Кроме того,

C̄ = 0, C̄+ = I, C̄+D̄∗ =

(
0 0

0 1

)
,

откуда следует, что

x =

(
0

1

)
v, v ∈ X.

3.5.2. Решение неоднородного уравнения. В случае неод-
нородного уравнения справедливы следующие утверждения.

Лемма 3.7. Неоднородное уравнение (3.2) с матрицей A в фор-
ме (1.7) имеет решение тогда и только тогда, когда выполняется
хотя бы одно из условий:

1) TrA ≤ 1 ;

2) bi = 0 для всех i ∈ I1 и bj = 0 для каждого j 6∈ I1 такого,
что Ā+

ij 6= 0 хотя бы для одного i ∈ I1 .

При этом x = Ā+b является минимальным частным решением.

Доказательство. Если TrA ≤ 1 , то также как при доказатель-
стве леммы 3.4 можно показать, что решение уравнения (3.2) су-
ществует, а минимальным решением является x = A+b = Ā+b .

Предположим, что TrA > 1 . Представим уравнение (3.2) в виде
системы уравнений, соответствующих рядам i = 1, . . . , s ,

Ai1x1 ⊕ · · · ⊕Ai,i−1xi−1 ⊕Aiixi ⊕ bi = xi. (3.4)

Ясно, что для каждого i ∈ I1 единственно возможным решени-
ем уравнения (3.4) является xi = 0 , для существования которого
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необходимо, чтобы bi = 0 . Тогда, как и при доказательстве лем-
мы 3.6, можно заменить матрицу A на Ā .

Так как Tr Ā ≤ 1 , то минимальным решением уравнения (3.2) с
матрицей Ā является x = Ā+b . При этом для каждого i = 1, . . . , s
будем иметь вектор

xi = Ā+
i1b1 ⊕ · · · ⊕ Ā+

i,i−1bi−1 ⊕ Ā+
iibi,

который должен удовлетворять условию xi = 0 , если i ∈ I1 . Это
равносильно тому, что bj = 0 для каждого j 6∈ I1 такого, что
Ā+

ij 6= 0 хотя бы для одного i ∈ I1 .

Точно так же, как при доказательстве леммы 3.5, можно прове-
рить справедливость следующего утверждения.

Лемма 3.8. Общее решение неоднородного уравнения (3.2) с
матрицей A , представленной в форме (1.7), имеет вид x = u ⊕ v ,
где u — минимальное частное решение неоднородного уравнения
(3.2), v — общее решение однородного уравнения (3.1).

Наконец, применяя леммы 3.6 и 3.8, нетрудно получить следу-
ющий результат.

Теорема 3.2. Пусть решение неоднородного уравнения (3.2) с
матрицей A , представленной в форме (1.7), существует, x — общее
решение (3.2). Тогда справедливы следующие утверждения:

1) если TrA < 1 , то имеется единственное решение x = A+b ;

2) если TrA = 1 , то x = A+b⊕ C+D∗v для всех v ∈ X
n ;

3) если TrA > 1 , то x = Ā+b⊕C̄+D̄∗v для всех v ∈ X
n , причем

имеется единственное решение x = Ā+b когда I0 = ∅ .

3.6. Однородные и неоднородные неравенства

Однородным неравенством относительно неизвестного вектора
x называется неравенство вида

Ax ≤ x, (3.5)

а неоднородным — неравенство вида

Ax⊕ b ≤ x. (3.6)
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Покажем, как полученные выше результаты могут быть приме-
нены для решения неравенств (3.5) и (3.6). Предположим сначала,
что матрица A является неразложимой.

Лемма 3.9. Пусть x — общее решение однородного неравен-
ства (3.5) с неразложимой матрицей A .

Тогда справедливы следующие утверждения:

1) если TrA ≤ 1 , то x = A+u для всех u ∈ X
n ;

2) если TrA > 1 , то неравенство имеет только тривиальное ре-
шение x = 0 .

Доказательство. Ясно, что множество решений однородного
неравенства (3.5) совпадает с множеством решений x уравнения
Ax ⊕ u = x относительно двух неизвестных x и u при всех воз-
можных значениях u . Применим к этому уравнению лемму 3.4 и
теорему 3.1. Учитывая, что ненулевые столбцы матрицы A∗ сов-
падают с соответствующими столбцами A+ , решения для случаев
TrA < 1 и TrA = 1 можно объединить.

Справедливость остальных утверждений проверяется аналогич-
ным путем.

Лемма 3.10. Неоднородное неравенство (3.6) с неразложимой
матрицей A имеет решение тогда и только тогда, когда выполня-
ется хотя бы одно из условий:

1) TrA ≤ 1 ;

2) b = 0 .

При этом x = A+b является минимальным решением (3.6).

Теорема 3.3. Пусть решение неоднородного неравенства (3.6)
с неразложимой матрицей A существует, x — общее решение (3.6).

Тогда справедливы следующие утверждения:

1) если TrA ≤ 1 , то x = A+(b⊕ u) для всех u ∈ X
n ;

2) если TrA > 1 , то неравенство имеет только тривиальное ре-
шение x = 0 .

Пусть теперь A — разложимая матрица. Используя лемму 3.7 и
теорему 3.2 так же, как в случае с неразложимой матрицей, нетруд-
но получить следующие результаты.

76



Лемма 3.11. Пусть x — общее решение однородного неравен-
ства (3.5) с матрицей A , представленной в форме (1.7).

Тогда справедливы следующие утверждения:

1) если TrA < 1 , то x = A+u для всех u ∈ X
n ;

2) если TrA = 1 , то x = A+u⊕ C+D∗v для всех u,v ∈ X
n ;

3) если TrA > 1 , то x = Ā+u ⊕ C̄+D̄∗v для всех u,v ∈ X
n ,

причем x = Ā+u , когда I0 = ∅ .

Лемма 3.12. Неоднородное неравенство (3.6) с матрицей A в
форме (1.7) имеет решение тогда и только тогда, когда выполняется
хотя бы одно из условий:

1) TrA ≤ 1 ;

2) bi = 0 для всех i ∈ I1 и bj = 0 для каждого j 6∈ I1 такого,
что Ā+

ij 6= 0 хотя бы для одного i ∈ I1 .

При этом x = Ā+b является минимальным решением (3.6).

Теорема 3.4. Пусть решение неоднородного неравенства (3.6) с
матрицей A , представленной в форме (1.7), существует, x — общее
решение (3.6). Тогда справедливы следующие утверждения:

1) если TrA < 1 , то x = A+(b⊕ u) для всех u ∈ X
n ;

2) если TrA = 1 , то x = A+(b⊕u)⊕C+D∗v для всех u,v ∈ X
n ;

3) если TrA > 1 , то x = Ā+(b⊕u)⊕C̄+D̄∗v для всех u,v ∈ X
n ,

причем x = Ā+(b⊕ u) , когда I0 = ∅ .

3.7. Решение систем уравнений и неравенств

Рассмотрим примеры решения систем, которые, наряду с одно-
родными или неоднородными уравнениями и неравенствами 2-го
рода, включают уравнения или неравенства 1-го рода.

Пусть имеется система уравнений относительно неизвестного
вектора x , которая имеет вид

Ax⊕ b = x,

Cx = d,
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где A и C — заданные регулярные матрицы, а b и d — векторы
подходящего размера.

Будем предполагать, что каждое уравнение системы по отдель-
ности разрешимо (в противном случае система решений не имеет).

Пусть для простоты матрица A является неразложимой (случай
разложимой матрицы рассматривается аналогично).

Подстановка общего решения первого уравнения x = A+b⊕A∗v

во второе сводит решение системы к решению относительно вектора
v уравнения

CA∗v ⊕A+b = d

или, если b = 0 , уравнения

CA∗v = d,

которые являются уравнениями 1-го рода.
Допустим, что полученное уравнение имеет решение. Тогда, на-

пример, его максимальное решение имеет вид v = (d−CA∗)− . Ясно,
что ему будет соответствовать решение системы

x = A+b⊕A∗(d−CA∗)−.

В качестве другого примера рассмотрим систему

Ax = x,

Cx ≤ d,

и предположим, что она имеет решение.
Подставляя общее решение уравнения x = A∗v в неравенство,

приходим к неравенству CA∗v ≤ d относительно вектора v , общим
решением которого является вектор v = (d−CA∗ ⊕ vT

1 )
− для всех

v1 ∈ X
n . Окончательно имеем решение системы в виде

x = A∗(d−CA∗ ⊕ vT )−, v ∈ X
n.

3.8. Размерность пространства решений

Заметим, что в предыдущих разделах общие решения уравне-
ний и неравенств в полумодуле X

n для простоты представляются
с помощью эндоморфизмов этого же полумодуля.
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Например, общее решение однородного уравнения с неразложи-
мой матрицей A имеет вид x = A∗v для всех v ∈ X

n , т.е. образует
полумодуль векторов вида x = v1a

∗
1 ⊕ · · · ⊕ vna∗

n , где a∗
i — столб-

цы матрицы A∗ , i = 1, . . . , n . Ясно, однако, что среди векторов
a∗
1, . . . ,a

∗
n могут быть линейно зависимые, а тогда указанный по-

лумодуль будет иметь размерность, меньше чем n .
Пусть ã∗

1, . . . , ã
∗
m — линейно независимая подсистема векторов,

эквивалентная системе a∗
1, . . . ,a

∗
n , m ≤ n . Такую подсистему мож-

но построить, применяя процедуру построения эквивалентной ли-
нейно независимой системы, описанную в предыдущей главе.

Обозначим через Ã∗ матрицу со столбцами ã∗
1, . . . , ã

∗
m . Тогда

общее решение однородного уравнения можно представить в виде
x = Ã∗ṽ для всех ṽ ∈ X

m .
Аналогичным образом можно уточнить форму представления

общего решения для всех других рассмотренных выше уравнений
и неравенств.

3.9. Приложения и примеры

3.9.1. Сетевое планирование. Рассмотрим некоторый про-
ект, который состоит в выполнении n работ. Пусть имеются огра-
ничения на величину интервалов времени между началом выпол-
нения различных работ. Требуется определить сроки начала работ
проекта так, чтобы указанные ограничения были удовлетворены.

Для каждой работы i = 1, . . . , n введем обозначения:

xi — время начала работы;

aij — интервал, который устанавливает ограничение на время
начала работ i и j в форме (обыкновенного) неравенства

xi ≥ xj + aij .

Выполнение этих неравенств для каждой работы i равносильно
выполнению в смысле полукольца Rmax,+ неравенства

xi ≥ ai1x1 ⊕ · · · ⊕ ainxn.

Определим соответствующие вектор x и матрицу A . Ограниче-
ния на время начала работ могут быть представлены в виде нера-
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венства для полумодуля R
n
max,+

Ax ≤ x.

Наряду с неравенством можно рассматривать уравнение

Ax = x,

решение которого, если оно существует, обеспечивает выполнение
ограничений с минимальным отклонением от границ.

Предположим для простоты, что матрица A является неразло-
жимой. По лемме 3.9, если TrA ≤ 1 = 0 , то нетривиальное реше-
ние неравенства существует и записывается в виде x = A+u⊕A∗v .
По лемме 3.3 нетривиальное решение уравнения существует, если
TrA = 1 = 0 , и равно x = A∗v .

Рассмотрим проект, модель которого представлена на рис. 3.3.

✚✙
✛✘
x1 ✚✙

✛✘
x2

✚✙
✛✘
x3 ✚✙

✛✘
x4

✲

❅
❅

❅
❅

❅❅■ ❅
❅
❅
❅

❅❅❘

�
�

�
�

��✠
✲P

PPPPPPPPPPPPPPPPPP✐
−2

3 −1

−1

−4

2

Рис. 3.3. Сетевая модель проекта

Матрица проекта принимает вид

A =




0 −2 0 0

0 0 3 −1
−1 0 0 −4
2 0 0 0




Определим сроки начала выполнения работ, которые удовлетво-
ряют требуемым ограничениям.

Сначала заметим, что матрица A является неразложимой и
TrA = 0 . Следовательно, однородное уравнение имеет решение.
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Найдем матрицы

A+ = A× =




0 −2 1 −3
2 0 3 −1
−1 −3 0 −4
2 0 3 0


 , A∗ =




−2 −3
0 −1
−3 −4
0 0


 .

Заметим, что матрицы A+ и A× совпадают, а потому следовало
положить A∗ = A+ . Однако, учитывая, что три первых столбца
A+ коллинеарны, при составлении матрицы A∗ достаточно взять
только один из них.

Ограничениям задачи будет удовлетворять любой вектор

x = A∗v, v ∈ X
2.

Предположим, что для каждой работы задан самый ранний воз-
можный срок начала ее выполнения. Пусть b — вектор, который
определяет набор таких сроков для всех работ. Тогда вектор x вре-
мени начала работ должен удовлетворять неравенству

Ax⊕ b ≤ x

или уравнению
Ax⊕ b = x.

В случае неразложимой матрицы в силу теорем 3.3 и 3.1 нера-
венство и уравнение имеют нетривиальные решения, если выпол-
няется условие TrA ≤ 1 = 0 . Их решения записываются соответ-
ственно в виде x = A+(b⊕ u) и x = A+b⊕A∗v .

Пусть в дополнение к условиям предыдущей задачи задан век-
тор b = (1, 1, 2, 1)T . Для определения вектора x имеем

A+b =




3
5
2
5


 , x =




3
5
2
5


⊕




−2 −3
0 −1
−3 −4
0 0


v, v ∈ X

2.

Рассмотрим следующую задачу определения сроков начала ра-
бот. Пусть имеется модель проекта с заданными временем получе-
ния промежуточных результатов и директивными сроками завер-
шения работ, которая описывается неравенством

A1x ≤ b.
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Предположим, что для этой модели также заданы ограничения
на время начала работ в виде

A2x = x.

Пусть для последнего уравнения существует решение x = A∗
2v .

Подставляя его в первое неравенство, получим

A1A
∗
2v ≤ b.

Максимальное решение полученного неравенства записывается
в виде v = (b−A1A

∗
2)

− . Тогда вектор сроков начала работ опреде-
ляется выражением

x = A∗
2(b

−A1A
∗
2)

−.

В заключение определим вектор сроков начала работ при усло-
виях b = (13, 11, 15, 15)T ,

A1 =




8 10 0 0

0 5 4 8
6 12 11 7
0 0 0 12


 , A2 =




0 −2 0 0

0 0 3 −1
−1 0 0 −4
2 0 0 0


 .

Опираясь на результаты предыдущих примеров, последователь-
но найдем

A1A
∗
2 =




10 9
8 8
12 11
12 12


 , (b−A1A

∗
2)

− =

(
3
3

)
.

Окончательно получим

x = A∗
2(b

−A1A
∗
2)

− =
(
1 3 0 3

)T
.

3.9.2. Планирование производства. Рассмотрим производ-
ственный процесс, который состоит из n технологических опера-
ций. Пусть имеются ограничения на относительную продолжитель-
ность каждой операции по отношению к другим операциям. Выпол-
нение операции прекращается, как только истекает соответствую-
щая часть времени выполнения какой-либо другой операции. Тре-
буется определить длительности всех операций, при которых ука-
занные ограничения оказываются выполнены.
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Для каждой операции i = 1, . . . , n введем обозначения:

xi — длительность операции;

aij — величина, которая определяет ограничение на длитель-
ности операций i и j в форме (обыкновенного) неравенства

xi ≤ aijxj .

Длительности каждой операции i соответствует равенство в по-
лукольце Rmin,×

xi = ai1x1 ⊕ · · · ⊕ ainxn.
В векторных обозначениях имеем уравнение относительно неиз-

вестного вектора x

Ax = x.

Найдем вектор x при условии

A =




0 2,0 1,0 0,8
0,5 0 0 0,4
0 3,0 0 1,0
2,0 0 1,0 0


 .

Нетрудно проверить, что матрица A является неразложимой.
Кроме того, TrA = 1 = 1 . Теперь найдем

A+ = A× =




1,0 2,0 0,8 0,8
0,5 1,0 0,4 0,4
1,5 3,0 1,0 1,0
1,5 3,0 1,0 1,0


 , A∗ =




1,0 0,8
0,5 0,4
1,5 1,0
1,5 1,0


 .

Решением задачи будет любой вектор

x = A∗v, v ∈ X
2.

Предположим, что существует m производственных процессов.
Любой процесс состоит из параллельного выполнения n типов тех-
нологических операций, длительность которых удовлетворяет рас-
смотренным выше ограничениям. Операция каждого типа выпол-
няется многократно и независимо от операций других типов с ис-
пользованием своего собственного технологического оборудования.
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Выполнение операций начинается в момент запуска процесса и по-
вторяется без перерывов необходимое количество раз.

Необходимо определить минимальную длительность операции
каждого типа так, чтобы при запуске любого процесса его продол-
жительность была не меньше некоторых заданных значений.

Пусть для каждого процесса i = 1, . . . ,m заданы величины

cij — число повторений операции типа j ;

di — минимальная продолжительность процесса.

Определив соответствующие матрицу и вектор, получим нера-
венство Cx ≤ d в смысле полукольца Rmin,× . Тогда решение зада-
чи сводится к нахождению максимального (минимального в смысле
обычного порядка) решения системы

Ax = x,

Cx ≤ d.

Если первое уравнение имеет решение x = A∗v , то подставляя
его во второе неравенство, получим CA∗v ≤ d .

Учитывая, что максимальным решением последнего неравен-
ства является вектор v = (d−CA∗)− , имеем решение задачи в виде

x = A∗(d−CA∗)−.

В дополнение к условиям предыдущей задачи, определим век-
тор и матрицу

C =




8 5 10 9
10 15 8 13
11 12 9 12


 , d =




1
2
2


 .

Последовательно найдем

CA∗ =




2,5 2,0
6,0 6,0
6,0 4,8


 , (d−CA∗)− =

(
0,4
0,5

)
.

Окончательно получим

x = A∗(d−CA∗)− =
(
0,4 0,2 0,5 0,5

)T
.

84



3.9.3. Модель товарного обмена. Пусть на рынке представ-
лены n товаров, которые могут обмениваться друг на друга. Для
каждой пары товаров определены курсы обмена одного товара на
другой и обратно.

Допустим, что на рынке всегда предлагается некоторое количе-
ство каждого товара. Всякий раз при обмене на новый товар вы-
бирается такой товар, обмен которого обеспечивает наибольшее ко-
личество нового товара. Предполагая, что такой рынок достигает
некоторого равновесного состояния, необходимо определить соот-
ветствующее такому состоянию количество каждого товара.

Для каждого товара i = 1, . . . , n введем обозначения:

xi — количество товара;

aij — обменный курс товара j на товар i при условии aii = 0 .

Количество товара i в равновесном состоянии определяется ра-
венством в полукольце Rmax,×

xi = ai1x1 ⊕ · · · ⊕ ainxn.

В векторных обозначениях имеем уравнение

Ax = x.

Если уравнение имеет решение, то оно не будет единственным.
Пусть дополнительно задана величина c , которая определяет мак-
симальное количество любого товара на рынке. Тогда задача на-
хождения количества каждого товара на рынке принимает вид

Ax = x,

‖x‖ = c,

где обозначение нормы понимается в смысле полукольца Rmax,× .
Найдем вектор количества товаров при условиях

A =




0 1,0 1,8 3,2
0,8 0 2,0 3,0
0,5 0,4 0 1,5
0,2 0,3 0,5 0


 , c = 1000.
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Ясно, что матрица A является неразложимой. Нетрудно прове-
рить, что TrA = 1 = 1 . Учитывая, что

A+ =




1,0 1,0 2,0 3,2
1,0 1,0 2,0 3,2
0,5 0,5 1,0 1,6
0,3 0,3 0,6 1,0


 , A× =




1,0 1,0 2,0 3,2
1,0 1,0 2,0 3,2
0,5 0,5 1,0 1,6
0,3 0,3 0,6 0,96


 ,

имеем
A∗ = (1,0, 1,0, 0,5, 0,3)

T
, x = A∗v, v ∈ X.

С учетом условия ‖x‖ = 1000 , окончательно получим

x =
(
1000 1000 500 300

)T
.
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Глава 4

СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ И ВЕКТОРЫ
МАТРИЦЫ

4.1. Введение

Проблема собственных значений матрицы линейного оператора
относится к числу наиболее важных теоретических проблем идем-
потентной алгебры, решение которой, кроме того, имеет большое
практическое значение. Одно из первых исследований в этой обла-
сти было проведено в работах Н. Н. Воробьева [7, 8, 9]. Дальнейшее
развитие теория и методы решения указанной проблемы получили
в работах [69, 101, 74, 43, 11, 55, 42, 53] (см. также представленные
там обзоры литературы).

В работах [7, 8, 9] собственные значения и векторы находят-
ся прямо из уравнения Ax = λx путем его решения относитель-
но λ и x . При доказательстве существования собственного век-
тора использовалась теорема Брауэра о неподвижной точке. Затем
определялось понятие контурного графа, соответствующего матри-
це оператора. Для нахождения собственных векторов применялась
процедура на основе построения и анализа контурных графов.

Подход к решению проблемы собственных значений на основе
изучения контурных графов развивался в работах [43, 44, 98]. По-
хожая техника, которая сочетает алгебраический подход и методы
теории графов, применялась также в [69, 101, 55, 59].

В весьма общем виде проблема собственных значений решается
в работах [11, 42, 53] в рамках развитого в этих работах идемпо-
тентного функционального анализа.

Другие подходы, которые опираются на различные способы за-
дания идемпотентного аналога характеристического многочлена и
его анализ, рассматриваются в работах [74, 70, 100]. Различия в
определении характеристического многочлена, по существу, связа-
ны в этих работах с использованием различных аналогов опреде-
лителя, включая бидетерминант, перманент и доминант. Однако,
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применяемые в работах способы задания определителя часто за-
трудняют решение задачи или не позволяют в полной мере восполь-
зоваться преимуществами аналогии с обычной линейной алгеброй.

Например, бидетерминант в [74] характеризуется парой значе-
ний, а не одним значением, как обычный определитель, что услож-
няет выкладки и рассуждения. При использовании перманента в
[70] обычное понятие корня уравнения заменяется на понятие угло-
вой точки многочлена. Решение получаемых характеристических
уравнений обычно не может быть получено в явном виде и требует
применения некоторой вычислительной процедуры.

В настоящей главе предлагается разработанный в [28] подход
к решению проблемы собственных значений в случае идемпотент-
ных полуполей, который опирается на применение идемпотентно-
го аналога определителя, введенного в предыдущей главе, а так-
же характеристического многочлена матрицы. В случае неразло-
жимых матриц это позволяет, как и в обычной алгебре, свести про-
блему существования собственного значения к задаче отыскания
корней характеристического уравнения, которая в идемпотентной
алгебре решается достаточно просто. Кроме того, указанный под-
ход обеспечивает вывод известного выражения для собственного
числа неразложимой матрицы как результат решения характери-
стического уравнения, не прибегая при этом к громоздким доказа-
тельствам. При этом оказывается возможным искать собственные
векторы матрицы как решение некоторого однородного уравнения,
применяя методы решения уравнений, разработанные выше.

Сначала изучаются вопросы существования и единственности
собственного числа неразложимой матрицы. Получено выражение
для его вычисления, а также общий вид собственного вектора. Эти
результаты обобщаются на случай разложимой матрицы, и обсуж-
дается задача нахождения базиса собственного полумодуля. В каче-
стве иллюстрации проблема собственных значений решена в общем
виде для произвольной матрицы второго порядка.

Получено неравенство для степеней матрицы и ее спектрально-
го радиуса, которое является дальнейшим обобщением неравенства
Карре [60]. Изучены некоторые экстремальные свойства собствен-
ных значений и векторов матрицы.

Представлены результаты вычисления спектрального радиуса
для определенных типов матриц линейных операторов, включая
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симметричные матрицы, матрицы подобия, а также матрицы еди-
ничного ранга, которые опираются на работы [22, 26, 28]. Пока-
зано, что для симметричных матриц и матриц подобия величина
спектрального радиуса совпадает со значением нормы матрицы. За-
тем изучаются матрицы единичного ранга. Полученные результа-
ты применяются для решения задачи аппроксимации произвольной
матрицы с помощью матрицы единичного ранга.

Приводятся примеры решения практических задач [31].

4.2. Предварительные результаты

Многочленом от одной переменной x называется выражение

P (x) = a0 ⊕
n⊕

m=1

amx
m,

где числа a0, . . . , an ∈ X — коэффициенты многочлена.
Следующий результат будет использован при доказательстве су-

ществования и единственности собственного числа для неразложи-
мых матриц (см. также [52]).

Лемма 4.1. Если a0 < 1 и am 6= 0 хотя бы для одного m > 0 ,
то уравнение P (x) = 1 имеет единственное решение

x =

(
n⊕

m=1

a1/mm

)−1

.

Доказательство. Ясно, что функция P (x) является непрерыв-
ной и при этом принимает значения как больше, так и меньше еди-
ницы. Следовательно, решение уравнения P (x) = 1 существует.
Учитывая, что P (x) — монотонная функция, нетрудно проверить,
что уравнение имеет единственное решение.

Пусть x — решение уравнения. Тогда для всех m = 1, . . . , n вы-
полняется неравенство amx

m ≤ 1 , которое равносильно неравен-

ству x−1 ≥ a
1/m
m . Складывая эти неравенства и учитывая, что, по

крайней мере, для одного m имеем равенство x−1 = a
1/m
m , получим

x−1 = a1 ⊕ · · · ⊕ a1/nn , откуда следует требуемое решение.
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4.3. Собственные значения и векторы матрицы

Число λ называется собственным значением (числом) матрицы
A ∈ X

n×n , если существует такой вектор x ∈ X
n \ {0} , что

Ax = λx. (4.1)

Любой вектор x 6= 0 , который удовлетворяет этому уравнению,
называется собственным вектором A , соответствующим числу λ .

Множество собственных векторов матрицы A , которые отвеча-
ют одному и тому же собственному числу λ , дополненное нулевым
вектором, образует полумодуль и называется собственным полумо-
дулем A , соответствующим λ .

Для любой матрицы A будем называть функцию Tr(λ−1A) от-
носительно числового параметра λ характеристическим многочле-
ном, а уравнение

Tr(λ−1A) = 1 (4.2)

характеристическим уравнением матрицы A .
Для любой матрицы A и числа λ введем обозначения:

Aλ = λ−1A, A∗
λ = (Aλ)

∗.

В следующих разделах будет показано, как опираясь на реше-
ние однородного уравнения, можно найти все собственные числа и
векторы матрицы.

4.4. Неразложимые матрицы

Пусть матрица A является неразложимой. Справедливо следу-
ющее утверждение, которое представляет собой аналог классиче-
ского результата о корнях характеристического уравнения.

Теорема 4.1. Для того, чтобы число λ было собственным зна-
чением неразложимой матрицы A , необходимо и достаточно, чтобы
это число было корнем характеристического уравнения (4.2).

Доказательство. Представим (4.1) в виде уравнения Aλx = x .
В силу леммы 3.3 уравнение имеет решение x 6= 0 тогда и толь-
ко тогда, когда выполняется TrAλ = Tr(λ−1A) = 1 . Последнее
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равенство означает, что λ является корнем характеристического
уравнения матрицы A .

Следствие 4.1. Для любой неразложимой матрицы A суще-
ствует единственное собственное число

λ =

n⊕

m=1

tr1/m(Am). (4.3)

Доказательство. Запишем характеристический многочлен для
матрицы A в виде

Tr(λ−1A) =
n⊕

m=1

tr(λ−mAm) =
n⊕

m=1

λ−m trAm.

Составим характеристическое уравнение (4.2). Теперь требуе-
мый результат прямо следует из леммы 4.1.

Заметим, что выражение (4.3) можно записать с использованием
элементов матрицы A = (aij) в эквивалентной форме

λ =
n⊕

m=1

⊕

1≤i0,...,im−1≤n

(
ai0i1 · · · aim−1i0

)1/m
.

Следствие 4.2. Собственный вектор неразложимой матрицы
A , соответствующий собственному числу λ , имеет вид x = A∗

λv ,
где v ∈ X

n .

Доказательство. Учитывая, что собственный вектор матрицы
A удовлетворяет уравнению Aλx = x , применим лемму 3.3.

Заметим, что собственный полумодуль матрицы, который отве-
чает какому-либо ее собственному числу, состоит из векторов вида
x = A∗

λv , где v — любой вектор. Чтобы найти все линейно незави-
симые собственные векторы, достаточно рассмотреть столбцы мат-
рицы A∗

λ и применить к ним процедуру, аналогичную процедуре
нахождения базиса пространства решений однородного уравнения.
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Пример 4.1. Рассмотрим матрицу второго порядка

A =

(
a11 a12
a21 a22

)

при условии, что a11, a12, a21, a22 > 0 .
Найдем собственное число матрицы A по формуле (4.3)

λ = a11 ⊕
√
a12a21 ⊕ a22.

Запишем матрицу

Aλ = λ−1A =

(
λ−1a11 λ−1a12
λ−1a21 λ−1a22

)
.

Учитывая, что a11 ≤ λ и a22 ≤ λ , вычислим матрицу

A+
λ = I ⊕Aλ =

(
1 λ−1a12

λ−1a21 1

)
,

а затем матрицу

A×
λ = AλA

+
λ =

(
λ−1a11 ⊕ λ−2a12a21 λ−1a12

λ−1a21 λ−2a12a21 ⊕ λ−1a22

)
.

Найдем матрицу A∗
λ . Предположим сначала, что матрицы A+

λ

и A×
λ имеют только один общий столбец, например, первый. Это

равносильно выполнению условий

λ−1a11 ⊕ λ−2a12a21 = 1,

λ−2a12a21 ⊕ λ−1a22 < 1,

откуда следует, что λ = a11 >
√
a12a21 ⊕ a22 . Тогда матрица A∗

λ

состоит из одного столбца,

A∗
λ =

(
1

λ−1a21

)
=

(
1

a−1
11 a21

)
.

Аналогично, при совпадении только второго столбца у матриц
A+

λ и A×
λ , имеем условия

λ−1a11 ⊕ λ−2a12a21 < 1,

λ−2a12a21 ⊕ λ−1a22 = 1,
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из которых вытекает, что λ = a22 > a11 ⊕
√
a12a21 . При этом

A∗
λ =

(
λ−1a12

1

)
=

(
a12a

−1
22

1

)
.

Наконец, оба столбца совпадают, когда выполняются равенства

λ−1a11 ⊕ λ−2a12a21 = 1,

λ−2a12a21 ⊕ λ−1a22 = 1.

Как нетрудно видеть, последнее имеет место, если справедливо
хотя бы одно из условий λ = a11 = a22 или λ =

√
a12a21 . В этом

случае матрица A∗
λ имеет два столбца,

A∗
λ =

(
1 λ−1a12

λ−1a21 1

)
.

Выясним, когда столбцы матрицы A∗
λ линейно зависимы. Для

этого рассмотрим систему уравнений

1 = µλ−1a12,

λ−1a21 = µ,

решение которой относительно λ дает λ =
√
a12a21 .

Следовательно, если λ = a11 = a22 >
√
a12a21 , то матрицу A∗

λ

можно представить в виде

A∗
λ =

(
1 a−1

22 a12
a−1
11 a21 1

)
.

В случае, когда λ =
√
a12a21 , один из столбцов матрицы A∗

λ

можно отбросить, а саму матрицу представить в виде

A∗
λ =

(
1

a
−1/2
12 a

1/2
21

)
.

Полученные результаты для неразложимой матрицы второго
порядка можно кратко сформулировать в следующем виде.
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Рис. 4.1. Собственный вектор при условиях a11 >
√
a12a21 , a11 > a22

Если a11 >
√
a12a21 и a11 > a22 , то собственное подпростран-

ство матрицы A состоит из линейной оболочки вектора

x =

(
a11
a21

)
,

который совпадает с первым столбцом матрицы (см. рис. 4.1).
При условии, что a22 > a11 и a22 >

√
a12a21 , собственное под-

пространство является линейной оболочкой вектора

x =

(
a12
a22

)
,

который совпадает со вторым столбцом матрицы A .
Если a11 = a22 >

√
a12a21 , то собственное подпространство со-

стоит из линейной оболочки векторов

x1 =

(
a11
a21

)
, x2 =

(
a12
a22

)
,

которые являются столбцами матрицы.
Наконец, если

√
a12a21 ≥ a11 и

√
a12a21 ≥ a22 , то собственное
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подпространство является линейной оболочкой вектора

x =

(
a
1/2
12

a
1/2
21

)
.

На рис. 4.2 представлен собственный вектор x = (x1, x2)
T неко-

торой матрицы второго порядка A = (a1,a2) .
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Рис. 4.2. Собственный вектор при условии
√
a12a21 ≥ a11, a22

4.5. Разложимые матрицы

Рассмотрим матрицу A , которая является разложимой и имеет
блочно-треугольную нормальную форму (1.7).

Пусть λ — некоторое число и Aλ = λ−1A . Так же, как при
исследовании однородного уравнения в предыдущей главе, введем
матрицу Āλ и представим ее в виде Āλ = T̄λ⊕D̄λ , где T̄λ — блочная
строго треугольная матрица, D̄λ — блочно-диагональная матрица.
Затем определим соответствующие матрицы D̄+

λ , C̄λ и D̄∗
λ .

Теорема 4.2. Пусть матрица A имеет форму (1.7), λi обозна-
чает собственное число диагонального блока Aii , i = 1, . . . , s .
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Тогда справедливы следующие утверждения:

1) все собственные значения матрицы A находятся среди чисел
λ1, . . . , λs ;

2) для того, чтобы некоторое число λ являлось собственным
значением A , необходимо и достаточно, чтобы D̄∗

λ 6= 0 ;

3) матрица A всегда имеет, по крайней мере, одно собственное
значение λ = λ1 ⊕ · · · ⊕ λs .

Доказательство. Представим (4.1) в виде уравнения Aλx = x .
В силу следствия 3.2, это уравнение имеет нетривиальное решение,
если только Tr(λ−1Aii) = 1 для некоторого i = 1, . . . , s , откуда
следует, что λ = λi является собственным числом Aii .

Другие два утверждения вытекают из следствий 3.3 и 3.4.

Следствие 4.3. Собственный вектор матрицы A , соответству-
ющий собственному числу λ , имеет вид x = C̄+

λ D̄
∗
λv , где v ∈ X

n .

Доказательство. Справедливость этого утверждения следует
из теоремы 4.2 и леммы 3.6.

Пример 4.2. Рассмотрим диагональную матрицу

A =

(
a11 0

0 a22

)

и предположим, что a11, a22 > 0 .
Нетрудно проверить, что матрица A имеет два собственных зна-

чения λ1 = a11 и λ2 = a22 , которым отвечают собственные векторы

x1 =

(
1

0

)
, x2 =

(
0

1

)
.

Пример 4.3. Пусть для нижней треугольной матрицы

A =

(
a11 0

a21 a22

)

выполняются условия a11, a21, a22 > 0 .
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Если a11 > a22 , то имеется одно собственное число λ = a11 ,
которому соответствует собственный вектор

x =

(
a11
a21

)
.

При условии a22 = a11 имеем одно собственное число λ = a11 и
два собственных вектора

x1 =

(
a11
a21

)
, x2 =

(
0

1

)
.

При a11 < a22 имеем собственное число λ = a22 и вектор

x =

(
0

1

)
.

4.6. Неравенства для степеней матрицы

В главе 3 были получены неравенства (см. результат леммы 3.2),
которые являлись обобщением неравенства Карре и использова-
лись при анализе решений линейных уравнений. Теперь покажем,
как, применяя аналогичные рассуждения, можно получить более
точный результат.

Лемма 4.2. Для любой матрицы A и целого k ≥ 0 выполня-
ется неравенство

Ak ≤
n−1⊕

l=0

λk−lAl, (4.4)

где число λ определяется по формуле (4.3).

Доказательство. Нетрудно проверить, что неравенство спра-
ведливо при k < n . Пусть k ≥ n . Покажем, что неравенство вы-

полняется для каждого элемента a
(k)
ij матрицы Ak . Положим i0 = i

и ik = j и представим a
(k)
ij в виде

a
(k)
ij =

n⊕

i1=1

· · ·
n⊕

ik−1=1

ai0i1 · · · aik−1ik ,
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Рассмотрим любое произведение Sij = ai0i1 · · · aik−1ik . Если сре-
ди множителей ai0i1 , . . . , aik−1ik есть нуль, то Sij = 0 . В этом случае

Sij ≤ λk−la
(l)
ij при любых целых k, l ≥ 0 .

Пусть Sij > 0 . Повторяя рассуждения леммы 3.2, перегруппи-
руем множители произведения Sij и получим неравенство

Sij ≤ trα1(A) · · · trαn(An)S′
ij = S′

ij

n⊗

m=1

trαm(Am),

где S′
ij — произведение, которое не содержит циклов и состоит из

некоторого числа l множителей, причем 0 ≤ l < n .
Ясно, что α1 + 2α2 + · · ·+ nαn + l = k .
Нетрудно понять, что l = 0 только в случае, когда i = j . Тогда,

положив S′
ij = 1 , если l = 0 , приходим к неравенству S′

ij ≤ a
(l)
ij .

Обозначим βm = mαm . Учитывая, что β1 + · · · + βn = k − l ,
будем иметь

n⊗

m=1

trαm(Am) =
n⊗

m=1

trβm/m(Am) ≤

≤
(

n⊕

m=1

tr1/m(Am)

)β1+···+βn

= λk−l.

Таким образом, приходим к неравенству Sij ≤ λk−la
(l)
ij , откуда

следует, что при любых i, j = 1, . . . , n выполняется

a
(k)
ij =

n⊕

i1=1

· · ·
n⊕

ik−1=1

ai0i1 · · · aik−1ik ≤
n−1⊕

l=0

λk−la
(l)
ij .

Следствие 4.4. Для любого целого k ≥ 0 выполняется нера-
венство

trAk ≤ λk. (4.5)

Доказательство. Нетрудно видеть, что при λ = 0 неравенство
выполняется в форме равенства. Предположим, что λ > 0 .

Из (4.3) следует, что неравенство (4.5), а вместе с ним и нера-
венство λ−k trAk ≤ 1 справедливы, если 0 ≤ k < n . Тогда с учетом
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(4.4) при всех k ≥ n будем иметь

trAk ≤ λk
n−1⊕

l=0

λ−l trAl ≤ λk.

4.7. Спектральный радиус матрицы

Спектральным радиусом ̺(A) матрицы A называют ее макси-
мальное (в смысле отношения порядка, индуцированного идемпо-
тентным сложением) собственное число. В случае неразложимой
матрицы спектральный радиус совпадает с ее единственным соб-
ственным числом.

Выясним связь между максимальным собственным числом мат-
рицы и формулой (4.3). Докажем следующее утверждение.

Лемма 4.3. Пусть A — матрица, представленная в форме (1.7),
числа λ1, . . . , λs являются собственными значениями диагональ-
ных блоков матрицы и ̺(A) = λ1 ⊕ · · · ⊕ λs — ее спектральный
радиус. Тогда величина ̺(A) определяется выражением (4.3).

Доказательство. Сначала заметим, что любая целая степень
m ≥ 0 матрицы A имеет нижнюю блочно-треугольную форму.

В силу неравенства (4.5) имеем

̺(A) =
s⊕

i=1

λi =
s⊕

i=1

ni⊕

m=1

tr1/m(Am
ii ) =

=

s⊕

i=1

n⊕

m=1

tr1/m(Am
ii ) =

n⊕

m=1

tr1/m(Am).

Опираясь на последнее утверждение, а также теорему 4.2, лег-
ко понять, что любая матрица, независимо от того, является она
разложимой или нет, всегда имеет собственной число, которое вы-
числяется по формуле (4.3).

4.8. Свойства спектрального радиуса

Докажем ряд утверждений, в которых символ min понимает-
ся в смысле отношения порядка, индуцированного идемпотентным
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сложением. Сначала рассмотрим случай неразложимых матриц.

4.8.1. Неразложимые матрицы.

Лемма 4.4. Пусть A — неразложимая матрица, λ — ее соб-
ственное число. Тогда имеют место равенства

min
x∈Xn

+

x−Ax = λ, (4.6)

min
x∈Xn

+

(Ax)−x = λ−1, (4.7)

причем минимум достигается на собственном векторе матрицы A .

Доказательство. Пусть x0 — собственный вектор матрицы A ,
соответствующий ее собственному числу λ . Докажем сначала (4.6).
Используя неравенство (1.8), получим

x−Ax = x−Axx−
0 x0 ≥ x−Ax0(x

−x0)
−1 = λ.

Осталось проверить, что x−Ax = λ при x = x0 .
Для доказательства (4.7) применим неравенство (1.8). Имеем

(Ax)−x ≥ (Ax0x
−
0 x)

−x = (x−
0 x)

−1(Ax0)
−x = λ−1.

Учитывая, что (Ax0)
−x0 = λ−1 , приходим к требуемому ре-

зультату.

Объединяя (4.6) и (4.7), получим следующий результат.

Следствие 4.5. Пусть A — неразложимая матрица, λ — ее
собственное число. Тогда имеет место равенство

min
x∈Xn

+

ρ(Ax,x) = λ⊕ λ−1.

4.8.2. Разложимые матрицы. Покажем, как результат лем-
мы 4.4 может быть распространен на случай разложимых матриц.

Пусть матрица A имеет форму (1.7). Введем нижнюю блочно-
треугольную матрицу Â с блоками Âij = λ−1

i Aij , где λi — соб-
ственное число матрицы Aii , для всех i = 1, . . . , s , j = 1, . . . , i .
Пусть λ = λ1 ⊕ · · · ⊕ λs — спектральный радиус матрицы.
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Как и раньше, представим Â в виде Â = T̂ ⊕ D̂ , а также опре-
делим матрицы

D̂+ = diag(Â+
11, . . . , Â

+
ss), Ĉ = D̂+T̂ , D̂∗ = diag(Â∗

11, . . . , Â
∗
ss).

Лемма 4.5. Пусть A — матрица, представленная в форме (1.7),
λi > 0 для всех i = 1, . . . , s . Тогда имеет место равенство

min
x∈Xn

+

x−Ax = λ,

причем минимум достигается при x = Ĉ+D̂∗v для всех v ∈ X
n
+ .

Доказательство. Пусть xi 6= 0 обозначает вектор размерности
ni для всех i = 1, . . . , s . Для любого вектора x = (xT

1 , . . . ,x
T
s )

T в
силу (4.6) будем иметь неравенство

x−Ax =

s⊕

i=1

i⊕

j=1

x−
i Aijxj ≥

s⊕

i=1

x−
i Aiixi ≥

s⊕

i=1

λi = λ.

Предположим, что вектор x ∈ X
n
+ является нетривиальным ре-

шением однородного уравнения Âx = x . Покажем, что при таком
выборе x полученное неравенство превращается в равенство.

Рассмотрим уравнение, соответствующее горизонтальному ряду
i матрицы Â ,

xi =
i⊕

j=1

Âijxj = λ−1
i

i⊕

j=1

Aijxj .

Умножая обе части уравнения слева на λix
−
i , будем иметь

i⊕

j=1

x−
i Aijxj = λi,

откуда следует, что

x−Ax =

s⊕

i=1

i⊕

j=1

x−
i Aijxj =

s⊕

i=1

λi = λ.
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Применим к уравнению Âx = x лемму 3.6. Учитывая равенство
Tr Â = 1 , получим решение уравнения в виде x = Ĉ+D̂∗v при
любом v ∈ X

n
+ .

Для матрицы A в форме (1.7) обозначим через I множество
индексов i таких, что Aij = 0 для всех j = 1, . . . , i − 1 . Будем
считать, что множество I всегда содержит индекс 1 .

Обозначим через λi собственное число матрицы Aii для всех
i = 1, . . . , s . Определим величину

λ̃−1 =
⊕

i∈I

λ−1
i .

Построим нижнюю блочно-треугольную матрицу Ã . Для всех
i = 1, . . . , s положим Ãij = λ̃−1Aij , если j < i , и

Ãii =

{
λ−1
i Aii, если i ∈ I,

0, если i 6∈ I.

Представим матрицу Ã в виде Ã = T̃ ⊕ D̃ и введем матрицы

D̃+ = diag(Ã+
11, . . . , Ã

+
ss), C̃ = D̃+T̃ , D̃∗ = diag(Ã∗

11, . . . , Ã
∗
ss).

Лемма 4.6. Пусть A — матрица, представленная в форме (1.7),
λi > 0 для всех i = 1, . . . , s . Тогда имеет место равенство

min
x∈Xn

+

(Ax)−x = λ̃−1,

причем минимум достигается при x = C̃+D̃∗v для всех v ∈ X
n
+ .

Доказательство. В силу (4.7) при любом векторе x ∈ X
n
+ вы-

полняется

(Ax)−x =

s⊕

i=1




i⊕

j=1

Aijxj




−

xi ≥
⊕

i∈I

(Aiixi)
−xi ≥

⊕

i∈I

λ−1
i = λ̃−1.

Пусть вектор x 6= 0 удовлетворяет однородному уравнению
Ãx = x . Покажем, что тогда имеет место равенство (Ax)−x = λ̃−1 .

102



Действительно, из уравнения Ãx = x для каждого i ∈ I полу-
чим равенство

xi =

i⊕

j=1

Ãijxj = λ−1
i Aiixi.

Применим ко всем частям равенства операцию псевдообраще-
ния, а затем умножим их справа на λ−1

i xi . В результате получим




i⊕

j=1

Aijxj




−

xi = (Aiixi)
−xi = λ−1

i .

В случае, когда i 6∈ I , будем иметь

xi =
i⊕

j=1

Ãijxj = λ̃−1
i−1⊕

j=1

Aijxj ≤ λ̃−1
i⊕

j=1

Aijxj ,

откуда следует, что



i⊕

j=1

Aijxj




−

xi ≤ λ̃−1.

Тогда для рассматриваемого вектора x имеем неравенство

(Ax)−x =
⊕

i∈I




i⊕

j=1

Aijxj




−

xi ⊕
⊕

i6∈I




i⊕

j=1

Aijxj




−

xi ≤ λ̃−1.

Так как всегда выполняется противоположное неравенство, то
приходим к заключению, что (Ax)−x = λ̃−1 .

Ясно, что Tr Ã = 1 . Тогда по лемме 3.6 однородное уравнение
Ãx = x имеет решение x = C̃+D̃∗v для всех v ∈ X

n
+ .

4.9. Вычисление спектрального радиуса

Из предыдущих результатов следует, что для любой матрицы A
порядка n спектральный радиус λ вычисляется по формуле (4.3).
В случае матриц специального вида величина спектрального ради-
уса может определяться более простыми выражениями. Например,
легко проверить справедливость следующего утверждения.
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Предложение 4.1. Для любой треугольной матрицы A имеет
место равенство

λ = trA.

Примеры анализа других типов матриц представлены ниже.

4.9.1. Симметричные матрицы. Пусть матрица A является
симметричной. Докажем два вспомогательных утверждения.

Лемма 4.7. Для любой симметричной матрицы A при всяком
целом m ≥ 0 выполняется равенство

‖Am‖ = ‖A‖m.

Доказательство. При m = 1 равенство, очевидно, выполняет-
ся. Проверим, что оно выполняется при m = 2 . Действительно,

‖A2‖ =
n⊕

i=1

‖ai‖‖ai‖ =
n⊕

i=1

‖ai‖2 = ‖A‖2,

где ai и ai обозначают столбец и строку матрицы A с номером i .
Предположим, что m > 1 и запишем

‖Am‖ =
n⊕

i=1

n⊕

j=1

n⊕

k1=1

n⊕

k2=1

· · ·
n⊕

km−1=1

aik1
ak1k2

· · · akm−1j .

Исследуем случай, когда m — нечетное. Для произвольных ин-
дексов i и j рассмотрим выражение

n⊕

k1=1

n⊕

k2=1

· · ·
n⊕

km−1=1

aik1
ak1k2

· · · akm−1j .

Учитывая симметричность матрицы, поменяем местами индек-
сы у каждого из сомножителей, стоящих на четных местах, и за-
метим, что aik1

ak2k1
· · · akm−1j = amij , если k1 = k3 = · · · = km = j и

k2 = k4 = · · · = km−1 = i . Тогда выполняется неравенство

n⊕

k1=1

n⊕

k2=1

· · ·
n⊕

km−1=1

aik1
ak2k1

· · · akm−1j ≥ amij ,
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откуда следует, что

‖Am‖ ≥
n⊕

i=1

n⊕

j=1

amij = ‖A‖m.

Учитывая, что всегда выполняется неравенство ‖Am‖ ≤ ‖A‖m ,
для нечетных m будем иметь

‖Am‖ = ‖A‖m.
Пусть m = 2m1 — четное. В силу того, что равенство справед-

ливо при m = 2 , имеем

‖A2m1‖ = ‖Am1‖2.
Если m1 — нечетное, то утверждение леммы следует из рассмот-

ренного выше случая нечетной степени. В противном случае поло-
жим m1 = 2m2 и снова повторим те же самые рассуждения.

Лемма 4.8. Для любой симметричной матрицы A и целого
m ≥ 0 выполняется равенство

tr(A2m) = ‖A‖2m.
Доказательство. Ясно, что при m = 0 равенство выполняется.

Теперь заметим, что tr(A2) = tr(AAT ) = ‖A‖2 . Тогда с учетом
предыдущей леммы при любом целом m ≥ 1 имеем

tr(A2m) = ‖Am‖2 = ‖A‖2m.
Опираясь на полученные результаты, нетрудно придти к следу-

ющему выводу.

Лемма 4.9. Для любой симметричной матрицы A выполняет-
ся равенство

λ = ‖A‖.
Доказательство. Выберем произвольное четное число m1 та-

кое, что 1 < m1 ≤ n . Применяя предыдущую лемму, получим

λ =

n⊕

m=1

tr1/m(Am) ≥ tr1/m1(Am1) = ‖A‖.

Учитывая, что всегда выполняется противоположное неравен-
ство λ ≤ ‖A‖ , получаем требуемый результат.
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4.9.2. Матрицы подобия. Предположим, что матрица A яв-
ляется матрицей подобия. Докажем следующее утверждение.

Лемма 4.10. Для любой матрицы подобия A с коэффициентом
подобия α выполняется равенство

λ = ‖A‖ = α.

Доказательство. Ясно, что ‖A‖ = ‖A1‖ = α‖1‖ = α . Кроме
того, для любого собственного числа λ и соответствующего ему
собственного вектора x матрицы A выполняется ‖Ax‖ = λ‖x‖ ,
откуда следует, что λ = α .

Определим простые достаточные условия для того, чтобы мат-
рица являлась матрицей подобия.

Лемма 4.11. Матрица A является матрицей подобия, если для
всех столбцов aj , j = 1, . . . , n , величина ‖aj‖ совпадает.

Доказательство. Пусть ‖aj‖ = α при всех j = 1, . . . , n . Тогда
для произвольного вектора x будем иметь

‖Ax‖ =
n⊕

i=1

n⊕

j=1

aijxj =
n⊕

j=1

xj‖aj‖ = α
n⊕

j=1

xj = α‖x‖.

4.9.3. Матрицы единичного ранга. Пусть матрица имеет
ранг 1 . Тогда A = xyT , где x и y — некоторые ненулевые век-
торы.

Нетрудно проверить, что спектральный радиус матрицы A за-
писывается в виде λ = yTx , причем x и y являются собственным
векторами матриц A и AT , которые отвечают λ .

Очевидно, что линейная оболочка столбцов матрицы A = xyT

представляет собой в декартовой системе координат прямую ли-
нию, проходящую через вектор x . При этом все столбцы матрицы
являются ее собственными векторами.

Лемма 4.12. Пусть ранг матрицы A равен 1 , λ — спектраль-
ный радиус A , а µ — спектральный радиус матрицы AA− .

Тогда справедливы следующие утверждения:

1) µ = 1 ;
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2) собственные векторы матриц A и AA− , которые отвечают
соответственно λ и µ , совпадают.

Доказательство. Положим A = xyT и найдем матрицу

AA− = xyT (xyT )− = x(y−y)Tx− = xx−,

откуда следует, что (AA−)m = xx− при любом целом m ≥ 1 .
В силу равенства tr(xx−) = 1 имеем µ = 1 . Учитывая, что x

является собственным вектором A , осталось проверить, что

AA−x = xx−x = x.

Нетрудно показать, что множество матриц единичного ранга
является замкнутым относительно операции умножения. Действи-
тельно, если A = xyT и B = uvT , то AB = (yTu)xvT .

4.9.4. Аппроксимация с помощью матриц ранга 1. Рас-
смотрим задачу приближения произвольной неразложимой матри-
цы A относительно метрики ρ при помощи матрицы ранга 1.

Лемма 4.13. Пусть A ∈ X
n×n — неразложимая матрица, µ —

спектральный радиус матрицы AA− . Тогда имеет место равенство

min
x,y∈Xn

+

ρ(A,xy−) = µ1/2,

причем минимум достигается, когда x и y = µ−1/2A−x — соб-
ственные векторы матриц AA− и A−A , соответствующие µ .

Доказательство. Сначала заметим, что для любой неразложи-
мой матрицы A матрицы AA− и A−A являются неразложимыми.
Рассмотрим величину

r = ρ(A,xy−) = tr(A(xy−)−)⊕ tr(xy−A−) = x−Ay ⊕ y−A−x.

Имеем два неравенства

r ≥ x−Ay, r ≥ y−A−x.

Учитывая, что yy− ≥ I при любом y ∈ X
n
+ , из первого нера-

венства получаем ry− ≥ x−Ayy− ≥ x−A , а затем y− ≥ r−1x−A .
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Подстановка во второе неравенство вместе с результатом лем-
мы 4.4 дает r ≥ r−1x−AA−x ≥ r−1µ , откуда следует, что r ≥ µ1/2 .

Выбирая x равным собственному вектору матрицы AA− , а век-
тор y так, чтобы выполнялось равенство y = µ−1/2A−x , будем
иметь

r = x−Ay ⊕ y−A−x = µ−1/2x−AA−x⊕ µ1/2(A−x)−A−x = µ1/2.

Легко видеть, что вектор y = µ−1/2A−x является собственным
для матрицы A−A . Действительно,

A−Ay = µ−1/2A−AA−x = µ1/2A−x = µy.

Следствие 4.6. Для любой неразложимой матрицы A спра-
ведливо двойное неравенство

x(A−x)− ≤ A ≤ µx(A−x)−,

где µ и x — собственное число и вектор матрицы AA− .

Нетрудно проверить, однако, что левое неравенство выполняет-
ся при любом x ∈ X

n
+ .

4.10. Приложения и примеры

4.10.1. Планирование производства. Пусть некоторый про-
изводственный процесс состоит из следующих друг за другом про-
изводственных циклов. Каждый цикл включает выполнение n вза-
имосвязанных технологических операций. Для завершения любой
операции требуются определенные результаты выполнения других
операций текущего цикла. Как только выполнение какой-либо опе-
рации текущего цикла оказывается завершено, начинается выпол-
нение этой операции для следующего цикла.

Требуется определить, при каких условиях динамика процесса
имеет регулярный характер, при котором длительность всех опера-
ций сохраняется постоянной на всех производственных циклах.

Для каждой операции i = 1, . . . , n и цикла k = 1, 2, . . . введем
обозначения:

xi(k) — время начала операции;
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aij — время после начала операции j , за которое производится
результат, необходимый для завершения операции i .

Время начала операции xi(k) удовлетворяет равенству в полу-
кольце Rmax,+

xi(k) = ai1x1(k − 1)⊕ · · · ⊕ ainxn(k − 1).

С учетом векторных обозначений

x(k) =




x1(k)
...

xn(k)


 , A =




a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann




имеем динамическое уравнение

x(k) = Ax(k − 1).

Для решения задачи следует выбрать начальный вектор x(0)
равным собственному вектору x матрицы A . В этом случае имеем

x(k) = λkx,

где λ — собственное число матрицы A , которое определяет дли-
тельность всех операций процесса.

Найдем решение для системы с матрицей

A =




2 4 4
2 3 5
3 2 3


 .

Вычисление собственного числа дает λ = 4 . Найдем матрицы

Aλ =



−2 0 0
−2 −1 1
−1 −2 −1


 , A2

λ =



−1 −1 1
0 −1 0
−2 −1 −1


 ,

а затем матрицы

A+
λ =




0 0 1
0 0 1
−1 −1 0


 , A×

λ = A+
λ , A∗

λ =




1
1
0


 .

Решением задачи является вектор x = A∗
λv , где v ∈ X . В

частности, в качестве начального вектора можно выбрать x(0) =
(1, 1, 0)T .
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4.10.2. Модель экономического развития. Рассмотрим мо-
дель экономического развития с экстерналиями, которая была по-
строена и изучена в работе [97].

Под термином «экстерналия» (externality) понимают некоторый
косвенный, внешний эффект, который какая-либо производствен-
ная или потребительская деятельность оказывает на некоторую
функцию полезности, множество потребления или производствен-
ное множество. Предполагается, что указанный эффект создается
иным экономическим агентом, нежели тот, который этот эффект
испытывает, а также, что этот эффект не передается через цены.

Пусть имеется система, которая включает n агентов (фирм, ре-
гионов, органов власти) с взаимными положительными экстерна-
лиями. Эволюция системы ограничена потенциальными возможно-
стями развития отдельных агентов, а также экстерналиями, созда-
ваемыми различными агентами.

В любой момент времени каждый агент характеризуется некото-
рым положительным числом, которое будет называться значением
агента. Это может быть, например, прибыль, доход, благосостоя-
ние, приведенная стоимость фирмы или некоторая агрегированная
переменная, такая, как композит физического капитала и знания,
или некоторая не измеримая непосредственно латентная перемен-
ная. Развитие агента состоит в изменении его значения, которое
зависит от его собственного значения и значений других агентов в
предыдущий период.

Для каждого агента i = 1, . . . , n и момента времени k = 1, 2, . . .
введем обозначения:

xi(k) — значение агента;

aij > 0 — коэффициент, соответствующий экстерналии, кото-
рую создает агент j в форме (обыкновенного) неравенства

xi(k) ≤ aijxj(k − 1).

При j = i коэффициент aii описывает потенциальные возмож-
ности развития самого агента i . Если недостаточное развитие аген-
та j не может стать ограничением для i (в частности, если соот-
ветствующая экстерналия отсутствует), то полагаем aij = +∞ .
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Динамика агента i описывается равенством в смысле полуколь-
ца Rmin,×

xi(k) = ai1x1(k − 1)⊕ · · · ⊕ ainxn(k − 1).

Определив вектор x(k) и матрицу A , имеем равенство

x(k) = Ax(k − 1).

Для рассматриваемой модели максимальное собственное число
λ матрицы A показывает среднюю асимптотическую скорость ро-
ста всей системы взаимодействующих агентов и может служить
важным показателем эффективности системы.

Найдем среднюю скорость роста для системы с матрицей

A =




1,5 0,5 1,0
2,5 2,0 1,0
2,0 1,5 1,5


 .

Последовательно вычислим

A2 =




1,25 0,75 0,5
2,0 1,25 1,5
3,0 1,0 1,5


 , A3 =




1,0 0,625 0,125
3,0 1,0 1,25
2,5 1,5 1,0


 ,

откуда следует, что

λ = trA⊕
√
trA2 ⊕ 3

√
trA3 = 1.

4.10.3. Анализ производственных процессов. Рассмотрим
производственную линию, которая состоит из n технологических
участков и предназначена для выпуска некоторого изделия (про-
дукта). Заготовки изделия, поступающие на линию, последователь-
но перемещаются от первого участка до участка n , а затем покида-
ют линию в виде готового продукта. В каждый момент времени лю-
бой участок может быть занят обработкой только одной заготовки.
Заготовки перемещаются от одного участка к другому мгновенно.

Если после завершения обработки заготовки на одном участке
оказывается, что следующий участок занят, то заготовка помеща-
ется в неограниченный накопитель, где присоединяется к очереди

111



заготовок, ожидающих обработки на этом участке. Заготовки вы-
бираются из накопителя в порядке их присоединения к очереди.

Для каждого участка i = 1, . . . , n введем обозначения:

xi(k) — время завершения обработки заготовки k ;

τi — продолжительность обработки одной заготовки.

Предположим, что линия начинает работать в нулевой момент
времени. Запас имеющихся заготовок не ограничен, а все участки
в начальный момент времени свободны. Положив xi(k) = −∞ для
всех k ≤ 0 , динамику системы можно описать при помощи (обык-
новенных) уравнений

x1(k) = x1(k − 1) + τ1,

xi(k) = max(xi−1(k), xi(k − 1)) + τi, i = 2, . . . , n,

которым соответствуют в полукольце Rmax,+ уравнения

x1(k) = τ1x1(k − 1),

xi(k) = τi(xi−1(k)⊕ xi(k − 1)), i = 2, . . . , n.

С использованием обозначений x(k) = (x1(k), . . . , xn(k))
T ,

T =




τ1 0

. . .

0 τn


 , G =




0 1 0

...
. . .

. . .
...

. . . 1

0 · · · · · · 0



,

имеем динамическое уравнение

x(k) = T GTx(k)⊕ T x(k − 1),

которое является неоднородным уравнением относительно x(k) .
Нетрудно проверить, что Tr(T GT ) = 0 . Решая неоднородное

уравнение, получим
x(k) = Ax(k − 1),
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где

A = (T GT )+T = (I ⊕ T GT ⊕ · · · ⊕ (T GT )n−1)T =

=




τ1 0 · · · 0

τ1τ2 τ2 0

...
...

. . .

τ1 · · · τn τ2 · · · τn · · · τn


 .

При анализе эффективности системы часто представляет ин-
терес определение среднего времени цикла производства изделия,
которое может быть вычислено как спектральный радиус матрицы
системы A . Другим важным показателем эффективности являет-
ся средняя производительность линии, которая вычисляется как
величина обратная (в обычном смысле) среднему времени цикла.

В силу треугольной формы матрицы A ее спектральный радиус
равен

λ = τ1 ⊕ · · · ⊕ τn,
или, в обычных обозначениях, λ = max(τ1, . . . , τn) .

Предположим, что каждый накопитель, который предназначен
для размещения заготовок, ожидающих обработки, имеет ограни-
ченную емкость. В такой системе возможно блокирование передви-
жения заготовок между участками из-за отсутствия свободного ме-
ста в накопителе участка, в который направляется заготовка.

Рассмотрим механизм блокирования, который заключается в
том, что после завершения обработки заготовка не может освобо-
дить участок и перейти к следующему участку, если накопитель
этого участка полностью заполнен. Пусть для простоты участки
i = 2, . . . , n имеют нулевую емкость накопителей, а накопитель пер-
вого участка остается неограниченным, чтобы обеспечить условие
неограниченного запаса заготовок, поступающих на линию.

Имеем динамические уравнения

x1(k) = max(x1(k − 1) + τ1, x2(k − 1)),

xi(k) = max(max(xi−1(k), xi(k − 1)) + τi, xi+1(k − 1)),

i = 2, . . . , n− 1,

xn(k) = max(xn−1(k), xn(k − 1)) + τn.
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В полукольце Rmax,+ эти уравнения записываются в виде

x1(k) = τ1x1(k − 1)⊕ x2(k − 1),

xi(k) = τi(xi−1(k)⊕ xi(k − 1))⊕ xi+1(k − 1), i = 2, . . . , n− 1,

xn(k) = τn(xn−1(k)⊕ xn(k − 1)),

или, в матричных обозначениях, в виде

x(k) = T GTx(k)⊕ (T ⊕G)x(k − 1).

Решая последнее уравнение путем итераций, получим

x(k) = Ax(k − 1),

где

A = (T GT )+(T ⊕G) =

=




τ1 1 0 · · · 0

τ1τ2 τ2 1 0

...
...

. . .

τ1 · · · τn−1 τ2 · · · τn−1 τ3 · · · τn−1 1

τ1 · · · τn τ2 · · · τn τ3 · · · τn · · · τn



.

Вычисление спектрального радиуса матрицы A снова приводит
к величине λ = max(τ1, . . . , τn) . Заметим, что с увеличением ем-
кости накопителей среднее время производственного цикла может
только уменьшится. Следовательно, сравнивая полученный резуль-
тат с результатом для случая неограниченных накопителей, можно
заключить, что для рассматриваемой системы это время не зависит
от каких-либо ограничений на емкость накопителей.
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Глава 5

СХОДИМОСТЬ ИТЕРАЦИЙ ЛИНЕЙНОГО
ОПЕРАТОРА

5.1. Введение

Одним из основных результатов спектральной теории обобщен-
ных линейных операторов в идемпотентной алгебре является тео-
рема сходимости, которая устанавливает, что для любого оператора
A существует предел

lim
k→∞

‖Ak‖1/k = λ.

Эта утверждение является аналогом классической теоремы о спек-
тральном радиусе ограниченного линейного оператора в банаховом
пространстве.

К числу первых результатов в этой области относятся работы
И. В. Романовского [48, 49, 50], в которых исследовались асимп-
тотические свойства решений задачи динамического программиро-
вания. На основе использования теоретико-графического подхода
было показано, что для произвольной матрицы порядка n рассмат-
риваемый предел существует и равен

λ =

n⊕

m=1

tr1/m(Am).

В то же время в работах Н. Н. Воробьева [7, 8, 9] было уста-
новлено, что эта величина является максимальным собственным
числом матрицы A , которое в идемпотентной алгебре играет роль
спектрального радиуса оператора.

Для операторов, действующих в векторном полумодуле над про-
извольным идемпотентным полукольцом, доказательство теоремы
сходимости в общем виде было получено в [42] с применением раз-
витой в этой работе теории на основе сочетания классического и
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идемпотентного анализа. Наглядная интерпретация теоремы схо-
димости в терминах теории графов дана в [63].

В этой главе представлены результаты, которые опираются на
работы [23, 38]. Сначала рассматривается ряд вспомогательных ал-
гебраических соотношений, включая один частный случай биноми-
ального разложения для матриц, а также неравенства для собствен-
ного числа, следа и нормы матриц, все элементы которых отличны
от нуля. Эти соотношения применяются при доказательстве тео-
рем сходимости для матриц без нулевых элементов и в то же время
представляют самостоятельный интерес.

Доказательство теорем сходимости распространяется на случай
произвольных неразложимых матриц, а затем на случай разложи-
мых матриц. В заключение показано, что общая формула для вы-
числения спектрального радиуса матрицы может быть построена
на основе доказанных теорем как некоторое их следствие.

5.2. Биномиальная формула для диагональных
матриц

Рассмотрим один вариант биномиального тождества, который
будет использован ниже. Докажем вспомогательное неравенство.

Лемма 5.1. Пусть D = diag(d1, . . . , dn) , B = diag(b1, . . . , bn) , а
A = (aij) ∈ X

n×n — произвольная матрица.
Тогда для любых целых l,m ≥ 0 выполняется

DlABm ≤ Dl+mA⊕ABl+m. (5.1)

Доказательство. Учитывая, что для всех i, j = 1, . . . , n спра-
ведливо неравенство dlib

m
j ≤ dl+m

i ⊕ bl+m
j , имеем

{DlABm}ij = dliaijb
m
j ≤ dl+m

i aij ⊕ aijbl+m
j =

= {Dl+mA}ij ⊕ {ABl+m}ij .

Теперь выясним, какой вид приобретает биномиальная формула
для матриц в случае, когда одна из матриц является диагональной.

Лемма 5.2. Для любой матрицы A и диагональной матрицы
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D при всех целых k ≥ 0 выполняется

(D ⊕A)k =
⊕

p+q+r=k

ApDqAr. (5.2)

Доказательство. Сначала заметим, что (D ⊕ A)k ≥ ApDqAr

при всех целых p, q, r ≥ 0 таких, что p+ q+ r = k . Следовательно,

(D ⊕A)k ≥
⊕

p+q+r=k

ApDqAr.

Докажем равенство (5.2) по индукции. При k = 0, 1 равенство,
очевидно, выполняется. При k = 2 имеем

(D ⊕A)2 = D2 ⊕DA⊕AD ⊕A2,

откуда следует, что это равенство также выполняется.
Допустим, что равенство (5.2) справедливо для некоторого k .

Покажем, что тогда оно будет выполняться и для k+1 . Рассмотрим
величину

(D ⊕A)k+1 =
⊕

p+q+r=k

ApDqAr(D ⊕A) =

=
⊕

p+q+r=k

(ApDqArD ⊕ApDqAr+1).

Учитывая, что в силу (5.1) выполняется

ApDqArD ≤ Ap(Dq+1Ar ⊕ArDq+1) = ApDq+1Ar ⊕Ap+rDq+1,

имеем неравенство

(D ⊕A)k+1 ≤
⊕

p+q+r=k

(ApDq+1Ar ⊕Ap+rDq+1 ⊕ApDqAr+1) ≤

≤
⊕

p+q+r=k+1

ApDqAr.

Принимая во внимание, что всегда справедливо противополож-
ное неравенство, заключаем, что

(D ⊕A)k+1 =
⊕

p+q+r=k+1

ApDqAr.
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5.3. Неравенства для матриц без нулевых
элементов

Для доказательства теорем сходимости потребуется ряд нера-
венств, которые также представляют самостоятельный интерес.

Лемма 5.3. Пусть A ∈ X
n×n
+ — матрица, λ — ее собственное

число. Тогда для любого целого k ≥ 0 выполняется неравенство

λ−kAk ≤ AA−. (5.3)

Доказательство. Пусть x — собственный вектор матрицы A ,
который отвечает собственному числу λ . Тогда x ∈ X

n
+ и, кроме

того, x является собственным вектором матрицы Ak , соответству-
ющим λk при любом целом k ≥ 0 . Применяя (1.8), для всех k
получим

Ax(Ax)− = Akx(Akx)− ≥ Ak(x−Akx)−1 =

= λ−kAk(x−x)−1 = λ−kAk.

С другой стороны, легко проверить, что для всякого вектора
x ∈ X

n
+ и любой матрицы A ∈ X

n×n
+ выполняется

Ax(Ax)− ≤ AA−.

Действительно, учитывая, что aij > 0 и xi > 0 при всех i, j , имеем

{Ax(Ax)−}ij =
n⊕

r=1

airxr

(
n⊕

s=1

ajsxs

)−1

≤

≤
n⊕

r=1

airxr(ajrxr)
−1 = {AA−}ij .

Таким образом, приходим к двойному неравенству

λ−kAk ≤ Ax(Ax)− ≤ AA−,

из которого следует (5.3).
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Лемма 5.4. Пусть A ∈ X
n×n
+ — матрица, λ — ее собственное

число. Тогда для любого целого k ≥ 0 выполняются неравенства

λk ≤ ‖Ak‖ ≤ λk‖AA−‖. (5.4)

Доказательство. Правое неравенство прямо следует из (5.3).
Проверим выполнение левого неравенства. Пусть x — собственный
вектор матрицы A , соответствующий λ . Тогда с учетом (4.1) имеем

λk‖x‖ = ‖λkx‖ = ‖Akx‖ ≤ ‖Ak‖‖x‖,

откуда вытекает левое неравенство, которое, очевидно, справедливо
для любой матрицы A .

Лемма 5.5. Для любой матрицы A ∈ X
n×n
+ и целого k > 0

выполняется
‖AA−‖−1‖Ak‖ ≤ trAk. (5.5)

Доказательство. Обозначим через a
(k)
ij элемент i, j матрицы

Ak для всех k = 1, 2, . . . и рассмотрим величину tr(Ak)‖AA−‖ .
Заметим, что

‖AA−‖ =
n⊕

p=1

n⊕

q=1

n⊕

r=1

apra
−1
qr ≥ apra−1

qr

для любых p, q, r . Учитывая, что aij > 0 при всех i, j , имеем

tr(Ak)‖AA−‖ =
(

n⊕

i=1

n⊕

l=1

aila
(k−1)
li

)(
n⊕

p=1

n⊕

q=1

n⊕

r=1

apra
−1
qr

)
≥

≥
n⊕

j=1

n⊕

i=1

n⊕

l=1

aila
(k−1)
li ajla

−1
il =

n⊕

i=1

n⊕

j=1

n⊕

l=1

aila
(k−1)
lj = ‖Ak‖,

откуда следует (5.5).

Лемма 5.6. Для любой матрицы A ∈ X
n×n
+ и целого k > 0

выполняется
λk‖AA−‖−1 ≤ trAk ≤ λk. (5.6)
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Доказательство. Неравенство слева вытекает из (5.4) и (5.5).
В силу (4.5) правое неравенство справедливо для любой матрицы
A .

Заметим, что неравенства (5.4), (5.5) и (5.6) остаются в силе,
когда A = 0 .

5.4. Теоремы сходимости

Справедливы следующие утверждения.

Теорема 5.1. Для любой матрицы A ∈ X
n×n существует пре-

дел
lim
k→∞

‖Ak‖1/k = λ, (5.7)

где λ — спектральный радиус матрицы A .

Доказательство. Если A = 0 , то теорема, очевидно, верна.
Пусть A — неразложимая матрица с собственным числом λ .
В случае, когда матрица A не имеет нулевых элементов, утвер-

ждение теоремы прямо следует из двойного неравенства (5.4).
Рассмотрим случай произвольной неразложимой матрицы A .

Введем матрицу
B = A⊕A2 ⊕ · · · ⊕An.

В силу идемпотентности сложения для любого целого m ≥ 1
имеет место равенство Bm = Am ⊕ Am+1 ⊕ · · · ⊕ Amn , откуда, в
частности, следует неравенство Ak ≤ Bl ≤ Bk , которое выполня-
ется для любого k = 1, 2, . . . и l = ⌈k/n⌉ .

Учитывая, что матрица B не имеет нулевых элементов, для нее
выполняется

lim
k→∞

‖Bk‖1/k = µ,

где µ — собственное число матрицы B .
Пусть x — собственный вектор матрицы A . Проверим, что x

является собственным вектором матрицы B , который отвечает соб-
ственному числу µ = λ⊕ λn . Действительно,

Bx = Ax⊕A2x⊕· · ·⊕Anx = (λ⊕λ2⊕· · ·⊕λn)x = (λ⊕λn)x = µx.

Предположим, что λ ≤ 1 . Заметим, что тогда µ = λ .
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Для любого k выполняется неравенство ‖Ak‖1/k ≤ ‖Bk‖1/k , из
которого вытекает, что

lim
k→∞

‖Ak‖1/k ≤ lim
k→∞

‖Bk‖1/k = λ.

Пусть λ > 1 . Тогда µ = λn и ‖Bk‖ ≥ µk ≥ 1 для любого k .
Положим l = ⌈k/n⌉ и заметим, что k ≤ ln . Имеем неравенство

‖Ak‖1/k ≤ ‖Bl‖1/k ≤ (‖Bl‖1/l)1/n,

откуда следует, что

lim
k→∞

‖Ak‖1/k ≤ µ1/n = λ.

Учитывая, что ‖Ak‖1/k ≥ λ при любом k , получим (5.7).
Предположим, что матрица A 6= 0 является разложимой и при-

ведена к нормальной форме (1.7), λi — собственное число диаго-
нального блока Aii , λ = λ1 ⊕ · · · ⊕ λs — спектральный радиус A .

Пусть сначала Aij = 0 для всех i 6= j , т.е. матрица A является
блочно-диагональной. При этом

A =




A11 0

. . .

0 Ass


 , Ak =




Ak
11 0

. . .

0 Ak
ss


 ,

а тогда, очевидно, ‖Ak‖ = ‖Ak
11‖ ⊕ · · · ⊕ ‖Ak

ss‖ .
Используя (5.4), получим двойное неравенство

λk = λk1 ⊕ · · · ⊕ λks ≤ ‖Ak‖ ≤
s⊕

i=1

λki ‖AiiA
−
ii‖ ≤ c1λk,

где

c1 =
s⊕

i=1

‖AiiA
−
ii‖ ≥ 1,

откуда следует существование предела (5.7).
Рассмотрим произвольную разложимую матрицу A , которая не

является блочно-диагональной. Матрицу A можно представить в
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виде A = D ⊕ T , где

D =




A11 0

. . .

0 Ass


 , T =




0 . . . . . . 0

A21
. . .

...
...

. . .
. . .

...
As1 . . . As,s−1 0



6= 0.

Так как матрица D является блочно-диагональной с диагональ-
ными блоками A11, . . . , Ass , для любого целого k ≥ 0 выполняется

λk ≤ ‖Dk‖ ≤ c1λk. (5.8)

Применяя (5.2) и учитывая, что матрица T является нильпо-
тентной с индексом m ≤ n , для всех k ≥ n имеем

Ak = (D ⊕ T )k =
⊕

p+q+r=k

T pDqT r =
m−1⊕

i=0

i⊕

j=0

T jDk−iT i−j .

Принимая во внимание неравенство A ≥ D , получим

‖Dk‖ ≤ ‖Ak‖ ≤
m−1⊕

i=0

i⊕

j=0

‖T j‖‖Dk−i‖‖T i−j‖ ≤
m−1⊕

i=0

‖Dk−i‖‖T‖i.

Теперь, применяя (5.8), приходим к неравенству

λk ≤ ‖Ak‖ ≤ c1λk
m−1⊕

i=0

λ−i‖T‖i = c1c2λ
k,

где

‖T‖ =
s⊕

i=2

i−1⊕

j=1

‖Aij‖, c2 =

m−1⊕

i=0

λ−i‖T‖i ≥ 1.

При k →∞ из полученного неравенства следует (5.7).

Теорема 5.2. Для любой матрицы A ∈ X
n×n существует пре-

дел

lim
k→∞

k⊕

m=1

tr1/m(Am) = λ, (5.9)

где λ — спектральный радиус матрицы A .
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Доказательство. Ясно, что теорема верна в случае A = 0 .
Предположим сначала, что A — неразложимая матрица.
Если все элементы матрицы отличны от нуля, то применяя нера-

венство (5.6), получаем

lim
k→∞

tr1/k(Ak) = λ,

откуда с учетом правого неравенства в (5.6) следует (5.9).
Рассмотрим случай произвольной неразложимой матрицы A .

Как и раньше, введем матрицу с ненулевыми элементами

B = A⊕ · · · ⊕An

и собственным вектором µ = λ⊕ λn .
Предположим, что λ ≤ 1 . Заметим, что тогда µ = λ . Кроме

того, для любого l = 1, 2, . . . имеем

n⊕

m=1

tr1/(lm)(Alm) =

(
n⊕

m=1

tr1/m(Alm)

)1/l

≥

≥
(

n⊕

m=1

trAlm

)1/l

= tr1/l(Bl),

откуда следует, что для всех k ≥ n выполняется неравенство

k⊕

m=1

tr1/m(Am) ≥
⌊k/n⌋⊕

m=1

tr1/m(Bm).

Переходя к пределу при k →∞ , получим

lim
k→∞

k⊕

m=1

tr1/m(Am) ≥ µ = λ.

Пусть λ > 1 . Тогда µ = λn , а для любого l = 1, 2, . . . имеем

n⊕

m=1

tr1/(lm)(Alm) ≥
(

n⊕

m=1

trAlm

)1/(ln)

=
(
tr1/l(Bl)

)1/n
.
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Следовательно,

lim
k→∞

k⊕

m=1

tr1/m(Am) ≥ µ1/n = λ.

В силу того, что tr1/k(Ak) ≤ λ при любом k , приходим к (5.9).
Наконец, предположим, что матрица A 6= 0 является разложи-

мой и представлена в форме (1.7), λi — собственное число диаго-
нального блока Aii , λ = λ1 ⊕ · · · ⊕ λs — спектральный радиус A .

Нетрудно видеть, что в этом случае равенство (5.9) вытекает из
полученного выше результата для неразложимых матриц и пред-
ставления

trAk = trAk
11 ⊕ · · · ⊕ trAk

ss.

5.5. Определение спектрального радиуса

Покажем, как общая формула для спектрального радиуса λ
матрицы может быть получена на основе теоремы 5.2.

Теорема 5.3. Для любой матрицы A ∈ X
n×n выполняется

λ =

n⊕

m=1

tr1/m(Am).

Доказательство. Учитывая результат теоремы 5.2, достаточно
проверить, что при всех целых k ≥ 1 выполняется неравенство

tr1/k(Ak) ≤
n⊕

m=1

tr1/m(Am). (5.10)

Очевидно, что (5.10) выполняется для всех k ≤ n . Покажем,
что это неравенство также справедливо и для k > n .

Учитывая, что для любого k имеет место соотношение

trAk =

n⊕

i1=1

n⊕

i2=1

· · ·
n⊕

ik=1

ai1i2ai2i3 · · · aiki1 ,

оценим сверху произведение

S(i1, . . . , ik) = ai1i2ai2i3 · · · aiki1 ,
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применяя те же рассуждения, что и в лемме 3.2.
Заметим, что в силу неравенства k > n в последовательности

индексов i1, . . . , ik есть повторяющиеся значения, причем любой
отрезок последовательности, в котором нет повторений, состоит из
не более, чем n индексов.

Перегруппируем сомножители произведения S(i1, . . . , ik) . Сна-
чала возьмем все циклические произведения S(i) = aii , состоящие
из m = 1 множителей. Пусть α1 — число таких произведений. За-
тем выберем произведения S(i, j) = aijaji , i 6= j , состоящие из
m = 2 множителей, а их число обозначим через α2 . Продолжая
группировку, определим числа αm для всех значений m ≤ n .

В силу того, что каждое циклическое произведение из m мно-
жителей не превосходит величины trAm , имеем неравенство

S(i1, . . . , ik) ≤ trα1(A) · · · trαn(An) =
n⊗

m=1

trαm(Am),

где αm — целые неотрицательные числа, α1 + 2α2 + · · ·+ nαn = k .
Положим βm = mαm . Учитывая, что β1+ · · ·+βn = k , получим

S(i1, . . . , ik) ≤
n⊗

m=1

trαm(Am) =

=
n⊗

m=1

trβm/m(Am) ≤
(

n⊕

m=1

tr1/m(Am)

)k

,

откуда следует

trAk =
n⊕

i1=1

n⊕

i2=1

· · ·
n⊕

ik=1

S(i1, . . . , ik) ≤
(

n⊕

m=1

tr1/m(Am)

)k

.

Последнее неравенство равносильно неравенству (5.10), из ко-
торого в сочетании с (5.9) следует утверждение теоремы.
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Глава 6

ЛИНЕЙНЫЕ СТОХАСТИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

6.1. Введение

При анализе реальных систем в технике, экономике, управлении
и других областях находят применение стохастические динамиче-
ские модели, в которых эволюция состояний системы описывается
при помощи линейных в некотором идемпотентном полукольце век-
торных уравнений

x(k) = A(k)x(k − 1),

где A(k) — случайная матрица, x(k) — вектор состояний системы,
при условии, что задан вектор начальных состояний x(0) . При-
меры практических задач и связанных с ними моделей имеются в
работах [63, 1, 55, 71, 72, 73, 77]. В частности, указанные модели
оказываются весьма удобным инструментом при описании и иссле-
довании некоторых классов систем и сетей с очередями [85, 87, 20].

Одной из важных характеристик таких систем является сред-
няя скорость роста вектора состояний x(k) , которая в полукольце
Rmax,+ определяется как величина

λ = lim
k→∞

‖x(k)‖1/k,

и часто называется обобщенной константой (показателем) Ляпуно-
ва [55, 78]. Например, при анализе систем с очередями значение λ
имеет смысл среднего времени цикла обслуживания, а обратная ей
величина определяет пропускную способность системы [21].

В случае детерминированных систем задача нахождения сред-
ней скорости роста λ была решена в работах И. В. Романовского
[48, 49] (см. также [42, 23, 38]). В то же время для стохастических
систем, для которых матрица A(k) является случайной, точное
определение значения λ обычно оказывается достаточно сложной
проблемой. Имеющиеся результаты в этой области ограничиваются
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частными случаями систем с матрицей малой размерности, элемен-
ты которой независимы и имеют экспоненциальное распределение
вероятностей [99, 78, 29, 30, 32].

В этой главе рассматривается задача нахождения средней ско-
рости роста вектора состояний для систем с матрицами специально-
го вида. Предложен метод вычисления показателя Ляпунова на ос-
нове некоторого подходящего разложения матрицы системы. Пред-
ставленные результаты опираются на работы [22, 25, 26, 33].

Вначале исследуются свойства математического ожидания, свя-
занные со скалярными и матричными операциями в полукольце
Rmax,+ . Найдены общие условия существования предела, который
определяет величину средней скорости роста. Показано, как сред-
няя скорость роста может быть вычислена в случае диагональной
и изометрической матрицы, а также матрицы единичного ранга.

Рассматривается динамическая система с треугольной случай-
ной матрицей. В качестве вспомогательных результатов получено
алгебраическое неравенство для нормы произведения треугольных
матриц, а также ряд неравенств для математического ожидания
максимума сумм случайных величин. На основе применения этих
результатов показано, что при достаточно общих условиях сред-
няя скорость роста вектора состояний системы определяется только
средними значениями диагональных элементов матрицы. При этом
требуется, чтобы случайные элементы матрицы имели распределе-
ния вероятностей с ограниченным средним и дисперсией, однако их
независимость не является необходимой.

В заключение предложен метод решения задачи определения
показателя Ляпунова на основе некоторого разложения матрицы
системы на множители и показано, как этот метод может быть при-
менен в случае матрицы системы неполного ранга.

6.2. Свойства математического ожидания

Рассмотрим свойства математического ожидания, связанные с
операциями полукольца Rmax,+ . Заметим, что эти свойства будут
справедливы и для полукольца Rmin,+ .

Ниже будем предполагать, что все рассматриваемые случайные
величины заданы на некотором общем вероятностном пространстве
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и для них существует математическое ожидание.

Предложение 6.1. Пусть ξ и η — произвольные случайные
величины. Тогда справедливы следующие утверждения:

E(ξ ⊕ η) ≥ Eξ ⊕ Eη, (6.1)

Eξη = EξEη. (6.2)

Доказательство. Первое утверждение следует из неравенств
ξ ⊕ η ≥ ξ и ξ ⊕ η ≥ η . Равенство (6.2) очевидно.

Для выяснения дальнейших свойств математического ожидания
потребуется теорема Фубини (о повторных интегралах) в следую-
щей форме [5].

Теорема 6.1. Пусть ξ и η — независимые скалярные или век-
торные случайные величины, g(x, y) — борелевская функция.

Тогда, если Eg(ξ, η) конечно, то

Eg(ξ, η) = E[Eg(x, η)|x=ξ].

Предложение 6.2. Пусть ξ и η — независимые случайные ве-
личины. Тогда справедливо неравенство

E(ξ ⊕ η) ≥ E(ξ ⊕ Eη). (6.3)

Доказательство. Заметим, что функция g(x, y) = x⊕y удовле-
творяет условиям теоремы Фубини. Применяя неравенство (6.1),
имеем

E(ξ ⊕ η) = E[E(x⊕ η)|ξ=x] ≥ E[(x⊕ Eη)|ξ=x] = E(ξ ⊕ Eη).

Предложение 6.3. Пусть ξ и η — независимые случайные
векторы. Тогда справедливо неравенство

E(ξTη) ≥ E(ξTEη). (6.4)

Доказательство. Проверим выполнение неравенства (6.4) для
векторов ξ = (ξ1, ξ2)

T и η = (η1, η2)
T . Случай векторов произволь-

ной размерности рассматривается аналогично.
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Ясно, что g(x,y) = xTy — борелевская функция. Тогда, приме-
няя (6.1), получим

E(ξTη) = E(ξ1η1 ⊕ ξ2η2) =
= E[E(x1η1 ⊕ x2η2)|x1=ξ1,x2=ξ2 ] ≥ E[(x1Eη1 ⊕ x2Eη2)|x1=ξ1,x2=ξ2 ] =

= E(ξ1Eη1 ⊕ ξ2Eη2) = E(ξTEη).

Рассмотрим случайную матрицу A . Обозначим через EA мат-
рицу, полученную в результате вычисления математического ожи-
дания каждого элемента матрицы A при условии, что E0 = 0 .

Предложение 6.4. Пусть A и B — случайные матрицы под-
ходящего размера. Тогда справедливы следующие утверждения:

E(A⊕B) ≥ EA⊕ EB,

E‖A‖ ≥ ‖EA‖,
EAB ≥ EAEB.

Доказательство. Следует из свойств (6.1) и (6.2).

Предложение 6.5. Пусть A и B — независимые случайные
матрицы подходящего размера.

Тогда справедливы следующие утверждения:

E(A⊕B) ≥ E(A⊕ EB),

EAB ≥ E(AEB),

E‖AB‖ ≥ E‖AEB‖.

Доказательство. Следует из (6.3) и (6.4).

6.3. Стохастические динамические системы

Пусть A(k) ∈ X
n×n — случайная матрица, x(k) ∈ X

n — вектор
состояний, k = 1, 2, . . . Ниже в этой главе будем рассматривать
систему, динамика которой описывается уравнением

x(k) = AT (k)x(k − 1).

Представление уравнения в форме с транспонированной матри-
цей имеет целью упрощение дальнейших выкладок. В частности,
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запись уравнения в такой форме позволяет рассматривать произ-
ведения матриц A(1), . . . , A(k) в естественном порядке.

Введем обозначение

Ak = A(1) · · ·A(k).

Тогда из динамического уравнения путем итераций нетрудно полу-
чить выражение x(k) = AT

k x(0) .
Будем предполагать, что последовательность {A(k)|k ≥ 1} со-

стоит из независимых и одинаково распределенных случайных мат-
риц, а также, что существует конечное математическое ожидание
E‖A1‖ . В то же время, при каждом фиксированном k независи-
мость элементов матрицы A(k) не предполагается.

Заметим, что далее вместо требования независимости и одина-
кового распределения случайных матриц A(k) для справедливости
многих утверждений будет достаточно выполнения условия стаци-
онарности (в узком смысле) последовательности {A(k)|k ≥ 1} .

6.3.1. Показатель Ляпунова. Введем показатель Ляпунова
системы как среднюю скорость роста вектора состояний, которая в
полукольцах Rmax,+ и Rmin,+ определяется как предел

λ = lim
k→∞

‖x(k)‖1/k

при условии, что этот предел существует.
В полукольцах Rmax,× и Rmin,× рассматривается предел

λ = lim
k→∞

log ‖x(k)‖1/k.

Далее при изучении средней скорости роста вектора состояний
системы в качестве основного полукольца X будем рассматривать
Rmax,+ . В силу изоморфизма между полукольцами Rmax,+ , Rmin,+ ,
Rmax,× и Rmax,× , результаты, полученные для Rmax,+ , могут, как
правило, быть распространены на остальные полукольца.

Будем предполагать, что координаты начального вектора x(0)
с вероятностью 1 (с в. 1) ограничены. Тогда

c11 ≤ x(0) ≤ c21 с в. 1,
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где c1 и c2 — некоторые константы, 1 = (1, . . . ,1)T .
Ясно, что при таком условии выполняется неравенство

c1‖Ak‖ ≤ ‖x(k)‖ ≤ c2‖Ak‖,
откуда следует, что среднюю скорость роста λ вектора состояний
можно определить так

λ = lim
k→∞

‖Ak‖1/k. (6.5)

6.3.2. Условия существования предела. Общие условия су-
ществования предела (6.5) дает применение эргодической теоремы
из работы [79]. Заметим, что в формулировке этой теоремы, ко-
торая представлена ниже, знаки арифметических операций имеют
обычный смысл.

Теорема 6.2 (Кингман). Пусть {ζlm|l < m} — семейство слу-
чайных величин, которое при всех l < k < m удовлетворяет следу-
ющим условиям:

1) ζlm ≤ ζlk + ζkm (субаддитивность);

2) совместные распределения {ζlm|l < m} и {ζl+1,m+1|l < m}
совпадают (стационарность);

3) существует Eζ0k ≥ −ck , где c — некоторая постоянная (огра-
ниченность).

Тогда существует константа λ такая, что

lim
k→∞

ζ0k/k = λ с в. 1,

lim
k→∞

Eζ0k/k = λ.

Воспользуемся этой теоремой для исследования существования
предела (6.5) в случае полукольца Rmax,+ .

Теорема 6.3. Пусть {A(k)|k ≥ 1} — стационарная последова-
тельность случайных матриц, E‖A1‖ <∞ и ̺(EA1) > 0 .

Тогда существует конечное число λ такое, что

lim
k→∞

‖Ak‖1/k = λ с в. 1,

lim
k→∞

E‖Ak‖1/k = λ.
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Доказательство. Рассмотрим семейство {ζlm|l < m} случай-
ных величин

ζlm = ‖A(l + 1)A(l + 2) · · ·A(m)‖
и заметим, что имеет место равенство ζ0k = ‖Ak‖ .

Проверим выполнение для этого семейства условий теоремы 6.2.
Субаддитивность семейства следует из неравенства

‖A(l + 1) · · ·A(m)‖ ≤ ‖A(l + 1) · · ·A(k)‖‖A(k + 1) · · ·A(m)‖.

Очевидно, что семейство обладает свойством стационарности.
Из условия E‖A1‖ <∞ следует, что E‖Ak‖ <∞ . Кроме того, в

силу условия ̺(EA1) > 0 = −∞ и соотношений

E‖Ak‖ = E‖A(1) · · ·A(k)‖ ≥ ‖(EA1)
k‖ ≥ ̺k(EA1),

рассматриваемое семейство обладает свойством ограниченности.
Применяя теорему 6.2, приходим к требуемому результату.

Рассмотрим случай, когда матрицы A(k) при всех k независи-
мы и одинаково распределены. Учитывая, что при таких условиях
обеспечивается стационарность последовательности {A(k)|k ≥ 1} ,
этот случай сводится к тому, который рассматривается в теореме.

6.4. Вычисление показателя Ляпунова

Приведем примеры нахождения средней скорости роста векто-
ра состояний (показателя Ляпунова) для стохастических динами-
ческих систем с матрицами некоторых частных видов [93, 21, 22,
25]. Заметим, что для всех рассматриваемых систем условия теоре-
мы 6.3 предполагаются выполненными.

6.4.1. Системы с диагональной матрицей. Предположим,
что A(k) = diag(d1(k), . . . , dn(k)) — диагональная матрица для всех
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k = 1, 2, . . . Нетрудно проверить, что

Ak =

k⊗

j=1

A(j) = diag




k⊗

j=1

d1(j), . . . ,

k⊗

j=1

dn(j)


 ,

‖Ak‖ =
n⊕

i=1

k⊗

j=1

di(j).

Учитывая непрерывность операции ⊕ , имеем

λ = lim
k→∞

‖Ak‖1/k =

n⊕

i=1

lim
k→∞




k⊗

j=1

di(j)




1/k

.

Запишем выражение для предела справа в обычных обозначе-
ниях. Применяя теорему 6.2, для каждого i = 1, . . . , n получим

lim
k→∞

1

k

k∑

j=1

di(j) = Edi(1) с в. 1,

откуда следует, что

λ =
n⊕

i=1

Edi(1) = tr(EA1).

6.4.2. Системы с матрицей подобия. Пусть матрица A(k)
при всех k = 1, 2, . . . является матрицей подобия. Тогда

‖Ak‖ = ‖A(1)‖ · · · ‖A(k)‖.

Вычисляя математическое ожидание, имеем E‖Ak‖1/k = E‖A1‖ ,
откуда следует

λ = E‖A1‖.

6.4.3. Системы с матрицей ранга 1. Предположим, что при
всех k = 1, 2, . . . найдутся векторы u(k) и v(k) такие, что

A(k) = u(k)vT (k).
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В этом случае имеем

Ak = u(1)




k−1⊗

j=1

vT (j)u(j + 1)


vT (k),

‖Ak‖ =




k−1⊗

j=1

vT (j)u(j + 1)


 ‖u(1)‖‖v(k)‖.

Переходя к математическому ожиданию и вычисляя предел по-
следовательности E‖Ak‖1/k при k →∞ , окончательно получим

λ = E[vT (1)u(2)].

6.5. Системы с треугольной матрицей

Пусть матрица системы A(k) является треугольной. Случай си-
стемы с треугольной матрицей можно рассматривать как обобще-
ние случая с диагональной матрицей. Однако задача нахождения
величины показателя Ляпунова в общем виде для системы с тре-
угольной матрицей оказывается более сложной.

Для треугольных матриц специального вида, которые появля-
ются при анализе многофазных систем и ациклических сетей с оче-
редями и синхронизацией, эта задача решалась в работах [93, 21].

Для произвольной треугольной матрицы ниже будет представ-
лен результат [25], который опирается на некоторое новое неравен-
ство для произведений треугольных матриц в идемпотентной ал-
гебре в сочетании с классическими оценками для средних значений
сумм максимумов независимых случайных величин.

Заметим, что любую треугольную матрицу можно представить
в виде суммы диагональной и нильпотентной матрицы. Поэтому
будем предполагать, что для матрицы системы выполняется

A(k) = D(k)⊕ T (k),
где при всех k = 1, 2, . . . матрицы D(k) являются диагональными, а
матрицы T (k) имеют общий носитель и являются нильпотентными
с индексом r + 1 . Будем использовать обозначения

Ak = A(1) · · ·A(k), Dk = D(1) · · ·D(k).
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6.5.1. Вспомогательное неравенство. Построим диагональ-
ную матрицу

D(l,m) =

{
D(l + 1) · · ·D(m), если m > l,

I, в противном случае,

и обозначим ее диагональные элементы через di(l,m) , i = 1, . . . , n .

Лемма 6.1. Выполняется неравенство

‖Ak‖ ≤
(

k⊕

l=1

‖T (l)‖ ⊕ 1

)r



n⊗

i=1

⊕

0≤l≤m≤k

di(l,m)




r+1

. (6.6)

Доказательство. Матрицу Ak = A(1) · · ·A(k) можно записать
в виде

Ak =

r⊕

m=0

⊕

0=l0<l1<···<lm+1=k+1

D(l0, l1 − 1)

m⊗

i=1

T (li)D(li, li+1 − 1),

откуда следует

‖Ak‖ =

=

r⊕

m=0

⊕

0=l0<l1<···<lm+1=k+1

∥∥∥∥∥D(l0, l1 − 1)

m⊗

i=1

T (li)D(li, li+1 − 1)

∥∥∥∥∥ .

Для любого фиксированного m = 0, 1, . . . , r последовательно
получим

⊕

0=l0<l1<···<lm+1=k+1

∥∥∥∥∥D(l0, l1 − 1)
m⊗

i=1

T (li)D(li, li+1 − 1)

∥∥∥∥∥ ≤

≤
⊕

0=l0<l1<···<lm+1=k+1

‖D(l0, l1 − 1)‖
m⊗

i=1

‖T (li)‖‖D(li, li+1 − 1)‖ ≤

≤


 ⊕

1≤l1<···<lm≤k

m⊗

i=1

‖T (li)‖


⊗

⊗


 ⊕

0=l0<l1<···<lm+1=k+1

m⊗

i=0

‖D(li, li+1 − 1)‖


 .
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Теперь заметим, что

⊕

1≤l1<···<lm≤k

m⊗

i=1

‖T (li)‖ ≤
m⊗

i=1

⊕

1≤l1<···<lm≤k

‖T (li)‖ =
(

k⊕

l=1

‖T (l)‖
)m

.

Кроме того, выполняются неравенства

⊕

0=l0<l1<···<lm+1=k+1

m⊗

i=0

‖D(li, li+1 − 1)‖ ≤

≤
m⊗

i=0

⊕

0=l0<l1<···<lm+1=k+1

‖D(li, li+1 − 1)‖ ≤

≤


 ⊕

0≤s≤t≤k

‖D(s, t)‖




m+1

.

Учитывая, что для любого i = 1, . . . , n , справедливо равенство

⊕

0≤s≤t≤k

di(s, t) = 1⊕
⊕

0≤s<t≤k

di(s, t),

имеем

⊕

0≤s≤t≤k

‖D(s, t)‖ =
n⊕

i=1

⊕

0≤s≤t≤k

di(s, t) ≤
n⊗

i=1

⊕

0≤s≤t≤k

di(s, t).

Следовательно, выполняются неравенства

‖Ak‖ ≤
r⊕

m=0

(
k⊕

l=1

‖T (l)‖
)m




n⊗

i=1

⊕

0≤s≤t≤k

di(s, t)




m+1

≤

≤
(

k⊕

l=1

‖T (l)‖ ⊕ 1

)r



n⊗

i=1

⊕

0≤l≤m≤k

di(l,m)




r+1

.
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6.5.2. Максимумы сумм случайных величин. Рассмотрим
ряд неравенств, которые будут затем использованы при анализе
систем с треугольной матрицей. Будем предполагать, что ξ1, . . . , ξk
обозначают независимые случайные величины. Заметим, что в фор-
мулировках результатов и выкладках знаки операций и отношений
имеют обычный смысл.

Сначала представим классический результат из работы [96], ко-
торый дает верхнюю границу для среднего значения максимума
сумм

ζi = ξ1 + · · ·+ ξi

независимых случайных величин с нулевым средним.

Лемма 6.2 (Марцинкевич). Если Eξi = 0 и E|ξi|p < ∞ для
некоторого p > 1 при каждом i = 1, . . . , k , то

E

(
max
1≤i≤k

|ζi|
)p

≤ 2

(
p

p− 1

)p

E|ζk|p.

Следующее неравенство было получено в [57]. Заметим, что оно
остается справедливым и при более слабых условиях, чем незави-
симость случайных величин ξ1, . . . , ξk .

Лемма 6.3 (Бар и Эссеен). Если Eξi = 0 и E|ξi|p < ∞ для
некоторого p , 1 ≤ p ≤ 2 , при каждом i = 1, . . . , k , то

E |ζk|p ≤
(
2− 1

k

) k∑

i=1

E|ξi|p.

Опираясь на леммы 6.2 и 6.3, получим следующий результат.

Лемма 6.4. Если Eξi = 0 и Eξ2i <∞ при всех i = 1, . . . , k , то

E max
1≤i≤k

|ζi| ≤ 2

√
2(2k − 1)

k

(
k∑

i=1

Eξ2i

)1/2

.

Доказательство. Применяя лемму 6.2 при p = 2 , а также лем-
му 6.3, имеем

(
E max

1≤i≤k
|ζi|
)2

≤ E

(
max
1≤i≤k

|ζi|
)2

≤ 8Eζ2k ≤ 8

(
2− 1

k

) k∑

i=1

Eξ2i ,

откуда следует требуемое неравенство.
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Теперь предположим, что ξ1, . . . , ξk — независимые и одинаково
распределенные случайные величины. Заметим, что тогда неравен-
ство леммы 6.4 принимает вид

E max
1≤i≤k

|ζi| ≤ 2
√

2(2k − 1)Eξ21 .

Введем обозначение

ζlm = ξl+1 + ξl+2 + · · ·+ ξm

при условии 0 ≤ l < m ≤ k и рассмотрим следующее утверждение.

Лемма 6.5. Если Eξ1 = 0 и Dξ1 <∞ , то

E max
0≤l<m≤k

|ζlm| ≤ 4
√

2(2k − 1)Eξ21 .

Доказательство. Учитывая, что |ζlm| = |ζm − ζl| ≤ |ζm| + |ζl|
при условии ζ0 = 0 , имеем

max
0≤l<m≤k

|ζlm| ≤ max
0≤l<m≤k

|ζl|+ max
0≤l<m≤k

|ζm| ≤ max
1≤l≤k

|ζl|+ max
1≤m≤k

|ζm|.

Применяя лемму (6.4), получим

E max
0≤l<m≤k

|ζlm| ≤ E max
1≤l≤k

|ζl|+ E max
1≤m≤k

|ζm| ≤ 4
√

2(2k − 1)Eξ21 .

Наконец, следующий результат, полученный в [68, 75], дает верх-
нюю границу для математического ожидания максимума независи-
мых и одинаково распределенных случайных величин.

Лемма 6.6 (Гумбель, Хартли и Дэвид). Если Eξ1 <∞ и Dξ1 <
∞ , то

E max
1≤i≤k

ξi ≤ Eξ1 +
k − 1√
2k − 1

√
Dξ1.

6.5.3. Определение средней скорости роста. Пусть снача-
ла все диагональные элементы матрицы A1 имеют средние значе-
ния, равные 1 = 0 . Другими словами, положим ED1 = I .

Лемма 6.7. Если ED1 = I , то выполняется равенство λ = 0 .

138



Доказательство. Обозначим αk = ‖Ak‖ . В силу неравенства
A(k) ≥ D(k) , которое справедливо для всех k , имеем

Eαk = E‖Ak‖ ≥ E‖Dk‖ ≥ ‖ED(1) · · ·ED(k)‖ = ‖I‖ = 1 = 0.

Следовательно,

λ = lim
k→∞

E‖Ak‖1/k = lim
k→∞

1

k
Eαk ≥ 0.

После перехода к математическому ожиданию в неравенстве
(6.6) имеем

E‖Ak‖ ≤
(
E

k⊕

l=1

(‖T (l)‖ ⊕ 1)

)r



n⊗

i=1

E

⊕

0≤l≤m≤k

di(l,m)




r+1

.

С использованием знаков обычных арифметических операций
последнее неравенство принимает вид

Eαk ≤ rE max
1≤l≤k

τl + (r + 1)

n∑

i=1

E max
0≤l≤m≤k

δ
(i)
lm,

где

τl = ‖T (l)‖ ⊕ 1, δ
(i)
lm = di(l,m).

Опираясь на леммы 6.6 и 6.5, заключаем, что

E max
1≤l≤k

τl ≤ c1(k) ∼ O(
√
k), E max

0≤l≤m≤k
δ
(i)
lm ≤ c2(k) ∼ O(

√
k),

откуда следует, что

λ = lim
k→∞

E‖Ak‖1/k = lim
k→∞

1

k
Eαk ≤ 0.

Учитывая противоположное неравенство, приходим к требуемо-
му результату.

Теперь рассмотрим общий случай треугольной матрицы.

Теорема 6.4. Для системы с треугольной матрицей A1 выпол-
няется

λ = tr(EA1).
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Доказательство. Учитывая, что

E‖Ak‖ ≥ E‖D(1) · · ·D(k)‖ = ‖(ED1)
k‖,

в силу теоремы 5.1 имеем неравенство λ ≥ ‖ED1‖ = tr(EA1) .
Проверим противоположное неравенство. Для всех k = 1, 2, . . . ,

определим матрицы

D′(k) = (ED1)
−1D(k), T ′(k) = (ED1)

−1T (k),

а также
A′(k) = D′(k)⊕ T ′(k).

Положим A′
k = A′(1) · · ·A′(k) и λ′ = limk→∞ ‖A′

k‖1/k . По лем-
ме 6.7 выполняется λ′ = 0 = 1 .

Теперь заметим, что справедливо неравенство

Ak = (ED1)A
′(1) · · · (ED1)A

′(k) ≤ ‖ED1‖kA′
k,

из которого следует неравенство ‖Ak‖1/k ≤ ‖ED1‖‖A′
k‖1/k .

Переходя к пределу в последнем неравенстве, имеем

λ ≤ ‖ED1‖λ′ = ‖ED1‖ = tr(EA1).

6.6. Метод разложения матрицы системы

В случае, когда матрица системы относится к одному из видов,
рассмотренных выше, задача вычисления показателя Ляпунова не
представляет особого труда. Если матрица имеет иной вид, для ре-
шения задачи может быть использован следующий прием [33].

Предположим, что имеется представление матрицы A(k) в виде
произведения (разложения)

A(k) = B(k)C(k),

где B(k) и C(k) — некоторые независимые матрицы.
Если решение задачи для системы с матрицей

A′(k) = C(k)B(k + 1)
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известно, то обычно его можно взять в качестве решения исходной
задачи. В противном случае можно попытаться продолжить про-
цедуру разложения, применяя ее теперь к матрице A′(k) .

Если матрица имеет единичный ранг, то разложение матрицы
A(k) всегда существует и принимает вид A(k) = u(k)vT (k) . За-
метим, что при этом для решения задачи вычисления показателя
Ляпунова независимость векторов u(k) и v(k) не требуется.

6.6.1. Система с матрицей неполного ранга. Рассмотрим
произвольную матрицу A порядка n . Предположим, что ранг мат-
рицы r < n . Тогда матрица A может быть представлена в виде ее
скелетного разложения (см., например, [10])

A = BC.

Будем называть такое разложение обратным треугольным ске-
летным разложением, если матрица CB является треугольной.

Рассмотрим стохастическую динамическую систему и предпо-
ложим, что при всех k = 1, 2, . . . , для матрицы системы A(k) су-
ществует обратное треугольное скелетное разложение

A(k) = B(k)C(k)

с независимыми сомножителями B(k) и C(k) .
Имеет место следующий результат [33].

Теорема 6.5. Для системы с матрицей A(k) , которая допус-
кает обратное треугольное скелетное разложение с независимыми
сомножителями, выполняется

λ = tr(E[C(1)B(1)]).

Доказательство. Рассмотрим произведение матриц

Ak =
k⊗

j=1

B(j)C(j) = B(1)




k−1⊗

j=1

C(j)B(j + 1)


C(k).

Сначала заметим, что

‖Ak‖ ≥ trAk = tr


C(k)B(1)

k−1⊗

j=1

C(j)B(j + 1)


 ,
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откуда следует

E‖Ak‖ ≥ E trAk ≥ tr
(
E[C(1)B(1)]k

)
.

Перейдем к пределу при k →∞ и применим теорему 5.1. Имеем

lim
k→∞

E‖Ak‖1/k ≥ lim
k→∞

tr1/k
(
E[C(1)B(1)]k

)
= ̺(E[C(1)B(1)]).

Учитывая треугольную форму матрицы C(1)B(1) , заключаем,
что

λ ≥ tr(E[C(1)B(1)]).

С другой стороны, справедливо неравенство

‖Ak‖ ≤

∥∥∥∥∥∥

k−1⊗

j=1

C(j)B(j + 1)

∥∥∥∥∥∥
‖B(1)‖‖C(k)‖.

Заметим, что матрицы C(j)B(j + 1) при всех j = 1, . . . , k − 1,
имеют треугольную форму и независимы. Переходя к пределу и
применяя теорему 6.4, имеем

λ ≤ tr(E[C(1)B(1)]).

Учитывая противоположное неравенство, получаем требуемый
результат.
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Глава 7

ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ
ВТОРОГО ПОРЯДКА

7.1. Введение

Рассмотрим стохастическую динамическую систему, эволюция
которой описывается в некотором идемпотентном полумодуле век-
торным уравнением

z(k) = A(k)z(k − 1),

где A(k) — случайная матрица, z(k) — вектор состояний системы.
Для некоторых моделей таких систем средняя скорость роста

вектора состояний (показатель Ляпунова) может быть определена
на основе теоремы 6.3, непосредственно исходя из равенства

λ = lim
k→∞

E‖z(k)‖1/k,

путем нахождения некоторого предельного распределения и вычис-
ления соответствующего математического ожидания.

Известные результаты в этой области включают решения, полу-
ченные для полукольца Rmax,+ в работах [99, 78] преимущественно
для систем с матрицей невысокого (как правило, второго) порядка,
случайные элементы которой независимы и имеют либо непрерыв-
ное, либо дискретное общее распределение вероятностей.

В работе [99] изучена система с матрицей второго порядка, эле-
менты которой независимы и имеют экспоненциальное распределе-
ние с единичным средним. Решение сводится к построению после-
довательности одномерных распределений для разности компонент
вектора состояний системы с последующим решением интегрально-
го уравнения для нахождения предельной плотности, которая за-
тем используется для получения результата в виде λ = 407/228 .

Подход, предложенный в работе [78], опирается на построение
последовательности двумерных распределений вероятностей векто-
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ра состояний и ее анализ при помощи преобразования Лапласа со-
ответствующих функций распределения. Рассматривается система
второго порядка с матрицей, диагональные элементы которой име-
ют экспоненциальное распределение с параметром µ , а недиаго-
нальные элементы — экспоненциальное распределение с парамет-
ром ν . Показано, что для этой системы

λ = P (µ, ν)/Q(µ, ν),

где

P (µ, ν) = 160µ10 + 1776µ9ν + 8220µ8ν2 + 21378µ7ν3 + 35595µ6ν4+

+ 41566µ5ν5 + 35595µ4ν6 + 21378µ3ν7 + 8220µ2ν8+

+ 1776µν9 + 160ν10,

Q(µ, ν) = 16µν(µ+ ν)(8µ8 + 80µ7ν + 321µ6ν2 + 690µ5ν3 + 880µ4ν4+

+ 690µ3ν5 + 321µ2ν6 + 80µν7 + 8ν8).

В частности, для системы с симметричной матрицей, у кото-
рой диагональные элементы независимы и имеют экспоненциальное
распределение с единичным средним, а недиагональные элементы
равны нулю, выполняется λ = 5/4 .

В работе [99] изучается система с матрицей A(k) порядка n ,
элементы которой aij(k) имеют дискретное равномерное распреде-
ление

P{aij(k) = l/m} = 1/(m+ 1), l = 0, 1, . . . ,m.

Решение задачи основано на представлении эволюции разности
между элементами вектора состояний системы в виде некоторой це-
пи Маркова. При вычислении средней скорости роста используют-
ся значения стационарных вероятностей состояний цепи. Получены
результаты для n ≤ 3 в виде

n = 2, m = 1, λ = 6/7 ≈ 0,857,

n = 2, m = 2, λ = 0,803,

n = 2, m→∞, λ→ 0,719,

n = 3, m = 1, λ = 0,979.
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Дальнейшее развитие этого подхода в работе [78] позволило най-
ти среднюю скорость роста вектора состояний для системы с матри-
цей второго порядка, элементы которой имеют распределения Бер-
нулли с различными параметрами. В частности, если все элементы
матрицы имеют общее распределение Бернулли с параметром p , то

λ = 1− (1 + 2p)(1− p)4
1− 2p(1− p)(1− 3p+ p2)

.

Кроме того, найдено решение для системы с матрицей, все эле-
менты которой имеют общее геометрическое распределение с пара-
метром p , в виде

λ = N(p)/D(p),

где

N(p) = p(4 + 18p+ 50p2 + 99p3 + 175p4 + 244p5 + 289p6 + 273p7+

+ 218p8 + 137p9 + 77p10 + 32p11 + 11p12 + p13),

D(p) = (1− p)(1 + p)(1 + p+ p2)(1 + 6p+ 8p2 + 20p3 + 25p4+

+ 32p5 + 25p6 + 20p7 + 8p8 + 6p9 + p10).

Целью настоящей главы является решение задачи определения
средней скорости роста вектора состояний для систем в полукольце
Rmax,+ с матрицами второго порядка, случайные элементы кото-
рых независимы и имеют экспоненциальные распределения с про-
извольными параметрами. Такие системы будем называть экспо-
ненциальными системами с матрицей второго порядка или просто
экспоненциальными системами второго порядка.

Изучаются частные случаи, когда некоторые элементы матри-
цы системы имеют экспоненциальные распределения, а другие —
являются нулевыми константами, а также общий случай системы
второго порядка. Указанные модели систем являются обобщениями
моделей, изученных в [99, 78].

Сначала рассматриваются системы с матрицами, некоторые эле-
менты которых не являются случайными. Используется подход,
предложенный в [29, 34], который опирается на построение и анализ
некоторой последовательности одномерных функций распределе-
ния. Величина показателя Ляпунова находится как математическое
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ожидание случайной величины, которая определяется предельным
распределением этой последовательности.

Для решения задачи в общем случае предлагается алгебраиче-
ский подход [30, 32] на основе построения некоторой последова-
тельности плотностей одномерных распределений вероятностей и
решения интегрального уравнения для нахождения соответствую-
щей предельной плотности. При этом задача определения средней
скорости роста вектора состояний системы сводится к ряду алгеб-
раических вычислений, включая решение алгебраической системы
уравнений и вычисление значения некоторого линейного функцио-
нала от полученного решения. Приведены примеры решения задачи
в общем виде для двух частных случаев.

7.2. Экспоненциальные системы второго
порядка

Рассмотрим систему, эволюция которой при всех k = 1, 2, . . .
описывается векторным уравнением в полумодуле R

2
max,+

z(k) = A(k)z(k − 1), (7.1)

где

A(k) =

(
αk βk
γk δk

)
, z(k) =

(
x(k)
y(k)

)
, z(0) =

(
0
0

)
.

Векторное уравнение можно представить в виде системы ска-
лярных уравнений

x(k) = αkx(k − 1)⊕ βky(k − 1),

y(k) = γkx(k − 1)⊕ δky(k − 1);

или с использованием обычных арифметических операций в виде

x(k) = max(x(k − 1) + αk, y(k − 1) + βk),

y(k) = max(x(k − 1) + γk, y(k − 1) + δk).

Пусть каждая последовательность

{αk|k ≥ 1}, {βk|k ≥ 1}, {γk|k ≥ 1}, {δk|k ≥ 1}
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состоит из независимых случайных величин, которые имеют общее
экспоненциальное распределение. Кроме того, случайные величины
αk , βl , γm и δn являются независимыми при любых k, l,m и n .

Средняя (асимптотическая) скорость роста вектора состояний
(показатель Ляпунова) системы определяется в смысле полукольца
Rmax,+ как предел

λ = lim
k→∞

‖z(k)‖1/k

или с использованием обычных обозначений как предел

λ = lim
k→∞

1

k
max(x(k), y(k)).

Заметим, что элементы матрицы A(k) неотрицательны и имеют
конечные средние. Тогда, применяя теорему 6.3, нетрудно показать,
что этот предел с вероятностью 1 существует и является конечным
числом. При этом также выполняется равенство

lim
k→∞

1

k
Emax(x(k), y(k)) = λ.

7.3. Вычисление показателя Ляпунова

Для решения задачи вычисления λ применим замену перемен-
ных, предложенную в [99],

X(k) = x(k)− x(k − 1), Y (k) = y(k)− x(k),

после которой уравнения системы приобретают вид

X(k) = max(αk, βk + Y (k − 1)),

Y (k) = max(γk, δk + Y (k − 1))−max(αk, βk + Y (k − 1)).

Заметим, что x(k) = X(k) + · · ·+X(1) . Теперь можно записать

‖z(k)‖ = max(x(k), y(k)) = max(0, Y (k)) +

k∑

i=1

X(i).

Нетрудно проверить, что

Y (k) = max(γk, δk + Y (k − 1))−max(αk, βk + Y (k − 1)) ≤ γk + δk.
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Обозначим функции распределения вероятностей величин αk ,
βk , γk и δk через

Fα(t) = max(0, 1− e−µt), Fβ(t) = max(0, 1− e−νt),

Fγ(t) = max(0, 1− e−σt), Fδ(t) = max(0, 1− e−τt),

а их функции плотности через fα , fβ , fγ и fδ .
Введем функции распределения

Φk(t) = P{X(k) < t}, Ψk(t) = P{Y (k) < t}.
Соответствующие функции плотности обозначим через φk и ψk .

Функцию Φk можно представить в виде

Φk(t) = Fα(t)

∫ ∞

0

Ψk−1(t− u)fβ(u)du.

Предположим, что последовательность функций Ψk сходится
при k →∞ к некоторой функции распределения Ψ . Тогда, приме-
няя теорему Лебега об ограниченной сходимости, приходим к выво-
ду, что последовательность Φk сходится к функции распределения
некоторой случайной величины X

Φ(t) = Fα(t)

∫ ∞

0

Ψ(t− u)fβ(u)du. (7.2)

Из сходимости распределений следует, что последовательность
средних величин EX(k) сходится к EX .

Наконец, учитывая, что Emax(0, Y (k)) ≤ E(γk+δk) <∞ , имеем

λ = lim
k→∞

1

k
Emax(x(k), y(k)) =

= lim
k→∞

1

k
Emax(0, Y (k)) + lim

k→∞

1

k

k∑

i=1

EX(i) = EX.

7.4. Система с матрицей с нулями вне
диагонали

Рассмотрим динамическую систему (7.1) с симметричной мат-
рицей вида

A(k) =

(
αk 0
0 δk

)
.
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Скалярные уравнения системы с использованием обычных обо-
значений записываются в виде

x(k) = max(x(k − 1) + αk, y(k − 1)),

y(k) = max(x(k − 1), y(k − 1) + δk).

Заметим, что Φk(t) = P{X(k) < t} = Fα(t)Ψk(t) , а функция
(7.2) принимает вид

Φ(t) = Fα(t)Ψ(t).

7.4.1. Уравнение для функций распределения. Применяя
формулу полной вероятности, запишем функцию Ψk так

Ψk(t) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

P{Y (k) < t|αk = u, δk = v}fα(u)fδ(v)dudv.

Рассмотрим условную вероятность

P{Y (k) < t|αk = u, δk = v} =
= P{max(x(k− 1), y(k − 1) + v)−max(x(k− 1) + u, y(k− 1)) < t} =

= P{max(0, Y (k − 1) + v)−max(u, Y (k − 1)) < t}.

Переходя от вероятности сложного события к вероятностям бо-
лее простых событий, получим

P{Y (k) < t|αk = u, δk = v} =
= 1− P{u ≤ −t, Y (k − 1) ≤ −t} − P{u− v − Y (k − 1) ≤ −t, v ≥ t}+

+ P{u ≤ −t, Y (k − 1) ≤ −t, u− v − Y (k − 1) ≤ −t, v ≥ t}.

Легко видеть, что выполняется равенство

P{u ≤ −t, Y (k − 1) ≤ −t} =
{
Ψk−1(−t), если u ≤ −t,
0, если u > −t;

а также равенство

P{u− v − Y (k − 1) ≤ −t, v ≥ t} =

=

{
1−Ψk−1(u− v + t), если v ≥ t,
0, если v < t.
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Кроме того,

P{u ≤ −t, Y (k − 1) ≤ −t, u− v − Y (k − 1) ≤ −t, v ≥ t} =

=

{
Ψk−1(−t)−Ψk−1(u− v + t), если u ≤ −t, v ≥ t,
0, в противном случае.

Учитывая, что тогда

P{Y (k) < t|αk = u, δk = v} =

=





1−Ψk−1(−t), если u ≤ −t, v < t,

1, если u > −t, v < t,

0, если u ≤ −t, v ≥ t,
Ψk−1(u− v + t), если u > −t, v ≥ t,

приходим к рекуррентному уравнению

Ψk(t) =





∞∫
0

∞∫
0

Ψk−1(u− v)fα(u− t)fδ(v)dudv, если t ≤ 0,

∞∫
0

∞∫
0

Ψk−1(u− v)fα(u)fδ(v + t)dudv + Fδ(t), если t > 0.

После подстановки выражений для показательного распределе-
ния и плотности уравнение можно представить в виде

Ψk(t) =

=





µτeµt
∞∫
0

∞∫
0

Ψk−1(u− v)e−µu−τvdudv, если t ≤ 0,

1− e−τt

(
1− µτ

∞∫
0

∞∫
0

Ψk−1(u− v)e−µu−τvdudv

)
, если t > 0.

7.4.2. Предельное распределение. Сначала проверим схо-
димость последовательности функций Ψk . Найдем функцию рас-
пределения Ψ1 . Учитывая условие Y (0) = 0 , имеем

Ψ1(t) = P{δ1 − α1 < t} =
{

τ
µ+τ e

µt, если t ≤ 0,

1− µ
µ+τ e

−τt, если t > 0.
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Для того, чтобы найти Ψ2 , вычислим интеграл

µτ

∫ ∞

0

∫ ∞

0

Ψ1(u− v)e−µu−τvdudv =
τ2(3µ+ τ)

(µ+ τ)3
.

Теперь получим

Ψ2(t) =

{
τ2(3µ+τ)
(µ+τ)3 eµt, если t ≤ 0,

1− µ2(µ+3τ)
(µ+τ)3 e−τt, если t > 0.

Рассмотрим разность

Ψ2(t)−Ψ1(t) =

{
(τ − µ) τµ

(µ+τ)3 e
µt, если t ≤ 0,

(τ − µ) τµ
(µ+τ)3 e

−τt, если t > 0.

Ясно, что при всех t справедливо неравенство Ψ2(t)−Ψ1(t) < 0 ,
если τ < µ , или противоположное неравенство Ψ2(t) − Ψ1(t) > 0 ,
если τ > µ . При τ = µ функции Ψ1 и Ψ2 совпадают.

Допустим, что τ < µ . Тогда для всех t ≤ 0 выполняется

Ψk+1(t)−Ψk(t) =

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

(Ψk(u− v)−Ψk−1(u− v))fα(u− t)fδ(v)dudv,

откуда по индукции следует, что при любом k ≥ 1 справедливо
неравенство

Ψk+1(t)−Ψk(t) ≤ 0.

Аналогичным образом проверяется, что такое неравенство вы-
полняется и при всех t > 0 .

Учитывая, что Ψk(t) ≥ 0 при всех t , заключаем, что последова-
тельность Ψk(t) при k →∞ сходится к некоторой функции Ψ(t) .

Применяя те же рассуждения, приходим к выводу, что последо-
вательность функций сходится и при условии τ > µ .

Понятно, что при µ = τ последовательность Ψk вообще не за-
висит от k .
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Переходя к пределу при k →∞ в рекуррентном уравнении для
Ψk , получим уравнение

Ψ(t) =





µτeµt
∞∫
0

∞∫
0

Ψ(u− v)e−µu−τvdudv, если t ≤ 0,

1− e−τt

(
1− µτ

∞∫
0

∞∫
0

Ψ(u− v)e−µu−τvdudv

)
, если t > 0.

Исходя из формы уравнения, будем искать его решение в виде

Ψ(t) =

{
c1e

µt, если t ≤ 0,

1− c2e−τt, если t > 0,

где c1, c2 — некоторые коэффициенты такие, что c1 + c2 = 1 .
Подставим это решение в уравнение. Сначала найдем интеграл

µτ

∫ ∞

0

∫ ∞

0

Ψ(u− v)e−µu−τvdudv =
µτ

(µ+ τ)2
c1−

µτ

(µ+ τ)2
c2 +

τ

µ+ τ
.

Имеем систему уравнений относительно c1 и c2

c1 =
µτ

(µ+ τ)2
c1 −

µτ

(µ+ τ)2
c2 +

τ

µ+ τ
,

c1 + c2 = 1.

Решая систему, получим

c1 =
τ2

µ2 + τ2
, c2 =

µ2

µ2 + τ2
.

Таким образом, предельная функция имеет вид

Ψ(t) =

{
τ2

µ2+τ2 e
µt, если t ≤ 0,

1− µ2

µ2+τ2 e
−τt, если t > 0.

Ясно, что Ψ является функцией распределения некоторой слу-
чайной величины.
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7.4.3. Вычисление средней скорости роста. В силу сходи-
мости последовательности Ψk последовательность Φk также схо-
дится к функции распределения

Φ(t) = Fα(t)Ψ(t) = (1− e−µt)

(
1− µ2

µ2 + τ2
e−τt

)
.

Функция плотности имеет вид

φ(t) = µe−µt +
µ2τ

µ2 + τ2
e−τt − µ2(µ+ τ)

µ2 + τ2
e−(µ+τ)t.

Вычисление интеграла дает величину

λ =

∫ ∞

0

tφ(t)dt =
µ4 + µ3τ + µ2τ2 + µτ3 + τ4

µτ(µ+ τ)(µ2 + τ2)
.

Заметим, что при τ = µ = 1 имеем λ = 5/4 , что соответствует
результату, полученному в [78].

7.5. Система с матрицей с нулями на диагонали

Рассмотрим динамическую систему с матрицей

A(k) =

(
0 βk
γk 0

)
.

Скалярные уравнения системы в обычных обозначениях прини-
мают вид

x(k) = max(x(k − 1), y(k − 1) + βk),

y(k) = max(x(k − 1) + γk, y(k − 1)).

После перехода к новым переменным X(k) и Y (k) получим
уравнения

X(k) = max(0, Y (k − 1) + βk),

Y (k) = max(γk, Y (k − 1))−max(0, Y (k − 1) + βk).
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Теперь нетрудно записать выражение для функции Φk , а затем
— для предельной функции Φ в виде

Φ(t) =

∫ ∞

0

Ψ(t− u)fα(u)du.

Применяя формулу полной вероятности, запишем

Ψk(t) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

P{Y (k) < t|βk = u, γk = v}fβ(u)fγ(v)dudv.

Рассмотрим условную вероятность

P{Y (k) < t|βk = u, γk = v} =
= P{max(v, Y (k − 1))−max(0, Y (k − 1) + u) < t} =

=





Ψk−1(t), если v < t, u ≤ −t,
1, если v < t, u > −t,
0, если v ≥ t, u ≤ −t,
1−Ψk−1(v − u− t), если v ≥ t, u > −t.

Подстановка в уравнение для Ψk и замена переменных приводит
к рекуррентному уравнению

Ψk(t) =

{
(1− ak−1)e

νt, если t ≤ 0,

1− ak−1e
−σt, если t > 0,

где числа ak определяются выражением

ak = νσ

∫ ∞

0

∫ ∞

0

Ψk(v − u)e−νu−σvdudv.

Ясно, что имеется взаимно однозначное соответствие между по-
следовательностью функций Ψk и последовательностью неотрица-
тельных чисел ak , так как каждый шаг, сделанный при переходе
от одной последовательности к другой, обратим.

Из двух последних равенств имеем

ak = −1

2
ak−1 +

2ν + σ

2(ν + σ)
.
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Найденному рекуррентному соотношению соответствует некото-
рое отображение, заданное на множестве неотрицательных чисел,
которое является сжатием. Следовательно, последовательность ak
сходится при k →∞ к неподвижной точке a отображения.

Переходя к пределу, получим уравнение для определения a , ре-
шение которого дает

a =
2ν + σ

3(ν + σ)
.

Последовательность функций Ψk тогда тоже сходится к неко-
торой функции, которая имеет вид

Ψ(t) =

{
ν+2σ
3(ν+σ)e

νt, если t ≤ 0,

1− 2ν+σ
3(ν+σ)e

−σt, если t > 0.

Понятно, что Ψ является функцией распределения некоторой
случайной величины.

Найдем функцию распределения Φ . Предположим сначала, что
σ 6= ν . После вычисления интеграла имеем

Φ(t) = 1− ν − 4σ

6(ν − σ)e
−νt − ν(2ν + σ)

3(ν2 − σ2)
e−σt.

Окончательно получим

λ =

∫ ∞

0

tdΦ(t) =
4ν2 + 7νσ + 4σ2

6νσ(ν + σ)
.

Нетрудно проверить, что этот результат остается верным и в
случае, когда σ = ν .

7.6. Система с матрицей с нулевой строкой

Предположим, что матрица системы имеет вид

A(k) =

(
αk βk
0 0

)
.

Имеем скалярные уравнения

x(k) = max(x(k − 1) + αk, y(k − 1) + βk),

y(k) = max(x(k − 1), y(k − 1)),
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которые после замены переменных приобретают вид

X(k) = max(αk, Y (k − 1) + βk),

Y (k) = max(0, Y (k − 1))−max(αk, Y (k − 1) + βk).

Учитывая, что Y (k) ≤ 0 при всех k , имеем Y (k) = −X(k) .
Следовательно, анализ системы уравнений можно свести к анализу
уравнения

X(k) = max(αk, βk −X(k − 1)).

Функция распределения Φk(t) = P{X(k) < t} имеет вид

Φk(t) = (1− e−µt)(1− ak−1e
−νt)

при условии, что

ak = ν

∫ ∞

0

Φk(u)e
−νudu.

Из двух последних соотношений имеем

ak = − µ

2(µ+ 2ν)
ak−1 +

µ

µ+ ν
.

Переходя к пределу при k → ∞ , получим уравнение для a ,
решением которого является

a =
2µ(µ+ 2ν)

(µ+ ν)(3µ+ 4ν)
.

Последовательность функций Φk сходится к функции

Φ(t) = (1− e−µt)

(
1− 2µ(µ+ 2ν)

(µ+ ν)(3µ+ 4ν)
e−νt

)
,

которая, очевидно, является функцией распределения некоторой
случайной величины.

Вычисляя математическое ожидание, получим

λ =
2µ4 + 7µ3ν + 10µ2ν2 + 11µν3 + 4ν4

µν(µ+ ν)2(3µ+ 4ν)
.
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Заметим, что для системы с матрицей с нулевым столбцом имеет
место аналогичный результат. Рассмотрим систему с матрицей

A(k) =

(
αk 0
γk 0

)
,

где случайные величины αk и γk имеют экспоненциальные распре-
деления с параметрами µ и σ .

Учитывая, что ‖A(k)‖ = ‖AT (k)‖ , нетрудно понять, что для
такой системы выполняется

λ =
2µ4 + 7µ3σ + 10µ2σ2 + 11µσ3 + 4σ4

µσ(µ+ σ)2(3µ+ 4σ)
.

7.7. Система с матрицей с нулем на диагонали

Рассмотрим динамическую систему с матрицей

A(k) =

(
αk βk
γk 0

)
.

Запишем динамическое уравнение в виде системы скалярных
уравнений

x(k) = max(x(k − 1) + αk, y(k − 1) + βk),

y(k) = max(x(k − 1) + γk, y(k − 1)).

После замены переменных получим уравнения

X(k) = max(αk, Y (k − 1) + βk),

Y (k) = max(γk, Y (k − 1))−max(αk, Y (k − 1) + βk).

По формуле полной вероятности имеем

Ψk(t) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

∫ ∞

0

P{Y (k) < t|αk = u, βk = v, γk = w}×

× fα(u)fβ(v)fγ(w)dudvdw.
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Найдем условную вероятность

P{Y (k) < t|αk = u, βk = v, γk = w} =

=





0, если u ≤ w − t, v ≤ −t,
1−Ψk−1(−v + w − t), если u ≤ w − t, v > −t,
Ψk−1(u+ t), если u > w − t, v ≤ −t,
1, если u > w − t, v > −t.

С учетом обозначений

ak = µσ

∫ ∞

0

∫ ∞

0

Ψk(u+ v)e−(µ+σ)u−µvdudv,

bk = νσ

∫ ∞

0

∫ ∞

0

Ψk(−u+ v)e−νu−σvdudv,

ck = νσ

∫ ∞

0

∫ ∞

0

Ψk(−u+ v)e−νu−(µ+σ)vdudv,

функция Ψk принимает вид

Ψk(t) =

{
ak−1e

µt + (1− bk−1)e
νt − (ak−1 − ck−1)e

(µ+ν)t, если t ≤ 0,

1− (bk−1 − ck−1)e
−σt, если t > 0.

Имеем рекуррентные соотношения

ak = − µσ

(µ+ σ)(µ+ 2σ)
bk−1 +

µσ

(µ+ σ)(µ+ 2σ)
ck−1 +

σ

µ+ σ
,

bk =
ν2σ

(µ+ ν)(µ+ 2ν)(ν + σ)
ak−1 −

1

2
bk−1 +

ν(µ+ 2ν + 2σ)

2(ν + σ)(µ+ 2ν)
ck−1+

+
2ν + σ

2(ν + σ)
,

ck =
ν2σ

(µ+ ν)(µ+ 2ν)(µ+ ν + σ)
ak−1 −

σ(µ+ 2ν + 2σ)

2(µ+ 2σ)(µ+ ν + σ)
bk−1+

+
2νσ

(µ+ 2ν)(µ+ 2σ)
ck−1 +

σ(µ+ 2ν + σ)

2(µ+ σ)(µ+ ν + σ)
.
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Введем обозначение vk = (ak, bk, ck)
T . Определим матрицу

G =




0 − µσ
(µ+σ)(µ+2σ)

µσ
(µ+σ)(µ+2σ)

ν2σ
(µ+ν)(µ+2ν)(ν+σ) − 1

2
ν(µ+2ν+2σ)
2(ν+σ)(µ+2ν)

ν2σ
(µ+ν)(µ+2ν)(µ+ν+σ) − σ(µ+2ν+2σ)

2(µ+2σ)(µ+ν+σ)
2νσ

(µ+2ν)(µ+2σ)


 ,

и вектор

r =




σ
µ+σ
2ν+σ
2(ν+σ)

σ(µ+2ν+σ)
2(µ+σ)(µ+ν+σ)


 .

Теперь рекуррентные соотношения можно представить в виде
векторного уравнения

vk = Gvk−1 + r, (7.3)

которое задает отображение трехмерного пространства в себя.
Пусть указанное отображение является сжимающим. Тогда по-

следовательность векторов vk сходится к неподвижной точке отоб-
ражения v = (a, b, c)T . Учитывая взаимно однозначное соответ-
ствие между последовательностями функций Ψk и векторов vk ,
заключаем, что последовательность Ψk также сходится к некото-
рой функции Ψ .

Неподвижная точка отображения определяется уравнением

(I −G)v = r. (7.4)

Проверка сходимости последовательности vk и решение урав-
нения (7.4) в общем случае требуют слишком громоздких вычисле-
ний. Рассмотрим частные случаи, в которых решение задачи может
быть получено в достаточно компактной форме.

7.7.1. Случай σ = ν = µ . При условии σ = ν = µ имеем

G =




0 −1/6 1/6
1/12 −1/2 5/12
1/18 −5/18 2/9


 , r =




1/2
3/4
1/3


 .
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Вычисление евклидовой нормы дает ‖G‖2 = 397/648 < 1 , отку-
да следует, что последовательность векторов vk сходится к непо-
движной точке v . После решения уравнения (7.4) имеем координа-
ты v в виде

a =
123

278
, b =

165

278
, c =

69

278
.

Последовательность функций Ψk тогда сходится к функции

Ψ(t) =





118

139
eµt − 27

139
e2µt, если t ≤ 0,

1− 48

139
e−µt, если t > 0,

которая является функцией распределения некоторой случайной
величины.

Найдем функцию распределения

Φ(t) = (1− e−µt)

(
1− 89

139
e−µt − 48

139
e−µtµt

)
.

Вычисление математического ожидания дает результат

λ =
439

278µ
.

7.7.2. Случай σ = µ , ν 6= µ . Найдем матрицу G

G =




0 − 1
6

1
6

ν2µ
(µ+ν)2(µ+2ν) − 1

2
ν(3µ+2ν)

2(µ+ν)(µ+2ν)
ν2µ

(µ+ν)(µ+2ν)(2µ+ν) − 3µ+2ν
6(2µ+ν)

2ν
3(µ+2ν)




и вектор r

r =




1
2

µ+2ν
2(µ+ν)
µ+ν

2(2µ+ν)


 .
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Нетрудно проверить, что ‖G‖2 < 1 . Решение уравнения (7.4)
имеет вид

a =
(µ+ ν)(17µ3 + 50µ2ν + 44µν2 + 12ν3)

36µ4 + 147µ3ν + 215µ2ν2 + 130µν3 + 28ν4
,

b =
12µ4 + 67µ3ν + 134µ2ν2 + 95µν3 + 22ν4

36µ4 + 147µ3ν + 215µ2ν2 + 130µν3 + 28ν4
,

c =
(µ+ ν)(10ν3 + 31µν2 + 22µ2ν + 6µ3)

36µ4 + 147µ3ν + 215µ2ν2 + 130µν3 + 28ν4
.

Теперь можно записать предельную функцию Ψ , а затем найти
функцию

Φ(t) = (1− e−µt)

(
1− ν

µ− ν (c− b)e
−µt−

−
(
1

2
− ν2

(µ+ ν)(µ+ 2ν)
a+

µ+ ν

2(µ− ν)b−
ν(2µ+ ν)

(µ+ 2ν)(µ− ν)c
)
e−νt

)
.

Наконец, вычисляя математическое ожидание, получаем

λ =
48µ5 + 238µ4ν + 495µ3ν2 + 581µ2ν3 + 326µν4 + 68ν5

2µν(36µ4 + 147µ3ν + 215µ2ν2 + 130µν3 + 28ν4)
.

7.7.3. Случай σ = ν . Запишем матрицу

G =




0 − µν
(µ+ν)(µ+2ν)

µν
(µ+ν)(µ+2ν)

ν2

2(µ+ν)(µ+2ν) − 1
2

µ+4ν
4(µ+2ν)

ν3

(µ+ν)(µ+2ν)2 − ν(µ+4ν)
2(µ+2ν)2

2ν2

(µ+2ν)2


 ,

а также вектор

r =




ν
µ+ν
3
4

ν(µ+3ν)
2(µ+ν)(µ+2ν)


 .

Заметим, что матрица G — вырожденная, причем для всех k
выполняется

ck = − µ+ ν

2(µ+ 2ν)
ak +

2ν

µ+ 2ν
bk −

ν(µ− ν)
2(µ+ ν)(µ+ 2ν)

. (7.5)
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Введем вектор v′
k = (ak, bk)

T . Подставляя выражение (7.5) для
ck в уравнение (7.3), приходим к уравнению v′

k = Hv′
k−1 + s , где

H =

(
− µν

2(µ+2ν) − µ2ν
(µ+ν)(µ+2ν)2

−µ3+6µ2ν+5µν2−4ν3

8(µ+ν)(µ+2ν)2 − µ(µ+3ν)
2(µ+2ν)2

)
,

s =

(
ν(µ2+7µν+8ν2)
2(µ+ν)(µ+2ν)2

3µ2+14µν+20ν2

4(µ+2ν)2

)
.

Последнее уравнение задает отображение двумерного простран-
ства в себя. Как нетрудно проверить, ‖H‖2 < 1 . Учитывая, что
отображение является сжатием, последовательность v′

k сходится к
неподвижной точке v′ = (a, b)T , которая определяется уравнением
(I −H)v′ = r . Решение уравнения имеет вид

a =
ν(6µ4 + 57µ3ν + 173µ2ν2 + 192µν3 + 64ν4)

12µ5 + 97µ4ν + 286µ3ν2 + 397µ2ν3 + 256µν4 + 64ν5
,

b =
6µ6 + 55µ5ν + 197µ4ν2 + 367µ3ν3 + 391µ2ν4 + 240ν5µ+ 64ν6

(µ+ ν)(12µ5 + 97µ4ν + 286µ3ν2 + 397µ2ν3 + 256µν4 + 64ν5)
.

Переходя к пределу в (7.5), найдем предел последовательности
ck в виде

c =
ν(3µ5 + 27µ4ν + 99µ3ν2 + 183µ2ν3 + 176µν4 + 64ν5)

(µ+ ν)(12µ5 + 97µ4ν + 286µ3ν2 + 397µ2ν3 + 256µν4 + 64ν5)
.

Запишем функцию распределения

Φ(t) =

= (1− e−µt)

(
1−

(
1

2
− ν2

(µ+ ν)(µ+ 2ν)
a+

1

2
b− ν

µ+ 2ν
c

)
e−νt−

− ν(b− c)e−νtt

)
.

Вычисление математического ожидания дает результат в виде
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λ = P (µ, ν)/Q(µ, ν) , где

P (µ, ν) = 15µ8 + 152µ7ν + 624µ6ν2 + 1382µ5ν3 + 1838µ4ν4+

+ 1592µ3ν5 + 973µ2ν6 + 384µν7 + 64ν8,

Q(µ, ν) = µν(µ+ ν)2(12µ5 + 97µ4ν + 286µ3ν2 + 397µ2ν3+

+ 256µν4 + 64ν5).

7.8. Система с матрицей с нулем ниже
диагонали

Рассмотрим динамическую систему с матрицей

A(k) =

(
αk βk
0 δk

)
.

Ясно, что для решения задачи вычисления λ можно применить
подход, использованный выше для анализа системы с матрицей с
нулевым элементом на диагонали. Учитывая, что при этом общий
порядок решения сохраняется без существенных изменений, описа-
ние решения здесь опускается.

7.8.1. Случай τ = ν = µ . При таком условии выполняется

λ =
515

352µ
.

7.8.2. Случай ν = µ . Имеем результат λ = P (µ, τ)/Q(µ, τ) ,
где

P (µ, τ) = 288µ8 + 1048µ7τ + 1936µ6τ2 + 2688µ5τ3 + 3012µ4τ4+

+ 2226µ3τ5 + 941µ2τ6 + 204µτ7 + 17τ8,

Q(µ, τ) = 2µτ(144µ7 + 524µ6τ + 968µ5τ2 + 1200µ4τ3 + 910µ3τ4+

+ 387µ2τ5 + 84µτ6 + 7τ7).
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7.8.3. Случай τ = µ . Полученный результат записывается в
виде λ = P (µ, ν)/Q(µ, ν) , где

P (µ, ν) = 256µ10 + 2112µ9ν + 8044µ8ν2 + 19355µ7ν3 + 32167µ6ν4+

+ 36887µ5ν5 + 28709µ4ν6 + 14854µ3ν7 + 4912µ2ν8+

+ 944µν9 + 80ν10,

Q(µ, ν) = 2µν(µ+ ν)(192µ8 + 1344µ7ν + 4047µ6ν2 + 6770µ5ν3+

+ 6799µ4ν4 + 4216µ3ν5 + 1600µ2ν6 + 344µν7 + 32ν8).

7.9. Система с матрицей общего вида

Рассмотрим динамическую систему, эволюция которой описы-
вается уравнением (7.1) с матрицей

A(k) =

(
αk βk
γk δk

)
.

Будем предполагать теперь, что все элементы матрицы являют-
ся случайными величинами.

Запишем скалярные уравнения системы с использованием обыч-
ных обозначений

x(k) = max(x(k − 1) + αk, y(k − 1) + βk),

y(k) = max(x(k − 1) + γk, y(k − 1) + δk).

Определим случайные величины

Z(k) = ‖z(k)‖ − ‖z(k − 1)‖, Y (k) = y(k)− x(k),

и заметим, что ‖z(k)‖ = Z(1) + · · ·+ Z(k) , а также, что Y (0) = 0 .
Введем функции распределения

Φk(t) = P{Z(k) < t}, Ψk(t) = P{Y (k) < t}.

Соответствующие функции плотности обозначим через φk и ψk .
Рассмотрим функцию распределения Φk . Сначала заметим, что

Φk(t) = 0 при всех t ≤ 0 . Определим случайные величины

ξ = max(αk, γk), η = max(βk, δk),
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для которых P{ξ < t} = Fα(t)Fγ(t) и P{η < t} = Fβ(t)Fδ(t) .
Теперь функция Φk принимает вид

Φk(t) = P{max(x(k), y(k))−max(x(k − 1), y(k − 1)) < t} =
= P{max(x(k − 1) + ξ, y(k − 1) + η)−max(x(k − 1), y(k − 1)) < t} =

= P{max(ξ, Y (k − 1) + η)−max(0, Y (k − 1)) < t}.
Записывая последнюю вероятность в виде суммы, получим

Φk(t) = P{max(ξ, Y (k − 1) + η) < t, Y (k − 1) < 0}+
+ P{max(ξ − Y (k − 1), η) < t, Y (k − 1) ≥ 0} =
= P{ξ < t}P{Y (k − 1) + η < t, Y (k − 1) < 0}+

+ P{η < t}P{ξ − Y (k − 1) < t, Y (k − 1) ≥ 0},
откуда следует равенство

Φk(t) = Fα(t)Fγ(t)

∫ 0

−∞

Fβ(t− s)Fδ(t− s)ψk−1(s)ds+

+ Fβ(t)Fδ(t)

∫ ∞

0

Fα(t+ s)Fγ(t+ s)ψk−1(s)ds.

Предположим, что при k →∞ последовательность функций ψk

равномерно сходится к некоторой предельной функции плотности
ψ (ниже будет показано, что такое предположение для рассматри-
ваемой системы является справедливым).

Ясно, что тогда последовательность Φk сходится к функции
распределения

Φ(t) = Fα(t)Fγ(t)

∫ 0

−∞

Fβ(t− s)Fδ(t− s)ψ(s)ds+

+ Fβ(t)Fδ(t)

∫ ∞

0

Fα(t+ s)Fγ(t+ s)ψ(s)ds (7.6)

некоторой случайной величины Z , а Z(k) сходится к Z по распре-
делению. Кроме того, EZ(k) сходится к EZ , а следовательно,

λ = lim
k→∞

1

k
E‖z(k)‖ = lim

k→∞

1

k

k∑

i=1

EZ(i) = EZ. (7.7)
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7.10. Рекуррентное уравнение для плотности

По формуле полной вероятности для любого k = 1, 2, . . . , вы-
полняется равенство

Ψk(t) =

∫ ∞

−∞

K(t, s)ψk−1(s)ds (7.8)

при условии, что

K(t, s) = P{Y (k) < t|Y (k − 1) = s} =
= P{max(γk, δk + s)−max(αk, βk + s) < t}.

В силу равенства Y (0) = 0 имеем

Ψ1(t) = P{max(γ1, δ1)−max(α1, β1) < t} = K(t, 0).

Рассмотрим функцию K . Введем обозначения

ξ(s) = max(αk, βk + s), η(s) = max(γk, δk + s)

и заметим, что

P{ξ(s) < t} = Fα(t)Fβ(t− s), P{η(s) < t} = Fγ(t)Fδ(t− s).
Теперь можно записать

K(t, s) = P{η(s)− ξ(s) < t} =

=

∫ ∞

−∞

Fγ(u+ t)Fδ(u+ t− s)(fα(u)Fβ(u− s) + Fα(u)fβ(u− s))du.

Учитывая, что случайные величины αk , βk , γk и δk неотрица-
тельны, окончательно приходим к выражению

K(t, s) =

∫ ∞

r

Fγ(u+t)Fδ(u+t−s)(fα(u)Fβ(u−s)+Fα(u)fβ(u−s))du,

где нижний предел интегрирования определяется так

r =





−t, если t ≤ 0, s ≤ 0,

s− t, если t ≤ 0, s > 0,

0, если t > 0, s ≤ 0,

s, если t > 0, s > 0.
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Дифференцируя обе части (7.8) по t , приходим к рекуррентно-
му интегральному уравнению

ψk(t) =

∫ ∞

−∞

K ′
t(t, s)ψk−1(s)ds, (7.9)

в котором под знаком интеграла стоит функция

K ′
t(t, s) =

∫ ∞

r

(fγ(u+ t)Fδ(u+ t− s) + Fγ(u+ t)fδ(u+ t− s))×

× (fα(u)Fβ(u− s) + Fα(u)fβ(u− s))du.

Найдем функцию K ′
t . При t ≤ 0 , s ≤ 0 получим

K ′
t(t, s) = µeµt

(
σ

µ+ σ
− µσ

(µ+ τ)(µ+ σ + τ)
eτs
)
+

+ νeνt
(

σ

ν + σ
eνs − νσ

(ν + τ)(ν + σ + τ)
e(ν+τ)s

)
−

−(µ+ν)e(µ+ν)t

(
σ

µ+ ν + σ
eνs − σ(µ+ ν)

(µ+ ν + τ)(µ+ ν + σ + τ)
e(ν+τ)s

)
.

При t ≤ 0 , s > 0 имеем

K ′
t(t, s) = µeµt

(
τ

µ+ τ
e−µs − µτ

(µ+ σ)(µ+ σ + τ)
e−(µ+σ)s

)
+

+ νeνt
(

τ

ν + τ
− ντ

(ν + σ)(ν + σ + τ)
e−σs

)
−

− (µ+ ν)e(µ+ν)t

(
τ

µ+ ν + τ
e−µs−

− τ(µ+ ν)

(µ+ ν + σ)(µ+ ν + σ + τ)
e−(µ+σ)s

)
,
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при t > 0 , s ≤ 0 имеем

K ′
t(t, s) = σe−σt

(
µ

µ+ σ
− µσ

(ν + σ)(µ+ ν + σ)
eνs
)
+

+ τe−τt

(
µ

µ+ τ
eτs − µτ

(ν + τ)(µ+ ν + τ)
e(ν+τ)s

)
−

− (σ + τ)e−(σ+τ)t

(
µ

µ+ σ + τ
eτs−

− µ(σ + τ)

(ν + σ + τ)(µ+ ν + σ + τ)
e(ν+τ)s

)
,

при t > 0 , s > 0 имеем

K ′
t(t, s) = σe−σt

(
ν

ν + σ
e−σs − νσ

(µ+ σ)(µ+ ν + σ)
e−(µ+σ)s

)
+

+ τe−τt

(
ν

ν + τ
− ντ

(µ+ τ)(µ+ ν + τ)
e−µs

)
−

− (σ + τ)e−(σ+τ)t

(
ν

ν + σ + τ
e−σs−

− ν(σ + τ)

(µ+ σ + τ)(µ+ ν + σ + τ)
e−(µ+σ)s

)
.

7.10.1. Анализ ядра интегрального уравнения. Предста-
вим ядро K ′

t(t, s) в виде суммы произведений двух функций, одна
из которых зависит только от t , а другая — только от s .

Сначала введем функции

a1(t) =

{
µeµt, если t < 0,

σe−σt, если t > 0;
a2(t) =

{
νeνt, если t < 0,

τe−τt, если t > 0;

a3(t) =

{
(µ+ ν)e(µ+ν)t, если t < 0,

(σ + τ)e−(σ+τ)t, если t > 0.

Заметим, что функции a1 , a2 и a3 ограничены. Легко прове-
рить, что при всех t ∈ (−∞,∞) выполняется неравенство

a1(t) + a2(t)− a3(t) > 0. (7.10)
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Теперь определим следующие функции

b1(s) =

{
σ

µ+σ −
µσ

(µ+τ)(µ+σ+τ)e
τs, если s < 0,

τ
µ+τ e

−µs − µτ
(µ+σ)(µ+σ+τ)e

−(µ+σ)s, если s > 0;

b2(s) =

{
σ

ν+σ e
νs − νσ

(ν+τ)(ν+σ+τ)e
(ν+τ)s, если s < 0,

τ
ν+τ − ντ

(ν+σ)(ν+σ+τ)e
−σs, если s > 0;

b3(s) =

{
− σ

µ+ν+σ e
νs + σ(µ+ν)

(µ+ν+τ)(µ+ν+σ+τ)e
(ν+τ)s, если s < 0,

− τ
µ+ν+τ e

−µs + τ(µ+ν)
(µ+ν+σ)(µ+ν+σ+τ)e

−(µ+σ)s, если s > 0;

а также функции

c1(s) =

{
µ

µ+σ −
µσ

(ν+σ)(µ+ν+σ)e
νs, если s < 0,

ν
ν+σ e

−σs − νσ
(µ+σ)(µ+ν+σ)e

−(µ+σ)s, если s > 0;

c2(s) =

{
µ

µ+τ e
τs − µτ

(ν+τ)(µ+ν+τ)e
(ν+τ)s, если s < 0,

ν
ν+τ − ντ

(µ+τ)(µ+ν+τ)e
−µs, если s > 0;

c3(s) =

{
− µ

µ+σ+τ e
τs + µ(σ+τ)

(ν+σ+τ)(µ+ν+σ+τ)e
(ν+τ)s, если s < 0,

− ν
ν+σ+τ e

−σs + ν(σ+τ)
(µ+σ+τ)(µ+ν+σ+τ)e

−(µ+σ)s, если s > 0.

В силу того, что K ′
t при любом s является функцией плотности

некоторого распределения вероятностей, выполняется равенство

∫ ∞

−∞

K ′
t(t, s)dt = 1,

а следовательно, при любом s имеем

b1(s) + b2(s) + b3(s) + c1(s) + c2(s) + c3(s) = 1. (7.11)

Кроме того, нетрудно проверить, что для всех s ∈ (−∞,∞) ,
справедливы следующие неравенства

b1(s) + b3(s) > 0, b2(s) + b3(s) > 0, b3(s) < 0, (7.12)

c1(s) + c3(s) > 0, c2(s) + c3(s) > 0, c3(s) < 0. (7.13)
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Заметим, что с использованием введенных обозначений функ-
ция K ′

t может быть записана так

K ′
t(t, s) =





3∑
i=1

ai(t)bi(s), если t < 0,

3∑
i=1

ai(t)ci(s), если t > 0.

Рекуррентное уравнение (7.9) для плотности ψk тогда приобре-
тает вид

ψk(t) =





3∑
i=1

ai(t)
∞∫

−∞

bi(s)ψk−1(s)ds, если t < 0,

3∑
i=1

ai(t)
∞∫

−∞

ci(s)ψk−1(s)ds, если t > 0.

(7.14)

Учитывая, что ψk является функцией плотности некоторого
распределения вероятностей, последнее уравнение можно допол-
нить условием нормировки

∫ ∞

−∞

ψk(t)dt = 1. (7.15)

7.11. Определение предельной плотности

Будем рассматривать уравнение (7.14) вместе с условием (7.15).
Указанное уравнение представляет собой линейное интегральное
уравнение с вырожденным ядром, решение которого, как известно,
может быть сведено к решению некоторой линейной алгебраиче-
ской системы [45, 47].

7.11.1. Векторное представление. Перейдем к векторному
представлению функции ψk . Определим векторы

a(t) = (a1(t), a2(t), a3(t))
T , b(t) = (b1(t), b2(t), b3(t))

T ,

c(t) = (c1(t), c2(t), c3(t))
T .

Тогда функцию K ′
t можно представить в виде

K ′
t(t, s) =

{
a(t)T b(s), если t < 0,

a(t)T c(s), если t > 0.
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Введем векторы θ
(0)
1 = b(0) и θ

(0)
2 = c(0) . Для всех k = 1, 2, . . . ,

положим

θ
(k)
1 =

∫ ∞

−∞

b(s)ψk(s)ds, θ
(k)
2 =

∫ ∞

−∞

c(s)ψk(s)ds

и запишем уравнение для плотности (7.14) в виде

ψk(t) =

{
a(t)Tθ

(k−1)
1 , если t < 0,

a(t)Tθ
(k−1)
2 , если t > 0.

(7.16)

Заметим, что в силу (7.11) и (7.15) для всех k = 0, 1, . . . выпол-

няется 1
Tθ

(k)
1 + 1

Tθ
(k)
2 = 1 , где 1 обозначает вектор, все элементы

которого равны единице.
Умножим обе части (7.16) сначала на b(t) , а затем на c(t) . Ин-

тегрирование полученных уравнений по всем t приводит к системе
алгебраических уравнений

θ
(k)
1 = B1θ

(k−1)
1 +B2θ

(k−1)
2 ,

θ
(k)
2 = C1θ

(k−1)
1 + C2θ

(k−1)
2 ,

где B1 , B2 , C1 и C2 — матрицы такие, что

B1 =

∫ 0

−∞

b(t)a(t)T dt, B2 =

∫ ∞

0

b(t)a(t)T dt,

C1 =

∫ 0

−∞

c(t)a(t)T dt, C2 =

∫ ∞

0

c(t)a(t)T dt.

С учетом обозначений

D =

(
B1 B2

C1 C2

)
, θk =

(
θ
(k)
1

θ
(k)
2

)

для всех k = 1, 2, . . . приходим к уравнению

θ(k) = Dθ(k−1). (7.17)

В силу равенства 1
Tθ(k) = 1

Tθ
(k)
1 +1

Tθ
(k)
2 выполняется условие

нормировки
1
Tθ(k) = 1. (7.18)
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Заметим, что из (7.11) следует

1
T (B1 + C1) = 1

T , 1
T (B2 + C2) = 1

T ,

а потому матрица D удовлетворяет условию 1
TD = 1

T .
Ясно, что имеется взаимно однозначное соответствие между по-

следовательностью функций ψk , которая определяется уравнения-
ми (7.14)-(7.15), и последовательностью векторов θ(k) , которая удо-
влетворяет системе (7.17)-(7.18), так как каждый шаг, сделанный
при переходе от одной системы к другой, обратим. В частности, обе
последовательности сходятся или расходятся одновременно.

7.11.2. Исследование сходимости. При помощи невырож-
денных преобразований

T =




1 0 1
0 1 1
0 0 −1


 , S =

(
T 0
0 T

)
, T−1 = T, S−1 = S,

введем новые переменные θ̃
(k)
1 , θ̃

(k)
2 и θ̃(k) , исходя из равенств

θ
(k)
1 = T θ̃

(k)
1 , θ

(k)
2 = T θ̃

(k)
2 , θ(k) = Sθ̃(k),

Тогда с учетом обозначения D̃ = SDS уравнение (7.17) примет
вид

θ̃(k) = D̃θ̃(k−1).

Легко видеть, что 1
T D̃ = 1

TSDS = 1
T . С другой стороны,

в силу неравенств (7.10), (7.12) и (7.13) все элементы матрицы D̃
имеют положительную величину.

Следовательно, матрица D̃T является положительной стохасти-
ческой. Как известно (см., например, [10, 2]), в этом случае после-

довательность векторов θ̃(k) при k →∞ имеет предел θ̃ , который
не зависит от выбора начального вектора θ̃(0) с точностью до по-
стоянного множителя. В частности, если θ̃(0) — положительный
вектор такой, что 1

T θ̃(0) = 1 , то вектор θ̃ является положитель-
ным и 1

T θ̃ = 1 .
Последовательность θ(k) = Sθ̃(k) будет сходиться к вектору

θ = Sθ̃ , причем 1
Tθ = 1

TSθ̃ = 1 . Очевидно, что предельный
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вектор θ = (θT
1 ,θ

T
2 )

T последовательности θ(k) является решени-
ем системы уравнений

(I −D)θ = 0, (7.19)

1
Tθ = 1. (7.20)

В силу взаимно однозначного соответствия между решениями
уравнений (7.14) и (7.17) вместе с соответствующими условиями
нормировки последовательность функций ψk сходится к некоторой
предельной функции ψ . Учитывая ограниченность вектора a(t) ,
нетрудно проверить, опираясь на (7.16), что эта сходимость явля-
ется равномерной.

Предельная функция последовательности ψk имеет вид

ψ(t) =

{
a(t)Tθ1, если t < 0,

a(t)Tθ2, если t > 0.
(7.21)

Понятно, что ψ является плотностью некоторого распределения
вероятностей.

7.12. Вычисление показателя Ляпунова

Ясно, что для вычисления λ при заданных значениях µ , ν , σ
и τ можно сначала решить систему (7.19)-(7.20) относительно θ ,
затем с помощью (7.21) найти функцию распределения (7.6), и, на-
конец, вычислить соответствующее математическое ожидание. Од-
нако, при решении в общем виде использование указанной системы
приводит к слишком громоздким выкладкам.

В ряде случаев анализ и решение задачи можно существенно
упростить за счет перехода от системы (7.19)-(7.20) к эквивалент-
ной ей системе путем подходящей замены переменных.

7.12.1. Замена переменных. Для перехода к новым перемен-
ным введем вектор u(s) = (u0(s), u1(s), u2(s), u3(s))

T с компонен-
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тами

u0(s) = 1, u1(s) =

{
eνs, если s < 0,

e−µs, если s > 0;

u2(s) =

{
eτs, если s < 0,

e−σs, если s > 0;
u3(s) =

{
e(ν+τ)s, если s < 0,

e−(µ+σ)s, если s > 0.

Определим векторы

ω1 = (ω10, ω11, ω12, ω13)
T , ω2 = (ω20, ω21, ω22, ω23)

T

следующим образом

ω1 =

∫ 0

−∞

u(s)ψ(s)ds, ω2 =

∫ ∞

0

u(s)ψ(s)ds,

и заметим, что

ω10 + ω20 =

∫ ∞

−∞

ψ(s)ds = 1.

Умножим обе части равенства (7.21) на u(t) . После интегриро-
вания полученного уравнения сначала по всем t < 0 , а затем по
всем t > 0 имеем систему равенств

ω1 = U1θ1,

ω2 = U2θ2,

где U1 и U2 — матрицы такие, что

U1 =

∫ 0

−∞

u(t)a(t)T dt =




1 1 1
µ

µ+ν
1
2

µ+ν
µ+2ν

µ
µ+τ

ν
ν+τ

µ+ν
µ+ν+τ

µ
µ+ν+τ

ν
2ν+τ

µ+ν
µ+2ν+τ


 ,

U2 =

∫ ∞

0

u(t)a(t)T dt =




1 1 1
σ

µ+σ
τ

µ+τ
σ+τ

µ+σ+τ
1
2

τ
σ+τ

σ+τ
2σ+τ

σ
µ+2σ

τ
µ+σ+τ

σ+τ
µ+2σ+τ


 .
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Кроме того, из очевидных соотношений

θ1 =

∫ ∞

−∞

b(s)ψ(s)ds, θ2 =

∫ ∞

−∞

c(s)ψ(s)ds,

нетрудно получить равенства

θ1 = V11ω1 + V12ω2,

θ2 = V21ω1 + V22ω2,

где

V11 =




σ
µ+σ 0 − µσ

(µ+τ)(µ+σ+τ) 0

0 σ
ν+σ 0 − νσ

(ν+τ)(ν+σ+τ)

0 − σ
µ+ν+σ 0 σ(µ+ν)

(µ+ν+τ)(µ+ν+σ+τ)


 ,

V12 =




0 τ
µ+τ 0 − µτ

(µ+σ)(µ+σ+τ)
τ

ν+τ 0 − ντ
(ν+σ)(ν+σ+τ) 0

0 − τ
µ+ν+τ 0 τ(µ+ν)

(µ+ν+σ)(µ+ν+σ+τ)


 ,

V21 =




µ
µ+σ − µσ

(ν+σ)(µ+ν+σ) 0 0

0 0 µ
µ+τ − µτ

(ν+τ)(µ+ν+τ)

0 0 − µ
µ+σ+τ

µ(σ+τ)
(ν+σ+τ)(µ+ν+σ+τ)


 ,

V22 =




0 0 ν
ν+σ − νσ

(µ+σ)(µ+ν+σ)
ν

ν+τ − ντ
(µ+τ)(µ+ν+τ) 0 0

0 0 − ν
ν+σ+τ

ν(σ+τ)
(µ+σ+τ)(µ+ν+σ+τ)


 .

Объединяя полученные равенства, приходим к уравнениям

ω1 = U1(V11ω1 + V12ω2),

ω2 = U2(V21ω1 + V22ω2).

Наконец, с учетом обозначений ω = (ωT
1 ,ω

T
2 )

T ,

W = UV, U =

(
U1 0
0 U2

)
, V =

(
V11 V12
V21 V22

)
,

получим систему уравнений для определения вектора ω в виде

(I −W )ω = 0, (7.22)

ω10 + ω20 = 1. (7.23)
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7.12.2. Вычисление средней скорости роста. Рассмотрим
функцию распределения Φ , представленную в виде

Φ(t) = Fα(t)Fγ(t)

∫ 0

−∞

Fβ(t− s)Fδ(t− s)ψ(s)ds+

+ Fβ(t)Fδ(t)

∫ ∞

0

Fα(t+ s)Fγ(t+ s)ψ(s)ds.

Подставляя выражения для функций экспоненциального рас-
пределения, а затем, заменяя соответствующие интегралы компо-
нентами вектора ω , получим

Φ(t) = (1− e−µt)(1− e−σt)(ω10−ω11e
−νt−ω12e

−τt+ω13e
−(ν+τ)t)+

+ (1− e−νt)(1− e−τt)(ω20 − ω21e
−µt − ω22e

−σt + ω23e
−(µ+σ)t).

После определения соответствующей функции плотности и вы-
числения математического ожидания приходим к выражению для
вычисления λ в виде

λ = qT
1 ω1 + qT

2 ω2, (7.24)

где q1 и q2 — векторы такие, что

q1 =




µ2+µσ+σ2

µσ(µ+σ)
µσ(µ+2ν+σ)

ν(µ+ν)(ν+σ)(µ+ν+σ)
µσ(µ+σ+2τ)

τ(µ+τ)(σ+τ)(µ+σ+τ)

− µσ(µ+2ν+2τ+σ)
(ν+τ)(µ+ν+τ)(ν+σ+τ)(µ+ν+σ+τ)



,

q2 =




ν2+ντ+τ2

ντ(ν+τ)
ντ(2µ+ν+τ)

µ(µ+ν)(µ+τ)(µ+ν+τ)
ντ(ν+2σ+τ)

σ(ν+σ)(σ+τ)(ν+σ+τ)

− ντ(2µ+ν+2σ+τ)
(µ+σ)(µ+ν+σ)(µ+σ+τ)(µ+ν+σ+τ)



.

Таким образом, для вычисления средней скорости роста вектора
состояний следует сначала решить систему уравнений (7.22)-(7.23),
а затем найти λ по формуле (7.24).

176



7.13. Частный случай системы второго порядка

Рассмотрим систему, для которой τ = µ , σ = ν . Определим
среднюю скорость роста вектора состояний системы, опираясь на
предложенный выше подход. Сначала найдем матрицы Ui , Vij для
всех i, j = 1, 2 . После выполнения необходимых вычислений имеем

U1 =




1 1 1
µ

µ+ν
1
2

µ+ν
µ+2ν

1
2

ν
µ+ν

µ+ν
2µ+ν

µ
2µ+ν

ν
µ+2ν

1
2


 , U2 =




1 1 1
ν

µ+ν
1
2

µ+ν
2µ+ν

1
2

µ
µ+ν

µ+ν
µ+2ν

ν
µ+2ν

µ
2µ+ν

1
2


 ,

V11 =




ν
µ+ν 0 − ν

2(2µ+ν) 0

0 1
2 0 − ν2

(µ+ν)(µ+2ν)

0 − ν
µ+2ν 0 ν

2(2µ+ν)


 ,

V12 =




0 1
2 0 − µ2

(µ+ν)(2µ+ν)
µ

µ+ν 0 − µ
2(µ+2ν) 0

0 − µ
2µ+ν 0 µ

2(µ+2ν)


 ,

V21 =




µ
µ+ν − µ

2(µ+2ν) 0 0

0 0 1
2 − µ2

(µ+ν)(2µ+ν)

0 0 − µ
2µ+ν

µ
2(µ+2ν)


 ,

V22 =




0 0 1
2 − ν2

(µ+ν)(µ+2ν)
ν

µ+ν − ν
2(2µ+ν) 0 0

0 0 − ν
µ+2ν

ν
2(2µ+ν)


 .

Найдем векторы

q1 =




µ2+µν+ν2

µν(µ+ν)
µ(µ+3ν)

2ν(µ+ν)(µ+2ν)
ν(3µ+ν)

2µ(µ+ν)(2µ+ν)

− 3µν
2(µ+ν)(2µ+ν)(2ν+µ)



, q2 =




µ2+µν+ν2

µν(µ+ν)
ν(3µ+ν)

2µ(µ+ν)(2µ+ν)
µ(µ+3ν)

2ν(µ+ν)(µ+2ν)

− 3νµ
2(µ+ν)(µ+2ν)(2µ+ν)



.

Заметим, что выполняются следующие равенства

U2 = RU1S, V21 = RUV12S, V22 = RUV11S, q2 = Rq1,
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где R и S — матрицы перестановок такие, что

R =




1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1


 , S =




0 1 0
1 0 0
0 0 1


 .

Введем обозначения

ω̃ = ω1 +Rω2, q̃ = q1, W̃ = U1(V11 + V12R).

Нетрудно проверить, что система (7.22)-(7.23) теперь принимает
вид

(I − W̃ )ω̃ = 0,

ω̃0 = 1,

а формула (7.24) записывается в форме

λ = q̃T ω̃.

После выполнения необходимых вычислений имеем

λ = P (µ, ν)/Q(µ, ν),

где

P (µ, ν) = 160µ10 + 1776µ9ν + 8220µ8ν2 + 21378µ7ν3 + 35595µ6ν4+

+ 41566µ5ν5 + 35595µ4ν6 + 21378µ3ν7 + 8220µ2ν8+

+ 1776µν9 + 160ν10,

Q(µ, ν) = 16µν(µ+ ν)(8µ8 + 80µ7ν + 321µ6ν2 + 690µ5ν3 + 880µ4ν4+

+ 690µ3ν5 + 321µ2ν6 + 80µν7 + 8ν8),

что совпадает с результатом, полученным в [78].

7.14. Приложения и примеры

7.14.1. Анализ производственных процессов. Рассмотрим
систему, состоящую из двух предприятий-партнеров A и B , каж-
дое из которых производит свою собственную продукцию на осно-
ве использования продукции другого предприятия. Деятельность
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отдельного предприятия и системы в целом представляет собой
последовательность следующих друг за другом производственных
циклов. На каждом цикле предприятие параллельно осуществляет
транспортировку продукции предыдущего цикла партнеру и произ-
водство новой партии продукции на основе потребления продукции,
полученной от партнера.

Для завершения текущего и начала нового производственного
цикла на одном предприятии необходимо, чтобы был завершен вы-
пуск текущей партии продукции на этом предприятии, а также осу-
ществлена доставка на него необходимой продукции предприятия-
партнера. Очередной производственный цикл всей системы счи-
тается завершенным, когда оказываются завершены соответству-
ющие циклы на обоих предприятиях.

Пусть время производства и транспортировки продукции для
каждого предприятия задано в виде независимых случайных вели-
чин с экспоненциальным распределением вероятностей. Требуется
определить среднее время производственного цикла системы.

Для каждого цикла k = 1, 2, . . . , введем обозначения:

x(k) — время завершения цикла на предприятии A ;

y(k) — время завершения цикла на предприятии B ;

αk и δk — длительность процесса производства партии продук-
ции на предприятиях A и B ;

βk и γk — продолжительность транспортировки продукции от
предприятия B к A и от предприятия A к B .

Параметры экспоненциальных распределений случайных вели-
чин αk , βk , γk и δk обозначим соответственно через µ , ν , σ и
τ .

Легко видеть, что динамика системы описывается уравнениями

x(k) = max(x(k − 1) + αk, y(k − 1) + βk),

y(k) = max(x(k − 1) + γk, y(k − 1) + δk).

С учетом обозначений

z(k) =

(
x(k)
y(k)

)
, A(k) =

(
αk βk
γk δk

)
,
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имеем в полукольце Rmax,+ уравнение

z(k) = A(k)z(k − 1).

Ясно, что задача определения среднего времени производствен-
ного цикла системы теперь сводится к нахождению в указанном
полукольце средней скорости роста вектора состояний

λ = lim
k→∞

‖z(k)‖1/k.

Определим среднее время цикла для системы при условии, что
µ = ν = σ = τ .

Найдем матрицы Ui , Vij для всех i, j = 1, 2 . После выполнения
необходимых вычислений получим матрицы

U1 = U2 =




1 1 1
1/2 1/2 2/3
1/2 1/2 2/3
1/3 1/3 1/2


 ,

а также матрицы

V11 =




1/2 0 −1/6 0
0 1/2 0 −1/6
0 −1/3 0 1/6


 ,

V12 =




0 1/2 0 −1/6
1/2 0 −1/6 0

0 −1/3 0 1/6


 ,

V21 =




1/2 −1/6 0 0
0 0 1/2 −1/6
0 0 −1/3 1/6


 ,

V22 =




0 0 1/2 −1/6
1/2 −1/6 0 0

0 0 −1/3 1/6


 .

Вычисление векторов q1 и q2 дает следующий результат

q1 = q2 =

(
3

2µ
,
1

3µ
,
1

3µ
,− 1

12µ

)T

.
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Как нетрудно проверить, для рассматриваемой системы выпол-
няются равенства

U1V11 = U1V12, U2V21 = U2V22.

Введем векторы ω̃ = (ω̃0, ω̃1, ω̃2, ω̃3)
T и q̃ = (q̃0, q̃1, q̃2, q̃3)

T и
положим

ω̃ = ω1 + ω2, q̃ = q1,

а также

W̃ = U1V11 + U2V21 =




1 0 0 0
1/2 −1/18 −1/18 1/18
1/2 −1/18 −1/18 1/18
1/3 −1/18 −1/18 1/18


 .

Теперь система уравнений (7.22)-(7.23) приобретает вид

(I − W̃ )ω̃ = 0,

ω̃0 = 1,

а средняя скорость роста вектора состояний вычисляется по фор-
муле

λ = q̃T ω̃.

Решая полученную систему, находим λ = 407/(228µ) , что соот-
ветствует результату, представленному в [99].

Предположим, что затраты времени, например, на производство
или транспортировку продукции для одного из предприятий так
малы, что могут без существенной потери точности модели счи-
таться нулевыми. Ясно, что предположения такого рода приводят
к рассмотренным выше системам, в которых матрица имеет нуле-
вые элементы.
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Глава 8

ГРАНИЦЫ И ОЦЕНКИ ДЛЯ ПОКАЗАТЕЛЯ
ЛЯПУНОВА

8.1. Введение

При исследовании реальных систем с помощью линейных дина-
мических стохастических моделей вида

x(k) = A(k)x(k − 1)

в полукольце Rmax,+ часто представляет интерес нахождение сред-
ней скорости роста λ вектора состояний x(k) (показателя Ляпуно-
ва) системы при условии, что случайные матрицы A(k) независи-
мы и одинаково распределены. Во многих приложениях величина
показателя Ляпунова является важной характеристикой системы,
которая может быть использована при анализе эффективности и
оптимизации системы.

Однако, точное решение задачи нахождения величины средней
скорости роста известно только для некоторых частных случаев,
включая ряд систем с матрицей второго порядка, а также системы с
матрицей специального вида, рассмотренных в предыдущих главах.
В связи с этим особый интерес приобретает построение границ и
разработка эффективных процедур оценивания этой величины.

Проблема оценивания показателя Ляпунова для рассматрива-
емых систем изучалась в [55, 72]. Простая нижняя граница была
предложена в работе [55] в рамках развитой там теории событийных
графов. Соответствующее неравенство, представленное в этой ра-
боте в терминах теории графов, может быть записано с использова-
нием спектрального радиуса матрицы EA(k) в виде λ ≥ ̺(EA(k)) .

Кроме того, в [55] построена верхняя граница на основе резуль-
татов теории вероятностей больших уклонений. Вычисление грани-
цы требует определение случайной величины b , которая является
стохастической границей элементов aij(k) матрицы A(k) в смысле
неравенства Ef(aij(k)) ≤ Ef(b) для любой неубывающей функции
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f , с последующим анализом преобразования Крамера этой величи-
ны. Похожая оценка предложена и в работе [72].

В главе сначала представлен ряд простых оценок, предложен-
ных и изученных в работах [22, 91], для произвольных, регулярных
и положительных матриц, а также даны соответствующие приме-
ры. Затем вводится и изучается класс оценок для систем с неразло-
жимой матрицей на основе использования матриц единичного ран-
га [22, 26]. Применяемый при этом подход опирается на исследо-
вание произведений матриц A(1) · · ·A(k) и заключается в замене
каждой матрицы на ее оценку, построенную при помощи матриц
вида uvT , где u и v — некоторые векторы. Такая замена позво-
ляет вместо произведений матриц рассматривать арифметические
суммы скалярных произведений соответствующих векторов и тем
самым упростить решение. Даны примеры вычисления оценок для
систем с матрицей второго порядка, элементы которой имеют экс-
поненциальное распределение с единичным средним.

8.2. Простые границы для показателя
Ляпунова

Пусть имеется стохастическая динамическая система, эволюция
которой описывается в полукольце Rmax,+ уравнением

x(k) = AT (k)x(k − 1).

Предположим, что последовательность {A(k)|k ≥ 1} состоит из
независимых матриц и удовлетворяет условию теоремы 6.3.

Рассмотрим задачу оценки показателя Ляпунова λ системы.
Простые верхняя и нижняя границы для величины λ могут

быть установлены следующим образом.

Лемма 8.1. Для любого целого m ≥ 1 выполняется

m
√
̺(EAm) ≤ λ ≤ m

√
E‖Am‖. (8.1)

Доказательство. Пусть m = 1 . С учетом свойств математиче-
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ского ожидания и нормы имеем двойное неравенство

‖(EA1)
k‖ =

∥∥∥∥∥

k⊗

i=1

EA(i)

∥∥∥∥∥ ≤ E‖Ak‖ =

= E

∥∥∥∥∥

k⊗

i=1

A(i)

∥∥∥∥∥ ≤ E

k⊗

i=1

‖A(i)‖ = (E‖A1‖)k,

откуда следует неравенство

‖(EA1)
k‖1/k ≤ k

√
E‖Ak‖ ≤ E‖A1‖.

При k →∞ требуемый результат следует из теоремы 5.2.
Справедливость неравенства (8.1) при любом целом m ≥ 1 про-

веряется аналогично. Действительно, для всех k = qm выполняется
неравенство

∥∥∥∥∥

q⊗

i=1

EA(mi−m+ 1) · · ·A(mi)
∥∥∥∥∥ ≤ E‖Ak‖ ≤

≤ E

q⊗

i=1

‖A(mi−m+ 1) · · ·A(mi)‖,

из которого следует

m

√
‖(EAm)q‖1/q ≤ k

√
E‖Ak‖ ≤ m

√
E‖Am‖.

Переходя к пределу при q →∞ , получим неравенство (8.1).

Отметим, что левое и правое неравенства в (8.1) являются точ-
ными в том смысле, что можно указать системы, для которых они
превращаются в равенства.

Пример 8.1. Пусть {αk} — последовательность независимых
одинаково распределенных случайных величин. Рассмотрим систе-
му с матрицей

A(k) =

(
αk 1

1 αk

)
.
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Согласно лемме 4.11, матрица A(k) является матрицей подобия
с множителем αk ⊕ 1 . Следовательно,

‖Ak‖ = (α1 ⊕ 1) · · · (αk ⊕ 1).

Рассмотрим предел

λ = lim
k→∞

‖Ak‖1/k = lim
k→∞

k
√
(α1 ⊕ 1) · · · (αk ⊕ 1).

Переходя к обычным обозначениям, имеем

lim
k→∞

1

k

k∑

i=1

max(αi, 0) = Emax(αi, 0) с в. 1,

откуда следует, что

λ = E(α1 ⊕ 1) = E‖A1‖.

Пример 8.2. Пусть {αk} и {βk} — последовательности неза-
висимых и одинаково распределенных случайных величин. Опре-
делим матрицу системы в виде

A(k) = diag(αk, βk) =

(
αk 0

0 βk

)
.

Учитывая, что

Ak = diag(α1 · · ·αk, β1 · · ·βk),

имеем
‖Ak‖1/k = (α1 · · ·αk)

1/k ⊕ (β1 · · ·βk)1/k.
Вычисление предела приводит к следующему результату

λ = Eα1 ⊕ Eβ1 = tr(EA1) = ̺(EA1).

Пример 8.3. Пусть {αk} , {βk} , {γk} и {δk} — последователь-
ности независимых случайных величин, имеющих экспоненциаль-
ное распределение со средним 1 . Будем предполагать, что αk , βk ,
γk и δk — независимы для любого k , k = 1, 2, . . .
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Рассмотрим в полукольце Rmax,+ систему с матрицей

A(k) =

(
αk βk
γk δk

)
.

Так же, как раньше, будем называть такую систему экспонен-
циальной системой второго порядка.

Заметим, что для этой системы в работе [99] получено точное
значение λ = 407/228 ≈ 1,7851 .

Чтобы найти границы (8.1), потребуются значения средних для
элементов (Am)ij , а также величины ‖Am‖ для матрицы Am . По-
сле соответствующих вычислений для m = 1, 2, 3 имеем

E(A1)ij = 1, E‖A1‖ =
25

12
≈ 2,0833,

E(A2)ij = 2,75, E‖A2‖ =
833

216
≈ 3,8565,

E(A3)ij =
245

54
≈ 4,5370, E‖A3‖ =

21937

3888
≈ 5,6422.

В табл. 8.1 приведены результаты вычисления верхних и ниж-
них границ для величины λ .

Границы m
(8.1) 1 2 3

верхняя 2,0833 1,9282 1,8807
нижняя 1,0000 1,3750 1,5123

Таблица 8.1. Нижние и верхние границы (8.1)

8.3. Системы с регулярной матрицей

Сначала докажем вспомогательные утверждения.

Предложение 8.1. Пусть A и B — независимые случайные
матрицы подходящего размера. Тогда, если матрица B является
регулярной с вероятностью 1 (с в. 1), то

E‖AB‖ ≥ E‖A‖‖(EB1)−‖−1. (8.2)
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Если все элементы матрицы B ненулевые с в. 1, то

E‖AB‖ ≥ E‖A‖‖EB−‖−1. (8.3)

Доказательство. Применим неравенство (6.3). Для проверки
первого неравенства, запишем

E‖AB‖ = E

⊕

i

‖ai‖‖bi‖ ≥ E

⊕

i

‖ai‖E‖bi‖ ≥

≥ E

⊕

i

‖ai‖min
j

E‖bj‖ = E‖A‖‖(EB1)−‖−1.

Второе неравенство проверяется аналогично:

E‖AB‖ ≥ E‖AEB‖ ≥ E‖A‖min
i,j

Ebij = E‖A‖‖EB−‖−1.

Опираясь на (8.2), докажем следующее утверждение.

Лемма 8.2. Если матрица A1 является регулярной с в. 1, то
для любого целого m ≥ 1 выполняется

λ ≥ ‖(EAm1)−‖−1/m. (8.4)

Доказательство. При m = 1 в силу (8.2) имеем

E‖Ak‖ ≥
≥ E‖Ak−1‖‖(EA11)

−‖−1 ≥ · · · ≥ E‖A1‖‖(EA11)
−‖−(k−1) ≥

≥ ‖(EA11)
−‖−k,

откуда прямо следует неравенство λ ≥ ‖(EA11)
−‖−1 .

В случае произвольного целого m ≥ 1 положим k = qm и при-
меним аналогичные рассуждения.

Пример 8.4. Вычислим нижние границы (8.4) для экспонен-
циальной системы второго порядка, описанной в примере 8.3, при
m = 1, 2, 3 . Сначала найдем математические ожидания

(EA11)i = 1,5, (EA21)i =
119

36
≈ 3,3056, (EA31)i =

1649

324
≈ 5,0895.

Вычисление соответствующей нижней границы дает следующие
результаты: 1,5000 , 1,6528 и 1,6965 .
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8.4. Системы с матрицей без нулевых элементов

Если матрица системы не имеет нулевых элементов, то нижнюю
границу можно улучшить.

Лемма 8.3. Если матрица A1 не имеет нулевых элементов с
в. 1, то для любых целых l,m ≥ 1 выполняется

λ ≥ l+m

√
E‖((EA−

l )1)
−Am‖. (8.5)

Доказательство. Пусть l = m = 1 . Для всех k = 2q с учетом
свойств математического ожидания имеем

E‖Ak‖ ≥ E

∥∥∥∥∥

q⊗

i=1

A(2i− 1)EA(2i)

∥∥∥∥∥ ≥

≥ E

∥∥∥∥∥

q⊗

i=1

A(2i− 1)1((EA−(2i))1)−

∥∥∥∥∥ =

= E‖A(1)1‖E
(

q−1⊗

i=1

((EA−(2i))1)−A(2i+ 1)1

)
‖((EA−(k))1)−‖ =

= (E((EA−
1 )1)

−A11)
q−1

E‖A11‖‖((EA−
1 )1)

−‖.

При q →∞ из последнего неравенства следует

λ ≥
√
E((EA−

1 )1)
−A11 =

√
E‖((EA−

1 )1)
−A1‖.

Случай произвольных целых l,m ≥ 1 рассматривается анало-
гично.

Пример 8.5. Найдем нижние границы (8.5) для системы из
примера 8.3 при m = 1, 2, 3 . После выполнения соответствующих
вычислений получим результаты, представленные в табл. 8.2

Следствие 8.1. Если матрица A1 не имеет нулевых элементов
с в. 1, то для любого целого m ≥ 1 выполняется

λ ≥ (‖EA−
1 ‖−1

E‖Am−1‖)1/m. (8.6)
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Границы m
(8.5) 1 2 3

1 1,5417 1,6188 1,6606
l 2 1,6111 1,6516 1,6784

3 1,6551 1,6787 1,6965

Таблица 8.2. Нижние границы (8.5)

Доказательство. При m = 1 справедливы неравенства

E‖Ak‖ ≥ ‖(EA1)
k‖ ≥ ‖EA−

1 ‖−k,

откуда, учитывая, что A0 = I , имеем

λ ≥ ‖EA−
1 ‖−1 = ‖EA−

1 ‖−1
E‖A0‖.

Для произвольного целого m ≥ 1 неравенство (8.6) следует из
(8.5) и неравенства (A1)− ≥ 1

T ‖A‖−1 :

λ ≥ m

√
E‖((EA−

1 )1)
−Am−1‖ ≥ (‖EA−

1 ‖−1
E‖Am−1‖)1/m.

Опираясь на неравенство (8.6), можно оценить погрешность ап-
проксимации значения λ при помощи величины k

√
E‖Ak‖ относи-

тельно метрики ρ в полукольце Rmax,+ .

Лемма 8.4. Если A1 — положительная матрица с в. 1, то для
любого целого k > 0 выполняется

ρ(λ, k
√
E‖Ak‖) ≤ C1/k, (8.7)

где C = ‖EA−
1 ‖E‖A1‖ .

Доказательство. В силу неравенства (8.6) имеем

ρ(λ, k
√
E‖Ak‖) = λ−1 k

√
E‖Ak‖ ⊕ ( k

√
E‖Ak‖)−1λ =

= λ−1 k
√
E‖Ak‖ ≤ (‖EA−

1 ‖−1
E‖Ak−1‖)−1/k(E‖A1‖E‖Ak−1‖)1/k =

= (‖EA−
1 ‖E‖A1‖)1/k.

Пример 8.6. Вычислим константу C в оценке (8.7) для систе-
мы, рассмотренной в примере 8.3. Учитывая, что E‖A1‖ = 25/12 ,
‖EA−

1 ‖ = −1 , имеем C = 13/12 ≈ 1,0833 .
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8.5. Системы с неразложимой матрицей

Для оценки величины λ применим следующий прием. Предпо-
ложим, что для всех k = 1, 2, . . . с вероятностью 1 выполняется
неравенство A(k) ≤ u(k)vT (k) , где u(k) и v(k) — некоторые слу-
чайные векторы. Тогда для матрицы Ak справедливо неравенство

Ak ≤ u(1)

(
k−1⊗

i=1

vT (i)u(i+ 1)

)
vT (k) с в. 1.

Предположим, что векторы w(k) = (uT (k),vT (k))T одинаково
распределены при всех k = 1, 2, . . . , а математические ожидания
E‖u(1)‖ и E‖v(1)‖ являются конечными. Тогда из последнего нера-
венства следует верхняя оценка

λ = lim
k→∞

E‖Ak‖1/k ≤ E[vT (1)u(2)]. (8.8)

Аналогичным путем можно получить нижнюю оценку, выбирая
векторы u(k) и v(k) так, чтобы для всех k = 1, 2, . . . выполнялось
неравенство A(k) ≥ u(k)vT (k)

Для построения рассматриваемых оценок показателя Ляпунова
стохастических систем будем использовать алгебраическую техни-
ку оценки произвольной матрицы с помощью матриц единичного
ранга, представленную ниже.

8.5.1. Алгебраические неравенства. Допустим, что матри-
ца A ∈ X

n×n является неразложимой. Исследуем задачу оценива-
ния A при помощи матриц L и U единичного ранга таких, что

L ≤ A ≤ U.

Положим U = uvT , где u,v ∈ X
n
+ . Рассмотрим неравенство

A ≤ uvT , (8.9)

и заметим, что для любой матрицы A (необязательно неразложи-
мой) оно равносильно неравенству

u−A ≤ vT . (8.10)
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Действительно, (8.10) прямо следует из (8.9). С другой стороны,
из неравенства (8.10) имеем uu−A ≤ uvT , откуда в сочетании с
(1.8) получаем (8.9).

Понятно, что любые два вектора u и v такие, что vT ≥ u−A ,
будут удовлетворять неравенству (8.9). Учитывая, что при фик-
сированном u элементы матрицы U = uvT имеют наименьшие
значения при выборе

vT = u−A, (8.11)

далее будем рассматривать оценки, для которых U = uu−A .
Построение оценок (8.9) теперь можно связать с задачей нахож-

дения такого вектора u , при котором матрица U = uu−A обла-
дает определенными полезными свойствами, например, сохраняет
собственное число и вектор матрицы A или имеет наименьшее воз-
можное значение величины ‖U‖ .

Во многих случаях естественно считать оценку (8.9) тем лучше,
чем меньше элементы матрицы U отличаются от соответствующих
элементов матрицы A . Тогда вектор u может быть найден как
решение задачи

min
u∈Xn

+

ϕ(u;A)

для подходящего критерия ϕ , который в той или иной мере отража-
ет степень близости элементов матрицы A и ее оценки U = uu−A .

Задача построения нижних оценок может рассматриваться ана-
логичным образом и быть представлена в таком же виде, как и в
случае верхних оценок.

Пусть L = uvT , где u,v ∈ X
n . Как и раньше, можно показать

с использованием (1.8), что неравенство uvT ≤ A эквивалентно
vT ≤ (A−u)− . Затем, положив

vT = (A−u)−, (8.12)

рассматривать только нижние оценки с матрицей L = u(A−u)− ,
выбирая вектор u согласно подходящему критерию.
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8.6. Построение оценок для неразложимых
матриц

Рассмотрим ряд верхних и нижних оценок для неразложимой
матрицы A , которые определяются различными способами выбора
вектора u .

8.6.1. Верхние оценки. Заметим, что при выборе вектора u

равным собственному вектору матрицы A , который соответствует
ее спектральному радиусу ̺ = ̺(A) , имеем

Uu = uu−Au = ̺u(u−u) = ̺u,

откуда следует, что тогда матрица U = uu−A сохраняет собствен-
ное число и вектор матрицы A .

Рассмотрим теперь два способа задания критерия ϕ . Естествен-
ной мерой близости матриц A и U , очевидно, является функция

ϕ1(u;A) = ρ(A,U) = tr(A−U) = tr(uu−AA−). (8.13)

Лемма 8.5. Для любой неразложимой матрицы A выполняет-
ся равенство

min
u∈Xn

+

ϕ1(u;A) = ̺(AA−),

где минимум достигается на собственном векторе матрицы AA− ,
который соответствует ̺(AA−) .

Доказательство. Заметим, что

ϕ1(u;A) = tr(uu−AA−) = u−(AA−)u,

а затем применим лемму 4.4.

Еще один простой критерий можно ввести следующим образом.
Рассмотрим величину ‖U‖ = ‖uu−A‖ . Пусть ui обозначает ко-
ординату i вектора u , aj — строку j матрицы A . Представим
величину ‖U‖ в виде

‖U‖ =
n⊕

i=1

n⊕

j=1

ui

n⊕

k=1

u−1
k akj = ‖A‖ ⊕

n⊕

i=1

⊕

j 6=i

uiu
−1
j ‖aj‖.
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Определим функцию

ϕ2(u;A) =

n⊕

i=1

⊕

j 6=i

uiu
−1
j ‖aj‖. (8.14)

Тогда ‖U‖ = ‖A‖⊕ϕ2(u;A) ≥ ‖A‖ и можно ожидать, что оцен-
ка будет, вообще говоря, тем точнее, чем меньше будут различать-
ся максимальные элементы матриц U и A , т.е. величины ‖U‖ и
‖A‖ . Ясно, что с уменьшением значения функции ϕ2 величина
‖U‖‖A‖−1 уменьшается или, по крайней мере, не возрастает.

Лемма 8.6. Для любой неразложимой матрицы A выполняет-
ся равенство

min
u∈Xn

+

ϕ2(u;A) =




n⊕

i=1

⊕

j>i

‖ai‖‖aj‖




1/2

,

причем минимум достигается, когда вектор u имеет координаты
ui = ‖ai‖1/2 , i = 1, . . . , n .

Доказательство. Запишем функцию ϕ2 в виде

ϕ2(u;A) =

n⊕

i=1

⊕

j>i

‖aj‖uiu−1
j ⊕ ‖ai‖u−1

i uj .

Учитывая, что функция f(z) = c1z⊕c2z−1 при c1, c2 ∈ X+ имеет
минимум при z =

√
c2/c1 равный

√
c1c2 (см. рис. 8.1), получим

неравенство

‖aj‖uiu−1
j ⊕ ‖ai‖u−1

i uj ≥
√
‖ai‖‖aj‖,

откуда следует, что

ϕ2(u;A) ≥




n⊕

i=1

⊕

j>i

‖ai‖‖aj‖




1/2

.

Осталось проверить, что последнее неравенство превращается
в равенство для вектора u с координатами ui = ‖ai‖1/2 для всех
i = 1, . . . , n .
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Рис. 8.1. График функции f(z) = c1z ⊕ c2z
−1 в Rmax,+ и Rmax,×

8.6.2. Нижние оценки. Определим функцию, которая будет
для нижних оценок выполнять ту же роль, что и критерий (8.13)
— для верхних

ψ1(u;A) = ρ(A,L) = tr(L−A) = tr(A(u(A−u)−)−). (8.15)

Нетрудно видеть, что на самом деле ψ1(u;A) = ϕ1(u;A) . Дей-
ствительно,

ψ1(u;A) = tr(AA−uu−) = u−AA−u.

Таким образом, выбор в качестве u собственного вектора мат-
рицы AA− является оптимальным одновременно для верхней и
нижней оценок в соответствии с критериями (8.13) и (8.15). Можно
показать, что такой вектор обеспечивает также минимум функции

δ(u;A) = ρ(L,U) = tr(L−U).

Чтобы убедиться в этом, достаточно заметить, что

δ(u;A) = tr(uu−AA−uu−) = u−AA−u.

В заключение рассмотрим матрицу L− = A−uu− ≥ A− . Учи-
тывая, что

‖L−‖ = ‖A−‖ ⊕
n⊕

i=1

⊕

j 6=i

‖(ai)−‖uiu−1
j ,
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введем функцию

ψ2(u;A) =

n⊕

i=1

⊕

j 6=i

‖(ai)−‖uiu−1
j . (8.16)

Легко понять, что для нижней оценки эта функция представля-
ет собой некоторый аналог критерия (8.14). Также как при доказа-
тельстве леммы 8.6 можно показать, что

min
u∈Xn

ψ2(u;A) =




n⊕

i=1

⊕

j>i

‖(ai)−‖‖(aj)−‖




1/2

,

причем минимум достигается для вектора u , координаты которого
ui = ‖(ai)−‖−1/2 , i = 1, . . . , n .

8.7. Примеры вычисления оценок

Покажем, как полученные результаты могут быть применены
для оценки показателя Ляпунова экспоненциальной динамической
системы второго порядка в полукольце Rmax,+ .

Рассмотрим систему с матрицей

A(k) =

(
αk βk
γk δk

)
.

Будем предполагать, что {αk} , {βk} , {γk} и {δk} — последова-
тельности независимых случайных величин, которые имеют экспо-
ненциальное распределение со средним 1 , а также, что случайные
величины αk , βk , γk и δk — независимы при любом k = 1, 2, . . .
Ясно, что так определенная матрица A(k) является неразложимой.

Заметим, что для рассматриваемой системы средняя скорость
роста вектора состояний λ = 407/228 ≈ 1,7851 (см., например [99]).

Пример 8.7. Найдем верхнюю оценку (8.9) для λ , которая со-
ответствуют выбору в качестве u(k) собственного вектора матрицы
A(k) . По формуле (4.3) определим спектральный радиус матрицы

̺k = αk ⊕
√
βkγk ⊕ δk.
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Нетрудно проверить, что собственный вектор u(k) , соответству-
ющий ρk , имеет вид

u(k) =





(
αk ⊕

√
βkγk

γk

)
, если αk ≥ δk,

(
βk√

βkγk ⊕ δk

)
, если αk < δk.

Теперь найдем вектор v(k) , используя (8.11)

v(k) =





(
0

βk(αk ⊕
√
βkγk)

−1 ⊕ γ−1
k δk

)
, если αk ≥ δk,

(
αkβ

−1
k ⊕ (

√
βkγk ⊕ δk)−1γk
0

)
, если αk < δk.

Чтобы определить величину оценки (8.9), осталось найти зна-
чение EvT (1)u(2) . Это можно сделать, например, посредством по-
строения двумерных распределений вероятностей для каждого из
векторов u(k) и v(k) , а затем распределения случайной величины
vT (1)u(2) . Выполнив все необходимые действия, получим

λ ≤ EvT (1)u(2) =
61021

30240
≈ 2,0179.

Пример 8.8. Для нахождения оценок в соответствии с крите-
риями (8.13) и (8.15) сначала рассмотрим матрицу

A(k)A−(k) =

(
1 αkγ

−1
k ⊕ βkδ−1

k

α−1
k γk ⊕ β−1

k δk 1

)
,

где 1 = 0 , и определим ее спектральный радиус

̺k =
√

(αkγ
−1
k ⊕ βkδ−1

k )(α−1
k γk ⊕ β−1

k δk) =

= (αkβ
−1
k γ−1

k δk ⊕ α−1
k βkγkδ

−1
k )1/2.

Как нетрудно проверить, числу ̺k соответствует собственный
вектор

u(k) =

( √
αkβk√
γkδk

)
.
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Применяя (8.11), найдем вектор v(k) для верхней оценки

v(k) =

(
(αkβ

−1
k ⊕ γkδ−1

k )1/2

(α−1
k βk ⊕ γ−1

k δk)
1/2

)
,

а затем величину

vT (1)u(2) =

√
(α1β

−1
1 ⊕ γ1δ−1

1 )α2β2 ⊕ (α−1
1 β1 ⊕ γ−1

1 δ1)γ2δ2.

После вычисления математического ожидания будем иметь

λ ≤ EvT (1)u(2) =
123

64
≈ 1,9219.

Определим значение нижней оценки. Вектор v(k) теперь вы-
числяется по формуле (8.12) и принимает вид

v(k) =

(
(α−1

k βk ⊕ γ−1
k δk)

−1/2

(αkβ
−1
k ⊕ γkδ−1

k )−1/2

)
.

Учитывая, что

vT (1)u(2) =

√
(α−1

1 β1 ⊕ γ−1
1 δ1)−1α2β2 ⊕ (α1β

−1
1 ⊕ γ1δ−1

1 )−1γ2δ2,

имеем оценку

λ ≥ EvT (1)u(2) =
75

64
≈ 1,1719.

Пример 8.9. Вычислим оценки в соответствии с критериями
(8.14) и (8.16). Для верхней оценки имеем векторы

u(k) =

(
(αk ⊕ βk)1/2
(γk ⊕ δk)1/2

)
,

v(k) =

(
αk(αk ⊕ βk)−1/2 ⊕ γk(γk ⊕ δk)−1/2

βk(αk ⊕ βk)−1/2 ⊕ δk(γk ⊕ δk)−1/2

)
,

а также величину

vT (1)u(2) =
(
α1(α1 ⊕ β1)−1/2 ⊕ γ1(γ1 ⊕ δ1)−1/2

)
(α2 ⊕ β2)1/2⊕

⊕
(
β1(α1 ⊕ β1)−1/2 ⊕ δ1(γ1 ⊕ δ1)−1/2

)
(γ2 ⊕ δ2)1/2.
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Вычисление математического ожидания дает оценку

λ ≤ EvT (1)u(2) =
21601

11340
≈ 1,9049.

Для нижней оценки векторы u(k) и v(k) принимают вид

u(k) =

(
(α−1

k ⊕ β−1
k )−1/2

(γ−1
k ⊕ δ−1

k )−1/2

)
,

v(k) =

( (
α−1
k (α−1

k ⊕ β−1
k )−1/2 ⊕ γ−1

k (γ−1
k ⊕ δ−1

k )−1/2
)−1

(
β−1
k (α−1

k ⊕ β−1
k )−1/2 ⊕ δ−1

k (γ−1
k ⊕ δ−1

k )−1/2
)−1

)
,

откуда следует, что

vT (1)u(2) =

=
(
α−1
1 (α−1

1 ⊕ β−1
1 )−1/2 ⊕ γ−1

1 (γ−1
1 ⊕ δ−1

1 )−1/2
)−1

(α−1
2 ⊕ β−1

2 )−1/2⊕

⊕
(
β−1
1 (α−1

1 ⊕ β−1
1 )−1/2 ⊕ δ−1

1 (γ−1
1 ⊕ δ−1

1 )−1/2
)−1

(γ−1
2 ⊕ δ−1

2 )−1/2.

Вычисляя математическое ожидание, приходим к оценке:

λ ≥ EvT (1)u(2) =
223

270
≈ 0,8259.

Приведенные примеры показывают, что для рассматриваемой
системы второго порядка наилучшие результаты при вычислении
верхних оценок средней скорости роста вектора состояний дают
оценки, полученные в соответствии с критериями (8.13) и (8.14),
которые, кроме того, являются более точными по сравнению с верх-
ней оценкой (8.1). В то же время из полученных результатов можно
заключить, что нижние оценки оказываются менее точными, чем
оценки (8.4) и (8.5).
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Глава 9

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ СЕТЕЙ С
ОЧЕРЕДЯМИ

9.1. Введение

Среди моделей сетей с очередями, применяемых для описания
реальных систем и процессов, определенный интерес представля-
ет класс моделей, в которых наряду с обычными процедурами об-
служивания требований могут выполняться вспомогательные опе-
рации «разъединения» (fork) и «объединения» (join). Эти опера-
ции обеспечивают возможность представить в модели объединение
(сборку) нескольких требований в одно, а также разъединение (рас-
щепление) требования на несколько новых требований. Такие мо-
дели обычно называют сетями с разъединением-объединением тре-
бований (fork-join queueing networks) или сетями с синхронизацией
поступления и убытия требований [1, 56].

Модели сетей с синхронизацией оказываются удобным инстру-
ментом описания производственных систем, бизнес-процессов, се-
тей передачи сообщений, вычислительных систем и т. п. Примером
операций объединения и разъединения в реальных системах может
служить разделение сообщения на отдельные пакеты, предназна-
ченные для передачи по различным маршрутам в сети передачи
данных, и восстановление сообщения из пакетов в конечном пунк-
те его доставки. Другие примеры можно найти, например, в [1].

Особенностью рассматриваемого класса моделей является воз-
можность применения аппарата идемпотентной алгебры для описа-
ния и анализа динамики системы. Ниже будет показано, что любая
система рассматриваемого класса может быть описана при помощи
линейного в смысле полукольца Rmax,+ уравнения

x(k) = A(k)x(k − 1), (9.1)

где x(k) — вектор, который описывает k -ое состояние системы,
A(k) — некоторая переходная матрица системы.
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Применение аппарата идемпотентной алгебры, который позво-
ляет представить динамику сетей в компактной форме при помощи
уравнений вида (9.1), открывает новые возможности для исследо-
вания сетей с очередями. В частности, алгебраический подход ока-
зывается достаточно продуктивным при изучении стохастических
моделей сетей, для которых вектор x(k) и матрица A(k) являются
случайными, а уравнение (9.1) представляет собой стохастическое
обобщенное разностное уравнение [55, 71, 89, 21, 76, 33].

Наконец, описание динамики системы при помощи уравнения
(9.1) оказывается весьма полезным при разработке эффективных
универсальных алгоритмов и процедур имитационного моделиро-
вания сетей с очередями [67, 54, 85], включая алгоритмы и проце-
дуры, предназначенные для моделирования с использованием мно-
гопроцессорных параллельных вычислительных систем [6, 46].

В главе рассматриваются алгебраические модели динамики си-
стем с очередями, предложенные и изученные в работах [83, 85, 86,
87, 88, 89, 90, 20, 21]. Сначала строится модель сети с неограничен-
ной емкостью накопителей и произвольным числом требований, ко-
торые могут находиться в узлах в начальный момент времени. Для
этой модели составляется неявное уравнение для вектора состояний
системы, которое имеет вид неоднородного линейного уравнения 2-
го рода в смысле полукольца Rmax,+ . Даны условия, при которых
уравнение разрешимо относительно вектора состояний, и представ-
лено его решение в виде линейного рекуррентного динамического
уравнения.

Полученные результаты затем распространяются на модели се-
тей с ограниченной емкостью накопителей и возможностью бло-
кировки в соответствии с производственным и коммуникационным
типом блокирования. Приведены примеры построения моделей для
различных систем, включая открытые и замкнутые многофазные
системы, а также системы с синхронизацией движения требований.

В заключение рассмотрены последовательные и параллельные
алгоритмы имитационного моделирования для многофазных си-
стем и исследована их эффективность [64, 85].
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9.2. Сети с синхронизацией движения
требований

Рассмотрим сеть, состоящую из n узлов, в каждом из кото-
рых имеется обслуживающее устройство и накопитель, предназна-
ченный для размещения требований, поступивших в узел. Тополо-
гия сети описывается ориентированным графом G = 〈V,E〉 , где
V = {1, . . . , n} — множество вершин графа, соответствующих уз-
лам сети, а E = {(i, j)} ⊂ V × V — множество дуг графа, опреде-
ляющих маршруты движения требований.

Для любого узла i ∈ V определим множества узлов

P (i) = {j|(j, i) ∈ E}, S(i) = {j|(i, j) ∈ E}.

Каждый узел i , для которого выполняется P (i) = ∅ , рассмат-
ривается как источник бесконечного потока требований, поступаю-
щих в систему. Требования выводятся из системы после обслужи-
вания в узлах i , для которых S(i) = ∅ .

В начальный момент времени все обслуживающие устройства
сети свободны, очередь требований в каждом узле-источнике имеет
бесконечную длину, а очередь в любом другом узле i содержит ci ,
0 ≤ ci <∞ , требований.

Предполагается, что процессы обслуживания требований в уз-
лах сети удовлетворяют некоторым ограничениям по синхрониза-
ции. Механизмы синхронизации реализуются при помощи вспомо-
гательных операций «объединения» (join) и «разъединения» (fork),
которые выполняются в узлах соответственно до и после обслу-
живания требования. Выполнение операции объединения в узле i
состоит в том, что требование не присоединяется к очереди до тех
пор, пока в узел не поступит по одному требованию из каждого уз-
ла j ∈ P (i) . Указанные требования объединяются в одно, которое
затем присоединяется к очереди требований, ожидающих обслужи-
вания в узле i .

Операция разъединения в узле i выполняется всякий раз, когда
завершается обслуживание очередного требования. Требование за-
мещается новыми требованиями, количество которых равно числу
узлов множества S(i) . Затем новые требования одновременно по-
кидают i и направляются по одному в каждый из узлов j ∈ S(i) .
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Операции объединения и разъединения, а также перемещение
требований в сети от узла к узлу осуществляются мгновенно.

9.3. Динамическое уравнение

Обозначим через τik продолжительность, а через ui(k) и xi(k)
моменты времени начала и завершения k -го обслуживания в узле
i , соответственно.

При условии, что система начинает функционировать в нулевой
момент времени, положим xi(0) = 0 и xi(k) = −∞ для всех k < 0 ,
i = 1, . . . , n .

Нетрудно видеть, что динамика сети может быть описана сле-
дующими двумя уравнениями

xi(k) = max(ui(k), xi(k − 1)) + τik,

ui(k) =





max
j∈P (i)

xj(k − ci), если P (i) 6= ∅,

−∞, если P (i) = ∅.

Эти уравнения можно представить как уравнения в полукольце
Rmax,+

xi(k) = τik(ui(k)⊕ xi(k − 1)), (9.2)

ui(k) =





⊕

j∈P (i)

xj(k − ci), если P (i) 6= ∅,

0, если P (i) = ∅.
(9.3)

Чтобы записать полученные уравнения в матричном виде, вве-
дем векторы

x(k) =




x1(k)
...

xn(k)


 , u(k) =




u1(k)
...

un(k)


 ,

а также диагональную матрицу

Tk =




τ1k 0

. . .

0 τnk


 .
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Выберем число M = max{ci|ci <∞, i = 1, . . . , n} . Для каждого
m = 0, 1, . . . ,M определим матрицу Gm с элементами

{Gm}ij =
{

1, если i ∈ P (j) и m = cj ,

0, в противном случае.

Ясно, что матрица Gm может рассматриваться как матрица смеж-
ности графа Gm = 〈V,Em〉 , где Em = {(i, j)|i ∈ P (j), cj = m} .

Теперь уравнения (9.2) и (9.3) могут быть записаны в матрич-
ном виде так

x(k) = Tk(u(k)⊕ x(k − 1)),

u(k) =

M⊕

m=0

GT
mx(k −m).

Объединяя оба уравнения, получим неявное уравнение относи-
тельно x(k)

x(k) = TkGT
0 x(k)⊕ Tkx(k − 1)⊕ Tk

M⊕

m=1

GT
mx(k −m). (9.4)

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 9.1. Пусть граф G0 является ациклическим, r — наи-
большая длина пути в этом графе.

Тогда уравнение (9.4) разрешимо относительно x(k) в форме

x(k) =

M⊕

m=1

Am(k)x(k −m), (9.5)

где

A1(k) = (I ⊕ TkGT
0 )

rTk(I ⊕GT
1 ), (9.6)

Am(k) = (I ⊕ TkGT
0 )

rTkGT
m, m = 2, . . . ,M. (9.7)

Доказательство. Уравнение (9.4) является линейным неодно-
родным уравнением относительно x(k) с матрицей TkGT

0 .
В силу того, что граф G0 является ациклическим, для соответ-

ствующей матрицы G0 выполняется Tr(G0) = 0 . Учитывая диаго-
нальную форму матрицы Tk , имеем Tr(TkGT

0 ) = 0 .
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По теореме 3.2 существует единственное решение уравнения, ко-
торое записывается в виде

x(k) = (TkGT
0 )

+

(
Tkx(k − 1)⊕ Tk

M⊕

m=1

GT
mx(k −m)

)
.

Любой путь в графе G0 состоит из не более чем r дуг. Следова-
тельно, (TkGT

0 )
q = Gq

0 = 0 для всех q ≥ r . Осталось заметить, что
тогда

(TkGT
0 )

+ = I ⊕ TkGT
0 ⊕ · · · ⊕ (TkGT

0 )
r = (I ⊕ TkGT

0 )
r.

Введем расширенный вектор состояний

x̃(k) =




x(k)
x(k − 1)

...
x(k −M + 1)




и расширенную матрицу системы

Ã(k) =




A1(k) . . . AM−1(k) AM (k)
I 0 0

. . .
...

0 I 0


 .

Тогда, очевидно, динамическое уравнение системы может быть
представлено в виде

x̃(k) = Ã(k)x̃(k − 1).

9.4. Сети с конечной емкостью накопителей

Будем предполагать, что емкость накопителей в некоторых уз-
лах сети является конечной. В сетях с ограниченной емкостью на-
копителей возможно блокирование (запрет) передвижения требова-
ний от одного узла к другому, например, из-за отсутствия свобод-
ного места в накопителе узла, в который направляется требование.
Различают два основных типа блокировки: производственный тип
(manufacturing blocking) и коммуникационный тип (communication
blocking) [62, 67].

204



9.4.1. Производственный тип блокировки. Такой тип бло-
кировки обычно возникает в моделях производственных процессов.
Например, сборка готовых изделий и передача их на склад готовой
продукции могут быть приостановлены ввиду отсутствия свобод-
ного места на складе.

Производственный механизм блокирования заключается в том,
что требование после завершения обслуживания не может освобо-
дить обслуживающее устройство и перейти в следующий узел, если
накопитель этого узла заполнен другими требованиями.

Для каждого узла i = 1, . . . , n обозначим через bi максимальное
число требований, которые могут быть размещены в накопителе
(емкость накопителя). Заметим, что 1 ≤ bi ≤ ∞ и ci < bi .

Пусть vi(k) — момент времени, когда для k -го требования в
узле i в накопителях каждого из узлов j ∈ S(i) появится по крайне
мере одно свободное место. Уравнение (9.2) тогда примет вид

xi(k) = τik(ui(k)⊕ xi(k − 1))⊕ vi(k), (9.8)

где

vi(k) =





⊕

j∈S(i)

xj(k − bj), если S(i) 6= ∅,

0, если S(i) = ∅.
(9.9)

Введем обозначения

M1 = max{ci|ci <∞, i = 1, . . . , n},
M2 = max{bi|bi <∞, i = 1, . . . , n}.

и определим величину M = max{M1,M2} .
Введем вектор

v(k) =




v1(k)
...

vn(k)


 ,

а также матрицы Hm , m = 1, . . . ,M2 , с элементами

{Hm}ij =
{

1, если j ∈ S(i) и m = bj ,

0, в противном случае.
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Записывая уравнения (9.8) и (9.9) в матричной форме, имеем

x(k) = Tk(u(k)⊕ x(k − 1))⊕ v(k),

u(k) =

M⊕

m=0

GT
mx(k −m),

v(k) =

M⊕

m=1

Hmx(k −m).

Положив Gm = 0 для всех m = M1 + 1,M1 + 2, . . . ,M2 , если
M2 > M1 , приходим к уравнению

x(k) = TkGT
0 x(k)⊕ Tkx(k − 1)⊕

M⊕

m=1

(TkGT
m ⊕Hm)x(k −m). (9.10)

9.4.2. Коммуникационный тип блокировки. Пусть в сети
действует правило, при котором обслуживание требования в уз-
ле i не начинается до тех пор, пока в каждом из узлов j ∈ S(i)
не окажется свободного места. Такой механизм блокирования от-
ражает особенности работы коммуникационных сетей, в которых,
например, обработка пакета данных начинается только тогда, когда
имеется свободный канал для его дальнейшей передачи.

С учетом обозначений, введенных выше, скалярное уравнение
для xi(k) записывается в виде

xi(k) = τik(ui(k)⊕ xi(k − 1)⊕ vi(k)).

В матричной форме имеем уравнения

x(k) = Tk(u(k)⊕ x(k − 1)⊕ v(k)),

u(k) =

M⊕

m=0

GT
mx(k −m),

v(k) =

M⊕

m=1

Hmx(k −m).

206



После соответствующих подстановок приходим к уравнению

x(k) = TkGT
0 x(k)⊕ Tkx(k− 1)⊕ Tk

M⊕

m=1

(GT
m ⊕Hm)x(k −m). (9.11)

Так же, как при доказательстве предыдущей леммы, нетрудно
проверить справедливость следующего утверждения.

Лемма 9.2. Пусть граф G0 является ациклическим, r — наи-
большая длина пути в этом графе.

Тогда уравнения (9.10) и (9.11) разрешимы относительно x(k)
в форме

x(k) =

M⊕

m=1

Am(k)x(k −m), (9.12)

где матрицы Am(k) для уравнения (9.10) определяются так

A1(k) = (I ⊕ TkGT
0 )

r(Tk(I ⊕GT
1 )⊕H1), (9.13)

Am(k) = (I ⊕ TkGT
0 )

r(TkGT
m ⊕Hm), m = 2, . . . ,M ; (9.14)

а для уравнения (9.11) так

A1(k) = (I ⊕ TkGT
0 )

rTk(I ⊕GT
1 ⊕H1), (9.15)

Am(k) = (I ⊕ TkGT
0 )

rTk(GT
m ⊕Hm), m = 2, . . . ,M. (9.16)

9.5. Примеры моделей сетей

9.5.1. Многофазные системы. Многофазные системы могут
рассматриваться как сети с простейшей (линейной) топологией, в
которых не предусмотрено выполнение операций объединения и
разъединения требований.

Рассмотрим открытую многофазную систему, состоящую из n
узлов с неограниченной емкостью накопителей (рис. 9.1).

Для такой системы равенство (9.3) записывается в виде

ui(k) =

{
0, если i = 1,

xi−1(k − ci), если i > 1.
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1

c1 =∞

❦ ✲
2

c2

❦ ✲ q q q ✲
n

cn

❦ ✲

Рис. 9.1. Открытая многофазная система

При условиях c1 =∞ и ci = 0 для всех i = 1, . . . , n выполняется
M = 0 . Имеем матрицу

G0 =




0 1 0

...
. . .

. . .
...

. . . 1

0 . . . . . . 0



,

которая совпадает с матрицей смежности графа всей сети.
Полагая G1 = 0 , получим уравнение (9.1) с матрицей

A(k) = (I ⊕ TkGT
0 )

n−1Tk =

=




τ1k 0 . . . 0

τ1kτ2k τ2k 0

...
...

. . .

τ1k · · · τnk τ2k · · · τnk . . . τnk


 . (9.17)

Рассмотрим замкнутую систему с неограниченной емкостью на-
копителей (рис. 9.2).

1

c1

❦ ✲
2

c2

❦ ✲ q q q ✲
n

cn

❦ ✲✲

Рис. 9.2. Замкнутая многофазная система
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Для рассматриваемой системы уравнение (9.3) принимает вид

ui(k) =

{
xn(k − c1), если i = 1,

xi−1(k − ci), если i > 1.

В случае, когда ci = 1 для всех i = 1, . . . , n , имеем M = 1 ,

G0 = 0, G1 =




0 1 0

...
. . .

. . .

0 0
. . . 1

1 0 . . . 0



.

Матрица системы записывается в виде

A(k) = Tk(I ⊕GT
1 ) =




τ1k 0 . . . 0 τ1k
τ2k τ2k 0 0

. . .
. . .

. . .
. . .

0 0 τnk τnk



.

9.5.2. Многофазные системы с блокированием. Предпо-
ложим, что все узлы открытой многофазной системы, за исклю-
чением узла 1 , могут иметь ограниченную емкость накопителей
(рис. 9.3).

1

c1 =∞
b1 =∞

❦ ✲
2

c2 = 0

b2

❦ ✲ q q q ✲
n

cn = 0

bn

❦ ✲

Рис. 9.3. Многофазная система с конечной емкостью накопителей

Предположим, что b1 =∞ и b2 = · · · = bn = 1 . В этом случае

ui(k) =

{
0, если i = 1,

xi−1(k), если i > 1,
vi(k) =

{
xi+1(k − 1), если i < n,

0, если i = n.
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Кроме того, для рассматриваемой системы выполняется M = 1 ,

G0 =




0 1 0

...
. . .

. . .
...

. . . 1

0 . . . . . . 0



, G1 = 0, H1 = G0.

При условии, что в системе действует производственный тип
блокирования, матрица системы записывается в виде

A(k) = (I ⊕ TkGT
0 )

n−1(Tk ⊕G0) =

=




τ1k 1 0

τ1kτ2k τ2k
. . .

...
...

. . . 1

τ1k · · · τnk τ2k · · · τnk . . . τnk



.

Если в системе применяется коммуникационный механизм бло-
кирования, то имеем матрицу

A(k) = (I ⊕ TkGT
0 )

n−1Tk(I ⊕G0) =

=




τ1k τ1k 0

τ1kτ2k τ1kτ2k
. . .

...
...

. . . τn−1,k

τ1k · · · τnk τ1k · · · τnk . . . τn−1,kτnk



.

Рассмотрим систему, состоящую из n = 3 узлов, в которой дей-
ствует производственный механизм блокирования. Предположим,
что b1 = b2 =∞ и b3 = 1 . В этом случае имеем M = 1 ,

G0 =




0 1 0

0 0 1

0 0 0


 , G1 = 0, H1 =




0 0 0

0 0 1

0 0 0


 .

Запишем матрицу системы

A(k) = (I⊕TkGT
0 )

2(Tk⊕H1) =




τ1k 0 0

τ1kτ2k τ2k 1

τ1kτ2kτ3k τ2kτ3k τ3k


 . (9.18)
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Пусть в системе действует коммуникационный тип блокирова-
ния при условии, что n = 3 , b1 = ∞ и b2 = b3 = 1 . Тогда M = 1 ,
G1 = 0 и H1 = G0 , а матрица системы принимает вид

A(k) = (I ⊕ TkGT
0 )

2Tk(I ⊕G0) =

=




τ1k τ1k 0

τ1kτ2k τ1kτ2k τ2k
τ1kτ2kτ3k τ1kτ2kτ3k τ2kτ3k


 . (9.19)

9.5.3. Сеть с синхронизацией движения требований. Пе-
рейдем к моделям систем, в которых могут выполняться операции
объединения и разъединения требований.

Рассмотрим сеть с синхронизацией и неограниченной емкостью
накопителей в узлах, представленную на рис. 9.4.

1

c1 =∞

❦ ✲
2

c2 = 0

❦��
�✒

❅
❅
❅❘

3

c3 = 1

❦��

❅
❅❘

❅
❅
❅❘

4

c4 = 0

❦��
�✒

5

c5 = 1

❦ ✲

Рис. 9.4. Сеть с синхронизацией движения требований

Ясно, что для рассматриваемой сети M = 1 . Найдем матрицы

G0 =




0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0



, G1 =




0 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0



.
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Учитывая, что r = 2 , приходим к уравнению (9.1) с матрицей

A(k) = (I ⊕ TkGT
0 )

2Tk(I ⊕GT
1 ) =

=




τ1k 0 0 0 0

τ1kτ2k τ2kτ3k τ2kτ3k 0 0

0 τ3k τ3k 0 0

τ1kτ2kτ4k τ2kτ3kτ4k τ2kτ3kτ4k τ4k 0

0 0 τ5k τ5k τ5k



. (9.20)

9.5.4. Карусельный механизм маршрутизации. В моде-
лях систем, рассмотренных выше, использовалась некоторая по-
стоянная для всех требований процедура выбора маршрута, при
которой требования, покидающие узел, направлялись к одним и
тем же заранее определенным узлам. Однако, модели сетей с син-
хронизацией могут быть также применены к описанию систем с
переменной регулярной маршрутизацией. В таких системах требо-
вания после обслуживания в узле могут направляться к различным
узлам, выбор которых осуществляется в соответствии с некоторой
регулярной (например, циклической) процедурой.

Рассмотрим открытую систему, изображенную на рис 9.5, кото-
рая состоит из l + 1 узла.
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Рис. 9.5. Система с карусельным механизмом маршрутизации
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Узел 0 системы представляет внешний источник требований.
Каждое требование, поступающее в систему, направляется в один
из узлов i = 1, . . . , l в соответствии с круговым (карусельным) ме-
ханизмом маршрутизации, который состоит в следующем. Первое
требование переходит в узел 1 , второе переходит в узел 2 , и т.д.
После l -го требования, переданного в узел l , следующее требование
направляется в узел 1 , и вся процедура повторяется снова. Подоб-
ный карусельный механизм маршрутизации используется, напри-
мер, в гибких автоматизированных производственных системах, а
также в моделях вычислительных систем и процессов.

Заметим, что рассматриваемая система может быть заменена
эквивалентной сетью с синхронизацией, которая состоит из n = 2l
узлов и представлена на рис. 9.6.
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Рис. 9.6. Эквивалентная сеть с синхронизацией

Для новой системы M = 1 , r = l . Время обслуживания требо-
вания k в узлах i = l + 1, l + 2, . . . , 2l определяется так

τik = τ0,kl−2l+i.
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Равенство (9.3) принимает вид

ui(k) =





xl+i(k), если i = 1, . . . , l,

x2l(k − 1), если i = l + 1,

xi−1(k), если i = l + 2, . . . , n.

Чтобы составить динамическое уравнение для системы, введем
блочно-диагональную матрицу

Tk =

(
Rk 0

0 Sk

)
,

где

Rk =




τ1k 0

. . .

0 τlk


 , Sk =




τl+1,k 0

. . .

0 τ2l,k


 .

Записывая в блочном виде матрицы G0 и G1 , получим

G0 =

(
0 0

I E

)
, G1 =

(
0 0

0 F

)
,

где E и F — матрицы порядка l ,

E =




0 1 0

...
. . .

. . .
...

. . . 1

0 . . . . . . 0



, F =




0 . . . . . . 0

...
. . .

...

0 0
. . .

...
1 0 . . . 0



.

Вычисление матрицы системы дает результат

A(k) = (I ⊕ TkGT
0 )

lTk(I ⊕GT
1 ) =

=

(
Rk Rk(I ⊕ SkET )l−1Sk(I ⊕ FT )
0 (I ⊕ SkET )l−1Sk(I ⊕ FT )

)
.

Пусть l = 2 . Запишем матрицы

G0 =




0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 1

0 1 0 0


 , G1 =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0


 .
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Матрица системы имеет вид

A(k) = (I ⊕ TkGT
0 )

2Tk(I ⊕GT
1 ) =

=




τ1k 0 τ1kτ3k τ1kτ3k
0 τ2k τ2kτ3kτ4k τ2kτ3kτ4k
0 0 τ3k τ3k
0 0 τ3kτ4k τ3kτ4k


 . (9.21)

9.6. Вектор состояний в многофазных системах

Для моделей некоторых систем динамическое уравнение (9.1)
может быть записано для вектора состояний, компонентами кото-
рого, вместо времени завершения обслуживания, являются другие
временные значения, например, время пребывания или время ожи-
дания требования в соответствующих узлах.

9.6.1. Время пребывания требования в системе. Рассмот-
рим открытую многофазную систему с неограниченной емкостью
накопителей (см. рис. 9.1). Обозначим через si(k) время пребыва-
ния k -го требования в узлах с 1-го по i -ый. Учитывая, что пер-
вый узел служит для представления внешнего потока требований,
положим s1(k) = 0 . Нетрудно видеть, что для всех i = 1, . . . , n ,
выполняется равенство

si(k) = xi(k)− x1(k).

которое в полукольце Rmax,+ принимает вид

si(k) = xi(k)x
−1
1 (k).

Введем вектор s(k) = (s1(k), . . . , sn(k))
T и перейдем к матрич-

ной записи
s(k) = x(k)x−1

1 (k).

Используя динамическое уравнение для вектора x(k) , а также
очевидное равенство x1(k) = x1(k − 1)τ1k , получим

s(k) = A(k)x(k − 1)x−1
1 (k − 1)τ−1

1k .
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Положив B(k) = τ−1
1k A(k) последнее уравнение можно привести

к виду
s(k) = B(k)s(k − 1). (9.22)

9.6.2. Время ожидания требований. Обозначим суммарное
время ожидания обслуживания требованием k в узлах с 1-го по
i -ый через wi(k) . Учитывая, что в обычных обозначениях время
пребывания требования в системе складывается из времени обслу-
живания и времени ожидания, имеем

s1(k) = w1(k) = 0,

si(k) = wi(k) +

i∑

j=2

τjk, i = 2, . . . , n.

В полукольце Rmax,+ эти равенства принимают вид

s1(k) = w1(k) = 1,

si(k) = wi(k)
i⊗

j=2

τjk, i = 2, . . . , n.

Определим вектор w(k) = (w1(k), . . . , wn(k))
T и перейдем к

матричной записи. Имеем равенство

s(k) = τ−1
1k D(k)w(k),

где

D(k) =




τ1k 0 . . . 0

0 τ1kτ2k 0

...
. . .

0 0 τ1k · · · τnk


 .

В силу того, что D(k) является диагональной матрицей, для ко-
торой существует обратная матрица, полученное уравнение можно
преобразовать к виду

w(k) = τ1kD
−1(k)s(k).
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Применяя (9.22), последовательно получаем

w(k) = D−1(k)A(k)s(k − 1) = τ−1
1,k−1D

−1(k)A(k)D(k − 1)w(k − 1).

Определив матрицу C(k) = τ−1
1,k−1D

−1(k)A(k)D(k − 1) , можно
записать динамическое уравнение для времени ожидания в виде

w(k) = C(k)w(k − 1). (9.23)

Заметим, что последнее уравнение остается в силе для много-
фазных систем с ограниченной емкостью накопителей. При этом,
однако, величина wi(k) будет включать не только время ожидания
обслуживания, но и время, в течении которого требование было
заблокировано.

9.7. Имитационные модели многофазных
систем

Рассмотрим алгоритмы имитационного моделирования для мно-
гофазных систем, которые опираются на динамическое уравнение
(9.1). Ясно, что процедуры моделирования на основе уравнений
(9.22) и (9.23) будут иметь аналогичную структуру и сложность.

Предполагается, что время обслуживания τik представляет со-
бой реализации некоторых случайных величин, которые могут быть
получены для любого i = 1, . . . , n и k = 1, 2 . . . при помощи подхо-
дящих датчиков псевдослучайных чисел [12, 13]. Поэтому так же,
как в работах [62, 67, 64], будем рассматривать только процедуры
вычисления вектора состояний системы на основе уравнения (9.1).

9.7.1. Последовательный алгоритм моделирования. Сна-
чала рассмотрим временную сложность и требования к памяти в
случае, когда имеется только один скалярный процессор. Соответ-
ствующий последовательный алгоритм состоит из последователь-
ных шагов вычисления вектора состояний системы. Очередной шаг
k включает вычисление элементов матрицы A(k) и ⊗ -умножение
A(k) на вектор x(k − 1) для получения вектора x(k) .

Пусть моделирование системы осуществляется до момента за-
вершения K -го обслуживания в узле n . Обозначим общее коли-
чество операций (включая ⊕ -сложение и ⊗ -умножение), которые
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выполняются на шаге k при определении элементов матрицы A(k)
и вычислении произведения A(k)x(k− 1) соответственно через N1

и N2 . Тогда моделирующий алгоритм потребует N = K(N1 + N2)
операций (без учета индексных вычислений). Обозначим через M
число ячеек памяти, которые потребуются для выполнения вычис-
лений и хранения их результатов.

Рассмотрим модель открытой многофазной системы с неограни-
ченной емкостью накопителей. Учитывая треугольную форму мат-
рицы системы, последовательный алгоритм для вычисления векто-
ров x , k = 1, . . . ,K , может быть представлен в виде

Алгоритм 9.1.

For i = 1, . . . , n, do xi(0)←− 0 .
For k = 1, . . . ,K, do

for i = 1, . . . , n , do

aii(k)←− τik ;

for j = 1, . . . , i− 1 , do

aij(k)←− ai−1,j(k)τik ;

for i = 1, . . . , n , do

xi(k)←− ai1(k)xi(k − 1) ;
for j = 2, . . . , i , do

xi(k)←− xi(k)⊕ aij(k)xj(k − 1) .

Нетрудно видеть, что для алгоритма требуется N1 = n(n+1)/2
и N2 = n2 операций и M = n(n+5)/2 ячеек памяти. Учитывая, что
общее число операций при вычислении K последовательных векто-
ров имеет порядок N = O(n(3n+1)K/2) , эффективность этого ал-
горитма вполне сравнима с эффективностью других аналогичных
процедур [62, 64]. В частности, алгоритм в [64] позволяет вычислять
время завершения K -го обслуживания в узле n за O(2K(n + 1))
операций. Однако этот алгоритм предназначен для вычисления ве-
личин xn(k) , а не всех компонент вектора x(k) . Следовательно,
для корректного сравнения сложности алгоритма 9.1 с алгоритмом
в [64] необходимо умножить число операций этого алгоритма на K .

9.7.2. Векторный алгоритм моделирования. Теперь пред-
положим, что моделирование выполняется на векторном процессо-
ре с достаточным числом векторных регистров для обработки n -
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векторов. Используя обозначение ai(k) = (ai1(k), . . . , ain(k)) , мож-
но построить следующую модификацию алгоритма 9.1.

Алгоритм 9.2.

x(0)←− (0, . . . , 0)T .

For k = 1, . . . ,K , do

A(k)←− I ;
for i = 1, . . . , n , do

aii(k)←− τik ;

ai(k)←− ai−1(k)τik ;

xi(k)←− ai(k)x(k − 1) .

Нетрудно видеть, что применение векторного процессора поз-
воляет получить матрицу A(k) за N1 = n векторных операций.
Вычисление каждого элемента вектора x(k) в соответствии с урав-
нением (9.1) включает покомпонентное сложение строки матрицы
A(k) и вектора x(k−1) с последующим определением максимально-
го элемента полученной векторной суммы. Заметим, что сложение
двух векторов требует выполнения только одной операции вектор-
ного процессора.

Из треугольной формы матрицы A(k) для рассматриваемых
многофазных систем следует, что для определения i -го элемента
вектора x(k) по существу требуется выполнить не более чем i би-
нарных операций вычисления максимума. Используя метод рекур-
сивного удвоения [46], можно получить максимум i последователь-
ных элементов вектора за log2 i операций. Для всех элементов век-
тора x(k) тогда потребуется выполнение

N2 = n+ log2 1 + · · ·+ log2 n = n+ log2(n!)

операций. Наконец, вычисление K последовательных векторов вы-
полняется за N = O(K(log2(n!) + 2n)) векторных операций.

Нетрудно видеть, что применение для моделирования векторно-
го процессора позволяет достичь ускорения

Sv = O(n(3n+ 1)/(log2(n!)/2 + n))

по сравнению с использованием скалярного процессора.
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9.7.3. Параллельное моделирование. Рассмотрим процеду-
ру имитационного моделирования, предназначенную для выполне-
ния на параллельной вычислительной системе, оснащенной SIMD
(single instruction, multiple data) процессором. Другие параллель-
ные алгоритмы, основанные на алгебраических моделях систем с
очередями можно найти, например, в [67].

Пусть P обозначает число процессоров системы, P ≥ n . Следу-
ющий алгоритм состоит из L = ⌈K/P ⌉ шагов, где ⌈x⌉ обозначает
наименьшее целое, большее либо равное x .

Алгоритм 9.3.

x(0)←− (0, . . . , 0)T .

For l = 1, . . . , L , do

i1 ←− (l − 1)P ; i2 ←− min(lP,K) ;
in parallel, for i = i1 + 1, i1 + 2, . . . , i2 , do

evaluate A(i) ;
for i = i1 + 1, i1 + 2, . . . , i2 , do

in parallel, for j = 1, . . . , n , do

xj(i)←− aj(i)x(i− 1) .

Чтобы оценить эффективность алгоритма, заметим, что каж-
дый шаг включает параллельное вычисление P последовательных
матриц, которое выполняется за N1 = n(n+1)/2 параллельных опе-
раций. Затем определяются P последовательных векторов, причем
элементы каждого вектора вычисляются параллельно на различ-
ных процессорах.

Учитывая, что вычисление вектора требует n обычных сложе-
ний и столько же вычислений максимума, общее число операций
составляет 2n для одного вектора и 2Pn для P векторов. Тогда
выполнение всего алгоритма потребует N = L(n(n+1)/2+2Pn) па-
раллельных операций. Нетрудно проверить, что при P ≥ n выпол-
няется N = O(3Kn/2) , если K →∞ . В частности, при P = n и до-
статочно большом K параллельный алгоритм будет иметь по срав-
нению с последовательным алгоритмом ускорение SP = O(3P/5) .
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Глава 10

СТОХАСТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ СИСТЕМ
С ОЧЕРЕДЯМИ

10.1. Введение

Стохастические модели сетей с очередями находят широкое при-
менение при изучении и анализе многих реальных систем в техни-
ке, экономике, управлении и других областях. Во многих случа-
ях динамика системы может быть описана в явном виде при по-
мощи рекуррентных уравнений, которые впервые были введены
Д. В. Линдли [94] при исследовании системы с одним обслужи-
вающим устройством и очередью. Другие примеры рекуррентных
уравнений можно найти, например, в работах [14, 19, 81, 64, 82, 84].

Наибольшее распространение при исследовании таких систем
получили аналитические методы, основанные на применении ре-
зультатов теории массового обслуживания и методы компьютерно-
го имитационного моделирования. Аналитические методы [17, 51,
14] позволяют получить удобные расчетные формулы для определе-
ния характеристик систем. Однако прямое применение результатов
теории массового обслуживания, как правило, ограничено сравни-
тельно узким кругом реальных систем. В частности, для получения
компактных расчетных формул обычно требуется, чтобы интерва-
лы времени между поступлением требований в систему и длитель-
ности обслуживания требований соответствовали закону распреде-
ления вероятностей определенного типа (экспоненциальное распре-
деление и некоторые другие распределения), а также удовлетворя-
ли довольно жестким требованиям независимости. В общем случае
применение аналитических методов даже к простым системам мо-
жет представлять собой достаточно трудную задачу.

В отличие от аналитических, методы имитационного моделиро-
вания позволяют учесть все особенности реальной системы. Ука-
занные методы основаны на разработке и применении компьютер-
ных программ, которые с любой степенью точности могут имити-
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ровать алгоритмы функционирования реальной системы. В слу-
чае, когда эволюция системы определяется набором рекуррентных
уравнений для переменных, описывающих состояние системы, ими-
тация может просто состоять в последовательном вычислении зна-
чений этих переменных.

При компьютерной имитации вычисления, связанные с воспро-
изведением динамики моделируемой системы, как правило, соче-
таются с оценкой характеристик системы на основе применения
методов Монте-Карло [12, 13]. Основной недостаток этого подхо-
да заключается в том, что по мере усложнения имитационной мо-
дели, а также повышения точности получаемых оценок, затраты
на построение модели, разработку компьютерных программ и про-
ведение имитационных экспериментов быстро возрастают и могут
оказаться неприемлемыми для исследователя.

Выше было показано, что имеется широкий класс моделей сетей
с очередями, динамика которых описывается в полукольце Rmax,+

при помощи векторного уравнения x(k) = A(k)x(k − 1) . В случае,
когда время обслуживания требований в сети является случайным,
это уравнение может рассматриваться как стохастическое разност-
ное уравнение со случайной матрицей A(k) .

Применение аппарата идемпотентной алгебры, который позво-
ляет описывать динамику сетей в компактной векторной форме,
открывает новые возможности для исследования сетей с очередя-
ми. В частности, такой подход оказывается достаточно продуктив-
ным при решении задач оценки и вычисления значения показателя
Ляпунова, который для моделей сетей с очередями имеет смысл
среднего времени цикла обслуживания.

В настоящей главе на основе результатов работ [89, 90] сначала
строится общая нижняя оценка среднего времени цикла для всех
рассматриваемых моделей. Показано, что для моделей ацикличе-
ских сетей с неограниченными накопителями указанная оценка сов-
падает с соответствующим точным значением.

Затем рассматриваются примеры моделей сетей, включая мно-
гофазные системы с неограниченной и конечной емкостью накопи-
телей, а также сети с синхронизацией передвижения требований.
Для этих моделей величина среднего времени цикла обслуживания
вычисляется на основе разложения матрицы системы [33, 92].

В заключение изучается задача оценивания среднего времени
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безотказной работы для ациклических сетей с очередями [36]. По-
лучены верхние и нижние оценки среднего времени безотказной
работы и приведены примеры вычисления оценок.

10.2. Среднее время цикла обслуживания

Пусть имеется некоторая система с очередями, динамика ко-
торой описывается при помощи уравнения x(k) = A(k)x(k − 1) .
Будем представлять эволюцию системы в виде последовательности
циклов обслуживания. Первый цикл начинается в нулевой момент
времени и продолжается до тех пор, пока в каждом узле сети не
будет обслужено по одному требованию. Затем начинается второй
цикл, который завершается тогда, когда в каждом узле будет об-
служено по два требования, и т. д.

Ясно, что время завершения цикла k определяется величиной
‖x(k)‖ . Кроме того, с учетом условия x(0) = 0 , это время может
быть представлено в виде ‖x(k)‖ = ‖Ak‖ , где Ak = A(k) · · ·A(1) .

Нетрудно видеть, что в моделях систем и сетей с очередями
средняя скорость роста (показатель Ляпунова) λ системы имеет
смысл среднего времени цикла обслуживания. Величину, обратную
среднему времени цикла обслуживания, можно рассматривать как
пропускную способность системы.

Далее будут рассматриваться различные модели систем с очере-
дями, включая модель сети с неограниченной емкостью накопите-
лей (9.5)–(9.7) и модели с конечной емкостью (9.12)–(9.16). Предпо-
лагается, что в этих моделях диагональные элементы каждой мат-
рицы Tk являются неотрицательными случайными величинами, а
также, что последовательность {Tk, k ≥ 1} состоит из независимых
одинаково распределенных матриц и E‖T1‖ <∞ .

10.2.1. Нижняя граница среднего времени цикла. Най-
дем нижнюю границу для величины λ .

Лемма 10.1. Среднее время цикла обслуживания λ в системах
(9.5)–(9.7) и (9.12)–(9.16) удовлетворяет неравенству

λ ≥ tr(ET1).

Доказательство. Проверим выполнение неравенства для систе-
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мы (9.5)-(9.7). Учитывая, что A1(k) = (I ⊕TkGT
0 )

rTk(I ⊕GT
1 ) ≥ Tk ,

имеем

x(k) =

M⊕

m=1

Am(k)x(k −m) ≥ A1(k)x(k − 1) ≥ Tkx(k − 1).

Введем обозначение Ãk = T1 · · · Tk . В силу диагональной формы
матриц Tk получим требуемое неравенство

λ = lim
k→∞

‖x(k)‖1/k ≥ lim
k→∞

‖Ãkx(0)‖1/k = lim
k→∞

‖Ãk‖1/k = tr(ET1).

Проверка этого неравенства для систем (9.12)–(9.16) с конечной
емкостью накопителей проводится аналогично.

Заметим, что вычисление самой величины λ обычно оказыва-
ется более трудной задачей, чем определение ее нижней оценки.

Имеется один важный класс моделей систем, рассмотренный ни-
же, для которых матрица системы имеет треугольную форму. Для
таких систем величина λ находится путем применения теоремы 6.4.

В остальных случаях для решения задачи может оказаться по-
лезным метод разложения матрицы системы, предложенный выше.

10.2.2. Ациклические сети. Исследуем модель сети с неогра-
ниченными накопителями (9.5)–(9.7) при условии, что граф сети
является ациклическим. Покажем, что для такой модели величина
λ совпадает с ее нижней границей, установленной в лемме 10.1.

Теорема 10.1. Для системы (9.5)–(9.7) c ациклическим графом
среднее время цикла определяется выражением

λ = tr(ET1).

Доказательство. Обозначим матрицу смежности графа систе-
мы через G . Учитывая, что граф является ациклическим, матрице
G путем изменения нумерации узлов сети (то есть, путем пере-
становки строк вместе с такой же перестановкой столбцов) можно
придать строго треугольную форму, при которой все элементы на
диагонали и ниже (выше) ее будут нулевыми.
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Пусть нумерация узлов выбрана так, что матрица G является
верхней треугольной. Введем матрицу

F =




0 1 . . . 1

...
. . .

. . .
...

...
. . . 1

0 . . . . . . 0



≥ G.

Из равенства G = G0 ⊕ G1 ⊕ · · · ⊕ GM следует, что Gm ≤ G
при всех m = 0, 1, . . . ,M , а значит все матрицы Gm также имеют
строго треугольную форму и Gm ≤ F .

Из динамического уравнения (9.5) следует неравенство для век-
тора состояний

x(k) =

M⊕

m=1

Am(k)x(k −m) ≤
M⊕

m=1

Am(k)x(k − 1).

Рассмотрим сумму матриц

M⊕

m=1

Am(k) = (I ⊕ TkGT
0 )

rTk
(
I ⊕

M⊕

m=1

GT
m

)
.

Заметим, что Gm ≤ F и r ≤ n− 1 . Следовательно,

M⊕

m=1

Am(k) ≤ (I ⊕ TkFT )rTk(I ⊕ FT ) ≤ (I ⊕ TkFT )n−1Tk(I ⊕ FT ).

Кроме того, учитывая, что Tk ≥ I и Fn = 0 , имеем

(I ⊕ TkFT )n−1Tk = Tk ⊕ TkFTTk ⊕ · · · ⊕ (TkFT )n−1Tk ≥
≥ TkFT ⊕ · · · ⊕ (TkFT )n−1 = (I ⊕ TkFT )n−1TkFT ,

откуда следует, что

M⊕

m=1

Am(k) ≤ (I ⊕ TkFT )n−1Tk = Ã(k).
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Неравенство для вектора x(k) теперь можно записать в виде

x(k) ≤ Ã(k)x(k − 1).

Опираясь на диагональную форму матрицы Tk , нетрудно по-
нять, что матрица (TkFT )qTk при q = 1, . . . , n − 1 также является
треугольной с нулевыми элементами на диагонали. Отсюда следу-
ет, что матрица Ã(k) = Tk ⊕ TkFTTk ⊕ · · · ⊕ (TkFT )n−1Tk имеет
треугольную форму, причем ее диагональные элементы совпадают
с соответствующими элементами матрицы Tk .

Положим Ãk = Ã(k) · · · Ã(1) . Применяя теорему 6.4, приходим
к неравенству

λ = lim
k→∞

‖x(k)‖1/k ≤ lim
k→∞

‖Ãkx(0)‖1/k = lim
k→∞

‖Ãk‖1/k = tr(ET1).

Учитывая, что по лемме 10.1 всегда выполняется противопо-
ложное неравенство, получаем требуемый результат.

Заметим, что частным случаем рассматриваемой модели явля-
ется система (9.5)–(9.7) без начальных требований в промежуточ-
ных узлах. Для такой системы граф, соответствующий матрице G0 ,
совпадает с графом всей сети и является ациклическим.

10.3. Примеры вычисления среднего времени
цикла

10.3.1. Открытая многофазная система. Рассмотрим от-
крытую многофазную систему, состоящую из n узлов с неогра-
ниченным объемом накопителей (рис. 9.1). Ясно, что граф такой
системы является ациклическим при любом выборе значений чи-
сел ci , i = 2, . . . , n . Применение теоремы 10.1 дает результат

λ = tr(ET1),

который в обычных обозначениях принимает вид

λ = max(Eτ11, . . . ,Eτn1).
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10.3.2. Многофазные системы с блокированием. Иссле-
дуем систему с производственным типом блокирования и ограни-
ченной емкостью накопителей, представленную на рис. 9.3.

Пусть n = 3 , b1 = b2 =∞ и b3 = 1 . Имеем матрицу (9.18).
Учитывая, что две последние строки матрицы пропорциональ-

ны, имеем разложение

A(k) =




τ1k 0 0

τ1kτ2k τ2k 1

τ1kτ2kτ3k τ2kτ3k τ3k


 =

=




1 0

0 1

0 τ3k



(

τ1k 0 0

τ1kτ2k τ2k 1

)
= B(k)C(k).

Найдем матрицу

C(k)B(k + 1) =

(
τ1k 0

τ1kτ2k τ2k ⊕ τ3,k+1

)
.

Применяя теорему 6.5, получим

λ = tr(E[C(1)B(1)]) = max(Eτ11,Emax(τ21, τ31)).

Пусть в системе действует коммуникационный тип блокирова-
ния. При условиях n = 3 , b1 = ∞ и b2 = b3 = 1 матрица системы
имеет вид (9.19). Построим разложение

A(k) =




τ1k τ1k 0

τ1kτ2k τ1kτ2k τ2k
τ1kτ2kτ3k τ1kτ2kτ3k τ2kτ3k


 =

=




1 0

τ2k τ2k
τ2kτ3k τ2kτ3k



(
τ1k τ1k 0

0 0 1

)
= B(k)C(k).

Рассмотрим произведение

C(k)B(k + 1) =

(
τ1kτ2,k+1 τ1kτ2,k+1

τ2,k+1τ3,k+1 τ2,k+1τ3,k+1

)
=

=

(
τ1k
τ3,k+1

)(
τ2,k+1 τ2,k+1

)
= u(k)vT (k).
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Учитывая, что это произведение является матрицей единичного
ранга, окончательно получим

λ = E[vT (1)u(2)] = Eτ21 + Emax(τ11, τ31).

10.3.3. Сеть с синхронизацией. Рассмотрим сеть, изобра-
женную на рис. 9.4. Построим скелетное разложение матрицы си-
стемы

A(k) =




τ1k 0 0 0 0

τ1kτ2k τ2kτ3k τ2kτ3k 0 0

0 τ3k τ3k 0 0

τ1kτ2kτ4k τ2kτ3kτ4k τ2kτ3kτ4k τ4k 0

0 0 τ5k τ5k τ5k



.

С этой целью для множества столбцов матрицы A(k) найдем
эквивалентную ему линейно независимую систему путем отбрасы-
вания тех столбцов, которые линейно зависят от остальных.

Сначала проверим первый столбец

a1(k) =




τ1k
τ1k
0

τ1kτ2kτ4k
0



.

Из остальных столбцов составим матрицу

A(1)(k) =




0 0 0 0

τ2kτ3k τ2kτ3k 0 0

τ3k τ3k 0 0

τ2kτ3kτ4k τ2kτ3kτ4k τ4k 0

0 τ5k τ5k τ5k



.

Учитывая, что первый столбец имеет нулевые координаты, за-
меним a1(k) и A(1)(k) на согласованные вектор и матрицу

a′
1(k) =




τ1k
τ1k

τ1kτ2kτ4k


 , A′

(1)(k) =




0 0

0 0

τ4k 0


 .

228



Заметим, что матрица A′
(1)(k) не является регулярной. Тогда

a′
1(k) /∈ range(A′

(1)(k)) , откуда следует, что a1(k) /∈ range(A(1)(k)) .

Рассмотрим второй столбец матрицы A(k)

a2(k) =




0

τ2kτ3k
τ3k

τ2kτ3kτ4k
0




и составим матрицу

A(2)(k) =




τ1k 0 0 0

τ1kτ2k τ2kτ3k 0 0

0 τ3k 0 0

τ1kτ2kτ4k τ2kτ3kτ4k τ4k 0

0 τ5k τ5k τ5k



.

Переходя к согласованным матрице и вектору, получаем

a′
2(k) =




τ2kτ3k
τ3k

τ2kτ3kτ4k


 , A′

(2)(k) = ∅,

из чего вытекает, что a2(k) /∈ range(A(2)(k)) .
Для столбца

a3 =




0

τ2kτ3k
τ3k

τ2kτ3kτ4k
τ5k




имеем матрицу

A(3) =




τ1k 0 0 0

τ1kτ2k τ2kτ3k 0 0

0 τ3k 0 0

τ1kτ2kτ4k τ2kτ3kτ4k τ4k 0

0 0 τ5k τ5k



.
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Согласованные матрица и вектор принимают вид

a′
3(k) =




τ2kτ3k
τ3k

τ2kτ3kτ4k
τ5k


 , A′

(3)(k) =




τ2kτ3k 0 0

τ3k 0 0

τ2kτ3kτ4k τ4k 0

0 τ5k τ5k


 .

Найдем величину

∆(A′
(3)(k),a

′
3(k)) = (A′

(3)(k)(a
′−
3 (k)A′

(3)(k))
−)−a′

3(k) = 1.

Учитывая полученное значение, заключаем, что для вектора
выполняется a3(k) ∈ range(A(3)(k)) , и он может быть удален.

Рассмотрим четвертый столбец и матрицу, составленную из всех
столбцов матрицы A(k) , за исключением третьего и четвертого,

a4(k) =




0

0

0

τ4k
τ5k



, A(3,4)(k) =




τ1k 0 0

τ1kτ2k τ2kτ3k 0

0 τ3k 0

τ1kτ2kτ4k τ2kτ3kτ4k 0

0 0 τ5k



.

Переход к согласованным вектору и матрице дает

a′
4(k) =

(
τ4k
τ5k

)
, A′

(3,4)(k) =

(
0

τ5k

)
,

откуда следует, что a4(k) /∈ range(A(3,4)(k)) .
Аналогично проверяется, что a5(k) /∈ range(A(3,5)(k)) .
Найдем решение уравнения A′

(3)(k)u = a′
3(k) . Имеем

u = (a′−
3 (k)A′

(3)(k))
− =




1

1

1


 .

Теперь матрицу системы можно представить в виде

A(k) =

=




τ1k 0 0 0

τ1kτ2k τ2kτ3k 0 0

0 τ3k 0 0

τ1kτ2kτ4k τ2kτ3kτ4k τ4k 0

0 0 τ5k τ5k







1 0 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 1 0

0 0 1 0 1


 .
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После некоторых дополнительных преобразований приходим к
разложению

A(k) =

=




1 0 0 0

τ2k τ2k 0 0

0 1 0 0

τ2kτ4k τ2kτ4k τ4k 0

0 0 τ5k τ5k







τ1k 0 0 0 0

0 τ3k τ3k 0 0

0 0 1 1 0

0 0 1 0 1


 =

= B(k)C(k).

Найдем произведение матриц

C(k)B(k + 1) =




τ1k 0 0 0

τ2,k+1τ3k τ2,k+1τ3k 0 0

τ2,k+1τ4,k+1 τ2,k+1τ4,k+1 τ4,k+1 0

0 1 τ5,k+1 τ5,k+1


 .

В силу треугольной формы полученной матрицы можно приме-
нить теорему 6.5. В результате получим

λ = tr(E[C(1)B(1)]) = max(Eτ11,Eτ21 + Eτ31,Eτ41,Eτ51).

10.3.4. Карусельный механизм маршрутизации. Перей-
дем от системы с карусельным механизмом маршрутизации с l = 2
к эквивалентной сети с синхронизацией (рис. 9.6).

Возьмем матрицу системы (9.21) и представим ее в виде

A(k) =




τ1k 0 τ1kτ3k τ1kτ3k
0 τ2k τ2kτ3kτ4k τ2kτ3kτ4k
0 0 τ3k τ3k
0 0 τ3kτ4k τ3kτ4k


 =

=




τ1k 0 τ1k
0 τ2k τ2kτ4k
0 0 1

0 0 τ4k







1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 τ3k τ3k


 = B(k)C(k).
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Рассмотрим произведение

C(k)B(k + 1) =




τ1,k+1 0 τ1,k+1

0 τ2,k+1 τ2,k+1τ4,k+1

0 0 τ3kτ4,k+1




Из треугольной формы матрицы произведения следует, что

λ = tr(E[C(1)B(2)]) = max(Eτ11,Eτ21,Eτ31 + Eτ41).

Учитывая, что Eτ31 = Eτ41 = Eτ01 , окончательно получим

λ = max(2Eτ01,Eτ11,Eτ21).

10.4. Оценка среднего времени безотказной
работы

Рассмотрим модель системы с неограниченной емкостью нако-
пителей при условии, что в начальный момент все промежуточные
узлы не имеют требований. Уравнения (9.5)–(9.7) для такой систе-
мы можно представить в виде

x(k) = A(k)x(k − 1), (10.1)

где
A(k) = (I ⊕ TkGT )rTk. (10.2)

Предположим, что возможно возникновение условий, которые
препятствуют выполнению очередного цикла и дальнейшей рабо-
те системы, вызывая тем самым отказ системы. Введем случайную
величину ν — номер последнего успешно завершенного цикла об-
служивания, вслед за которым произошел отказ системы, и пред-
положим, что Eν < ∞ . Тогда среднее время работы системы до
момента отказа определяется с помощью обычных операций как
математическое ожидание

E‖Aν‖ = E[E‖Ak‖|ν = k] =

∞∑

k=1

E‖Ak‖P{ν = k}.
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Будем предполагать, что для любого k вероятность успешного
завершения k -го цикла обслуживания не зависит от k . Обозначив
эту вероятность через p , получим

E‖Aν‖ = (1− p)
∞∑

k=1

E‖Ak‖pk. (10.3)

10.4.1. Вспомогательные неравенства. При получении оце-
нок будут использованы вспомогательные результаты, представ-
ленные ниже в терминах полукольца Rmax,+ .

Предложение 10.1. Для системы (10.1)–(10.2) при любом це-
лом k ≥ 0 справедливы неравенства

E‖Ak‖ ≥ ‖ET −
1 ‖−k+1

E‖A1‖. (10.4)

E‖Ak‖ ≥ ‖ET1‖k. (10.5)

Доказательство. Учитывая неравенство A(k) ≥ Tk , запишем

‖Ak‖ = ‖A(k) · · ·A(1)‖ ≥ ‖A(k)Tk−1 · · · T1‖.

Переходя к математическому ожиданию, получим

E‖Ak‖ ≥ E‖A(k)E(Tk−1 · · · T1)‖ = E‖A1(ET1)k−1‖,

откуда в силу неравенства ET1 ≥ ‖ET −
1 ‖−1I следует (10.4).

Нетрудно проверить, что неравенство (10.5) является следстви-
ем диагональной формы матрицы T1

E‖Ak‖ ≥ ‖E(Tk · · · T1)‖ = ‖ET k
1 ‖ = ‖ET1‖k.

Предложение 10.2. Для системы (10.1)–(10.2) при любом це-
лом k ≥ 0 справедливо неравенство

E‖Ak‖ ≤ E‖T1‖kE
(

k⊕

i=1

‖Ti‖
)r

. (10.6)

Доказательство. Сначала, учитывая неравенство Tk ≤ ‖Tk‖I ,
запишем A(k) = (I ⊕ TkGT )rTk ≤ ‖Tk‖(I ⊕ TkGT )r .
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Тогда для матрицы Ak = A(k) · · ·A(1) справедлива оценка

Ak ≤
k⊗

i=1

‖Tk−i+1‖(I ⊕ Tk−i+1G
T )r =

=

(
k⊗

i=1

‖Ti‖
)(

k⊗

i=1

(I ⊕ Tk−i+1G
T )r

)
.

Рассмотрим матрицу

k⊗

i=1

(I ⊕ Tk−i+1G
T )r =

k⊗

i=1

r⊕

j=0

(Tk−i+1G
T )j =

=
⊕

0≤j1+···+jk≤kr

(TkGT )j1 · · · (T1GT )jk .

В силу условия Gq = 0 для всех q > r , а также неравенства
1 ≤ ‖Ti‖ ≤ ‖T1‖ ⊕ · · · ⊕ ‖Tk‖ , которое справедливо для каждого
i = 1, . . . , k , последовательно получим

k⊗

i=1

(I ⊕ Tk−i+1G
T )r ≤

≤
⊕

0≤j1+···+jk≤kr

‖Tk‖j1 · · · ‖T1‖jk(GT )j1+···+jk =

=
⊕

0≤j1+···+jk≤r

‖Tk‖j1 · · · ‖T1‖jk(GT )j1+···+jk ≤

≤
r⊕

j=0

(
k⊕

i=1

‖Ti‖
)j

(GT )j ≤
(

k⊕

i=1

‖Ti‖
)r r⊕

j=0

(GT )j .

Тогда для матрицы Ak с учетом равенства ‖G‖ = 1 имеем

‖Ak‖ ≤
(

k⊗

i=1

‖Ti‖
)(

k⊕

i=1

‖Ti‖
)r

.

Наконец, вычисление математического ожидания, приводит к
требуемому неравенству.

234



При формулировке следующего результата использованы обыч-
ные арифметические операции с сохранением смысла обозначения
нормы матрицы в терминах полукольца Rmax,+ .

Предложение 10.3. Для системы (10.1)–(10.2) при любом це-
лом k ≥ 0 справедливо неравенство

E‖Ak‖ ≤ (k + r)E‖T1‖+ r
k − 1√
2k − 1

√
D‖T1‖. (10.7)

Доказательство. Запишем неравенство (10.6) с использовани-
ем обычных арифметических операций в виде

E‖Ak‖ ≤ kE‖T1‖+ r max
1≤i≤k

‖Ti‖,

а затем применим лемму 6.6.

Введем обозначения

α = E‖A1‖, β = ‖ET −
1 ‖−1, γ = ‖ET1‖, δ = D‖T1‖

и заметим, что β ≤ γ ≤ α .
Далее при записи оценок и в соответствующих рассуждениях бу-

дем использовать обычные арифметические операции. Однако для
упрощения записи будет сохранено обозначение нормы матрицы в
смысле полукольца Rmax,+ .

10.4.2. Нижние оценки среднего времени работы. Спра-
ведливо следующее утверждение.

Лемма 10.2. Пусть γ > β и m = ⌊(α − β)/(γ − β)⌋ . Тогда
выполняется неравенство

E‖Aν‖ ≥ p(1− pm)(α− β)− p
(
1− pm
1− p −mp

m

)
(γ − β) + p

1− pγ.
(10.8)
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Доказательство. Рассмотрим математическое ожидание

E‖Aν‖ = (1− p)
∞∑

k=1

E‖Ak‖pk =

= (1− p)
(

m∑

k=1

E‖Ak‖pk +

∞∑

k=m+1

E‖Ak‖pk
)
.

В силу неравенств (10.4) и (10.5) имеем

m∑

k=1

E‖Ak‖pk ≥ α
m∑

k=1

pk + β
m∑

k=1

(k − 1)pk,

∞∑

k=m+1

E‖Ak‖pk ≥ γ
∞∑

k=m+1

kpk,

откуда следует, что

E‖Aν‖ ≥ (1− p)
(
α

m∑

k=1

pk + β

m∑

k=1

(k − 1)pk + γ

∞∑

k=m+1

kpk

)
=

= (1− p)
(
(α− β)

m∑

k=1

pk − (γ − β)
m∑

k=1

kpk + γ
∞∑

k=1

kpk

)
. (10.9)

После вычисления сумм приходим к неравенству

E‖Aν‖ ≥ p(1− pm)(α− β)− p
(
1− pm
1− p −mp

m

)
(γ − β) + p

1− pγ.

Заметим, что правая часть последнего неравенства принимает
наибольшее значение при тех же значениях m , при которых дости-
гается максимум функции

Φ(m) = (α− β)
m∑

k=1

pk − (γ − β)
m∑

k=1

kpk =

m∑

k=1

(α− β − k(γ − β))pk.

Учитывая, что α − β ≥ γ − β ≥ 0 , функция Φ(m) возрастает
до тех пор, пока α − β − m(γ − β) ≥ 0 , и принимает наибольшее
значение при m = ⌊(α− β)/(γ − β)⌋ .
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Следствие 10.1. Если γ = β , то имеет место неравенство

E‖Aν‖ ≥ p
(
α+

p

1− pβ
)
. (10.10)

Доказательство. Рассмотрим неравенство (10.9). При условии
γ = β правая часть неравенства принимает наибольшее значение
при m → ∞ . После вычисления соответствующих сумм приходим
к неравенству (10.10).

Заметим, что условие следствия выполняется тогда и только
тогда, когда для всех i = 1, . . . , n значения Eτi1 равны.

10.4.3. Верхние оценки среднего времени работы.

Лемма 10.3. Справедливо неравенство

E‖Aν‖ ≤
p

1− pα. (10.11)

Доказательство. Запишем неравенство треугольника в обыч-
ных обозначениях в виде ‖Aν‖ ≤ ‖A(1)‖+ · · ·+ ‖A(ν)‖ и заметим,
что Eν = p/(1 − p) . Применяя тождество Вальда (см., например,
[5]), имеем

E‖Aν‖ ≤ E

ν∑

k=1

‖A(k)‖ = p

1− pE‖A1‖ =
p

1− pα.

Лемма 10.4. Если δ <∞ , то справедливо неравенство

E‖Aν‖ ≤ p
(

1

1− p + r

)
γ + r(1− p)C(p)

√
δ, (10.12)

где r — длина максимального пути в графе сети,

C(p) =
p

4q

(
1 +

√
π(1− 2q)

2
√
pq

(1− erf
√
q)

)
+M(p), q = − ln p

2
,

при условии, что

erf x =
2√
π

∫ x

0

exp(−t2)dt, M(p) = max
k

{
k − 1√
2k − 1

pk
}
.
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Доказательство. Применяя неравенство (10.7), запишем

E‖Aν‖ = (1− p)
∞∑

k=1

E‖Ak‖pk ≤

≤ (1− p)
(
E‖T1‖

∞∑

k=1

(k + r)pk + r
√

D‖T1‖
∞∑

k=1

k − 1√
2k − 1

pk

)
.

Сначала вычислим первую сумму в правой части

∞∑

k=1

(k + r)pk =
p

1− p

(
1

1− p + r

)
.

Нетрудно проверить, что для второй суммы справедлива оценка

∞∑

k=1

k − 1√
2k − 1

pk ≤
∫ ∞

1

x− 1√
2x− 1

pxdx+
m− 1√
2m− 1

pm,

где m выбирается таким образом, чтобы второе слагаемое в правой
части представляло собой наибольший по величине член рассмат-
риваемого ряда.

Очевидно, что для нахождения m достаточно вычислить корень
производной подынтегральной функции по формуле

x0 =
3 ln p−

√
ln2 p− 6 ln p+ 1− 1

4 ln p
,

а затем сравнить значения функции для ближайших к корню це-
лых, расположенных слева и справа от него.

Принимая во внимание, что

∫ ∞

1

x− 1√
2x− 1

pxdx =
p

4q

(
1 +

√
π(1− 2q)

2
√
pq

(1− erf(
√
q))

)
,

где q = − ln(p)/2 , приходим к неравенству (10.12).

10.4.4. Пример построения оценок. Для примера рассмот-
рим сеть с n = 4 узлами, представленную вместе с соответствую-
щей матрицей G на рис. 10.1.
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4

c4 = 0

❦ ✲ G =




0 1 1 0

0 0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 0




Рис. 10.1. Сеть с синхронизацией (слева) и матрица G (справа)

В силу того, что для графа сети длина наибольшего пути r = 2 ,
матрица A(k) принимает вид

A(k) = (E ⊕ TkGT )2Tk =

=




τ1k 0 0 0

τ1kτ2k τ2k 0 0

τ1kτ3k 0 τ3k 0

τ1k(τ2k ⊕ τ3k)τ4k τ2kτ4k τ3kτ4k τ4k


 .

Заметим, что для матрицы A(k) выполняется

‖A(k)‖ = τ1k(τ2k ⊕ τ3k)τ4k.

Ниже приведены результаты вычисления оценок среднего вре-
мени работы для некоторых значений p для сети, представлен-
ной на рис. 10.1. Длительности обслуживания требований в узлах
i = 1, 2, 3, 4 являются независимыми и имеют экспоненциальные
распределения с параметрами µi .

В табл. 10.1 представлены значения верхних и нижних оценок
при условии, что λi = 1 для всех i = 1, 2, 3, 4 . Табл. 10.2 содержит
результаты для случая, когда µ1 = µ4 = 1 , µ2 = 2 и µ3 = 3 . В таб-
лицах также представлены оценки среднего времени работы систе-
мы вместе с границами соответствующих доверительных интерва-
лов на уровне доверия 0,95 , вычисленные на основе имитационного
моделирования системы по 10000 независимым реализациям.
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Оценка Результаты Оценка Оценка
p (10.8) моделирования (10.11) (10.12)

0,05 0,178 0,181 ∓ 0,007 0,184 0,329
0,10 0,361 0,385 ∓ 0,013 0,389 0,687
0,20 0,750 0,793 ∓ 0,021 0,875 1,484
0,30 1,179 1,270 ∓ 0,034 1,500 2,414
0,40 1,667 1,796 ∓ 0,049 2,333 3,519
0,50 2,250 2,488 ∓ 0,069 3,500 4,883
0,60 3,000 3,427 ∓ 0,098 5,250 6,679
0,70 4,083 4,900 ∓ 0,132 8,167 9,324
0,80 6,000 7,729 ∓ 0,298 14,000 13,999
0,90 11,250 14,888 ∓ 0,401 31,500 26,477
0,95 21,375 27,812 ∓ 0,753 66,500 49,680

Таблица 10.1. Значения оценок при µi = 1 , i = 1, 2, 3, 4

Оценка Результаты Оценка Оценка
p (10.10) моделирования (10.11) (10.12)

0,05 0,133 0,137 ∓ 0,011 0,139 0,249
0,10 0,267 0,250 ∓ 0,018 0,293 0,514
0,20 0,544 0,523 ∓ 0,029 0,658 1,103
0,30 0,838 0,850 ∓ 0,040 1,129 1,794
0,40 1,163 1,306 ∓ 0,053 1,756 2,629
0,50 1,155 1,811 ∓ 0,068 2,633 3,683
0,60 2,057 2,503 ∓ 0,091 3,950 5,099
0,70 2,849 3,595 ∓ 0,124 6,144 7,205
0,80 4,416 5,452 ∓ 0,186 10,533 10,946
0,90 9,247 10,770 ∓ 0,360 23,700 20,880
0,95 19,134 20,611 ∓ 0,705 50,033 39,180

Таблица 10.2. Значения оценок при µ1 = µ4 = 1 , µ2 = 2 и µ3 = 3
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