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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Задачи динамики заряженных частиц высокой
энергии в геомагнитном поле давно привлекают внимание исследователей. До
настоящего времени интерес к указанным задачам был связан с необходимо-
стью объяснения особенностей планетарного распределения интенсивности
космических лучей, а также исследованием возможных механизмов образо-
вания естественных радиационных поясов Земли.

В последние годы, однако, значительную актуальность приобрели рас-
сматриваемые в настоящей работе задачи динамики в геомагнитном поле
заряженных частиц высокой энергии техногенного происхождения. Источ-
никами указанных частиц могут являться, в частности, вторичные частицы
высоких энергий, генерируемые в материале массивных орбитальных объек-
тов частицами первичного космического излучения. К указанным объектам,
появления которых в околоземном космическом пространстве (ОКП) мож-
но ожидать в обозримом будущем, относятся транспортные хабы, орбиталь-
ные солнечные электростанции, космические производственные комплексы.
Возможными источниками частиц высокой энергии являются и космические
ускорители высоких энергий, концепции которых разрабатываются в нашей
стране и за рубежом.

Особую опасность для экологии космоса представляет захват техно-
генных заряженных частиц высокой энергии магнитным полем Земли, ко-
торый может приводить к возникновению в ОКП радиационных поясов ан-
тропогенной природы. Наконец, ливни вторичных частиц, инициируемые при
входе в плотные слои атмосферы техногенными заряженными частицами вы-
сокой энергии, могут достигать поверхности Земли, оказывая негативное воз-
действие на среду обитания.

Общей целью работы является исследование особенностей динами-
ки заряженных частиц техногенного происхождения в различных модельных
представлениях геомагнитного поля: а) суперпозиции дипольного и однород-
ного магнитных полей с магнитным моментом диполя, параллельным или
антипараллельным однородному полю, б) суперпозиции первых четырёх сфе-
рических гармоник ряда Гаусса; а также сравнение полученных результатов
с соответствующими результатами для дипольного поля.

В соответствии с поставленной целью в работе решаются следующие
задачи:

1. Исследовать разрешённые области движения заряженной частицы в су-
перпозиции дипольного и однородного магнитных полей в случае, когда
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магнитный момент диполя сонаправлен индукции однородного магнит-
ного поля и значения постоянной Штермера 𝛾 положительны.

2. С использованием метода Штермера определить области разрешённых
начальных импульсов в задаче о точечной инжекции заряженной ча-
стицы в суперпозиции дипольного и однородного магнитных полей для
различных положений инжектора и исследуемой точки, разработать чис-
ленный алгоритм построения сечений указанных областей.

3. Решить в квадратурах задачу о дрейфе ведущего центра заряженной
частицы по силовой поверхности суперпозиционного поля.

4. Исследовать области применимости дрейфовых уравнений при движе-
нии заряженной частицы в суперпозиции дипольного и однородного маг-
нитных полей. Провести их сравнение с соответствующими областями
для дипольного поля.

5. Изучить структуру областей высыпания заряженных частиц в диполь-
ном магнитном поле для различных значений безразмерных координат
источника и импульсов инжектируемых частиц.

6. Построить области высыпания электронов высокой энергии в геомагнит-
ном поле, представленном первыми четырьмя гармониками ряда Гаусса.
Рассмотреть различные положения инжектора: на геостационарной ор-
бите на магнитном экваторе, на поверхности Земли в точке с магнитной
широтой 25∘ и магнитной долготой 0∘, на поверхности Земли на магнит-
ном экваторе. Сравнить построенные области с областями высыпания
электронов высокой энергии в дипольном поле.

Положения, выносимые на защиту

1. Аналитические выражения для границ разрешённой области движения
заряженной частицы в суперпозиции дипольного и однородного магнит-
ных полей в случае, когда магнитный момент диполя сонаправлен ин-
дукции однородного магнитного поля, а значения постоянной Штермера
положительны.

2. Условия, при которых в суперпозиционном магнитном поле а) граница-
ми сечения области разрешённых начальных импульсов являются толь-
ко кривые второго порядка, б) границы указанных сечений не являют-
ся кривыми второго порядка. Свойства кривых, составляющих границы
сечения области разрешённых начальных импульсов, при различных по-
ложениях инжектора и прицельной точки.
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3. Численный алгоритм построения сечения области разрешённых началь-
ных импульсов, примеры его применения.

4. Аналитическое выражение для квадратуры, описывающей дрейф веду-
щего центра заряженной частицы в суперпозиции дипольного и однород-
ного магнитных полей.

5. Достаточные условия применимости дрейфовых уравнений движения в
суперпозиции дипольного и однородного магнитных полей. Свойства об-
ластей применимости дрейфового приближения.

6. Геометрические особенности областей высыпания заряженных частиц,
инжектируемых точечным источником, в дипольном магнитном поле
для различных значений безразмерных координат источника и импуль-
сов частиц.

7. Геометрические особенности областей высыпания электронов высокой
энергии, инжектируемых точечным источником, в случае представления
потенциала геомагнитного поля суммой первых четырёх гармоник ряда
Гаусса.

Методы исследования. При решении сформулированных задач ис-
пользовались: предложенный Штермером аналитический метод «разрешён-
ных зон»; метод статистических испытаний; метод Кардано решения кубиче-
ских уравнений; численное решение систем обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений методом Рунге-Кутты-Мерсона с автоматическим выбором
шага. При численном решении системы уравнений движения для большого
количества частиц в ансамбле также проводились параллельные вычисления
в среде программирования MatLab.

Достоверность результатов обеспечивается тем, что результаты
численного моделирования подтверждают теоретические выводы, а также
совпадением результатов с ранее известными в частном случае дипольного
магнитного поля.

Научная новизна. Рассмотрены разрешённые и запрещённые обла-
сти движения в ранее не исследованном случае, когда магнитный момент
диполя сонаправлен индукции однородного поля, а значения постоянной 𝛾

положительны. Разработан вычислительный алгоритм построения сечения
области разрешённых начальных импульсов в координатном пространстве,
основанный на использовании энергетического неравенства и условия двух-
компонентности разрешённой области в координатном пространстве. Реше-
на в квадратурах ранее не ставившаяся задача о дрейфе ведущего центра
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заряженной частицы по силовой поверхности суперпозиционного магнитно-
го поля. Исследована зависимость областей высыпания заряженных частиц
от начальных безразмерных координат и импульсов. Впервые построены и
исследованы области высыпания электронов высокой энергии на земную по-
верхность в случае представления потенциала геомагнитного поля первыми
четырьмя гауссовыми гармониками для выбранных положений инжектора.

Теоретическая ценность. Аналитические выражения для границ
разрешённых областей и областей разрешённых импульсов, выведенная квад-
ратура для дрейфа ведущего центра, а также построенные для безразмерных
координат источника и импульсов частиц области высыпания заряженных
частиц на поверхность сферы расширяют теоретические представления об
особенностях движения заряженных частиц высоких энергий в магнитном
поле Земли.

Практическая ценность. Созданные в диссертации математические
модели, описывающие движение заряженных частиц в ОКП, могут быть при-
менены в качестве основы для разработки методов прогноза загрязнения
ближнего космоса техногенными частицами высокой энергии, а также мето-
дов определения предельно допустимого уровня антропогенного воздействия
на ОКП.

Апробация работы. Основные результаты диссертации докла-
дывались на заседаниях кафедры физической механики математико-
механического факультета СПбГУ, а также на следующих конференциях:
Международная конференция по механике «Седьмые Поляховские Чтения»,
февраль 2015 г.; IV Международная научно-практическая конференция «Ак-
туальные вопросы естественных и математических наук в современных усло-
виях развития страны», г. Санкт-Петербург, январь 2017 г.; Международная
студенческая конференция «Science and Progress», ноябрь 2015 г.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 7
работах [1–7], в том числе 3 работах в журналах, рекомендованных ВАК
РФ [1–3].

Творческий вклад автора диссертации и соавторов в разра-
ботку включенных в диссертацию материалов совместных публи-
каций. В работах [1, 7] Е. К. Колесникову принадлежит постановка задачи
о дрейфе ведущего центра заряженной частицы в суперпозиционном поле, а
также идея о записи достаточных условий применимости дрейфовых уравне-
ний движения в форме системы неравенств, аналогичной приведённой в по-
собии Е. К. Колесникова и Б. В. Филиппова, Г. Н. Клюшникову принадлежит
математическое решение поставленной задачи. В работе [2] Е. К. Колесникову
принадлежит постановка задачи и идея о возможности получения аналити-
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ческих выражений для границ разрешённых областей, Г. Н. Клюшникову –
математическое решение поставленной задачи и дополнение полученных ре-
зультатов примерами построения разрешённых областей.

Структура и объём работы. Представленная диссертация состоит
из введения, трёх глав, заключения и списка литературы из 111 наименова-
ний. Работа общим объёмом в 103 страницы содержит 28 рисунков и 9 таблиц.

Поддержка. Результаты исследований, приведённые в третьей гла-
ве диссертации, были получены с использованием вычислительных ресурсов
Ресурсного Центра «Вычислительный центр СПбГУ», исследование № 110-
7022-563.

Содержание работы

Во введении обоснована актуальность темы, дана характеристика со-
стояния вопроса, сформулированы цели и задачи работы, обозначена теоре-
тическая и практическая ценность полученных в диссертации результатов,
перечислены положения, выносимые на защиту.

Первая глава посвящена методу Штермера в задаче о точечной ин-
жекции заряженной частицы в суперпозиции дипольного и однородного маг-
нитных полей. Предполагается, что магнитный момент диполя параллелен
либо антипараллелен индукции однородного поля.

В первой части главы исследованы разрешённые области движения в
координатном пространстве для случая, когда дипольный момент сонаправ-
лен индукции однородного поля, а значения постоянной Штермера 𝛾 поло-
жительны. Показано, что качественный вид разрешённой области зависит от
значения параметра 𝑢2, определённого по формуле

𝑢2 =
(︁√︀

𝐵2 − 4𝐴𝐶 −𝐵
)︁
/2𝐶,

где

𝐴 =
16

9

(︃
4

3𝜇3

(︂
𝛾 − 1

3𝜇

)︂3

+
1

𝜇4

(︂
𝛾 − 2

9𝜇

)︂2
)︃
,

𝐵 =
8

3𝜇3

(︂
𝛾 − 2

9𝜇

)︂
,

𝐶 =
1

𝜇2
,

𝜇 = −𝛼/2 = 𝐵0𝐶
3
𝑠𝑡/𝑀 , 𝐵0 – проекция однородного магнитного поля на на-

правление дипольного магнитного момента M, 𝐶𝑠𝑡 – штермеровская единица
длины.
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При 𝑢2 < 1 граница разрешённой области Δ(𝛼, 𝛾) существует для зна-
чений магнитной широты 𝜓 ∈

(︀
−𝜋

2 ,− arccos 3
√
𝑢2
]︀
∪
[︀
arccos 3

√
𝑢2,

𝜋
2

)︀
. В этом

случае область Δ(𝛼, 𝛾) состоит из двух компонент, границы каждой из ко-
торых не пересекают плоскость магнитного экватора (Рис. 1 а). При 𝑢2 > 1

граница разрешённой области существует для любых значений магнитной
широты 𝜓, соответствующая область Δ(𝛼, 𝛾) является однокомпонентной
(Рис. 1 б).

а) б)
Рис. 1. Разрешённая область движения в координатном пространстве при

𝜇 > 0, 𝛾 > 0: а) 𝑢2 < 1, б) 𝑢2 > 1.

Во второй части первой главы решена задача об определении области
разрешённых начальных импульсов. Установлено, что модуль разрешённо-
го импульса 𝑝 и угол 𝜃 между вектором начальной скорости v0 и ортом e𝜙
местной системы координат удовлетворяют неравенству⃒⃒⃒⃒

1

𝑝𝑅2
𝐸

(𝑎− 𝑏𝛽) + 𝑐 cos 𝜃

⃒⃒⃒⃒
≤ 1, (1)

где 𝑎 = 𝑘2

𝑅𝑐

(︁
cos𝜓𝑐

𝑅𝑐
− cos2 𝜓0

𝑅0 cos𝜓𝑐

)︁
, 𝑏 = 𝑘2

(︁
𝑅𝑐 cos𝜓𝑐 − 𝑅2

0 cos
2 𝜓0

𝑅𝑐 cos𝜓𝑐

)︁
, 𝑐 = 𝑅0 cos𝜓0

𝑅𝑐 cos𝜓𝑐
,

𝑘 =
√︀
𝑒𝑀/𝑐, 𝑅0, 𝑅𝑐, 𝜓0, 𝜓𝑐 – сферические координаты начальной и ис-

следуемой точек, 𝑒 – заряд частицы, 𝑐 – скорость света, 𝑅𝐸 – радиус Земли,
𝛽 = 𝛼(𝑅𝐸/𝐶𝑠𝑡)

3.
Как следует из (1), область разрешённых начальных импульсов явля-

ется осесимметричной, поэтому для изучения её свойств достаточно рассмот-
реть сечение Σ (R0,Rc, 𝛽) плоскостью, содержащей орт e𝜙.

На основе известных условий двухкомпонетности разрешённой обла-
сти в частных случаях, разобранных в работах В. П. Шалимова и И. П. Шва-
чунова, Г. А. Псиллакиса и З. М. Катсиариса, а также в [2], сформулирова-
но общее условие двухкомпонентности разрешённой области в координатном
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пространстве. Приведена система неравенств, при выполнении которой на-
чальная и исследуемая точки находятся в одной компоненте области Δ(𝛼, 𝛾).
Доказано, что при движении заряженной частицы в суперпозиционном маг-
нитном поле не существует таких положений начальной точки, при которых
соответствующая разрешённая область в координатном пространстве явля-
ется однокомпонентной для любых значений 𝑝 и 𝜃. Сформулированы четыре
утверждения о структуре сечения области разрешённых импульсов. Приве-
дены примеры построения сечений областей разрешённых импульсов, пояс-
няющие сформулированные утверждения.

В структуре импульсного пространства выявлены следующие 4 обла-
сти: область 1 − множество импульсов p, для которых иследуемая точка Rc

принадлежит запрещённой области движения в координатном пространстве
𝐶Δ(𝛼, 𝛾); область 2 – множество импульсов p, для которых разрешённая
область Δ(𝛼, 𝛾) является двухкомпонентной и начальная и исследуемая точ-
ки находятся в разных её компонентах; область 3 − множество импульсов
p, для которых разрешённая область Δ(𝛼, 𝛾) является однокомпонентной и
исследуемая точка Rc лежит в разрешённой области Δ(𝛼, 𝛾); область 4 −
множество импульсов p, для которых разрешённая область Δ(𝛼, 𝛾) являет-
ся двухкомпонентной и начальная и исследуемая точки находятся в одной её
компоненте. Таким образом, область Σ (R0,Rc, 𝛽) представляется в виде объ-
единения областей 3 и 4, а её дополнение 𝐶Σ (𝑅0, 𝑅𝑐, 𝛽) – в виде объединения
областей 1 и 2. Границами области 1 являются только кривые второго поряд-
ка, поэтому отличие границ Σ (R0,Rc, 𝛽) от указанных кривых определяется
существованием в импульсном пространстве точек области 2.

Доказано, что в случае, когда 𝐶Σ (𝑅0, 𝑅𝑐, 𝛽) совпадает с областью 1,
границами Σ (R0,Rc, 𝛽) являются эллипс, парабола, ветви гиперболы или па-
ра пересекающихся прямых, проходящих через начало координат. В указан-
ных условиях при 𝐶 < 1 границей Σ (R0,Rc, 𝛽) является эллипс с фокусами
на оси 𝑃𝜙, причём если 𝐴 − 𝐵𝛽 > 0, то бо́льшая по площади часть области
Σ (R0,Rc, 𝛽) лежит в полуплоскости 𝑃𝜙 > 0, если 𝐴 − 𝐵𝛽 < 0, то бо́льшая
по площади часть области Σ (R0,Rc, 𝛽) лежит в полуплоскости 𝑃𝜙 < 0. При
𝐶 > 1 границами области Σ (R0,Rc, 𝛽) являются гиперболы с фокусами на
оси 𝑃𝜙 такие, что при 𝐴−𝐵𝛽 > 0 обе точки пересечения гипербол с осью 𝑃𝜙
находятся на отрицательной полуоси оси 𝑃𝜙, при 𝐴 − 𝐵𝛽 < 0 – на положи-
тельной полуоси оси 𝑃𝜙. При 𝐶 = 1 граница области Σ (R0,Rc, 𝛽) задаётся
параболой с вершиной на оси 𝑃𝜙. Если 𝐴 − 𝐵𝛽 < 0, то для вершины па-
раболы 𝑃𝜙 > 0. Границами области 1 в случае 𝐴 − 𝐵𝛽 = 0 являются две
пересекающиеся прямые, проходящие через начало координат.
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Как показывают результаты расчётов, добавление к дипольному полю
внешнего однородного магнитного поля приводит к изменению параметров
границ областей 1 и 2, но не меняет их качественный вид. В частности, при
𝐶 > 1 происходит изменение координат точек пересечения границ областей 1
и 2 с осями координат и фокусов гипербол, являющихся границами области 1.
Увеличение |𝛽| может оказать существенное влияние на структуру областей
Σ (R0,Rc, 𝛽). В диссертации приведён пример, когда при усилении однород-
ного поля площадь области 2 уменьшается и начиная с некоторого значения
𝛽 становится равной нулю.

Во второй главе аналитически решена задача о движении заряжен-
ной частицы в суперпозиционном поле в дрейфовом приближении, а также
исследованы области применимости дрейфовых уравнений.

В первой части главы дана общая формулировка дрейфовых уравне-
ний движения. Радиус-вектор текущего положения частицы r представлен в
виде векторной суммы

r = a+ c, (2)

где a – вектор, проведённый из центра вращения (ведущего центра) в точку,
где находится частица; c – текущее положение ведущего центра. Отмечено,
что в отличие от случая однородного поля величины a и c медленно меняются
со временем: a = a(𝑡), c = c(𝑡), а ведущий центр может двигаться поперёк
магнитного поля B, перемещаясь с одной силовой линии на другую. Скорость
частицы v состоит из двух частей: скорости вращения w и скорости дрейфа u:

v =
𝑑r

𝑑𝑡
=
𝑑a

𝑑𝑡
+
𝑑c

𝑑𝑡
= w + u. (3)

Из уравнений продольной и поперечной динамики ведущего центра с
использованием сохранения эквивалентного магнитного момента 𝜇 получены
выражения для продольной и поперечной составляющих скорости ведущего
центра.

Рассмотрены уравнения для силовых линий поля. После приведения
общей формулировки дрейфовых уравнений движения дан их вид в суперпо-
зиционном поле. Вычислен поперечный градиент магнитного поля, найдены
зависимости радиальной координаты и её производной от широты. С помо-
щью полученных выражений получена зависимость долготы 𝜙 от широты 𝜓

ведущего центра:

𝜙− 𝜙0 =

𝜓∫︁
0

(︂
𝑅𝑒

𝐶𝑠𝑡

)︂2

(︁
1− 𝜂

2𝜂𝑚𝑎𝑥

)︁
˜(∇𝐵)⊥

̃︀Φ
𝐹1𝜂2 cos𝜓

√︁
1− 𝜂

𝜂𝑚𝑎𝑥

𝑑𝜓, (4)
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где 𝜂 – текущее значение модуля безразмерной индукции, 𝜂𝑚𝑎𝑥 – значение
модуля безразмерной индукции в точке пересечения силовой линии с плос-
костью магнитного экватора, ˜(∇𝐵)⊥ – безразмерная проекция ∇𝐵 на плос-
кость, перпендикулярную B, ̃︀Φ =

√︀
𝐹 2
1 + 𝐹 2

2 , 𝐹1 и 𝐹2 – радиальная координа-
та и её производная в обезразмеренном виде, 𝑅𝑒 – экваториальный параметр
местной силовой линии, 𝜙0 – начальное значение координаты 𝜙.

Приведены примеры графиков зависимостей интеграла, пропорцио-
нального широте, от долготы при значениях угла между начальной скоро-
стью и индукцией магнитного поля на экваторе, равных 15∘, 30∘, 45∘, 60∘ и
75∘, и различных значений параметра 𝛽, пропорционального модулю индук-
ции однородного магнитного поля.

Во второй части второй главы рассмотрен вопрос об областях примени-
мости дрейфовых уравнений движения. Показано, что достаточные условия
применимости дрейфовых уравнений в суперпозиционном поле могут быть
записаны в виде ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

̃︀𝑟 6 𝛽1
̃︀𝐵2√︀

|𝐹⊥(̃︀𝑟, 𝜓, 𝛼)| ,
̃︀𝑟 6 𝛽2

̃︀𝐵2√︁⃒⃒
𝐹‖(̃︀𝑟, 𝜓, 𝛼)⃒⃒ ,

(5)

где 𝐵̃(̃︀𝑟, 𝜓, 𝛼) =√︁4 (1− 𝛼r̃3)2 sin2 𝜓 + (1 + 2𝛼r̃3)2 cos2 𝜓,

𝐹‖(𝑟, 𝜓, 𝛼) = 6𝜋 sin𝜓
(︀
2
(︀
4
(︀
𝛼𝑟3 − 1

)︀
sin2 𝜓−

−
(︀
1 + 2𝛼𝑟3

)︀
cos2 𝜓

)︀ (︀
1− 𝛼𝑟3

)︀
+ cos2 𝜓

(︀
4𝛼𝑟3 − 1

)︀ (︀
2𝛼𝑟3 + 1

)︀)︀
,

𝐹⊥(𝑟, 𝜓, 𝛼) = 3 cos𝜓
(︀(︀
4
(︀
𝛼𝑟3 − 1

)︀
sin2 𝜓 −

(︀
2𝛼𝑟3 + 1

)︀
cos2 𝜓

)︀ (︀
2𝛼𝑟3 + 1

)︀
+

+2 sin2 𝜓
(︀
1− 4𝛼𝑟3

)︀ (︀
1− 𝛼𝑟3

)︀)︀
,

𝑟 = 𝑟/𝐶𝑠𝑡, 𝛽1 = 0.46, 𝛽2 = 0.66.
Преобразованы выражения для поперечного и продольного градиента

поля, сформулированы достаточные условия применимости. Области, задава-
емые системой неравенств (5), построены численно для различных индукций
однородного поля B0. Исследовано изменение вида областей применимости
дрейфового приближения Ω и дополнений к ним 𝐶Ω при изменении проек-
ции B0 на направление, противоположное M. Показано, что при переходе от
дипольного поля к суперпозиционному область 𝐶Ω становится ограниченной.
Для каждой из двух рассматриваемых ориентаций однородного поля суще-
ствует критическое значение 𝐵0 такое, что при меньших по модулю значениях
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𝐵0 область Ω является двухкомпонентной, а при бо́льших – однокомпонент-
ной. Площадь области 𝐶Ω уменьшается при увеличении |𝐵0| и в предельном
случае |𝐵0| → ∞ область Ω превращается во всю полуплоскость.

В третьей главе приведено построение и исследование областей вы-
сыпания заряженных частиц, инжектированных точечным источником в гео-
магнитное поле, представленное первыми гармониками ряда Гаусса.

В первой части третьей главы рассмотрены области высыпания заря-
женных частиц в дипольном магнитном поле. Выведена система безразмер-
ных уравнений движения, описывающая динамику отрицательно заряженной
частицы ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥′1 = 𝑥4, 𝑥
′
2 = 𝑥5, 𝑥

′
3 = 𝑥6,

𝑥′4 =
3𝑥2𝑥3𝑥6 − 𝑥5

(︀
2𝑥23 − 𝑥21 − 𝑥22

)︀
𝑟5

,

𝑥′5 =
𝑥4
(︀
𝑥21 + 𝑥22 − 2𝑥23

)︀
+ 3𝑥1𝑥3𝑥6

𝑟5
,

𝑥′6 =
3𝑥3 (𝑥2𝑥4 − 𝑥1𝑥5)

𝑟5
,

(6)

где 𝑥1, 𝑥2 и 𝑥3 – безразмерные декартовы координаты частицы,
𝑟 =

√︀
𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6 – безразмерные скорости, штрихами обозначе-

ны производные по безразмерному времени 𝜏 .
Доказано, что в случае положения инжектора на магнитном экваторе

начальные данные для системы уравнений (6) определяются двумя характер-
ными отношениями 𝑟0/𝑅𝐸 = 𝑟|𝜏=0/𝑅𝐸 и 𝑅𝐸/𝐶𝑠𝑡, а также направляющими
косинусами вектора начальной скорости. Направление инжекции j задаёт-
ся углом 𝑖 между начальной скоростью v0 и местной вертикалью и углом 𝑞

между направлением проекции v0 на плоскость местного горизонта и мест-
ным азимутальным направлением.

Поставленная задача решена с помощью вычислительного алгоритма,
заключающегося в последовательном расчёте траекторий заряженых частиц
в дипольном магнитном поле. Углы 𝑖 и 𝑞 предполагались случайными вели-
чинами с равномерным законом распределения в предварительно определя-
емых промежутках [𝑖𝑚𝑖𝑛, 𝑖𝑚𝑎𝑥], [𝑞𝑚𝑖𝑛, 𝑞𝑚𝑎𝑥]. Для каждого варианта выборки
начальных данных производилось численное интегрирование уравнений дви-
жения (6) разностным методом Рунге-Кутта-Мерсона 4-го порядка с авто-
матическим выбором шага. Число испытаний в серии принималось равным
1 000 000.

На основе указанного алгоритма области высыпания построены для
различных значений отношения 𝑟0/𝑅𝐸 и безразмерного импульса 𝑝′. Резуль-
таты расчётов показывают, что при фиксированном 𝑟0/𝑅𝐸 при изменении 𝑝′
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происходит качественное изменение структуры областей высыпания, выража-
ющееся, в частности, в изменении числа компонент и изменении интервалов
магнитных широт и долгот точек области высыпания.

Во второй части третьей главы рассмотрены области высыпания элек-
тронов высокой энергии в геомагнитном поле. Потенциал геомагнитного поля
представлен суммой первых гармоник ряда Гаусса

𝑉 = 𝑅𝐸

∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝑅𝐸

𝑟

)︂𝑛+1 𝑛∑︁
𝑚=0

(𝑔𝑚𝑛 cos𝑚𝜙+ ℎ𝑚𝑛 sin𝑚𝜙)𝑃𝑚
𝑛 (cos 𝜃), (7)

где 𝑔𝑚𝑛 и ℎ𝑚𝑛 − коэффициенты, определяемые в результате измерений геомаг-
нитного поля, 𝑃𝑚

𝑛 (cos 𝜃) – многочлены Шмидта.
Система уравнений движения приводится к виду⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 𝑣𝑟,

𝑑𝜃

𝑑𝑡
=
𝑣𝜃
𝑟
,

𝑑𝜙

𝑑𝑡
=

𝑣𝜙
𝑟 sin 𝜃

,

𝑑𝑣𝑟
𝑑𝑡

= 𝐾𝜔𝑟 +
𝑣2𝜃 + 𝑣2𝜙

𝑟
,

𝑑𝑣𝜃
𝑑𝑡

= 𝐾𝜔𝜃 −
𝑣𝑟𝑣𝜃
𝑟

+
𝑣2𝜙 ctg 𝜃

𝑟
,

𝑑𝑣𝜙
𝑑𝑡

= 𝐾𝜔𝜙 −
𝑣𝑟𝑣𝜙
𝑟

− 𝑣𝜙𝑣𝜃 ctg 𝜃

𝑟
,

(8)

где 𝑟 – безразмерная радиальная координата, 𝜃 и 𝜙 – дополнение до широты
и долгота, 𝑣𝑟, 𝑣𝜙 и 𝑣𝜃 – безразмерные скорости в сферической системе коор-
динат, 𝜔̂𝑟 = 𝑣𝜃𝐵̂𝜙 − 𝑣𝜙𝐵̂𝜃, 𝜔̂𝜃 = 𝐵̂𝑟𝑣𝜙 − 𝑣𝑟𝐵̂𝜙, 𝜔̂𝜙 = 𝑣𝑟𝐵̂𝜃 − 𝑣𝜃𝐵̂𝑟, 𝐵̂𝑟, 𝐵̂𝜙,
𝐵̂𝜃 – безразмерные компоненты магнитной индукции в сферической системе
координат, 𝐾 – безразмерный коэффициент.

С помощью вычислительного алгоритма, изложенного в первой части
третьей главы, были построены области высыпания электронов на поверх-
ность Земли для трёх представляющих практический интерес положений ин-
жектора:

1. на геостационарной орбите в точке пересечения магнитного и географи-
ческого экваторов (Рис. 2);

2. на поверхности Земли в точке пересечения магнитного и географическо-
го экваторов;

3. на поверхности Земли в точке с геомагнитной широтой 25∘ и магнитной
долготой 0∘.
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Вычисления проводились для кинетических энергий 𝐸𝑘 электронов,
равных 7, 15, 30 и 45 ГэВ. Число испытаний в серии принималось равным
1 000 000.

а) б)

Рис. 2. Области высыпания электронов на земную поверхность для положе-
ния инжектора на геостационарной орбите в точке пересечения географиче-
ского и геомагнитного экваторов при 𝐸𝑘 = 15 ГэВ: а) 𝑛 = 1, б) 𝑛 = 4.

Установлено, что в общем случае существуют отличия областей высы-
пания в реальном геомагнитном поле от дипольного, выражающиеся в изме-
нении числа компонент, усилении их асимметрии относительно экватора, из-
менении формы компонент, а также изменении интервалов допустимых маг-
нитных широт и долгот. Эти отличия становятся наиболее существенными,
когда инжектор находится на низкой околоземной орбите.

В заключении перечислены основные результаты работы, которые
состоят в следующем.

Исследованы разрешённые области движения в случае, когда индук-
ция однородного магнитного поля сонаправлена магнитному моменту диполя,
а значения постоянной Штермера положительны. Показано, что структура
разрешённой области в координатном пространстве зависит от параметра 𝑢2,
являющегося корнем квадратного уравнения. Для значений 0 < 𝑢2 < 1 разре-
шённая область состоит из двух неограниченных компонент, лежащих в верх-
нем (𝑧 > 0) и нижнем (𝑧 < 0) полупространствах. При 𝑢2 = 1 компоненты
разрешённой области соединяются друг с другом в плоскости магнитного эк-
ватора. При 𝑢2 > 1 разрешённая область однокомпонентная, причем ближняя
и дальняя по отношению к диполю границы существуют для любых значений
магнитной широты 𝜓. Выведена система неравенств, определяющая область
разрешённых начальных импульсов. Установлено, что качественно вид об-
ластей разрешённых импульсов не меняется при переходе от дипольного к
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суперпозиционному полю. Сформулировано условие, при выполнении кото-
рого границы сечения области разрешённых импульсов являются кривыми
второго порядка, исследованы некоторые свойства этих границ. Разработан
вычислительный алгоритм, на основе которого построены сечения области
разрешённых импульсов для различных положений начальной и рассматри-
ваемой точек, а также параметра 𝛽, пропорционального проекции индукции
однородного поля на направление магнитного момента. Полученные резуль-
таты дополняют классическую теорию движения заряженных частиц в поле
магнитного диполя, развитую К. Штермером.

Аналитически решена задача о движении заряженной частицы в су-
перпозиции дипольного и однородного магнитных полей в дрейфовом при-
ближении. Выведена квадратура, описывающая дрейф ведущего центра по
силовой поверхности суперпозиционного поля. С использованием указанной
квадратуры построены графики зависимости долготы от широты, соответ-
ствующие различным направлениям начальной скорости частицы. Опреде-
лены области применимости дрейфового приближения для суперпозицион-
ного поля и исследованы их свойства в зависимости от индукции однород-
ного магнитного поля B0. Установлено, что при 𝐵0 ̸= 0 область примени-
мости является неограниченной. При малых значениях модуля индукции 𝐵0

область применимости является двухкомпонентной, при достаточно больших
𝐵0 – однокомпонентной. С увеличением 𝐵0 площадь дополнения к области
применимости в ведущей плоскости уменьшается.

Построены и исследованы области высыпания электронов высокой
энергии, инжектированных точечным источником в геомагнитное поле, кото-
рое моделируется первой дипольной либо первыми четырьмя сферическими
гармониками ряда Гаусса. Показано, что при движении заряженной частицы
в дипольном магнитном поле в случае положения инжектора на геомагнит-
ном экваторе структура области высыпания однозначно определяется без-
размерными координатами источника и безразмерным импульсом частицы.
Приведены конкретные примеры расчёта областей высыпания, полученных
численным решением системы уравнений для различных начальных данных,
задаваемых безразмерными импульсами и координатами. Выведена система
безразмерных уравнений движения, удобная для численного интегрирования
в случае произвольного числа гармоник в разложении потенциала. Для вы-
бранных начальных координат и кинетических энергий электрона опреде-
лены значения углов 𝑖 и 𝑞, определяющих направление начальной скорости
частицы, для которых возможно пересечение траекторий с земной поверхно-
стью. Построены области высыпания электронов высокой энергии в геомаг-
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нитном поле, потенциал которого представлен в виде суммы первых гармоник
ряда Гаусса.
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