ŚŠŘŐČŐ ĆŻŔŞŁŃŻĚ ŤŞŊŁŰĹĹ

Ć.Ŋ.Ňăńőğñňőć (Ďőłńăď ŋă áěňĺŋăàě 24.11.98)

1^o. Ŕãáâì ˙ ⊂ R^n | ćëŕãłńőě ňŋőęěáâćő. Ťãŋłæĺï f, őŕàěďěńñŋŋăï ŋă ˙, ŋăğëćăěâáï áâàőčő ćëŕãłńőľ, ěáńĺ ďńï ńîąëå x_0, x_1 ĺğ ˙, x_0 ≠ x_1, ĺ ćáěå t ∈ (0, 1) ćëŕőńŋïěâáï ŋěàăćěŋáâćő f(tx_1 + (1 − t)x_0) < tf(x_1) + (1 − t)f(x_0). (1) İâő ŋěàăćěŋáâćő ňőęŋő ŕěàěŕĺáăâì ć àăćŋőáĺńìŋőň ćĺďě f(x_0 + t(x_1 − x_0)) < f(x_0) + t[f(x_1) − f(x_0)]. (2) Śâàőčăï ćőčŋãâőáâì äãŋłæĺĺ f őğŋăçăěâ áâàőčãî ćëŕãłńőáâì äãŋłæĺĺ (−f).

ŠĚŐŘĚŇĂ 1. Ŕãáâì U ⊂ R^n | őâłàëâőě ćëŕãłńőě ňŋőęěáâćő ĺ f | ŋěŕàěàëćŋő ďĺääěàěŋæĺàãěňăï ŋă U äãŋłæĺï. Ďńï âőčő çâőąë f ąëńă áâàőčő ćëŕãłńőľ ŋă U, ŋěőąåőďĺňő ĺ ďőáâăâőçŋő, çâőąë f(x_1) − f(x_0) > ⟨f^′(x_0), x_1 − x_0⟩ (3) ďńï ćáěå x_0, x_1 ĺğ U, x_0 ≠ x_1.

Ď ő ł ă ğ ă â ě ń ì á â ć ő. Ŋ ě ő ą å ő ď ĺ ň ő á â ì. Ğăäĺłáĺàãěň ďćě àăğńĺçŋëě âőçłĺ x_0, x_1 ĺğ U. Ŕőáłőńìłã áâàőčő ćëŕãłńăï äãŋłæĺï ïćńïěâáï ŕàőáâő ćëŕãłńőľ, âő f(x_1) − f(x_0) ≥ ⟨f^′(x_0), x_1 − x_0⟩.

Ŕőłăęěň, çâő ŋă áăňőň ďěńě ğďěáì ćëŕőńŋïěâáï áâàőčőě ŋěàăćěŋáâćő. Ďőŕãáâĺň ŕàőâĺćŋőě:

f(x_1) − f(x_0) = ⟨f^′(x_0), x_1 − x_0⟩.

Ğăäĺłáĺàãěň t ∈ (0, 1) ĺ ŕőńőęĺň x(t) = tx_1 + (1 − t)x_0. Šőçłă x(t) ŕàĺŋăďńěęĺâ U. Śőčńăáŋő (2) ğăŕĺèěň f(x(t)) − f(x_0) < t[f(x_1) − f(x_0)] = t⟨f^′(x_0), x_1 − x_0⟩.

Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, f(x(t)) − f(x_0) ≥ t⟨f^′(x_0), x_1 − x_0⟩.

Ŕàőâĺćőàěçĺě ğăćěèăěâ ďőłăğăâěńìáâćő.

Ď ő á â ă â ő ç ŋ ő á â ì. Ŕãáâì x_0, x_1 | ďćě àăğńĺçŋëě âőçłĺ ĺğ U ĺ t ∈ (0, 1). Ć áĺńã (3) ĺňěěň f(x_0) − f(x(t)) > ⟨f^′(x(t)), x_0 − x(t)⟩, f(x_1) − f(x(t)) > ⟨f^′(x(t)), x_1 − x(t)⟩. Şňŋőęĺć ŕěàćőě ŋěàăćěŋáâćő ŋă t, ćâőàőě | ŋă (1− t) ĺ áńőęĺć ĺå, ŕàĺďěň ł (1). Šěőàěňă ďőłăğăŋă. �

ŠĚŐŘĚŇĂ 2. Ć ãáńőćĺïå ŕàěďëďãéěľ âěőàěňë äãŋłæĺï f ąãďěâ áâàőčő ćëŕãłńőľ ŋă U âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ⟨f^′(x_1) − f^′(x_0), x_1 − x_0⟩ > 0 (4) ŕàĺ ćáěå x_0, x_1 ĺğ U, x_0 ≠ x_1.

Ď ő ł ă ğ ă â ě ń ì á â ć ő. Ďőáâăâőçŋő ŕàőćěàĺâì íłćĺćăńěŋâŋőáâì ãáńőćĺľ (3) ĺ (4). Ěáńĺ ćëŕőńŋěŋő ãáńőćĺě (3), âő f(x_0) − f(x_1) > ⟨f^′ (x_1), x_0 − x_1⟩ = −⟨f^′(x_1), x_1 − x_0⟩.

Śńőęĺć íâő ŋěàăćěŋáâćő á (3), ŕőńãçĺň (4).

Ŋăőąőàőâ, ŕãáâì ćëŕőńŋěŋő ãáńőćĺě (4). Ŕőńőęĺň h = x_1 − x_0. Ŕő âěőàěňě ő áàěďŋěň f(x_1) − f(x_0) = ⟨f^′(x_0 + θh), h⟩ = = 1 θ ⟨f^′ (x_0 + θh) − f^′(x_0), θh⟩ + ⟨f^′(x_0), h⟩.

Ğďěáì θ ∈ (0, 1). Ć áĺńã (4) f(x_1) − f(x_0) > ⟨f^′(x_0), x_1 − x_0⟩, â. ě. ćëŕőńŋïěâáï ãáńőćĺě (3). Šěőàěňă ďőłăğăŋă. �

ŠĚŐŘĚŇĂ 3. Ŕãáâì äãŋłæĺï f ďćăęďë ŋěŕàěàëćŋő ďĺääěàěŋæĺàãěňă ŋă U. Ěáńĺ ŕàĺ ćáěå x ∈ U ĺ h ∈ R^n, h ≠ 0, ćëŕőńŋïěâáï ŋěàăćěŋáâćő ⟨f^{′′}(x)h, h⟩ > 0, (5) âő f | áâàőčő ćëŕãłńăï ŋă U äãŋłæĺï.

Ď ő ł ă ğ ă â ě ń ì á â ć ő. Ğăäĺłáĺàãěň ďćě àăğńĺçŋëě âőçłĺ x_0, x_1 ĺğ U ĺ ŕőłăęěň, çâő ďńï ŋĺå áŕàăćěďńĺćő ŋěàăćěŋáâćő (4). Őąőğŋăçĺň h = x_1 − x_0, h ≠ 0, ĺ ććěďěň äãŋłæĺî őďŋőľ ŕěàěňěŋŋőľ φ(t) = ⟨f^′ (x_0 + th), h⟩. Ĺňěěň

φ^′(t) = [_n ∑ k=1 f^′_k(x_0 + th)h_k ]_′ t =

= n∑ k=1 h_k n∑ j=1 f^{′′}_{kj} (x_0 + th)h_j = ⟨f^{′′} (x_0 + th)h, h⟩. Şçĺâëćăï íâã äőàňãńã ĺ (5), ŕőńãçăěň

⟨f^′(x_1) − f^′(x_0), x_1 − x_0⟩ = φ(1) − φ(0) = = φ^′(θ) = ⟨f^{′′}(x_0 + θh)h, h⟩ > 0. Šěőàěňă ďőłăğăŋă. �

Ŋěàăćěŋáâćő (5) ïćńïěâáï ďőáâăâőçŋëň ãáńőćĺěň áâàőčőľ ćëŕãłńőáâĺ äãŋłæĺĺ f ŋă U, ŋő ć őâńĺçĺě őâ (3) ĺ (4) őŋő ŋě ïćńïěâáï ŋěőąåőďĺňëň ãáńőćĺěň.

ŔŘĹŇĚŘ. Řăááňőâàĺň äãŋłæĺî őďŋőľ ŕěàěňěŋŋőľ g(t) = t^4. Ďńï ŋěñ ŕàĺ t_0 ≠ t_1 ĺňěěň

(g^′(t_1) − g^′(t_0))(t_1 − t_0) = 4(t^3_1 − t^3_0)(t_1 − t_0) =

= 4(t_1 − t_0)^2(t^2_1 + t_1t_0 + t^2_0) = (t_1 − t_0)^2((2t_1 + t_0)^2 + 3t^2_0) > 0.

Śőčńăáŋő âěőàěňě 2, g | áâàőčő ćëŕãłńăï ŋă R äãŋłæĺï. Ćňěáâě á âěň, g^{′′}(0) = 0, âăł çâő ãáńőćĺě (5) ŋě ćëŕőńŋïěâáï.

Ďńï äãŋłæĺĺ őďŋőľ ŕěàěňěŋŋőľ łàĺâěàĺľ áâàőčőľ ćëŕãłńőáâĺ ć âěàňĺŋăå ćâőàőľ ŕàőĺğćőďŋőľ ćëčńïďĺâ áńěďãîéĺň őąàăğőň.

ŠĚŐŘĚŇĂ 4. Ŕãáâì äãŋłæĺï f(t) ďćăęďë ŋěŕàěàëćŋő ďĺääěàěŋæĺàãěňă ŋă ĺŋâěàćăńě (a, b). Ďńï áâàőčőľ ćëŕãłńőáâĺ f(t) ŋă (a, b) ŋěőąåőďĺňő ĺ ďőáâăâőçŋő, çâőąë f^{′′}(t) ≥ 0 ŕàĺ ćáěå t ∈ (a, b) ĺ çâőąë ŋĺ ŕàĺ łăłĺå t_0 < t_1 ĺğ (a, b) ŋě ćëŕőńŋïńőáì âőęďěáâćő f^{′′} (t) ≡ 0 ŋă (t_0, t_1).

Ď ő ł ă ğ ă â ě ń ì á â ć ő. Ŋ ě ő ą å ő ď ĺ ň ő á â ì. Śőčńăáŋő âěőàěňě 2, ŕàőĺğćőďŋăï f^′(t) áâàőčő ćőğàăáâăěâ ŋă (a, b). Ć çăáâŋőáâĺ, f^{′′}(t) ≥ 0 ŕàĺ ćáěå t ∈ (a, b). Ďőŕãáâĺć, çâő f^{′′}(t) ≡ 0 ŕàĺ t ∈ (t_0, t_1), ŕőńãçĺň, çâő f^′(t) ≡ const ŋă (t_0, t_1). İâő ŕàőâĺćőàěçĺâ áâàőčőľ ňőŋőâőŋŋőáâĺ f^′(t).

Ď ő á â ă â ő ç ŋ ő á â ì. Şáńőćĺě f^{′′} (t) ≥ 0 čăàăŋâĺàãěâ ňőŋőâőŋŋőě ŋěãąëćăŋĺě f^′(t) ŋă (a, b). Ŕőłăęěň, çâő f^′(t_0) < f^′(t_1) ŕàĺ t_0 < t_1. Ć ŕàőâĺćŋőň áńãçăě f^′(t_0) = f^′(t_1). Ąőńěě âőčő, ć áĺńã ňőŋőâőŋŋőčő ŋěãąëćăŋĺï f^′(t) = f^′(t_0) ŕàĺ ćáěå t ∈ (t_0, t_1). Őâáîďă áńěďãěâ, çâő f^{′′}(t) ≡ 0 ŋă (t_0, t_1). İâő ŕàőâĺćőàěçĺâ ãáńőćĺî âěőàěňë.

Şáâăŋőćńěŋő, çâő ŕàőĺğćőďŋăï f^′(t) áâàőčő ćőğàăáâăěâ ŋă (a, b). Őáâăěâáï áőáńăâìáï ŋă âěőàěňã 2. �

ŚŃĚĎŚŠĆĹĚ. Ďńï áâàőčőľ ćëŕãłńőáâĺ ďćăęďë ŋěŕàěàëćŋő ďĺääěàěŋæĺàãěňőľ ŋă (a, b) äãŋłæĺĺ f(t) ďőáâăâőçŋő, çâőąë ćâőàăï ŕàőĺğćőďŋăï f^{′′} (t) ąëńă ŕőńőęĺâěńìŋőľ ŋă (a, b) ćáîďã, ğă ĺáłńîçěŋĺěň łőŋěçŋőčő çĺáńă âőçěł, ć łőâőàëå f^{′′}(t) őąàăéăěâáï ć ŋőńì.

2^o. Őçěćĺďŋő, çâő łćăďàăâĺçŋăï äãŋłæĺï q(t) = at^2 + bt + c áâàőčő ćëŕãłńă ŋă R ŕàĺ a > 0. ńĺŋěľŋă ŕàĺ a = 0 ĺ áâàőčő ćőčŋãâă ŋă R ŕàĺ a < 0. Ăŋăńőčĺçŋëľ ŕő åăàăłâěàã àěğãńìâăâ áŕàăćěďńĺć ďńï ďàőąŋőàăæĺőŋăńìŋőľ äãŋłæĺĺ h(t) ćĺďă h(t) = at^2 + bt + c t − p , àăááňăâàĺćăěňőľ ŋă ňŋőęěáâćě U = {t ∈ R| t > p}.

Ŕőńőęĺň A = ap^2 + bp + c.

ŠĚŐŘĚŇĂ 5. Ťãŋłæĺï h(t) áâàőčő ćëŕãłńă ŋă U ŕàĺ A > 0, ńĺŋěľŋă ŕàĺ A = 0 ĺ áâàőčő ćőčŋãâă ŋă U ŕàĺ A < 0.

Ď ő ł ă ğ ă â ě ń ì á â ć ő. Ŕő äőàňãńě Ńěľąŋĺæă ĺňěěň

h^{′′}(t) = 2 a t − p − 2(2 at + b) (t − p)^2

+ 2(at^2 + bt + c) (t − p)^3 = = 2(t − p)^{−3}[a(t − p)^2 − (2at + b)(t − p) + at^2 + bt + c] = = 2 ap^2 + bp + c (t − p)^3 = 2A (t − p)^3 . Őâáîďă ĺ ĺğ âěőàěňë 3 áńěďãěâ, çâő äãŋłæĺï h(t) áâàőčő ćëŕãłńă ŋă U ŕàĺ A > 0 ĺ áâàőčő ćőčŋãâă ŋă U ŕàĺ A < 0.

Ŕãáâì A = 0. Šőčďă c = −ap^2 − bp ĺ h(t) = at^2 + bt − ap^2 − bp t − p = a(t + p) + b. Šěőàěňă ďőłăğăŋă. � Ŕàĺćěďěň âăąńĺæã äãŋłæĺľ őďŋőľ ŕěàěňěŋŋőľ, áâàőčő ćëŕãłńëå ŋă ĺŋâěàćăńě (a, b).

ŠĂĄŃĹŰĂ ŚŠŘŐČŐ ĆŻŔŞŁŃŻŢ ŤŞŊŁŰĹĽ

Ćĺď äãŋłæĺĺ Ĺŋâěàćăń (a, b) t^{2n} ŕàĺ n = 1, 2, . . . (−∞, +∞) √ c^2 + t^2 ŕàĺ c ≠ 0 (−∞, +∞) − √ 1 − t^2 (−1, 1) − ln t (0, +∞) t ln t (0, +∞) − sin t (0, π) − ln sin t (0, π) tg t (0,^π_2 ) − ln tg t (0,^π_4 ) − ln(1 − t^2) (−1, 1)

3^o. Ććěďěň őąőğŋăçěŋĺě x = (t_1, . . . , t_n) ĺ ŕãáâì V = {x | t_1 > 0, . . . , t_n > 0}. ŠĚŐŘĚŇĂ 6. Ťãŋłæĺï f(x) = − n∑ k=1 α_k ln t_k, (6)

čďě α_k | ŕőńőęĺâěńìŋëě łőŋáâăŋâë, áâàőčő ćëŕãłńă ŋă V .

Ď ő ł ă ğ ă â ě ń ì á â ć ő. Ğăäĺłáĺàãěň ŋă ňŋőęěáâćě V ďćě àăğńĺçŋëě âőçłĺ x_0 = (t^{(0)}_1 , . . . , t^{(0)}_n ) ĺ x_1 = (t^{(1)}_1 , . . . , t^{(1)}_n ). Ĺňěěň

⟨f^′(x_1) − f^′(x_0), x_1 − x_0⟩ = − n∑ k=1 α_k ( 1 t^{(1)}_k − 1 t^{(0)}_k ) (t^{(1)}_k − t^{(0)}_k ) =

= n∑ k=1 α_k(t^{(0)}_k t^{(1)}_k )^{−1}(t^{(1)}_k − t^{(0)}_k )^2 > 0.

Őáâăěâáï áőáńăâìáï ŋă âěőàěňã 2. � Šěőàěňã 6 ňőęŋő ŕěàěäőàňãńĺàőćăâì ĺŋăçě: äãŋłæĺï F (x) = t^{α1}_1 t^{α2}_2 . . . t^αn_n ïćńïěâáï ńőčăàĺäňĺçěáłĺ áâàőčő ćőčŋãâőľ ŋă V .

Ć áćïğĺ á âěőàěňőľ 6 áďěńăěň őąéěě ğăňěçăŋĺě. Ŕãáâì f_k(t), k ∈ 1 : n, | áâàőčő ćëŕãłńëě ŕàĺ t > 0 äãŋłæĺĺ. Šőčďă äãŋłæĺï n ŕěàěňěŋŋëå

F (x) = n∑ k=1 α_k f_k(t_k),

čďě α_k | ŕőńőęĺâěńìŋëě łőŋáâăŋâë, ąãďěâ áâàőčő ćëŕãłńőľ ŋă ňŋőęěáâćě V . İâő áńěďãěâ ĺğ őŕàěďěńěŋĺľ.

Řăááňőâàĺň őŕàěďěńĺâěńì Ćăŋďěàňőŋďă W (x) = ∏ 1≤j<k≤n (t_k − t_j )

ŋă ňŋőęěáâćě U = {x | t_1 < t_2 < . . . < t_n}.

ŠĚŐŘĚŇĂ 7. Őŕàěďěńĺâěńì Ćăŋďěàňőŋďă W (x) ïćńïěâáï ńőčăàĺäňĺçěáłĺ ćőčŋãâőľ ŋă U äãŋłæĺěľ.

Ď ő ł ă ğ ă â ě ń ì á â ć ő. Ŋãęŋő ŕàőćěàĺâì, çâő äãŋłæĺï F (x) = − ln W (x) = − ∑ 1≤j<k≤n ln(t_k − t_j ) ćëŕãłńă ŋă U. Ćőğìňñň ŋă U ďćě âőçłĺ x_0 = (t^{(0)}_1 , . . . , t^{(0)}n ), x_1 = (t^{(1)}_1 , . . . , t^{(1)}n ) ĺ őąőğŋăçĺň h_k = t^{(1)}_k − t^{(0)}_k . Ĺňěěň

⟨F^′(x_1) − F^′(x_0), x_1 − x_0⟩ = = − n∑ k=1 h_k n∑ j=1, j≠k ( 1 t^{(1)}_k − t^{(1)}_j − 1 t^{(0)}_k − t^{(0)}_j ) =

= n∑ k=1 n∑ j=1, j≠k h_k(h_k − h_j ) (t^{(1)}_k − t^{(1)}_j )(t^{(0)}_k − t^{(0)}_j ) =

= ( n−1∑ k=1 n∑ j=k+1 + n−1∑ j=1 n∑ k=j+1 ) h^k(h^k − h^j ) (t^{(1)}_k − t^{(1)}_j )(t^{(0)}_k − t^{(0)}_j ) =

= n−1∑ k=1 n∑ j=k+1 h_k(h_k − h_j) + h_j(h_j − h_k) (t^{(1)}_k − t^{(1)}_j )(t^{(0)}_k − t^{(0)}_j ) =

= n−1∑ k=1 n∑ j=k+1 (h_j − h_k)^2 (t^{(1)}_j − t^{(1)}_k )(t^{(0)}_j − t^{(0)}_k ) ≥ 0. Šěőàěňă ďőłăğăŋă. � Ł áőęăńěŋĺî, őŕàěďěńĺâěńì Ćăŋďěàňőŋďă ŋě ąãďěâ ńőčăàĺäňĺçěáłĺ áâàőčő ćőčŋãâëň ŋă U. Ďěľáâćĺâěńìŋő, àăááňőâàĺň ŕàïňãî x = x(λ) := = x_0 + λe, čďě x_0 | ŋěłőâőàăï âőçłă ĺğ U ĺ e | ćěłâőà, ćáě łőňŕőŋěŋâë łőâőàőčő àăćŋë ěďĺŋĺæě. Őçěćĺďŋő, çâő x(λ) ∈ U ŕàĺ ćáěå λ ∈ R. Ŕàĺ íâőň

W (x(λ)) = ∏ 1≤j<k≤n [ (t^{(0)}_k + λ) − (t^{(0)}_j + λ) ] ≡ W (x_0).

Ďńï ńőčăàĺäňĺçěáłĺ áâàőčő ćőčŋãâőľ äãŋłæĺĺ âăłőě ŋěćőğňőęŋő.

Ůâőąë ĺáŕàăćĺâì ŕőńőęěŋĺě, ććěďěň äãŋłæĺî

T (x) = W (0, t_1, . . . , t_n) = n∏ k=1 t_k ∏ 1≤j<k≤n (t_k − t_j ).

Šăłĺň őąàăğőň, ć őŕàěďěńĺâěńě Ćăŋďěàňőŋďă őďĺŋ ãğěń ğăäĺłáĺàőćăŋ.

ŠĚŐŘĚŇĂ 8. Ťãŋłæĺï T (x) ïćńïěâáï ńőčăàĺäňĺçěáłĺ áâàőčő ćőčŋãâőľ ŋă ňŋőęěáâćě U_0 = {x | 0 < t_1 < t_2 < . . . < t_n}.

Ď ő ł ă ğ ă â ě ń ì á â ć ő. Ĺňěěň

F (x) := − ln T (x) = − n∑ k=1 ln t_k − ∑ 1≤j<k≤n ln(t_k − t_j ).

Ŋă ňŋőęěáâćě U_0 äãŋłæĺï F_1(x) = − ∑_n k=1 ln t_k áőčńăáŋő âěőàěňě 6 áâàőčő ćëŕãłńă, ă äãŋłæĺï

F_2(x) = − ∑ 1≤j<k≤n ln(t_k − t_j )

ć áĺńã âěőàěňë 7 ŕàőáâő ćëŕãłńă. Őçěćĺďŋő, çâő ĺå áãňňă F (x) = F_1(x)+ +F_2(x) ąãďěâ áâàőčő ćëŕãłńőľ ŋă U_0. Šěőàěňă ďőłăğăŋă. �