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Äëÿ ëèíåéíîãî äèñêðåòíîãî îáúåêòà óïðàâëåíèÿ (ÎÓ) ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î

ïîñòðîåíèè ñòàáèëèçèðóþùåãî ëèíåéíîãî ðåãóëÿòîðà ñ ïîäñòðàèâàåìûìè êîýôôèöèåíòàìè

â óñëîâèÿõ àïðèîðíîé íåîïðåäåëåííîñòè î ïàðàìåòðàõ îáúåêòà è íåðåãóëÿðíûõ àääèòèâíûõ

âîçìóùåíèÿõ. Ïðè âåñüìà ñëàáûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà òèï íåîïðåäåëåííîñòåé äîêàçàíî

ñóùåñòâîâàíèå ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà ñ îïðåäåëåííûìè îïòèìàëüíûìè ñâîéñòâàìè.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ íå òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå ïðåäïîëîæåíèÿ

îá óïðàâëÿåìîñòè ÎÓ ïðè ëþáîì èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ.

1.Ââåäåíèå

Â ïåðèîä ñòàíîâëåíèÿ òåîðèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ èçó÷àëèñü â îñíîâíîì ñèñòåìû

ñî ñêàëÿðíûìè âõîäàìè è âûõîäàìè, õîòÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè îíè ìîæåò áûòü áûëè è

áîëåå ñëîæíûìè. Ïîñëåäîâàòåëüíîå ðàçâèòèå òåîðèè óïðàâëåíèÿ íà÷àëîñü ïðèìåðíî

ñ íà÷àëà 60-õ ãîäîâ ÕÕ âåêà, êîãäà áûë çàëîæåí ôóíäàìåíò â èçó÷åíèè ìíîãîìåðíûõ

ñèñòåì. Ðàçâèòèå ðàçëè÷íûõ ïðîãðàììèñòñêèõ òåõíîëîãèé è ñèñòåì äëÿ ðàçíîîáðàçíûõ

îïåðàöèé ñ ìàòðèöàìè ñäåëàëî âïîëíå ëåãêèìè è äîñòóïíûìè äëÿ ïðèìåíåíèÿ â

ïðàêòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ äîñòèæåíèé òåîðèè. Â òî âðåìÿ êàê êîìïüþòåðû, îñîáåííî

ïåðñîíàëüíûå è ðàáî÷èå ñòàíöèè ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå è áîëåå ïðîèçâîäèòåëüíûìè,

ðàçðàáîò÷èêè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ êîíñòðóèðóþò êîíòðîëëåðû äëÿ ñèñòåì áîëåå âûñîêèõ

ïîðÿäêîâ, èñïîëüçóÿ ñîâðåìåííóþ ìåòîäîëîãèþ. Âñå ýòè ðàçðàáîòêè åñòåñòâåííî

ïîäíèìàþò âîïðîñ: â êàêîé ñòåïåíè óñëîæíÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è êîíñòðóèðîâàíèÿ

ðåãóëÿòîðîâ ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè çàäà÷è, îïðåäåëÿåìîé ÷èñëîì âõîäîâ/âûõîäîâ è

ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. Ñåðüåçíîå èçó÷åíèå ñëîæíîñòè çàäà÷ àíàëèçà

è ñèíòåçà ñèñòåì óïðàâëåíèÿ íà÷àëîñü â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå ÕÕ âåêà è ïðèâåëî

ê íåêîòîðûì íåîæèäàííûì âûâîäàì, â ÷àñòíîñòè, ìíîãèå èç íèõ îêàçàëèñü NP�

ñëîæíûìè çàäà÷àìè, ñì., íàïðèìåð, [15].

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà çàäà÷ó î ñèíòåçå ðîáàñòíîãî óñòîé÷èâîãî ëèíåéíîãî

ðåãóëÿòîðà äèñêðåòíîãî îáúåêòà óïðàâëåíèÿ, ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ â âèäå èíòåðâàëüíûõ

ìàòðèö â çàäàíèè ïàðàìåòðîâ îáúåêòà. Äëÿ äàííîãî öåëîãî ÷èñëà r îáîçíà÷èì �

íåêîòîðûé íàáîð ïàð èç ìíîæåñòâà R2r2

� = ff�ij; �ijg; �1 < �ij <1; �1 < �ij <1; �ij; �ij 2 Q; i; j = 1; : : : ; rg;

ãäå Q � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì

A� := fA = (aij) 2 R
r�r : �ij � aij � �ij; 8i; jg
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ìíîæåñòâî íàçûâàåìîå èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà. Ïóñòü îáúåêò óïðàâëåíèÿ îïèñûâàåòñÿ

ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì âèäà

xt+1 = Axt + But; t = 0; 1; 2; : : : ;

ãäå xt 2 R
r � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà â ìîìåíò âðåìåíè t, ut 2 R

m � íàáîð

óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé â ìîìåíò âðåìåíè t, A � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà èç ìíîæåñòâà

A�. B � çàäàííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè r � m. Çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè ðîáàñòíîãî

ñòàáèëèçèðóþùåãî ëèíåéíîãî ðåãóëÿòîðà îáû÷íî ôîðìóëèðóþò â âèäå: ïîäîáðàòü

òàêóþ ìàòðèöó K ðàçìåðíîñòè m� r, çàäàþùóþ ëèíåéíóþ îáðàòíóþ ñâÿçü âèäà

ut = Kxt;

÷òîáû çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ áûëà óñòîé÷èâîé ïðè ëþáîé ìàòðèöå A èç A�.

Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP ñëîæíîé â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ r

íåèçâåñòíî å¸ ðåøåíèå çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, íî ïðîâåðêà óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòîé

ñèñòåìû ïðè îïðåäåëåííîé ìàòðèöå A 2 A� è âûáðàííîì ðåãóëÿòîðå K ìîæíî

ïðîèçâåñòè äîñòàòî÷íî ïðîñòûì ñïîñîáîì. Håîáõîäèìûì óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè

çàäà÷è î ïîñòðîåíèè ðîáàñòíîãî ñòàáèëèçèðóþùåãî ëèíåéíîãî ðåãóëÿòîðà ÿâëÿåòñÿ

óñëîâèå óïðàâëÿåìîñòè ïàðû ìàòðèö A è B ïðè ëþáîé A 2 A�. Äàæå ïðîâåðêà ýòîãî

áîëåå ïðîñòîãî óñëîâèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåð NP ñëîæíîé çàäà÷è. Âîçìîæíûå

ïóòè ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è îïèñûâàþòñÿ, íàïðèìåð, â [10], [13], [14].

Ïðè âñåé ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ îïèñàííîé âûøå çàäà÷è äàæå â ïðîñòåéøåì ñêàëÿðíîì

ñëó÷àå r = 1 ïðè A� = [1; 5]; B = 1 ïðîñòîé àíàëèç âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ

ðîáàñòíîãî ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà äàåò îòðèöàòåëüíûé îòâåò. Ñ îäíîé ñòîðîíû,

íåâîçìîæíî ïîäîáðàòü ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ ðåãóëÿòîðà ut = k xt;

ñòàáèëèçèðóþùèé ïðè ëþáîì êîýôôèöèåíòå a 2 [1; 5] îáúåêò óïðàâëåíèÿ

xt+1 = axt + ut; t = 0; 1; 2; : : : :

À ñ äðóãîé, ïðè x0 6= 0 è u0 = 0 ðåãóëÿòîð

ut = �
x1

x0
xt; t = 1; 2; : : :

íå òîëüêî ñòàáèëèçèðóåò ñèñòåìó, íî è óäåðæèâàåò xt = 0; t = 2; 3; : : : : Ñòðàòåãèè

óïðàâëåíèÿ òàêîãî òèïà ïðèíÿòî íàçûâàòü àäàïòèâíûìè, òàê êàê îíè â ïðîöåññå

ôóíêöèîíèðîâàíèÿ îáúåêòà "ïðèñïîñàáëèâàþòñÿ" ê ðåàëüíî ñóùåñòâóþùåé îáñòàíîâêå.

Ðîñò ïðîèçâîäèòåëüíîñòè èñïîëüçóåìûõ íà ïðàêòèêå âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ íå

òîëüêî ïîçâîëÿåò ïåðåõîäèòü ê ðåøåíèþ ìíîãîìåðíûõ ñëîæíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðàâëåíèÿ,

íî è ïîçâîëÿåò ïåðåîñìûñëèòü ðîëü àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ. Èõ èñïîëüçîâàíèå â

ñèñòåìàõ ðåàëüíîãî âðåìåíè ìîæåò îêàçàòü ñóùåñòâåííóþ ïîìîùü â ïîëîæèòåëüíîì

ðåøåíèè íåêîòîðûõ íåðàçðåøèìûõ çàäà÷.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ðàñøèðåíèå êëàññà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé

çà ñ÷åò âêëþ÷åíèÿ â íåãî ëèíåéíûõ ðåãóëÿòîðîâ ñ ïîäñòðàèâàåìûìè êîýôôèöèåíòàìè
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ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ñëàáîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íà òèï íåðåãóëÿðíîé íåîïðåäåëåííîñòè

â îïèñàíèè îáúåêòà óïðàâëåíèÿ, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ ñòàáèëèçèðóþùàÿ

ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ è áîëåå òîãî èìååò ðåøåíèå çàäà÷à î ïîñòðîåíèè ìèíèìàêñíîãî

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, êàê è â [11], íåò íåîáõîäèìîñòè íàêëàäûâàòü

óïîìèíàâøååñÿ âûøå óñëîâèå îá óïðàâëÿåìîñòè ïàðû ìàòðèö A è B ïðè ëþáîé

A 2 A�. Êðîìå àïðèîðíîé íåîïðåäåëåííîñòè î äåéñòâèòåëüíûõ ïàðàìåòðàõ îáúåêòà

óïðàâëåíèÿ íèæå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ áîëåå îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ó÷èòûâàþùàÿ

âîçìîæíîñòü ðàññìîòðåíèÿ íåðåãóëÿðíûõ ïîìåõ, äåéñòâóþùèõ àääèòèâíî íà êàæäîì

øàãå. Çàäà÷è îïòèìèçàöèè â òàêîé ïîñòàíîâêå ðàññìàòðèâàëèñü â [2], [5], [8], [9],

[12] è ìíîãèõ äðóãèõ ðàáîòàõ ïðè èçâåñòíûõ è íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ îáúåêòà

óïðàâëåíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåìûé äàëåå ïîäõîä âî ìíîãîì ñëåäóåò èäåÿì ñôîðìóëèðîâàííûì â

[3].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ

Ïóñòü îáúåêò óïðàâëåíèÿ (ÎÓ) îïèñûâàåòñÿ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì âèäà

(1) xt+1 = Axt + But + vt+1; t = 0; 1; 2; : : : ;

ãäå xt 2 R
r � íàáëþäàåìûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà â ìîìåíò âðåìåíè t, ut 2

Rm � íàáîð óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé â ìîìåíò âðåìåíè t, vt 2 Rr � âåêòîð

íåêîíòðîëèðóåìûõ îãðàíè÷åííûõ âîçìóùåíèé îáúåêòà â ìîìåíò âðåìåíè t : kvtk1 �
Cv; A � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè r � r (âîîáùå ãîâîðÿ, íåèçâåñòíàÿ) èç íåêîòîðîãî

ñåìåéñòâà èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö A�, B � çàäàííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè r � m.

Çäåñü è äàëåå îáîçíà÷åíèå k � k1 èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íîðìû ðàâíîé ìàêñèìàëüíîìó

èç àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ âåêòîðà èëè ìàòðèöû. Â äàëüíåéøåì áóäåò

óäîáíî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå x
t

0 = (x0; : : : ; xt)
T è u

t�1
0 = (u0; : : : ; ut�1)

T äëÿ

íàáîðîâ ñôîðìèðîâàâøèõñÿ ê ìîìåíòó âðåìåíè t çíà÷åíèé âûõîäíûõ è óïðàâëÿþùèõ

ïåðåìåííûõ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïîñòðîèòü ëèíåéíûé ðåãóëÿòîð

(2a) ut = Ktxt; t = 0; 1; 2; : : :

ñ ïîäñòðàèâàåìûì ìàòðè÷íûì ðàçìåðíîñòè m� r êîýôôèöèåíòîì

(2b) Kt = Kt(x
t

0; u
t�1
0 ); t = 1; 2; : : : ; K0 = K0(x0);

ñòàáèëèçèðóþùèé çàìêíóòóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ ïðè ëþáîé ìàòðèöå A èç A�

(3) sup
t

kxtk1 + kutk1 <1

è ìèíèìèçèðóþùèé ïðåäåëüíûé ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà ñ íåîòðèöàòåëüíîé "øòðàôíîé"

ôóíêöèåé q(�; �)

(4) ��(fKt(�)g; x0) = sup
A2A�

sup
vt:kvtk�Cv ;t>0

lim sup
N!1

1

N

NX
t=1

q(xt; ut�1):

3



Hàðÿäó ñ çàäà÷åé î ìèíèìèçàöèè ïðåäåëüíîãî ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà (4) íèæå áóäåò

ðàññìîòðåíà è çàäà÷à ñ äèñêîíòèðóþùèì ôóíêöèîíàëîì êà÷åñòâà

(5) �
(fKt(�)g; x0) = sup
A2A�

sup
vt:kvtk�Cv;t>0

(1� 
)

1X
t=1



t
q(xt; ut�1)

ãäå 0 < 
 < 1 "çàáûâàþùèé" (äèñêîíòèðóþùèé) ìíîæèòåëü. Äèñêîíòèðóþùèé

ôóíêöèîíàë (5) â îòëè÷èå îò ïðåäåëüíîãî (4) â êàêîé-òî ìåðå õàðàêòåðèçóåò êà÷åñòâî

ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ.

Ïðàâèëî ôîðìèðîâàíèÿ íàáîðà ôóíêöèé fKt(�)g
1
t=0 áóäåì íàçûâàòü âûáîðîì ñòðàòåãèè

óïðàâëåíèÿ. Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ (2), ñòàáèëèçèðóþùèõ

ÎÓ (1), íàçîâåì êëàññîì ëèíåéíûõ ñòàáèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ Ust. Ïîñòàâëåííûå
çàäà÷è íîñÿò ìèíèìàêñíûé õàðàêòåð: èùåòñÿ ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ

fKt(�)g èç êëàññà Ust, ìèíèìèçèðóþùåå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà (4) èëè (5)

ïðè "íàèõóäùèõ" çíà÷åíèÿõ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ� 2 � è ðåàëèçàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

âîçìóùåíèé fvng.
Îïðåäåëèì íîâîå ïîíÿòèå ��óïðàâëÿåìîñòè ïàðû (A�;B), ñîñòîÿùåé èç èíòåðâàëüíîé

ìàòðèöû A� (ñåìåéñòâà ìàòðèö) è ìàòðèöû B.

Îïðåäåëåíèå. Ïàðà (A�;B) íàçûâàåòñÿ ��óïðàâëÿåìîé, åñëè â ��îêðåñòíîñòè

ëþáîé èç ìàòðèö A 2 A� íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà A� 2 A� óïðàâëÿåìàÿ ïî Êàëìàíó

ñ ìàòðèöåé B, ò.å.

8A 2 A� 9A� 2 A� : kA� � Ak1 < �

è

rank(B;A�B; : : : ;A
r�1
�

B) = r:

Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå î ñòðóêòóðå ïàðàìåòðè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè, êîòîðîå

áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïàðà (A�;B) äîëæíà

áûòü ��óïðàâëÿåìîé. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î ��óïðàâëÿåìîñòè íå

ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì è âûïîëíÿåòñÿ â áîëüøèíñòâå òèïè÷íûõ ñëó÷àåâ.

3. Ñòàáèëèçèðóþùàÿ ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ

Ïîñòàâëåííóþ âûøå çàäà÷ó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â âèäå: âûáðàòü îïòèìàëüíóþ

ñòðàòåãèþ óïðàâëåíèÿ fK
t
(�)g1

t=0, îáåñïå÷èâàþùóþ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà

(4)

fK
t
(�)g1

t=0 = argminfKt(�)g2U
��(fKt(�)g; x0)

â êëàññå ëèíåéíûõ ñòàáèëèçèðóþùèõ ñòðàòåãèé Ust.
Äëÿ îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íàäî ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ,

ïðè êîòîðûõ êëàññ ëèíåéíûõ ñòàáèëèçèðóþùèõ ñòðàòåãèé Ust íå ïóñòîé.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü � < 1. Åñëè ïàðà (A�;B) ÿâëÿåòñÿ ��óïðàâëÿåìîé, òîãäà äëÿ

ÎÓ (1) ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ëèíåéíàÿ ñòàáèëèçèðóþùàÿ ñòðàòåãèÿ

óïðàâëåíèÿ (2).
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ïðèìåð êàêîãî�íèáóäü àäàïòèâíîãî

ñòàáèëèçèðóþùåãî àëãîðèòìà, îáåñïå÷èâàþùåãî íåðàâåíñòâî (4) ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèé òåîðåìû è "íàèõóäùèõ" çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ è âîçìóùåíèé. Ïðè áîëüøîì

ìíîãîîáðàçèè âûáîðà ðàññìîòðèì ñòàáèëèçèðóþùèé àëãîðèòì "Ìîäèôèöèðîâàííàÿ

ïîëîñêà", ïðîòîòèï êîòîðîãî ìîæíî íàéòè â [9].

Â ñèëó óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè âåêòîðîâ âîçìóùåíèé vn íåðàâåíñòâà

(6) kxt+1 � Âxt � Butk1 � 2Cv + �kxtk; kxtk =
q
xTt xt t = 0; 1; : : :

ðàçðåøèìû îòíîñèòåëüíî Â ïðè ëþáîì � � 0 (èì óäîâëåòâîðÿåò, íàïðèìåð, ìàòðèöà

Â = A èñòèííûõ ïàðàìåòðîâ ÎÓ). "Öåëåâûå" íåðàâåíñòâà (6) ïîðîæäàþò àëãîðèòì

(7) Ât+1 = PA��

�
Ât �

�tx
T

t

kxtk2

�
;

ãäå �t = (�
(1)
t ; : : : ; �

(r)
t )T ; Æt = xt+1 � Âtxt � But = (Æ

(1)
t ; : : : ; Æ

(r)
t )T ,

�
(i)
t =

8><
>:
Æ
(i)
t � Cv � �kxtk; Æ

(i)
t > 2Cv + �kxtk;

Æ
(i)
t + Cv + �kxtk; Æ

(i)
t < �2Cv � �kxtk; i = 1; : : : ; r;

0

a PA��
� ïðîåêòîð íà ìíîæåñòâî A��

(ñîïîñòàâëÿþùèé ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöå Â

ðàçìåðíîñòè r � r áëèæàéøóþ ê íåé ìàòðèöó A� 2 A�, óïðàâëÿåìóþ ïî Êàëìàíó ñ

ìàòðèöåé B).

Ïóñòü â àëãîðèòìå (7) ïàðàìåòð � âûáðàí èç óñëîâèÿ � < � < 1. Håñëîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî àëãîðèòì (7) ïðè çàäàíèè ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî âåêòîðà Â0 ñõîäèòñÿ

çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ (ñì. [9], òåîðåìà 2.1.8), ò.å. ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ìîìåíò

âðåìåíè t� = t�(Â0; fvtg; �), òàêîé, ÷òî Ât = Ât�
ïðè t � t�. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî

"ïåðåêëþ÷åíèé" àëãîðèòìà ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî âåëè÷èíîé
kA�Â0k

2

1

�kx0k
2 . Ïðè ýòîì

ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî Ât�
= A, íî èç âèäà àëãîðèòìà (7) ñëåäóåò, ÷òî ïðè t � t�

âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

kv0
t+1k1 � 2Cv + �kxtk; v

0

t+1 = (A� Ât�
)xt + vt+1:

Óðàâíåíèå îáúåêòà óïðàâëåíèÿ (1) ïðè t � t� òîãäà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

xt+1 = Ât�
xt + But + v

0

t+1; t = t�; : : : ;

Òàê êàê â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t = 1; 2; : : : ìàòðèöû Ât âûáèðàþòñÿ óïðàâëÿåìûìè

ïî Êàëìàíó ñ ìàòðèöåé B, òî ìîæíî âûáðàòü òàêèå ìàòðèöû Kt, çàäàþùèå îáðàòíûå

ñâÿçè (2), ÷òîáû äëÿ êàäðàòè÷íûõ ôîðìDT

t
Dt, Dt = Ât+BKt, âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

D
T

t
Dt < (1� �)

2
I;

ãäå I ìàòðèöà òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Â ñèëó âûïîëíåíèÿ âñåõ "öåëåâûõ" íåðàâåíñòâ ïðè áîëüøèõ n ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ

äèññèïàòèâíà, (ýòî ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðÿìûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà).
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4. Ìèíèìèçàöèÿ äèñêîíòèðóþùåãî ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè

t = 0; 1; : : : ; n. Äëÿ åå ðåøåíèÿ â êëàññå ëèíåéíûõ ðåãóëÿòîðîâ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ

èäåÿìè ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè

ìèíèìóìà "óêîðî÷åííîãî" ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà

(8) �n

(fKt(�)g; x0) = sup

A2A�

sup
vt:kvtk�Cv;0<t�n

(1� 
)

nX
t=1



t
q(xt; ut�1)

ïðè ôèêñèðîâàííîì n < 1 â êëàññå ëèíåéíûõ ðåãóëÿòîðîâ ñ ïîäñòðàèâàåìûìè

êîýôôèöèåíòàìè. Èññëåäîâàíèþ âîçìîæíîñòåé ðåøåíèÿ ïðèìåðíî òàêîé çàäà÷è

ïîñâÿùåíà ðàáîòà [4], ãäå áûë ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé àëãîðèòì ñèíòåçà îïòèìàëüíîé

äëÿ ôóíêöèîíàëà (8) ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ, áàçèðóþùèéñÿ íà èäåÿõ ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ Áåëìàíà. Ïóñòü ôóíêöèèK0(�); : : : ; Kn�2(�) â (2b) âûáðàíû êàêèì�

ëèáî îáðàçîì è ïîä äåéñòâèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ óïðàâëåíèé è âîçìóùàþùèõ ïåðåìåííûõ

v1; : : : ; vn�1 ðåàëèçîâàëèñü âûõîäíûå ïåðåìåííûå x1; : : : ; xn�1. Çíàíèå çíà÷åíèé âûõîäíûõ

ïåðåìåííûõ äî ìîìåíòà âðåìåíè n � 1 è óïðàâëÿþùèõ äî ìîìåíòà âðåìåíè n � 2

ïîçâîëÿåò óòî÷íèòü ìíîæåñòâî An�1 âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ A ÎÓ (1).

Èìåííî, â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè âîçìóùåíèé vt; t = 1; : : : ; n � 1 ìîæíî óòâåðæäàòü,

÷òî ìàòðèöà A ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó

An�1(x
n�1
0 ; u

n�2
0 ) = \n�2

t=0 fA
0
: kxt+1 � A

0
xt � Butk1 � Cvg \ A�:

Â [4] è [1] äîêàçàíî óòâåðæäåíèå, ÷òî ôóíêöèîíàë (8) ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

�n

(fKt(�)g; x0) = sup

A2A�

sup
vt:kvtk�Cv ;0<t<n

(1� 
)

�n�1X
t=1



t
q(xt; ut�1)+

+
n sup
A2An�1(x

n�1

0
;u

n�2

0
)

sup
vn:kvnk�Cv

q(Axn�1 + Bun�1 + vn; un�1)

�

Îò óïðàâëÿþùåé ïåðåìåííîé un�1 çàâèñèò ëèøü ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè

ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ, ïîýòîìó îïòèìàëüíîå íà ïîñëåäíåì òàêòå óïðàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ

èç óñëîâèÿ åãî ìèíèìèçàöèè ïî un�1, ò.å.

Kn�1 = arg min
Kn�1

sup
A2An�1(x

n�1

0
;u

n�2

0
)

sup
kvnk�Cv

q((A + BKn�1)xn�1 + vn;Kn�1xn�1):

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (8) âìåñòî un�1 ïîëó÷åííîãî âûøå îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïîëó÷àåì

âûðàæåíèå

sup
A2A

sup
vt:kvtk�Cv ;0<t�n

(1� 
)

�n�2X
t=1



t
q(xt; ut�1) + �qn�1(x

n�1
0 ; u

n�2
0 )

�
;
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êîòîðîå ïî ñâîåé ñóòè èìååò ôîðìó ïîõîæóþ íà âèä ôóíêöèîíàëà (8) ïðè çàìåíå

n ! n � 1. Ïîýòîìó îïèñàííóþ âûøå ïðîöåäóðó ìèíèìèçàöèè ìîæíî ïðîäîëæèòü,

èñïîëüçóÿ ìíîæåñòâî An�2(x
n�2
0 ; u

n�3
0 ), ïîëó÷èòü âèä ôóíêöèè K

n
�

n�2 (�) è ò.ä. Hà

øàãå ñ íîìåðîì n ïðèäåì ê ìíîæåñòâó A0(x0). Ïðèíèìàÿ A0(x0) = A�, ìîæåì

ïîëíîñòüþ îïðåäåëèòü n
�îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ fK
n
�opt

t (�)g, ìèíèìèçèðóþùóþ
"óêîðî÷åííûé" ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà (8).

Îáîçíà÷èì In
 (x0); n = 1; 2; : : : ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ "óêîðî÷åííûõ" ôóíêöèîíàëîâ

êà÷åñòâà (8). Çíàÿ àëãîðèòì âûáîðà îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè äëÿ "óêîðî÷åííîãî"

ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà (8) ìîæíî íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè ïîñòðîèòü 
�

îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ fK
�opt

t (�)g1
t=0 äëÿ ôóíêöèîíàëà (5). Åñëè ïðåäïîëîæèòü,

÷òî øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ q(�; �) íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè íåîãðàíè÷åííîì ðîñòå

íîðìû ëþáîãî èç å¸ àðãóìåíòîâ è In
 (x0) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fK
n
�opt

0 (x0)g
1
n=1 ïðè ôèêñèðîâàííîì x0 áóäåò îãðàíè÷åííîé. Ñëåäîâàòåëüíî, èç íå¸

ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Îáîçíà÷èì K

�opt

0 (x0) ïðåäåë

ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äàëåå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fK
n
�opt

1 (x10; K

�opt

0 (x0)x0)g
1
n=1

â ñèëó òåõ æå óñëîâèé òàêæå îãðàíè÷åíà. Ðàññìàòðèâàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýòîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùóþ âûáðàííîé ðàíåå ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

ìîæíî âûáðàòü èç íå¸ ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðåäåë êîòîðîé îáîçíà÷èì

K

�opt

1 (x10; u0). Ïîâòîðèâ ìíîãîêðàòíî îïèñàííóþ ïðîöåäóðó, ìîæíî ïîëó÷èòü ñòðàòåãèþ

óïðàâëåíèÿ fK
�opt

t (�)g1
t=0, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ñòðàòåãèé fK
n
�opt

t (�)g1
t=0; n = 1; 2; : : :.

Ëåììà 1 Ïóñòü � < 1 è ôóíêöèÿ q(�; �) íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè íåîãðàíè÷åííîì

ðîñòå íîðìû ëþáîãî èç å¸ àðãóìåíòîâ. Åñëè ïàðà (A�;B) ÿâëÿåòñÿ ��óïðàâëÿåìîé,

òîãäà äëÿ ÎÓ (1) çàäà÷à ìèíèìèçàöèè äèñêîíòèðóþùåãî ôóíêöèîíàëà (5) â êëàññå

ëèíåéíûõ ðåãóëÿòîðîâ ñ ïîäñòðàèâàåìûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò ðåøåíèå. Â

÷àñòíîñòè, ñëàáûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòðàòåãèé fKn�opt

t (�)gn
t=0 ïðè n !

1 ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà (5) è åãî ñîîòâåòñòâóþùåå ìèíèìàëüíîå

çíà÷åíèå ðàâíî

I
(x0) = �
(fK

�opt

t (�)g; x0) = lim
n!1

In
 (x0):

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1 ïðèâåäåíî â ïðèëîæåíèè.

5. Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíî�îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ

Ïðèâåäåííîå âûøå ðåøåíèå çàäà÷è î ìèíèìèçàöèè äèñêîíòèðóþùåãî ôóíêöèîíàëà

íå î÷åíü õîðîøåå, òàê êàê ïîëó÷åííàÿ ñòðàòåãèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáÿçàíà ïðèíàäëåæàòü

êëàññó ëèíåéíûõ ñòàáèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ Ust. Èíòóèòèâíî äîëæíî áûòü ïîíÿòíî,
÷òî ïðè 
 � 1 çíà÷åíèÿ ïðåäåëüíîãî (4) è äèñêîíòèðóþùåãî (5) ôóíêöèîíàëîâ

êà÷åñòâà ñòàíîâÿòñÿ áëèçêèìè è îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ òîæå äîëæíû

áûòü áëèçêèìè. Êðîìå òîãî, åñëè ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ äëÿ ïðåäåëüíîãî

ôóíêöèîíàëà (4), òî îíà îáÿçàòåëüíî áóäåò ñòàáèëèçèðóþùåé.
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Òåîðåìà 2 Ïóñòü � < 1 è ôóíêöèÿ q(�; �) íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè íåîãðàíè÷åííîì

ðîñòå íîðìû ëþáîãî èç å¸ àðãóìåíòîâ. Åñëè ïàðà (A�;B) ÿâëÿåòñÿ ��óïðàâëÿåìîé,

òîãäà äëÿ ÎÓ (1) çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ïðåäåëüíîãî ôóíêöèîíàëà (4) â êëàññå ëèíåéíûõ

ñòàáèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ ñ ïîäñòðàèâàåìûìè êîýôôèöèåíòàìè Ust èìååò ðåøåíèå.

Â ÷àñòíîñòè, ñëàáûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòðàòåãèé fK
�opt

t (�)g1
t=0 ïðè 
 !

1 ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçèðóþùåé ñòðàòåãèåé, ìèíèìèçèðóþùåé ôóíêöèîíàë (4) è ñîîò-

âåòñòâóþùåå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà (4) ðàâíî

�I(x0) = ��(fKopt

t (�)g; x0) = lim
N!1

I
(x0):

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 òàêæå ïðèâåäåíî â ïðèëîæåíèè.

Çàìå÷àíèå. Håîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî èç âèäà ïîëó÷åííîé îïòèìàëüíîé

ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî òåêóùèå êîýôôèöèåíòû ðåãóëÿòîðà îáðàòíîé

ñâÿçè îïðåäåëÿþòñÿ ïîëó÷àþùèìèñÿ òåêóùèìè ðàññ÷èòûâàåìûìè ìíîæåñòâàìè âîçìîæíûõ

çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Â ðàáîòå [7] áûë îòìå÷åí òîò ôàêò, ÷òî åñëè

âûáðàòü ÷óòü-÷óòü çàâûøåííûé óðîâåíü âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ C
0
v
> Cv, òî ïðè

âûáîðå ëþáîé ñòàáèëèçèðóþùåé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî êîíå÷íîå

÷èñëî èçìåíåíèé ìíîæåñòâ At, ò.å. íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè íîâûå

äàííûå íàáëþäåíèé ïåðåñòàþò âëèÿòü íà âèä ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî

íàáîð íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ.

Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ ïîëó÷åííîé âûøå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè å¸ ïîñòðîåíèè äàæå â ïðåäåëå, ôàêòè÷åñêè, íå èñïîëüçóåòñÿ

èíôîðìàöèÿ î äåéñòâèòåëüíîì íàáîðå íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ A, òàê êàê íè÷òî â

ïîñòàíîâêå çàäà÷è íå ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü å¸ ïîëó÷åíèå. Ýòî ñâîéñòâî îïòèìàëüíîé

ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ îòëè÷àåò å¸ îò ÷àñòî èñïîëüçóåìîãî èäåíòèôèêàöèîííîãî ïîäõîäà

â ñèíòåçå àäàïòèâíîãî óïðàâëåíèÿ. Âìåñòî ñõîäèìîñòè ê òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé

âåêòîðó íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ t áàçèðóåòñÿ íà îïèñàíèè íåêîòîðîãî ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî

âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Â ðÿäå ðàáîò ïî ñèíòåçó àäàïòèâíîãî óïðàâëåíèÿ

ðàíåå óæå ðàññìàòðèâàëèñü ñòðàòåãèè ñ ïîäîáíûìè ñâîéñòâàìè (ñì., íàïðèìåð, [6]).

Ïî�ñóùåñòâó, ïîõîæåãî òèïà ñòðàòåãèè èñïîëüçóþòñÿ è ïðè ïîñòðîåíèè çàìêíóòûõ

ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ íåéðîííûõ ñåòåé. Â êîíòóð îáðàòíîé ñâÿçè âêëþ÷àåòñÿ

áëîê ñ íåéðîííîé ñåòüþ, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé ìîæíî ïîäñòðàèâàòü. Hà íà÷àëüíîì

ýòàïå (ïðè îáó÷åíèè) ïîäñòðàèâàþòñÿ êîýôôèöèåíòû, ïîòîì çàìêíóòàÿ ñèñòåìà ðàáîòàåò

áåç ïåðåíàñòðîéêè.

6. Ïðèìåð è çàêëþ÷åíèå

Ïóñòü ÎÓ ëèíåéíûì ñêàëÿðíûì óðàâíåíèåì (r = 1)

xt+1 = axt + ut + vt+1; t = 0; 1; 2; : : : ; x0 = 1:
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ïðè íåèçâåñòíîì a 2 A� = [1; 5] è îãðàíè÷åííîì âîçìóùåíèè: jvtj � 1. Ðàññìîòðèì

ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà

(9) �2(K0(�); K1(�); x0) = sup
a2[1;5]

sup
jv1j�1;jv2j�1

jx1j+
1

2
jx2j:

à) Ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óïðàâëåíèå â ìîìåíòû âðåìåíè

t = 0; 1 ôîðìèðóåòñÿ ïî ïðàâèëàì

u0 = k0x0; u1 = k1x1

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (9) â êëàññå ïðîãðàììíûõ ñòðàòåãèé ñîñòîèò â

íàõîæäåíèè êîýôôèöèåíòîâ k0 è k1, ìèíèìèçèðóþùèõ

sup
a2[1;5]

sup
jv1j�1;jv2j�1

ja+ k0 + v1j+
1

2
j(a+ k1)(a + k0 + v1) + v2j:

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàåò k0 = k1 = �3 è ñîîòâåòñòâóþùåå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå

ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà (9) ðàâíî Ipr2 = 6; 5:

á) Çàìêíóòîå óïðàâëåíèå. Ïðè ôèêñèðîâàííîì u0 îïðåäåëèì èíòåðâàë

A1(x1; u0) = [x1 � u0 � 1; x1 � u0 + 1] \ [1; 5] = [a1; a2];

êîíöû êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì: a1 = maxfx1�u0�1; 1g è a2 = minfx1�
u0 + 1; 5g. Ôóíêöèîíàë (9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

�2(K0(�); K1(�); x0) = sup
a2[1;5]

sup
jv1j�1

�
jx1j+

1

2
sup

a02[a1;a2]

sup
jv2j�1

ja0x1 + u1 + v1j
�
:

Âòîðîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò u1. Ìèíèìèçàöèÿ ïî u1 ïðèâîäèò ê ôîðìóëå

(10) u1 = K
2�opt
1 (x1; u0)x1 =

1

2
(a1 + a2)x1:

Ïîäñòàâëÿÿ (10) â (9) ïîëó÷àåì

sup
a2[1;5]

sup
jv1j�1

�
jx1j+

1

4
(a2 � a1)jx1j+ 0; 5

�
:

Èñêëþ÷àÿ òåïåðü x1 è ïðîèçâîäÿ ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàöèè ìàêñèìèçàöèè, ìîæíî

ïåðåïèñàòü ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â âèäå ôóíêöèè îò u0. Ìèíèìèçàöèÿ ïî u0 äàåò

âûðàæåíèå u0 = K
2�opt
0 (x0)x0 = �3 è ñîîòâåòñòâóþùåå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà

êà÷åñòâà (9) ðàâíî Icl2 = 3 9
16
:

Çàâèñèìîñòü êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ îò çàäàíèÿ ìíîæåñòâà îïòèìèçàöèè (êëàññà

íåóïðåæäàþùèõ ñòðàòåãèé) îñîçíàíà ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî. Äåëî â òîì, ÷òî â

êëàññè÷åñêèõ çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ âñå ïàðàìåòðû ÎÓ èçâåñòíû è ïîìåõè

îòñóòñòâóþò, ìíîæåñòâà ïðîãðàììíûõ è çàìêíóòûõ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ îêàçûâàþòñÿ

ñîâïàäàþùèìè.
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Ïîëó÷åííîå â ýòîé ðàáîòå ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè íîñèò â áîëüøåé ñòåïåíè

òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è äîñòàòî÷íî ñëîæíî ðåàëèçóåìî íà ïðàêòèêå. Âìåñòå ñ

òåì âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé

ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàëîâåðîÿòíîé. Â ðàññìîòðåííîì óïðîùåííîì

ïðèìåðå óæå ïðè îïòèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè

(n = 3) ïîïûòêè âûïèñàòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå íàòàëêèâàþòñÿ íà ñóùåñòâåííûå

òðóäíîñòè.

ÏÐÈËÎÆÅHÈÅ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Êàê íå òðóäíî óáåäèòüñÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

ëåììû 1 âûïîëíÿþòñÿ è óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò õîòÿ áû

îäíà ñòàáèëèçèðóþùàÿ ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ fKst

t
(�)g1

t=0 èç êëàññà Ust.
Ðàññìîòðèì ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fIn
 (x0)g. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ìîíîòîííàÿ è îãðàíè÷åííàÿ

I1
 (x0) � : : : � In
 (x0) � : : : � �
(fK
st

t
(�)g; x0) <1;

à çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïðåäåë. Îáîçíà÷èì åãî I1


(x0).

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ñòðàòåãèè fKt(�)g çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (5)

íå ìåíüøå âåëè÷èíû I1


(x0), ò.å. I

1


(x0) � �
(fKt(�)g; x0). Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî,

ñâåäÿ ê ïðîòèâîðå÷èþ. Åñëè ýòî íå òàê, òî ñóùåñòâóåò òàêîå Æ > 0, ÷òî I1


(x0) >

�
(fKt(�)g; x0) + Æ. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ñóùåñòâóåò òàêîå nÆ, ÷òî äëÿ ëþáûõ

n � nÆ In
 (x0) > I1


(x0)� Æ=2. Â ñèëó äâóõ ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ èìååì

I1


(x0) > �
(fKt(�)g; x0) + Æ � �n


(fKt(�)g; x0) + Æ � In
 (x0) + Æ > I1


(x0) + Æ=2;

÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûì íåðàâåíñòâîì.

Òåïåðü òàêæå ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî ïîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (5)

íå ìåíüøå âåëè÷èíû I
(x0) � I1


(x0). Ïóñòü ýòî íå òàê. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêèå

Æ > 0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fv0
n
g (kv0

n
k � Cv) è ìàòðèöà A0 2 A�, ÷òî äëÿ ïåðåìåííûõ

x
0
1; x

0
2; : : : è u

0
0; u

0
1; : : :, ðåàëèçîâàâøèõñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòðàòåãèè fK


�opt

t (�)g, ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî I
(x0) � (1� 
)

P
1

t=1 

t
q(x0

t
; u

0
t�1) > I1



(x0)+ Æ: Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ

òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, äëÿ êîòîðîãî (1 � 
)
P

k

t=1 

t
q(x0

t
; u

0
t�1) > I1



(x0) + Æ=2:

Âìåñòå ñ òåì, â ñèëó ïîñòðîåíèÿ ñòðàòåãèè fK
�opt

t (�)g íàéäåòñÿ òàêîå äîñòàòî÷íî

áîëüøîå n > k, ÷òî ïðè t = 0; 1; : : : ; n òðàåêòîðèè ñèñòåìû fx0
t
g è fu0

t
g áóäóò íåçíà÷èòåëüíî

îòëè÷àòüñÿ îò òðàåêòîðèé fx00
t
g è fu00

t
g, ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòðàòåãèè

fK
n
�opt

t (�)g:

(1� 
)

nX
t=1



tjq(x0

t
; u

0

t�1)� q(x00
t
; u

00

t�1)j < Æ=4:

À çíà÷èò,

(1� 
)

kX
t=1



t
q(x

0

t
; u

0

t�1) < In
 (x0) + Æ=4 < I1


(x0) + Æ=4:
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Ýòî íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò ïîëå÷åííîìó ðàíåå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñäåëàííîå âûøå

ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è I
(x0) = I1


(x0): Òàêèì îáðàçîì, ëåììà 1 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 2 âûïîëíÿþòñÿ

è óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ñòàáèëèçèðóþùàÿ

ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ fKst

t
(�)g1

t=0 èç êëàññà Ust. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ÷èñëîâóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f
ig; 0 < 
i < 1, ñõîäÿùóþñÿ ê åäèíèöå 
i ! 1 ïðè i ! 1,

è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fI
i(x0)g, êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà â ñèëó

ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ. Èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïóñòü f
ikg
íåêîòîðàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü f
ig, äëÿ êîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
fI
ik (x0)g ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëó, êîòîðûé îáîçíà÷èì fI 01(x0)g. Äàëåå áóäåò
ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ fKt(�)g çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (4) íå
ìåíüøå âåëè÷èíû I 01(x0), à äëÿ ïðèâåäåííîé â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 2 ��(fKopt

t (�)g; x0) =
I 01(x0); ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f
ig
è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè f
ikg âëå÷åò çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 2. Ñòàáèëèçèðóåìîñòü

ïîëó÷åííîé ïðåäåëüíî îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ èç âèäà ôóíêöèîíàëà

êà÷åñòâà (4). Äîêàçàòåëüñòâî îáîèõ óòâåðæäåíèé áóäåò ïðîâåäåíî îò ïðîòèâíîãî.

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé ñòðàòåãèè fKt(�)g çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (4) ìåíüøå âåëè÷èíû
I 01(x0), ò.å. äëÿ ëþáûõ ìàòðèöû A0 2 A� è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîçìóùåíèé fv0

n
g (kv0

n
k �

Cv) íàéäóòñÿ òàêèå Æ > 0 è íàòóðàëüíîåNÆ, ÷òî äëÿ ëþáîãîN > NÆ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

òðàåêòîðèé x01; x
0
2; : : : è u

0
0; u

0
1; : : :, ðåàëèçîâàâøèõñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòðàòåãèè fKt(�)g,

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

I 01(x0) >
1

N

NX
t=1

q(x
0

t
; u

0

t�1) + Æ

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ñóùåñòâóåò òàêîå nÆ, ÷òî äëÿ ëþáûõ n � nÆ In
in (x0) >

I 01(x0)� Æ=2. Âûáðàâ n íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî 
in > 1� 1
N
, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî

1

N

NX
t=1

q(x0
t
; u

0

t�1) � (1� 
in)

NX
t=1



t

in
q(x0

t
; u

0

t�1)

ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èâîå íåðàâåíñòâî I 01(x0) > I 01(x0) + Æ=2.

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ��(fKopt

t (�)g; x0) > I 01(x0); òîãäà ñóùåñòâóåò òàêèå Æ >

0, íàòóðàëüíîå NÆ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fv
0
n
g (kv0

n
k � Cv) è ìàòðèöà A0 2 A�, ÷òî

äëÿ ïåðåìåííûõ x01; x
0
2; : : : è u

0
0; u

0
1; : : :, ðåàëèçîâàâøèõñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòðàòåãèè

fKopt

t (�)g, ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì N > NÆ íåðàâåíñòâî

1

N

NX
t=1

q(x0
t
; u

0

t�1) > I 01(x0) + Æ

Âìåñòå ñ òåì, â ñèëó ïîñòðîåíèÿ ñòðàòåãèè fKopt

t (�)g íàéäåòñÿ òàêîå äîñòàòî÷íî

áîëüøîå n, ÷òî ïðè k > n òðàåêòîðèè ñèñòåìû fx0
t
g è fu0

t
g áóäóò íåçíà÷èòåëüíî
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îòëè÷àòüñÿ îò òðàåêòîðèé fx00
t
g è fu00

t
g, ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòðàòåãèè

fK

ik

�opt

t (�)g, ò.å. ïðè ëþáîì N > NÆ

1

N

NX
t=1

jq(x0
t
; u

0

t�1)� q(x00
t
; u

00

t�1)j < Æ=4:

Ñ äðóãîé ñòîðîíû â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå nÆ òàêîå, ÷òî

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k > nÆ jI
ik (x0) � I 01(x0)j < Æ=4. Âûáðàâ k è N èç óñëîâèé

j1� 

N

ik
j sup

t�N q(x00
t
; u

00
t�1) < Æ=4, k > nÆ è 
ik < 1� 1

N
, ïîëó÷àåì

1

N

NX
t=1

q(x0
t
; u

0

t�1) �
1

N

NX
t=1

q(x00
t
; u

00

t�1) + Æ=4 �

� (1� 
ik)

kX
t=1


ik
t
q(x00

t
; u

00

t�1) + Æ=2 � I
ik (x0) + Æ=2 � I 01(x0) + 0:75Æ:

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò ñäåëàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Òàêèì îáðàçîì,

òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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