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`1-ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß (ÎÏÎÇÍÀÍÈÅ ÑÎ ÑÆÀÒÈÅÌ)(Îáçîð)Â ïîñëåäíåå âðåìÿ àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ íîâàÿ ïàðàäèãìà îáðàáîòêèñèãíàëîâ, èìåþùèõ �ðàçðåæåííîå� (sparse) ïðåäñòàâëåíèå â íåêîòîðîìáàçèñå. Îíà âî ìíîãîì îïèðàåòñÿ íà èäåè ðàíäîìèçàöèè èçìåðåíèé è `1-îïòèìèçàöèè. Ïðåäëîæåííûå íåäàâíî íîâûå ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ è ïðåä-ñòàâëåíèÿ ñæèìàåìûõ äàííûõ â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå íàçûâàþòñÿCompressive Sensing (îïîçíàíèå ñî ñæàòèåì).Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàíäîìèçèðîâàííûå èçìåðåíèÿ, `1-îïòèìèçàöèÿ, âîñ-ñòàíîâëåíèå ðàçðåæåííûõ ñèãíàëîâ, êîìïðåññèâ ñåíñèíã.1. ÂâåäåíèåÂ XX â. ñëîâî �èíôîðìàöèÿ� ñòàëî ïîïóëÿðíûì òåðìèíîì âî ìíî-ãèõ íàó÷íûõ îáëàñòÿõ, ïîëó÷èâ îñîáûå äëÿ êàæäîé èç íèõ îïðåäåëå-íèÿ è òîëêîâàíèÿ [1]. Îäíî èç íèõ ìîæíî íàéòè â Âèêèïåäèè: èíôîðìà-öèåé (îò ëàòèíñêîãî informatio � �íàó÷åíèå�, �ñâåäåíèå�, �îïîâåùåíèå�)íàçûâàåòñÿ îïîñðåäîâàííûé ôîðìàìè ñâÿçè ðåçóëüòàò îòðàæåíèÿ èçìå-íÿåìîãî îáúåêòà èçìåíÿþùèìñÿ ñ öåëüþ ñîõðàíåíèÿ èõ ñèñòåìíîé öå-ëîñòíîñòè. Îáû÷íî ïóòàþò èëè îòîæäåñòâëÿþò òåðìèí �èíôîðìàöèÿ� ñáëèçêèìè ïîíÿòèÿìè �äàííûå� (ïîëó÷àåìûå ñîîáùåíèÿ) è �çíàíèÿ�. Ïî-íèìàÿ ìíîãîîáðàçíîñòü âîçìîæíûõ òîëêîâàíèé, íå óãëóáëÿÿñü â äåòà-ëè, â êîíòåêñòå ýòîé ñòàòüè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî çíàíèÿ îáåñïå÷èâàþòâîññòàíîâëåíèå íåîáõîäèìîé ñóáúåêòó èíôîðìàöèè x ïî ïîëó÷àåìûì âõîäå ýêñïåðèìåíòîâ èëè âû÷èñëåíèé äàííûì y. Äîñòàòî÷íî ÷àñòî ìîæ-íî óïðîùåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâåííàÿ èíôîðìàöèÿ îá èññëåäóåìîìÿâëåíèè x ∈ X ñâÿçàíà ñ èìåþùèìèñÿ äàííûìè y ∈ Y ÷åðåç ïîíèìàíèå



çàêîíîìåðíîñòåé ÿâëåíèÿ � çíàíèå (îïåðàòîð) Φ : X → Y:
y = Φx (= Φ(x)).Åñëè îïåðàòîð Φ îáðàòèì, òî îí îáåñïå÷èâàåò èñ÷åðïûâàþùèå çíàíèÿäëÿ ïîëíîãî âîññòàíîâëåíèÿ x ïî y. Ïðè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè y, x ∈

R
N è íåâûðîæäåííîé N ×N ìàòðèöå Φ èç ìàòðè÷íîé àëãåáðû õîðîøîèçâåñòíî, ÷òî x = Φ−1y.Äëÿ îòêðûòûõ ñèñòåì òèïè÷íûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà äàííûå ïîä-âåðæåíû âëèÿíèþ íåêîíòðîëèðóåìûõ âîçìóùåíèé

y = Φx+ ξ.Âûäåëåíèå ñëàãàåìîãî ξ ñ ôèëîñîôñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîä÷åðêèâàåò âëè-ÿíèå íà äàííûå y äðóãèõ ÿâëåíèé âíå îïðåäåëÿåìûõ x. Äàæå ïðè îò-ñóòñòâèè ïðÿìîãî âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå � áîëåååñòåñòâåííîå ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Îáû÷íî ïîëó÷åíèå äàííûõ �ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ èñëåäóåìîãî ÿâëåíèÿ (îòðàæàåìîãî èíôîðìàöè-åé x) ñ íåêîòîðîé èçìåðèòåëüíîé ñèñòåìîé ñî ñâîèìè õàðàêòåðèñòèêàìè,ñîâîêóïíîñòü êîòîðûõ îáúåäèíÿåò ξ.Ïðè íåçíà÷èòåëüíîì óðîâíå âíåøíèõ âîçìóùåíèé ξ (èëè ïðè èõ çàòó-õàþùåì õàðàêòåðå) çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè x ïî y ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìåîáðàùåíèÿ îïåðàòîðà Φ, ÷òî îáû÷íî äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ êî-ëè÷åñòâà íàáëþäåíèé: ïðè x ∈ R
N âûáèðàþò m > N è y ∈ R

m.Ïðè ñóùåñòâåííûõ âíåøíèõ âîçìóùåíèÿõ ξ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ñòà-òèñòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ êîòîðîé ïðèm >>

N äåòàëüíî èçó÷åíû â ðàìêàõ òðàäèöèîííîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèèïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ [2]. Âíåøíèå âîçìóùåíèÿ ñ÷èòàþò ðåàëè-çàöèåé íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì. Îäíàêî â ïðèëîæåíèÿõ ýòî äîïóùåíèå ÷à-ñòî íàðóøàåòñÿ, ÷òî ìîæåò ñèëüíî ñêàçûâàòüñÿ íà ðàáîòå òðàäèöèîííûõîöåíî÷íûõ ïðîöåäóð.Íà ïåðâûé âçãëÿä, ýòî êàæåòñÿ óäèâèòåëüíûì, íî çàäà÷à î âîññòà-íîâëåíèè x ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ðåøåíà è â ñëó÷àå íåöåíòðèðîâàí-íûõ, êîððåëèðîâàííûõ è äàæå íåñëó÷àéíûõ ïîìåõ [3,4] çà ñ÷åò ñëó÷àéíî-ãî âûáîðà ìàòðèöû Φ. Èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ðåãðåññîðîâ äëÿ2



óñòðàíåíèÿ ýôôåêòà ñìåùåíèÿ áûëà âûäâèíóòà åùå Ð. Ôèøåðîì [5] â âè-äå ðàíäîìèçèðîâàííîãî ïðèíöèïà ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà. Ïîìèìîçàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà, â êîòîðîé ðåãðåññîðû ìîãóò áûòüðàíäîìèçèðîâàíû ýêñïåðèìåíòàòîðîì, ñëó÷àéíûå âõîäû âîçíèêàþò âîìíîãèõ çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ, èäåíòèôèêàöèè, ôèëüòðàöèè, ðàñïîçíàâà-íèÿ è ò. ä. (ñì., íàïðèìåð, [6�10]).Ðåêóððåíòíûå àëãîðèòìû îöåíèâàíèÿ x ïðè ñëó÷àéíûõ âõîäíûõ ñèã-íàëàõ ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå â [6�11]. Â [12, 13] èçó÷àëàñü ñêîðîñòüñõîäèìîñòè ðåêóððåíòíûõ àëãîðèòìîâ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèèïðè ñëó÷àéíûõ âõîäíûõ ñèãíàëàõ è áûëè ïðåäëîæåíû îïòèìàëüíûå àë-ãîðèòìû, èìåþùèå íàèëó÷øóþ èç âîçìîæíûõ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.Â [3] äåëàþòñÿ îáùèå âûâîäû î òîì, ÷òî ðàíäîìèçàöèÿ ïðîöåññàèçìåðåíèé ïîçâîëÿåò
• óñòðàíèòü ýôôåêò ñìåùåíèÿ è
• óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, à çíà÷èò, è íàáëþäåíèé.Â ÕÕI â. ðåçêî óâåëè÷èëèñü îáúåìû îáðàáàòûâàåìîé èíôîðìàöèè. Âçíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ýòî ñâÿçàíî ñ ìàññîâûì ïåðåõîäîì ê îáðàáîòêå ïî-òîêîâ äâóìåðíûõ (2-D) è òðåõìåðíûõ (3-D) äàííûõ. Ñëîæíîñòü òðàäèöè-îííûõ ìåòîäîâ êâàíòîâàíèÿ ñèãíàëîâ âîçðàñòàåò ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìóçàêîíó ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè. Êâàíòîâàíèå 1-D ñèãíàëîâ ïðè N = 103 îò-ñ÷åòîâ ñîîòâåòñòâóåò 106 â ñëó÷àå 2-D , à â 3-D � 109, ÷òî óæå ÷ðåçâû÷àé-íî âåëèêî. Â ñîâðåìåííûõ ïðèëîæåíèÿõ äëÿ öèôðîâûõ ôîòî- è âèäåîêà-ìåð òðàäèöèîííîå òðåáîâàíèå î íåîáõîäèìîé ÷àñòîòå (ñêîðîñòè, NyquistRate) èçìåðåíèÿ íàñòîëüêî âûñîêî, ÷òî ñëèøêîì áîëüøîå êîëè÷åñòâîïîëó÷àþùèõñÿ äàííûõ íàäî ñóùåñòâåííî ñæèìàòü ïåðåä õðàíåíèåì èëèïåðåñûëêîé. Â äðóãèõ ïðèëîæåíèÿõ, âêëþ÷àÿ ñèñòåìû îòîáðàæåíèÿ (ìå-äèöèíñêèå ñêàíåðû, ðàäàðû) è áûñòðîäåéñòâóþùèå àíàëîãî-öèôðîâûåêîíâåðòåðû, óâåëè÷åíèå ÷àñòîòû èçìåðåíèé îêàçûâàåòñÿ î÷åíü äîðîãî-ñòîÿùèì.Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÷ðåçâû÷àéíî èíòåðåñíî èññëåäîâàòüâîçìîæíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ x ∈ R

N ïî y ∈ R
m ïðè m << N , ÷òî,êîíå÷íî æå, íåðåàëèçóåìî â îáùåì ñëó÷àå. Íî â ïîñëåäíåå âðåìÿ íà ïî-ìîùü òðàäèöèîííîé òåîðèè îáðàáîòêè ñèãíàëîâ ïðèõîäèò íîâàÿ ïàðàäèã-ìà Compressive Sensing (�îïîçíàíèå ñî ñæàòèåì�), ïîçâîëÿþùàÿ äî-ñòàòî÷íî òî÷íî âîññòàíàâëèâàòü �ðàçðåæåííóþ� (sparse) èíôîðìàöèþ x3



[14,15]. Àíãëîÿçû÷íûé òåðìèí compressive sensing çà ïîñëåäíèå ïÿòü ëåòñòàë óæå îáùåóïîòðåáèìûì. Â [16] ïðåäëîæåí ïåðåâîä íà ðóññêèé ÿçûê� ñæàòûå èçìåðåíèÿ. Á.Ò. Ïîëÿê íà îäíîì èç íàó÷íûõ ñåìèíàðîâ âÈÏÓ ÐÀÍ ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü òåðìèí îïîçíàíèå, êîòîðûé, ïî íà-øåìó ìíåíèþ, òî÷íåå îòðàæàåò ñïåöèôèêó íîâîãî ïîäõîäà.Îñíîâíàÿ öåëü ýòîé ñòàòüè � ðàçúÿñíèòü ÷èòàòåëÿì ýòó íîâóþ ïà-ðàäèãìó, îñíîâàííóþ íà ñîõðàíÿþùèõ ñòðóêòóðó ñèãíàëà íåàäàïòèâíûõëèíåéíûõ ïðîåêòèðîâàíèÿõ, ïî ðåçóëüòàòàì êîòîðûõ èíôîðìàöèÿ âîñ-ñòàíàâëèâàåòñÿ, èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð, ìåòîäû `1-îïòèìèçàöèè: x íàõî-äèòñÿ êàê ðåøåíèå íåêîòîðîé çàäà÷è âèäà
||x||1 =

∑

j

|x[j]| → min : y = Φx.Íîâàÿ ìåòîäèêà áàçèðóåòñÿ íà îïðåäåëåííîì (îáû÷íî ðàíäîìèçèðî-âàííîì) âûáîðå ìàòðèöû Φ è íà òîì, ÷òî ïîëó÷àþùèéñÿ â ðåçóëüòàòå
`1-îïòèìèçàöèè âåêòîð x̂ èìååò íå áîëåå m íåíóëåâûõ êîìïîíåíò, ò. å.îí ñèëüíî ðàçðåæåí. Ïîñëåäíèé çàìå÷àòåëüíûé ôàêò áûë óñòàíîâëåí èèñïîëüçîâàí â ñåéñìîëîãèè [17,18] è íåçàâèñèìî îò ýòèõ ñòàòåé � â ñòó-äåí÷åñêîé êóðñîâîé ðàáîòå îäíîãî èç àâòîðîâ ïðè ðåøåíèè ïðîáëåìû îïîñòðîåíèè `1 îïòèìàëüíîãî ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà íåìèíèìàëü-íîôàçîâîãî îáúåêòà, ïåðâîíà÷àëüíî ïðåäñòàâëåííîé â [19]. Â 1984 ã. âæóðíàëå �Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà� áûëî äàíî ñ äåòàëüíîé ãåîìåòðè-÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé ðàçâåðíóòîå îáúÿñíåíèå òîãî, ïî÷åìó ó âåêòîðàðåøåíèÿ çàäà÷è `1-îïòèìèçàöèè íå ðàâíû íóëþ òîëüêî ìàëîå êîëè÷åñòâîêîìïîíåíò (ðàâíîå êîðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà Φx = 0) [20]. ×åðåçòðè ãîäà ïîõîæèé ðåçóëüòàò áûë îïóáëèêîâàí â [21].Â ðàçäåëå 2 äàåòñÿ ôîðìàëèçîâàííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñ ðàçúÿñíåíè-ÿìè è ïðèìåðàìè. Â ðàçäåëå 3 îïèñûâàþòñÿ âîçìîæíûå ñïîñîáû ðåøåíèÿè àíàëèçèðóþòñÿ âîçíèêàþùèå ïðîáëåìû. Äàëåå ðàçáèðàþòñÿ ïðàêòè-÷åñêèå ïðèìåðû è â çàêëþ÷åíèè îáñóæäàþòñÿ ïåðñïåêòèâû. Ñòðóêòóðàñòàòüè âî ìíîãîì ñëåäóåò [22].
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÈíôîðìàöèÿ, ïîëó÷åíèå äàííûõ, óïðàâëåíèå. Â çíàìåíèòîéêíèãå Í. Âèíåðà �Êèáåðíåòèêà, èëè óïðàâëåíèå è ñâÿçü â æèâîòíîì èìàøèíå� [23] ïðîâîçãëàøàåòñÿ ñòàíîâëåíèå íîâîé íàóêè Êèáåðíåòèêè,â êîòîðîé èíôîðìàöèîííî�óïðàâëåí÷åñêàÿ ñâÿçü â ÿâëåíèÿõ ìàòåðèàëü-íîãî ìèðà âûñòóïàåò êàê ôóíäàìåíòàëüíîå åãî ñâîéñòâî.Â äîñòàòî÷íî îáùåì âèäå ïðîöåññ îáðàáîòêè èíôîðìàöèè è ïðèíÿ-òèÿ óïðàâëåí÷åñêîãî ðåøåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå (ñì.ðèñ. 1). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
• èíôîðìàöèÿ x î âàæíîì äëÿ èññëåäîâàòåëÿ èçìåíÿþùåìñÿ ÿâëåíèè(èëè îáúåêòå óïðàâëåíèÿ, èëè êàêîì-òî ýëåìåíòå âíåøíåé ñðåäû),
• îïîñðåäóÿñü íåêîòîðûìè ôîðìàìè ñâÿçè Ψ,
• ïðîÿâëÿåò ñåáÿ ÷åðåç ñèãíàë f .Ìîæíî, óñòàíîâèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ðåãèñòðèðóþùèå ïðèáîðû èëè ÷åðåçñïåöèàëüíûå ñåíñîðû, íàáëþäàòü ñèãíàë f . Ïðîöåññ íàáëþäåíèÿ (ïîëó-÷åíèÿ äàííûõ) îáû÷íî äîñòàòî÷íî ñëîæíî îðãàíèçîâàí è ìîæåò òðàêòî-âàòüñÿ êàê
• ïðèìåíåíèå íåêîòîðîãî îïåðàòîðà íàáëþäåíèÿ A ê ñèãíàëó f .
• Â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ðåãèñòðèðóþùèìè ïðèáîðàìè ïîëó-÷àþò äàííûå y,
• ïî êîòîðûì èññëåäîâàòåëü ìîæåò ïûòàòüñÿ âîññòàíàâëèâàòü (îöåíè-âàòü) èíôîðìàöèþ x, ôîðìèðóÿ îöåíêè x̂.
• Ðåçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ â òîé èëè èíîé ñòåïåíè õàðàêòåðèçóþò ïðî-èñõîäÿùèå èçìåíåíèÿ â èíòåðåñóþùåì èññëåäîâàòåëÿ ÿâëåíèè è èñ-ïîëüçóþòñÿ â äàëüíåéøåì äëÿ ïðèíÿòèÿ òåõ èëè èíûõ óïðàâëåí÷å-ñêèõ ðåøåíèé.Ýòàï ïîëó÷åíèÿ äàííûõ èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü. Âñå ïðîöåññû è ÿâ-ëåíèÿ ïðîòåêàþò âî âðåìåíè. Â ðåàëüíîñòè ñèãíàëû îáû÷íî èìåþò àíà-ëîãîâóþ ïðèðîäó. Îáîçíà÷èì: t � ìîìåíò âðåìåíè, f(t) � �ìãíîâåííîå�5



çíà÷åíèå ñèãíàëà f â ìîìåíò âðåìåíè t. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð îïåðàòî-ðà A � ïîëó÷åíèå íàáîðà �ìãíîâåííûõ� çíà÷åíèé ñèãíàëà f â m òî÷êàõ
t1, t2, . . . , tm. Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð A ìîæíî ôîðìàëüíî çàïèñàòü êàêçàäàíèå ñîîòâåòñòâèÿ ñèãíàëó f âåêòîðà èç åãî ñâåðòîê ñî ñäâèíóòûìèïî àðãóìåíòó äåëüòà-ôóíêöèÿìè:

A(f) =
(

δt1∗f...
δtm∗f

)

,ãäå δtn(t) = δ(t − tn), n = 1, 2, . . . , m. Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ èíôîðìà-öèè áåðåò íà÷àëî ñî çíàìåíèòîé òåîðåìû Êîòåëüíèêîâà [24] (â àíãëî-ÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå � òåîðåìû Íàéêâèñòà-Øåííîíà [25�27]), êîòîðàÿãëàñèò, ÷òî åñëè àíàëîãîâûé ñèãíàë f : R → R èç L2(R) èìååò îãðàíè-÷åííûé ñïåêòð, òî îí ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåí îäíîçíà÷íî è áåç ïîòåðüïî ñâîèì äèñêðåòíûì îòñ÷åòàì, âçÿòûì ñ ÷àñòîòîé áîëüøå óäâîåííîéìàêñèìàëüíîé ÷àñòîòû ñïåêòðà. Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò âî ìíîãèõ ñëó-÷àÿõ îòîæäåñòâëÿòü àíàëîãîâûé ñèãíàë f(t) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì íàáîðîìäèñêðåòíûõ çíà÷åíèé f [n], n = 1, 2, . . . , N .Ìãíîâåííûå äàííûå ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðîé èäåàëèçàöèåé. Ðåàëüíûå ðå-ãèñòðèðóþùèå ïðèáîðû âçàèìîäåéñòâóþò ñ ïîñòóïàþùèì ê íèì íà âõîäñèãíàëîì íåêîòîðîå âðåìÿ è òîëüêî ïîòîì âûäàþò ðåçóëüòàò, êîòîðûéôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé èíòåãðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé ñèã-íàëà íà èíòåðâàëå âðåìåíè ðåãèñòðàöèè. Â îáùåì ñëó÷àå ðåçóëüòàò èç-ìåðåíèÿ ñèãíàëà f èç ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé L2(R) (ïîëó÷åíèÿ äàí-íûõ) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(R) ñ íåêîòîðîéôóíêöèåé íàáëþäåíèÿ a, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâåðòêó f ñ a.Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ èñõîäíîå ïîíÿòèå èíôîðìà-öèè x ìîæåò áûòü îïèñàíî ñóùåñòâåííî ïðîùå, ÷åì ôàêòè÷åñêè íàáëþ-äàåìûå èññëåäîâàòåëåì ñèãíàëû f . Íàïðèìåð, äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ âíåêîòîðîé ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ íàäî çíàòü, ÷òî â ðåãèñòðèðóþùåì êàíàëåïîÿâèëñÿ ñèãíàë â âèäå íåêîòîðîé àêóñòè÷åñêîé èëè ýëåêòðîìàãíèòíîéâîëíû. Èíòåðåñóåò ïðîñòî îòâåò íà âîïðîñ äà/íåò � îäèí áèò, â òî âðå-ìÿ êàê ïîñòóïàþùèé è ðåãèñòðèðóåìûé ñèãíàë ìîæåò èìåòü ñëîæíóþôîðìó è áûòü ðàñïðåäåëåííûì âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå � ìíîãîìåð-íûé âåêòîð. Ó÷åò èìåííî òàêîãî ðîäà ñïåöèôèêè ëåæèò â îñíîâå íîâîéïàðàäèãìû îáðàáîòêè èíôîðìàöèè, àêòèâíî ðàçâèâàþùåéñÿ â ïîñëåäíååâðåìÿ. 6



Ñæèìàåìûå ñèãíàëû. Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííûé îäíîìåðíûé äèñ-êðåòíûé ñèãíàë f êîíå÷íîé äëèíû1. Åãî çíà÷åíèÿ ñîñòàâëÿþò N × 1âåêòîð-ñòîëáåö â R
N ñ ýëåìåíòàìè f [n], n = 1, 2, . . . , N . (Áóäåì ðàñ-ñìàòðèâàòü 2-D èçîáðàæåíèÿ èëè ñèãíàëû áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé âåêòî-ðèçîâàííûìè â äëèííûé îäíîìåðíûé âåêòîð.) Ëþáîé ñèãíàë â RN ìîæåòáûòü ðàçëîæåí ïî íåêîòîðîìó áàçèñó èç âåêòîðîâ {ψj}Nj=1 ðàçìåðíîñòè

N × 1. Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîò áàçèñ îðòîíîðìèðîâàííûé.Èñïîëüçóÿ N ×N ìàòðèöó áàçèñà Ψ = (ψ1, ψ2, . . . , ψN) ñî ñòîëáöàìè èçâåêòîðîâ {ψj}, ñèãíàë f ìîæåò áûòü âûðàæåí êàê(1) f = Ψx =
N
∑

j=1

x[j]ψj,ãäå x � N × 1 âåêòîð-ñòîëáåö âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ x[j] = 〈x, ψj〉 =
ψT
j x, è ñèìâîë ·T îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî f è x �ýêâèâàëåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñèãíàëà. Îáû÷íî f íàçûâàþò ïðåäñòàâëå-íèåì âî âðåìåííîé (èëè ïðîñòðàíñòâåííîé) îáëàñòè, à x � â ñïåêòðàëü-íîé èëè òðàíñôîðìèðîâàííîé Ψ-îáëàñòè.Ñèãíàë f íàçûâàåòñÿ s-ðàçðåæåííûì (s-sparse), åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ëè-íåéíîé êîìáèíàöèåé òîëüêî s áàçèñíûõ âåêòîðîâ, ò. å. òîëüêî s êîìïî-íåíò x[j] â (1) îòëè÷íû îò íóëÿ, à îñòàëüíûå (N − s) � íóëè.Èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà s << N . Äëÿ òàêèõ s-ðàçðåæåííûõ ñèãíàëîâìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èõ ïðåäñòàâëåíèå â ñîîòâåòñòâóþùåé Ψ-îáëàñòè èÿâëÿåòñÿ òîé ñóùåñòâåííîé èíôîðìàöèåé, êîòîðóþ îíè â ñåáå íåñóò. Ýòàèíôîðìàöèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ íàáîðàìè èç s íàòóðàëüíûõ(èíäåêñîâ) è âåùåñòâåííûõ (çíà÷åíèé) ÷èñåë.Íàðÿäó ñ îïðåäåëåíèåì s-ðàçðåæåííûõ ñèãíàëîâ áóäåì èñïîëüçîâàòüè áîëåå îáùåå ïîíÿòèå ñæèìàåìîãî ñèãíàëà. Ñèãíàë f íàçûâàåòñÿ ñæè-ìàåìûì, åñëè ó íåãî åñòü ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ôîðìóëû (1), â êîòî-ðîé òîëüêî íåñêîëüêî êîìïîíåíò x[j] äîñòàòî÷íî âåëèêè, à áîëüøèíñòâîîñòàëüíûõ � ìàëû.Ç à ì å ÷ à í è ÿ. Íàäî îòìåòèòü, ÷òî òðåáîâàíèå ðàçðåæåííîãî ïðåä-ñòàâëåíèÿ ñèãíàëà â íåêîòîðîì áàçèñå ðàñïðîñòðàíåííîå, íî íåîáÿçàòåëü-1Èñïîëüçîâàíèå òåðìèíà ñèãíàë èç îáëàñòè òåëåêîììóíèêàöèé � äàíü òðàäèöèè. Â äåéñòâèòåëü-íîñòè ðå÷ü ìîæåò èäòè î äàííûõ ëþáîé ïðèðîäû.7



íîå. Â [28] îíî îïóùåíî è çàìåíåíî òðåáîâàíèåì î ñóùåñòâîâàíèè ìíîãî-îáðàçèÿ, íà êîòîðîì ëåæèò f . Â äðóãèõ ðàáîòàõ (íàïðèìåð, â [29]) òðå-áîâàíèå ðàçðåæåííîñòè ñèãíàëà â íåêîòîðîì áàçèñå îñëàáëÿþò äî ðàçðå-æåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â íåêîòîðîì èçáûòî÷íîì ñëîâàðå. Èíîãäà ê ñèã-íàëó, êðîìå ðàçðåæåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ïðèìåíÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûåîãðàíè÷åíèÿ, êàê íàïðèìåð ïîðîæäåíèå ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëó÷àéíûììàðêîâñêèì ïîëåì [30]. Â [31] ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà âåêòîðû y è x ïà-ðàìåòðèçîâàíû áåñêîíå÷íûì ñ÷åòíûì èëè äàæå íåñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì.Òðàíñôîðìèðóþùåå êîäèðîâàíèå è åãî íåýôôåêòèâíîñòü. Òîòôàêò, ÷òî ñæèìàåìûå ñèãíàëû õîðîøî àïïðîêñèìèðóþòñÿ s-ðàçðåæåííûìèïðåäñòàâëåíèÿìè, ëåæèò â îñíîâå òðàíñôîðìèðóþùåãî êîäèðîâàíèÿ, ñêîòîðûì ìíîãèå óæå ñòàëêèâàþòñÿ äàæå â áûòó, èñïîëüçóÿ JPEG, MP3,MPEG ôîðìàòû ïðåäñòàâëåíèÿ èçîáðàæåíèé, çâóêà è âèäåî. Â ñèñòåìàõïîëó÷åíèÿ äàííûõ (íàïðèìåð, öèôðîâûå ôîòî- è âèäåîêàìåðû) òðàíñ-ôîðìèðóþùåå êîäèðîâàíèå èãðàåò öåíòðàëüíóþ ðîëü: ïî ïîëó÷åííîéïîëíîé N -âûáîðêå ñèãíàëà f êîìïëåêò êîýôôèöèåíòîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ
{x[j]} âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç x = ΨTf , ïîñëå ÷åãî èç x ëîêàëèçèðóþò sáîëüøèõ êîìïîíåíò, à îñòàëüíûå N − s îòáðàñûâàþò (ïîäðîáíîñòè ñì.,íàïðèìåð, â [32]). Â èòîãå êîäèðóþòñÿ ñàìè s çíà÷åíèé è íîìåðà èõ ïî-çèöèé â âåêòîðå x.Ïðè îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ îäíî èç ñëåäóþ-ùèõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé: äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå(ÄÏÔ), äèñêðåòíîå êîñèíóñíîå ïðåîáðàçîâàíèå (ÄÊÏ) èëè äèñêðåòíîåâåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå (ÄÂÏ).Íàïîìíèì, ÷òî ÄÏÔ N -ìåðíîãî ñèãíàëà f , çàïèñàííîãî âåêòîðîì,îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåêòîð f̂ ñ êîìïîíåíòàìè f̂ [k] =

∑N−1
j=0 f [j]e

−2πijk/N ,ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà. Ýòî ëèíåéíîå îáðàòèìîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ ìàò-ðèöåé:
Υ =



















1 1 1 1 . . . 1

1 e−
2πi
N e−

4πi
N e−

6πi
N . . . e−

2πi
N

(N−1)

1 e−
4πi
N e−

8πi
N e−

12πi
N . . . e−

2πi
N

2(N−1)

1 e−
6πi
N e−

12πi
N e−

18πi
N . . . e−

2πi
N

3(N−1)... ... ... ... . . . ...
1 e−

2πi
N

(N−1) e−
2πi
N

2(N−1) e−
2πi
N

3(N−1) . . . e−
2πi
N

(N−1)2



















.
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ÄÊÏ � îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, òåñíî ñâÿçàííîå ñ ïðåîáðàçî-âàíèåì Ôóðüå, íî îïåðèðóþùåå äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Îíî çàäàåòñÿïîõîæåé ìàòðèöåé ñ ýëåìåíòàìè cos k(j + 1
2)

π
N .ÄÂÏ îñíîâàíî íà ñâåðòêå ñèãíàëà ñ ôèëüòðàìè âûñîêîé è íèçêîé ÷à-ñòîò ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðîðåæèâàíèåì â äâà ðàçà ÷èñëà îòñ÷åòîâ. Ïðèýòîì ïðîðåæåííûé ðåçóëüòàò ñâåðòêè ñ ôèëüòðîì íèçêîé ÷àñòîòû ìîæíîðàññìàòðèâàòü êàê óìåíüøåííóþ î÷èùåííóþ îò øóìà êîïèþ èñõîäíîãîñèãíàëà è ïîâòîðèòü íàä íåé äàííóþ îïåðàöèþ. ÄÂÏ � òîæå ëèíåéíûéîïåðàòîð.Àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå äâóìåðíûå ëèíåéíûå îáðà-òèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, íàïðèìåð äâóìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íàäâåêòîðîì N1 ×N2 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

f̂ [k1, k2] =

N1−1
∑

j1=0

N2−1
∑

j2=0

f [j1, j2]e
−2πij1k1/N1e−2πij2k2/N2.Äëÿ áîëüøèíñòâà èçîáðàæåíèé ðåàëüíîãî ìèðà âåðíî, ÷òî ïðèìåíåíèåýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé äàåò òðàíñôîðìèðîâàííûå ñèãíàëû ñ ñóùåñòâåííîìåíüøèì êîëè÷åñòâîì çíà÷èòåëüíûõ êîìïîíåíò.Ê ñîæàëåíèþ, ïîäõîä òðàíñôîðìèðóþùåãî êîäèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðîìïðîèñõîäèò �ñíà÷àëà ïîëíàÿ âûáîðêà � ïîòîì ñæàòèå�, èìååò òðè âðîæ-äåííûõ íåäîñòàòêà.

• Âî-ïåðâûõ, íà÷àëüíûé ðàçìåð âûáîðêè N ìîæåò áûòü ÷ðåçâû÷àéíîáîëüøèì, äàæå åñëè ðàçìåð s ïîëó÷àåìîãî íàáîðà êîìïîíåíò ÿâëÿåòñÿìàëûì.
• Âî-âòîðûõ, âñå N êîýôôèöèåíòîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ {x[j]} äîëæíû áûòüâû÷èñëåíû äàæå ïðè òîì, ÷òî îò áîëüøèíñòâà êðîìå s èç íèõ â ðåçóëü-òàòå îòêàæóòñÿ.
• Â-òðåòüèõ, äîïîëíèòåëüíî äîëæíû áûòü çàêîäèðîâàíû ìåñòîïîëîæå-íèÿ s áîëüøèõ êîýôôèöèåíòîâ.Çàäà÷à îïîçíàíèÿ ñî ñæàòèåì � Compressive Sensing. Ïåðå-÷èñëåííûå âûøå íåäîñòàòêè òðàíñôîðìèðóþùåãî êîäèðîâàíèÿ ñíèìà-þòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè íîâîãî ïîäõîäà Compressive Sensing (CS) � îïî-çíàíèÿ ñî ñæàòèåì çà ñ÷åò ïðÿìîãî ïîëó÷åíèÿ ñæàòîãî ïðåäñòàâëåíèÿñèãíàëà áåç ïðîìåæóòî÷íîé ñòàäèè ïîëó÷åíèÿ N -âûáîðêè [14,15].9



Ðàññìîòðèì îáùèé ëèíåéíûé ïðîöåññ èçìåðåíèÿ, êîòîðûé âû÷èñëÿ-åò m < N âíóòðåííèõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ìåæäó f è íåêîòîðîéêîëëåêöèåé âåêòîðîâ {ai}mi=1:
y[i] = 〈ai, f〉.Ñîáåðåì ðåçóëüòàòû y[i] â m× 1 âåêòîð-ñòîëáåö y, à èç òðàíñïîíèðî-âàííûõ âåêòîðîâ èçìåðåíèé aTi ñôîðìèðóåì ñòðîêè ìàòðèöû A ðàçìåð-íîñòè m×N . Ïîäñòàâëÿÿ Ψ èç (1), âûðàæåíèå äëÿ y ìîæíî ïåðåïèñàòüâ âèäå(2) y = Af = AΨx = Φx,ãäå Φ = AΨ � ìàòðèöà m×N .Äðóãîé âîçìîæíûé ïîäõîä ê èçìåðåíèþ îïèñàí â [33], ãäå êàæäûìñåíñîðîì èçìåðÿåòñÿ òîëüêî îäèí áèò ñèãíàëà � çíàê ïðîåêöèè f íà ai:

y[i] = sign〈ai, f〉.Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî óñëîâèÿ (2) ðàññìàòðèâàåòñÿ óñëîâèå yTΦx ≥ 0.Îòìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ïðîöåññû èçìåðåíèÿ íåàäàïòèâíû âòîì ñìûñëå, ÷òî ìàòðèöà A ôèêñèðîâàíà è íå çàâèñèò îò ñèãíàëà f .Çàäà÷à îïîçíàíèÿ ñî ñæàòèåì (Compressive Sensing) ñîñòîèò â ïðîåê-òèðîâàíèè
• òàêîé óíèâåðñàëüíîé ìàòðèöû èçìåðåíèé A, ÷òî ñóùåñòâåííàÿ èíôîð-ìàöèÿ î ëþáîì s-ðàçðåæåííîì (èëè ñæèìàåìîì ñèãíàëå) íå áóäåò ïîâðå-æäåíà ïðè ñîêðàùåíèè ðàçìåðíîñòè îò f ∈ R

N ê y ∈ R
m;

• àëãîðèòìà ðåêîíñòðóêöèè, âîññòàíàâëèâàþùåãî x (à ñëåäîâàòåëüíî, è
f ) òîëüêî ïî m ∼ s èçìåðåíèÿì (èëè ïî ïðèìåðíî òàêîìó æå ÷èñëóèçìåðåíèé, êàê ïåðåäàâàåìîå ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ ïðè òðàäèöèîííîìòðàíñôîðìèðóþùåì êîäèðîâàíèè).Ôîðìóëó (2) íå íàäî âîñïðèíèìàòü êàê ïðîöåññ �óìíîæåíèÿ� ñèãíà-ëà f íà ìàòðèöó A. Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â ïàðàäèãìå CS ýòîò ïðî-öåññ èçìåðåíèÿ îáû÷íî íå ïðîèçâîäèòñÿ îòäåëüíî, à ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà ïîëó÷åíèÿ äàííûõ, ÷òî ïîçâîëÿåò íå çàòðà÷èâàòüëèøíèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé è ýêîíîìèòü ýíåðãèþ â óñòðîéñòâàõ-ñåíñîðàõ. Êîíêðåòíûé âèä ìàòðèöû A âàæåí â ðàñ÷åòàõ ïðè ðåêîíñòðóê-öèè ñèãíàëà ïî ïîëó÷åííûì ñæàòûì äàííûì. Íàïðèìåð, åñëè â çàäà÷å10



åñòü òåõíè÷åñêàÿ âîçìîæíîñòü ïðÿìîãî ïîëó÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðå-îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñèãíàëà f , òî, âûáðàâ íàáîð èçm èíäåêñîâ, ïðÿìî ïî-ëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð y, à ñòðîêè ìàòðèöû A èç (2) � aTi � ñî-îòâåòñòâóþùèå ñòðîêè ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Äðóãîé ïîêàçà-òåëüíûé ïðèìåð ìîæíî íàéòè íà âåá-ñàéòå http://dsp.rice.edu/cscamera,ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîïèêñåëüíàÿ ñæèìàþùàÿ öèôðîâàÿ êàìåðà [34,35], êîòîðàÿ íåïîñðåäñòâåííî (àíàëîãîâûì îáðàçîì çà ñ÷åò èñïîëüçîâà-íèÿ òîëüêî ëèíç è çåðêàë) ïîëó÷àåò m ñëó÷àéíûõ ïðîåêöèé èñêîìîãîèçîáðàæåíèÿ áåç ïðåäâàðèòåëüíîãî ñáîðà çíà÷åíèé (ïîëó÷åíèÿ äàííûõ)âñåõ åãî N ïèêñåëåé. Êàê ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 2, èñõîäÿùèå îòêàðòèíêè f ñâåòîâûå âîëíû îòðàæàþòñÿ îò ñïåöèàëüíîãî óñòðîéñòâàöèôðîâûõ ìèêðîçåðêàë (DMD), ñîñòîÿùåãî èç ìàññèâà N êðîøå÷íûõçåðêàë. (Òàêèå óñòðîéñòâà DMD ïðèñóòñòâóþò âî ìíîãèõ êîìïüþòåðíûõïðîåêòîðàõ è ïðîåêöèîííûõ òåëåâèçîðàõ.) Îòðàæåííûé ñâåò ñîáèðàåòñÿâòîðîé ëèíçîé è ôîêóñèðóåòñÿ íà îäèí ôîòîäèîä (PD) (îäèí ïèêñåëü).Êàæäîå ìèêðîçåðêàëî ìîæåò íåçàâèñèìî îðèåíòèðîâàòüñÿ èëè ê ôîòîäè-îäó (ñîîòâåòñòâóåò åäèíèöå) èëè â ñòîðîíó îò ôîòîäèîäà (ñîîòâåòñòâó-åò íóëþ). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîáðàòü èçìåðåíèÿ, ñ ïîìîùüþ ãåíåðàòîðàñëó÷àéíûõ ÷èñåë (RNG) óñòàíàâëèâàþòñÿ ïñåâäîñëó÷àéíûå îðèåíòàöèèìèêðîçåðêàë, ñîçäàþùèå èçìåðèòåëüíûé âåêòîð ai èç åäèíèö è íóëåé.Íàïðÿæåíèå íà ôîòîäèîäå òîãäà ðàâíÿåòñÿ âåëè÷èíå y[i], êîòîðàÿ ÿâëÿ-åòñÿ âíóòðåííèì ïðîèçâåäåíèåì ìåæäó ai è èçîáðàæåíèåì f , ò. å. ïðîèñ-õîäèò �îïòè÷åñêîå ñóììèðîâàíèå� îòðàæåííûõ ëó÷åé. Ïðîöåññ ïîâòîðÿ-åòñÿ m ðàç äëÿ ïîëó÷åíèÿ âñåõ êîìïîíåíò y. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåìâåêòîð èçìåðåíèé y èç (2), ïðè÷åì óìíîæåíèå íà ìàòðèöó ïðîèçâîäèòñÿçà ñ÷åò îñîáîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà èçìåðåíèÿ êàê åãî íåîòúåìëåìàÿ÷àñòü. 3. ÐåøåíèåÏðîåêòèðîâàíèå óíèâåðñàëüíîé ìàòðèöû èçìåðåíèé. Ìàòðè-öà èçìåðåíèé A äîëæíà ïîçâîëÿòü ðåêîíñòðóêöèþ ñèãíàëà f äëèíû Nïî ìåíüøåìó ÷èñëó èçìåðåíèém < N (ïî âåêòîðó y). Ïîñêîëüêóm < N ,òî ýòà çàäà÷à � ïëîõî îáóñëîâëåííàÿ. Åñëè, îäíàêî, f � s-ðàçðåæåííûéè ìåñòîïîëîæåíèÿ s îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîìïîíåíò x èçâåñòíû, òî çàäà÷à11



ìîæåò áûòü ðàçðåøèìîé ïðè m ≥ s. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèåðàçðåøèìîñòè ýòîé óïðîùåííîé çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äëÿ íåêî-òîðîãî 0 < λ < ∞ è äëÿ ëþáîãî âåêòîðà z, ó êîòîðîãî âûäåëÿþòñÿ òåæå s íåíóëåâûõ êîìïîíåíò, êàê è ó x, âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà(3) λ−1||z||2 ≤ ||Φz||2 ≤ λ||z||2,ò. å. ìàòðèöà Φ = AΨ äîëæíà ñîõðàíÿòü äëèíû òàêèõ ñïåöèôè÷åñêèõ
s-ðàçðåæåííûõ âåêòîðîâ (â íåêîòîðîì ñìûñëå). (Çäåñü è äàëåå ‖z‖ρ =
(

∑N
j=1 |z[j]|ρ

) 1
ρ

, ρ = 1, 2.) Êîíå÷íî, â îáùåì ñëó÷àå ìåñòîïîëîæåíèÿ sîòëè÷íûõ îò íóëÿ êîìïîíåíò â x íåèçâåñòíû. Îäíàêî âûïîëíåíèå óñëî-âèÿ (3) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ 2s-ðàçðåæåííûõ âåêòîðîâ z ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷-íûì äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âîçìîæíîñòè ñòàáèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ ëþ-áîãî s-ðàçðåæåííîãî âåêòîðà x. Â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî ëåãêî óáåäèòüñÿ,ïðîâåäÿ äîêàçàòåëüñòâî �îò ïðîòèâíîãî�. Â êà÷åñòâå îäíîçíà÷íîãî ïðà-âèëà äåêîäèðîâàíèÿ ìîæíî âûáðàòü ñëåäóþùåå: ñðåäè âñåõ âåêòîðîâ xòàêèõ, ÷òî y = Φx, âûáèðàåì òîò, ó êîòîðîãî ìåíüøå âñåãî íåíóëåâûõêîýôôèöèåíòîâ. Ïóñòü ó çàäà÷è åñòü äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ x′ è x′′.Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå èç íèõ èìååò íå áîëåå ÷åì s íåíóëåâûõ êîìïî-íåíò. Âåêòîð x̄ = x′ − x′′ ÿâëÿåòñÿ 2s-ðàçðåæåííûì, òàê êàê âåêòîðû
x′, x′′ � s-ðàçðåæåííûå. Íî â ñèëó ëèíåéíîñòè Φx̄ = Φx′ − Φx′′ = 0, àçíà÷èò, â ñèëó (3) èìååì x̄ = 0, ò. å. x′ = x′′. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.Â ëèòåðàòóðå ïî CS ÷àùå èñïîëüçóåòñÿ äðóãîå áëèçêîå (3) óñëîâèå,íàçûâàåìîå �Ñâîéñòâî îãðàíè÷åííîé èçîìåòðèè� (Restricted IsometryProperty, RIP) [36]: ìàòðèöà Φ ðàçìåðíîñòè m × N îáëàäàåò ñâîéñòâîì
RIP(δ,m) ñ ïàðàìåòðàìè δ ∈ (0, 1) è m ∈ N, åñëè äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî
m-ðàçðåæåííîãî âåêòîðà z âûïîëíÿåòñÿ(4) √

1− δ ≤ ||Φz||2
||z||2

≤
√
1 + δ.Óñëîâèå (3) â ëèòåðàòóðå íàçûâàþò �Ìîäèôèöèðîâàííîå RIP� (MRIP).Íàðÿäó ñî ñâîéñòâàìè òèïà RIP â CS èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå ìàëîñòèâçàèìíîé çàâèñèìîñòè µ(A,Ψ) ñòðîê {ai} ìàòðèöû A è ñòîëáöîâ {ψj}ìàòðèöû Ψ:

µ(A,Ψ) =
√
N max

i,j

|〈ai, ψj〉|
||ai||2

,12



íàçûâàåìîå �íåêîãåðåíòíîñòüþ� A è Ψ, âûïîëíåíèå êîòîðîãî òðåáóåò,÷òîáû ñòðîêè ìàòðèöû A íå ìîãëè ðåäêî ïðåäñòàâëÿòü ñòîëáöû Ψ(è íà-îáîðîò). Â CS øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ôàêò, ÷òî ñëó÷àéíûå ìàòðèöû A ñáîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ñèëüíî íåêîãåðåíòíû ñ ëþáûì ôèêñèðîâàííûìáàçèñîì Ψ. Íàïðèìåð åñëè ñòðîêè ìàòðèöû A ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíîé âû-áîðêîé èç îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, ïîëó÷åííîãî ïîñëå îðòîãîíàëè-çàöèè N ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ðàâíîìåðíî è íåçàâèñèìî âûáðàííûõ èçåäèíè÷íîé ñôåðû, òî µ(A,Ψ) ≈ √
2 logN . Äëÿ s-ðàçðåæåííûõ âåêòîðîââ [37] ïîëó÷åíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âîçìîæíîñòè ñ âûñîêîé âåðîÿòíî-ñòüþ òî÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïî m íàáëþäåíèÿì ñ ìàòðèöåé A:(5) m ≥ c µ(A,Ψ)2 s logN,ãäå c � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Äëÿ îïèñàííîé âûøå ñëó-÷àéíîé ìàòðèöû A èìååì m ≥ 2cs(logN)2.Â [38] óêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà ïðàêòèêå äîñòàòî÷íî ÷àñòî õîðîøî ðàáîòà-þò ñèñòåìû ñ m ≈ 4s.Óñëîâèÿ RIP(δ, 2s) è MRIP(λ, 2s) íåðîáàñòíûå â òîì ñìûñëå, ÷òî èõâûïîëíåíèÿ íåäîñòàòî÷íî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ

• ïðîèçâîëüíîãî s-ðàçðåæåííîãî ñèãíàëà ïðè íàáëþäåíèÿõ y ñ ïîìåõàìèèëè
• ñæèìàåìîãî ñèãíàëà ñ ìàëûìè, íî íåíóëåâûìè (N − s) êîìïîíåíòàìè.Â ýòèõ ñëó÷àÿõ äîñòàòî÷íûìè ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿRIP(δ, 3s) èëèMRIP(λ, 3s)â òîì ñìûñëå (ñì. [38]), ÷òî

||x− x̂||1 ≤ const ||x− x?||1,ãäå x̂ � ðåçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ x, à x? � âåêòîð, ïîëó÷åííûé èç xîáíóëåíèåì âñåõ, êðîìå s íàèáîëüøèõ ïî ìîäóëþ, êîìïîíåíò. Óñëîâèåáîëüøîé ñòåïåíè íåêîãåðåíòíîñòè ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì êîíñåð-âàòèâíûì, òàê êàê äîïóñòèìàÿ âåëè÷èíà µ(A,Ψ) ñâÿçàíà ñ RIP(δ, 3s)ñîîòíîøåíèåì: δ = (m− 1)µ(A,Ψ).Ïðÿìîå ïîñòðîåíèå ìàòðèöû èçìåðåíèé A òàêîé, ÷òîáû Φ = AΨ îáëà-äàëà ñâîéñòâîì RIP, òðåáóåò ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (4) äëÿ êàæ-äîé èç Cs
N = N !

s!(N−s)! âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé ïîëîæåíèé s îòëè÷íûõ îòíóëÿ êîìïîíåíò â âåêòîð z äëèíû N . Îäíàêî îêàçàëîñü, ÷òî âûïîëíåíèåñâîéñòâà RIP ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ ïðîñòî çà13



ñ÷åò âûáîðà ñëó÷àéíîé ìàòðèöû â êà÷åñòâå A (ðàíäîìèçàöèè ïðîöåññàíàáëþäåíèÿ). Ïðè ýòîì âåêòîð ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé y ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé íàáîð m ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé êîìïîíåíò f ñî ñëó÷àéíîâûáðàííûìè âåñàìè.Ñëó÷àéíàÿ m×N ìàòðèöà èçìåðåíèé A c íåçàâèñèìûìè è îäèíàêî-âî ðàñïðåäåëåííûìè (i.i.d.) ýëåìåíòàìè a[i, j] ñ íîðìàëüíîé ïëîòíîñòüþðàñïðåäåëåíèÿ ñ íóëåâûìè ñðåäíèìè è äèñïåðñèåé 1/m

a[i, j] ∼ N
(

0,
1

m

)èìååò äâà èíòåðåñíûõ è ïîëåçíûõ ñâîéñòâà [14]:
• åñëè 0 < δ < 1 è(6) m ≥ c1 s log(N/s),òî ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿåò RIP(δ,m) ñ âåðîÿòíîñòüþ ≥ 1−2e−c2m,ãäå c1, c2 > 0 � ìàëûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå òîëüêî îò δ (ñëå-äîâàòåëüíî, s-ðàçðåæåííûå è ñæèìàåìûå ñèãíàëû äëèíû N ìîãóòáûòü ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ âîññòàíîâëåíû òîëüêî ïî m << Nñëó÷àéíûì èçìåðåíèÿì);
• ìàòðèöà A óíèâåðñàëüíà â òîì ñìûñëå, ÷òî íå òîëüêî ñóùåñòâåí-íàÿ èíôîðìàöèÿ î ëþáîì s-ðàçðåæåííîì (èëè ñæèìàåìîì ñèãíà-ëå) íå áóäåò ïîâðåæäåíà ïðè ñîêðàùåíèè ðàçìåðíîñòè îò f ∈ R

N ê
y ∈ R

m, íî è ìàòðèöà Φ = AΨ áóäåò ñëó÷àéíîé ìàòðèöåé ñ íîðìàëü-íî ðàñïðåäåëåííûìè i.i.d. ýëåìåíòàìè, è, òàêèì îáðàçîì, Φ áóäåòîáëàäàòü ñâîéñòâîì RIP(δ,m) ñî ñòîëü æå âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþíåçàâèñèìî îò âûáîðà îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà Ψ.Ðåçóëüòàò î âûïîëíåíèè ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ óñëîâèÿ RIP(δ,m) èçñâîéñòâà (6) ñëó÷àéíîé ìàòðèöû A âî ìíîãîì îïèðàåòñÿ íà ñóùåñòâåííîáîëåå ðàííèå ðàáîòû [39,40].Äëÿ CS ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äðóãèå ñëó÷àéíûå ìàòðèöû èçìåðåíèé:ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà i.i.d. ýëåìåíòîâ a[i, j] ïî ñèììåòðè÷íîìó ðàñïðåäåëå-íèþ Áåðíóëëè
P(a[i, j] = ±1/

√
m) =

1
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èëè ïî ïîõîæåìó ðàñïðåäåëåíèþ
a[i, j] =











+
√

3/m ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
6

0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 2
3

−
√

3/m ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
6

.Â [41] ïîêàçàíî, êàê ñâîéñòâî (6) ìîæåò áûòü ëåãêî âûâåäåíî èç èçâåñò-íîé ëåììû Äæîíñîíà-Ëèíäåíøòðàóñà [42], ïî êîòîðîé ëþáîå ìíîæåñòâîèç n òî÷åê â d-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü âëîæåíî â
m-ìåðíîå åâêëèäîâîå ïðîñòðàíñòâî òàêèì îáðàçîì, ÷òî m ∼ logn è íåçàâèñèò îò d, à âñå âçàèìíûå ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ïðèáëèçèòåëüíî ñî-õðàíÿþòñÿ. Äëÿ ïåðå÷èñëåííûõ ïîñëåäíèõ òðåõ ñïîñîáîâ ãåíåðàöèè ñëó-÷àéíîé ìàòðèöû A îáîñíîâàíèå åå óíèâåðñàëüíîñòè è êîíêðåòíûå óñëî-âèÿ äëÿ âûáîðà êîíñòàíò c1 è c2 ïðèâåäåíû â [41]:

c2 ≤ c0(δ/2)− c1

(

1 +
1 + log(12/δ

log(N/s)

)

, c0(δ/2) =
δ2

16
− δ3

48
.Îáîñíîâàíèå âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà RIP(δ,m) äëÿ ñëó÷àéíîé ìàòðè-öû Φ â [41], ñëåäóÿ [43], èñïîëüçóåò âîçìîæíîñòü ïîêðûòèÿ íå áîëåå ÷åì

(12/δ)m øàðàìè ðàäèóñà δ/4 êàæäîãî èç Cm
N âîçìîæíûõ m-ìåðíûõ ïîä-ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà {z : ‖z‖2 = 1} è áàçèðóåòñÿ íà äîêàçàòåëüñòâåòîãî, ÷òî

E‖Φz‖22 = ‖z‖22 ∀z ∈ R
N(E � çíàê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ) è ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ‖Φz‖22ñêîíöåíòðèðîâàíû ñòðîãî îêîëî ‖z‖22:

Prob{|‖Φz‖22 − ‖z‖22| ≥
δ

2
‖z‖22} ≤ 2e−mc0(δ/2).Â ëèòåðàòóðå (ñì., íàïðèìåð, [15, 38]) ïðåäëàãàþòñÿ è äðóãèå ðàíäî-ìèçèðîâàííûå ñïîñîáû ãåíåðàöèè ìàòðèöû èçìåðåíèé: ðàâíîìåðíàÿ ñëó-÷àéíàÿ âûáîðêà N ñòîëáöîâ íà åäèíè÷íîé ñôåðå â R

m; ñëó÷àéíàÿ âû-áîðêà ïðîåêòîðà P è åãî íîðìàëèçàöèÿ A =
√

N
mP èëè âûáîð ïî êàêîìó-íèáóäü äðóãîìó ñóáãàóññîâîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Âûïîëíåíèå RIP(δ,m)îáåñïå÷èâàåòñÿ â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ óñëîâèåì (6) ñî ñâîåé ïîñòî-ÿííîé c1, çàâèñÿùåé îò âûáðàííîãî ñïîñîáà ãåíåðàöèè ñëó÷àéíîé ìàòðè-öû A. 15



Ñ ðîñòîì N ñóùåñòâåííîé òðóäíîñòüþ ñòàíîâèòñÿ õðàíåíèå m × Nýëåìåíòîâ ìàòðèöû A, òðåáóþùåé O(mN) åäèíèö ïàìÿòè. Ïðè ïðî-ñòûõ ïðàâèëàõ ôîðìèðîâàíèÿ ìàòðèöû A åå âëèÿíèå ìîæíî ñíèçèòü,íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ �ïîâòîðÿþùèéñÿ� äàò÷èê ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë,ïîâòîðíî êàæäûé ðàç âû÷èñëÿÿ A. Äðóãèìè ïðèìåðàìè ìàòðèö, óäîâëå-òâîðÿþùèõ óñëîâèÿì RIP è MRIP, ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûå �âûðåçêè� ïî
m ñòðîê èç N × N ìàòðèö äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (DFT)èëè ìàòðèö Âàíäåðìîíäà, ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðïîëÿöèè â ðàçëè÷íûõ
N òî÷êàõ. Äëÿ òàêèõ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö ðàçìåð òðåáóåìîé ïàìÿòè ìî-æåò áûòü ñîêðàùåí äî O(m logN). Åñëè ñòðîêè ìàòðèöû A ÿâëÿþòñÿñëó÷àéíîé âûáîðêîé èç òðàíñïîíèðîâàííûõ ñòîëáöîâ îðòîíîðìèðîâàí-íîãî áàçèñà, ïîëó÷åííîãî ïîñëå îðòîãîíàëèçàöèè N ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâðàâíîìåðíî è íåçàâèñèìî âûáðàííûõ èç åäèíè÷íîé ñôåðû R

N , òî äëÿâûïîëíåíèÿ ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ ñâîéñòâà RIP(δ,m) äîñòàòî÷íî âû-áðàòü m:
m ≥ C s (logN)4.Íàèáîëåå ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì ñâîéñòâà RIP ÿâëÿåòñÿ åãî òðóä-íîïðîâåðÿåìîñòü ïðè áîëüøèõ m. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðåäïðèíèìàþòñÿàêòèâíûå ïîïûòêè ïî åãî çàìåíå íà áîëåå êîíñòðóêòèâíûå. Îäèí èç èí-òåðåñíûõ ïðèìåðîâ òàêîé âîçìîæíîñòè îïèñàí â [44].Ïðîåêòèðîâàíèå àëãîðèòìà ðåêîíñòðóêöèè ñèãíàëà.Àëãîðèòìðåêîíñòðóêöèè ñèãíàëà äîëæåí ïî m èçìåðåíèÿì (ïî âåêòîðó y), ñëó-÷àéíîé ìàòðèöå èçìåðåíèé A (èëè ïî ñëó÷àéíîìó çàêîíó, êîòîðûé ååãåíåðèðîâàë) è áàçèñó Ψ âîññòàíîâèòü ñèãíàë f äëèíû N èëè, ÷òî ýêâè-âàëåíòíî, ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ðàçðåæåííûé âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ x.Òàê êàêm < N â (2), òî äëÿ s-ðàçðåæåííûõ ñèãíàëîâ èìååòñÿ áåñêîíå÷íîìíîãî x′, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò Φx′ = y. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî åñëè

Φx = y, òî Φ(x+ r) = y äëÿ ëþáîãî âåêòîðà r èç íóëåâîãî ïîäïðîñòðàí-ñòâà N (Φ) ìàòðèöû Φ. Ïîýòîìó öåëü àëãîðèòìà ðåêîíñòðóêöèè ñèãíà-ëà � íàéòè âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ðàçðåæåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèãíàëàâ (N−m)-ðàçìåðíîì ñäâèíóòîì íóëåâîì ïîäïðîñòðàíñòâåH = N (Φ)+x.Ðåêîíñòðóêöèÿ ÷åðåç ìèíèìèçàöèþ `2-íîðìû. Êëàññè÷åñêèé ïîäõîäê ðåøåíèþ îáðàòíûõ çàäà÷ ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáûíàéòè â ñäâèíóòîì íóëåâîì ïîäïðîñòðàíñòâå H âåêòîð ñ íàèìåíüøåé16



íîðìîé (ýíåðãèåé) `2
x̂ = argmin ||x′||2 : Φx′ = y.Ðåøåíèå ýòîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ìîæåò áûòü çàïèñàíî â óäîáíîéôîðìå ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ)

x̂ = ΦT(ΦΦT)−1y.Ê ñîæàëåíèþ, ðåçóëüòàò `2-ìèíèìèçàöèè ïî÷òè íèêîãäà íå áóäåò s-ðàçðåæåííûìâåêòîðîì, à áóäåò ñîäåðæàòü ìíîãî îòëè÷íûõ îò íóëÿ ýëåìåíòîâ.Ðåêîíñòðóêöèÿ ÷åðåç ìèíèìèçàöèþ `0-íîðìû. Ïîñêîëüêó `2-íîðìàèçìåðÿåò ýíåðãèþ ñèãíàëà, à íå åãî ðàçðåæåííîñòü, òî ìîæíî ðàññìîò-ðåòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè `0-íîðìû, êîòîðàÿ ïîäñ÷èòûâàåò êîëè÷åñòâîíåíóëåâûõ êîìïîíåíò
||x||0 = |{i|x[i] 6= 0}|.(Ñòðîãî ãîâîðÿ, `0 íå ÿâëÿåòñÿ íîðìîé, ïîñêîëüêó íå óäîâëåòâîðÿåò ñâîé-ñòâó îäíîðîäíîñòè, íî íàçâàíèå �`0-íîðìà� øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ.)Ïî ðåçóëüòàòó ðåøåíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è

x̂ = argmin ||x′||0 : Φx′ = yìîæíî âîññòàíîâèòü s-ðàçðåæåííûé ñèãíàë òî÷íî ñ âûñîêîé âåðîÿòíî-ñòüþ, èñïîëüçóÿ òîëüêî m = s+ 1 i.i.d. ñëó÷àéíûõ èçìåðåíèé [45]. Ê ñî-æàëåíèþ, çàäà÷à îïòèìèçàöèè `0-íîðìû íåâûïóêëàÿ è îòíîñèòñÿ ê êîì-áèíàòîðíîìó òèïó, âû÷èñëèòåëüíûå ïðîöåäóðû ïî åå ðåøåíèþ ÷èñëåííîíåóñòîé÷èâû è NP -ñëîæíûå, òðåáóÿ îãðîìíîãî ïåðåáîðà âñåõ Cs
N âîç-ìîæíûõ âàðèàíòîâ ðàçìåùåíèÿ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â x.Ðåêîíñòðóêöèÿ ÷åðåç ìèíèìèçàöèþ `1-íîðìû. Óäèâèòåëüíî, íî îïòè-ìèçàöèÿ, îñíîâàííàÿ íà `1-íîðìå

x̂ = argmin ||x′||1 : Φx′ = y,ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ ïîçâîëÿåò òî÷íî âîññòàíàâëèâàòü s-ðàçðåæåííûåñèãíàëû è õîðîøî ïðèáëèæàòü ñæèìàåìûå ñèãíàëû, èñïîëüçóÿ òîëüêî
m ≥ c1 s log(N/s) i.i.d. ñëó÷àéíûõ èçìåðåíèé [14, 15]. Ýòî çàäà÷à âû-ïóêëîé îïòèìèçàöèè, êîòîðóþ ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðî-ãðàììèðîâàíèÿ, èçâåñòíîé êàê âûáîð áàçèñà (basis pursuit) [46]:

〈c, x̃〉 → min : Φ̃x̃ = y, x̃ ≥ 0,17



ãäå
c = (1, 1, . . . , 1)T, x̃ =

(

x+
x−

)

, Φ̃ = (Φ,−Φ).Äëÿ ðåøåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè (âû÷èñëè-òåëüíàÿ ñëîæíîñòü ïîðÿäêà O(N3)) èëè ñèìïëåêñ-ìåòîä (òåîðåòè÷åñêèýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñëîæíîñòü), êîòîðûé íà ïðàêòèêå îêàçûâàåòñÿ îòíî-ñèòåëüíî áûñòðûì.Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå çà-äà÷è Compressive Sensing â R
N èëëþñòðèðóåò, ïî÷åìó ðåøåíèå çàäà-÷è `2-îïòèìèçàöèè íå ïîìîãàåò â âîññòàíîâëåíèè èñõîäíîãî ðàçðåæåí-íîãî ñèãíàëà, íî ñèãíàë ìîæåò áûòü ðåêîíñòðóèðîâàí ñ ïîìîùüþ `1-îïòèìèçàöèè.Íàáîð âñåõ s-ðàçðåæåííûõ âåêòîðîâ x â R

N ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåëè-íåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, ñîñòîÿùèì èç âñåõ s-ìåðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé,êîòîðûå ïðîñòèðàþòñÿ ïî êîîðäèíàòíûì îñÿì, êàê ïîêàçàíî ïðè N = 3íà ðèñ. 3,a. Ñäâèíóòîå íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî H = N (Φ)+ x îðèåíòè-ðîâàíî ïîä ñëó÷àéíûì óãëîì, çàäàâàåìûì ðàíäîìèçàöèåé â ìàòðèöå Φ(ñì. ðèñ. 3,á). Ðåçóëüòàò ìèíèìèçàöèè `2 íîðìû � áëèæàéøàÿ ê íà÷àëóêîîðäèíàò òî÷êà íàH, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà ðàñøèðåíèåì ãèïåð-ñôåðû (`2-øàðà) äî êàñàíèÿH. Èç-çà ñëó÷àéíîé îðèåíòàöèè H ýòà ñàìàÿáëèçêàÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò òî÷êà x̂ ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ áóäåò äà-ëåêî îò îñåé êîîðäèíàò è, ñëåäîâàòåëüíî, íå áóäåò íè s-ðàçðåæåííîé, íèáëèçêîé ê ïðàâèëüíîìó îòâåòó x. Íàïðîòèâ, `1-øàð íà ðèñ. 3,â ÿâëÿåò-ñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé òî÷åê, ëåæàùèõ íà îñÿõ êîîðäèíàò. Ïîýòîìóïðè ðàñøèðåíèè `1-øàðà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå â êîíòàêò ñî ñäâè-íóòûì äâóìåðíûì íóëåâûì ïîäïðîñòðàíñòâîì H ñíà÷àëà âîéäåò òî÷êà,ëåæàùàÿ íà îñÿõ êîîðäèíàò (s = 1), êîòîðàÿ â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñòî÷êîé ðàñïîëîæåíèÿ èñêîìîãî ðàçðåæåííîãî âåêòîðà x. (Íà ïðàêòèêå
N,m, s >> 3 è òðåõìåðíûå èíòóèòèâíûå ðàññóæäåíèÿ íå äîëæíû ââî-äèòü â çàáëóæäåíèå.)Äðóãèå àëãîðèòìû ðåêîíñòðóêöèè. Ñâåäåíèå çàäà÷è `1-îïòèìè-çàöèè ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íåóäîâëåòâîðèòåëüíî â ïðàê-òè÷åñêèõ çàäà÷àõ èç-çà áîëüøîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè. Íàðÿäó ñýòîé çàäà÷åé â ëèòåðàòóðå ðàññìàòðèâàþòñÿ è äðóãèå ìåòîäû ñ èñïîëü-çîâàíèåì `1 íîðìû. Íàïðèìåð, `1 ðåãóëÿðèçîâàííûé ÌÍÊ, òàê íàçûâàå-18



ìûé ïîäõîä LASSO, ïðåäëîæåííûé â [47] è íåçàâèñèìî â [46] êàê BPDN(Basis Pursuit De-noising):
x̂λ = argmin ||Φx′ − y||22 + λ||x′||1.Â [48] ïðåäëîæåíà åå äðóãàÿ ðàçíîâèäíîñòü, îñíîâàííàÿ íà ïåðåõîäå êäâîéñòâåííîé çàäà÷å.Ñãëàæåííàÿ `0-íîðìà (àïïðîêñèìàöèÿ `0-íîðìû). Â [49] ïðåäëîæåíìåòîä, îñíîâàííûé íà ïðèáëèæåíèè äåëüòà-ôóíêöèè δ(t) ãëàäêîé ôóíê-öèåé e− t2

2σ2 ïðè σ → 0:
||x||0 = N −

∑

i

δ(x[i]) ≈ N −
∑

i

e−
(x[i])2

2σ2 = N − F (x, σ).Äëÿ êàæäîãî σ ðåøàåòñÿ çàäà÷à
x̂σ = argmaxF (x′, σ) : Φx′ = y,êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé íåâûïóêëîé îïòèìèçàöèè. Ïðèìåíåíèå ìåòî-äîâ ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè ìîæåò äàòü ðåøåíèå òîëüêî ïðè óñëîâèèõîðîøåãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â [49] ïðåäëîæåíî âìåñòî ðåøåíèÿýòîé çàäà÷è âûáèðàòü â êà÷åñòâå x̂σ äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ σ ðåçóëüòàòíåñêîëüêèõ èòåðàöèé àëãîðèòìà ïðîåêöèè ãðàäèåíòà [50]. Ðåøåíèå çàäà-÷è âîññòàíîâëåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ êàê ïðåäåë x̂σ ïðè σ → 0.Ðåêîíñòðóêöèÿ ÷åðåç ìèíèìèçàöèþ íåâûïóêëûõ ðåãóëÿðèçàòîðîâ. Ïî-ìèìî `1-íîðìû èñïîëüçóþòñÿ è äðóãèå `ρ-íîðìû ïðè 0 < ρ < 1 [51�53].Èõ ñèëüíàÿ ñòîðîíà � ëó÷øåå ïðèáëèæåíèå `0-íîðìû, â ÷àñòíîñòè â [51]ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð, êîãäà `1/2 ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò `1 ïî êà÷åñòâóâîññòàíîâëåíèÿ. Ñëàáàÿ � îíè íå ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè ôóíêöèÿìè, ÷òîìîæåò ïðèâîäèòü ê ïîïàäàíèþ â íåæåëàòåëüíûå ëîêàëüíûå ìèíèìóìû,ñ ÷åì áîðþòñÿ, èñïîëüçóÿ ìåòîäû òèïà Graduated Non-Convexity [52].Èòåðàòèâíûå àëãîðèòìû. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ èñ-õîäíîãî ñèãíàëà òàêæå â ðÿäå ðàáîò áûëè ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû èòå-ðàòèâíîãî âçâåøèâàíèÿ. Â [54�56] äëÿ àïïðîêñèìàöèè `0-íîðìû ðàññìàò-ðèâàþòñÿ âçâåøåííûå `ρ-íîðìû (

∑

iwi(x[i])
ρ)

1
ρ ïðè ρ, ðàâíîì åäèíèöåèëè äâóì. Íàïðèìåð, â [54] ïðè ρ = 2 çàäà÷à ìèíèìèçàöèè âçâåøåííîéíîðìû

x̂k = argmin(x′)TWkx
′ : Φx′ = y,19



ãäå Wk = diag(wk[1], . . . , wk[N ]), ðåøàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè:
x̂k =Wk

−1ΦT(ΦWk
−1ΦT)−1y.À äàëåå èòåðàòèâíî â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî íàáîðà âåñîâûõ êîýôôèöè-åíòîâ âûáèðàþòñÿ

wk+1[i] = (x̂k[i]
2 + ε)p/2−1,ãäå ε > 0 � íåêîòîðàÿ ìàëàÿ âåëè÷èíà. Ðåøåíèå x̂ ïîëó÷àåòñÿ êàê ïðå-äåë x̂k.Â [57�61] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ èñõîäíîãî ñèãíàëà ïðåä-ëîæåí ðÿä èòåðàòèâíûõ àëãîðèòìîâ òèïà IST (Iterative Shrinkage Thres-holding) âèäà:

x̂k+1 = (1− β)x̂k + βH(x̂k + ΦT(y − Φx̂k)),ãäå H � òàê íàçûâàåìàÿ ôóíêöèÿ óñòðàíåíèÿ øóìà (denoising function,Moreau ïðîêñè-îòîáðàæåíèå [61�63]), êàê ïðàâèëî, èìåþùàÿ âèä:
H(u) = argmin

t
(dist(t, u) + λL(t)).Îáû÷íî âûáèðàåòñÿ ðàññòîÿíèå dist(t, u) = ||t − u||22, à âòîðîå ñëàãàå-ìîå ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî L(t) � ðåãóëÿðèçàòîðó, ôóíêöèè øòðàôàçà íåâûïîëíåíèå êàêîãî-ëèáî ñâîéñòâà, íàïðèìåð, ||t||1 (ôóíêöèÿ Õóáå-ðà).Â [60,61] ïðåäëîæåíû áîëåå ýôôåêòèâíûå ìîäèôèêàöèè IST: áûñòðûéIST àëãîðèòì (Fast IST Algorithm) è äâóõøàãîâûé IST (Two steps IST,TwIST), îñíîâàííûé íà ìåòîäå óñêîðåíèÿ àëãîðèòìà îïòèìèçàöèè, ïðåä-ëîæåííîì â [50] ïîä íàçâàíèåì �òÿæåëûé øàðèê� (â ñòàòüå óïîìèíàåòñÿïîä íàçâàíèåì TwSIM, Two-Step Iterative Method).Ïîõîæèé àëãîðèòì ðàññìàòðèâàëñÿ â [64] äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðà-æåíèÿ ïî íåêîòîðîìó íàáîðó êîýôôèöèåíòîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Âêà÷åñòâå H âûáðàíà H(u) = Υ(F (Υ−1(u))), ãäå Υ � äèñêðåòíîå ïðåîá-ðàçîâàíèå Ôóðüå, à F � îðèãèíàëüíûé àëãîðèòì óñòðàíåíèÿ øóìà íàèçîáðàæåíèè. Â îòëè÷èå îò IST â [64] ïðåäëîæåíî äîáàâëÿòü ê x̂k íàêàæäîé èòåðàöèè çàòóõàþùåå äîïîëíèòåëüíîå ñëó÷àéíîå âîçìóùåíèå,íåðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ôèëüòðóåòñÿ àëãîðèòìîì F ñ ïàðàìåòðà-ìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè äîáàâëÿåìîìó âîçìóùåíèþ.20



�Ãðóáûå� àëãîðèòìû. Ãðóáûå àëãîðèòìû � îäíè èç ñàìûõ áûñòðûõàëãîðèòìîâ âîññòàíîâëåíèÿ x ïî èçìåðåíèÿì y = Φx. Ñàìûé ïðîñòîé èçíèõ � âûáîð ïîäõîäÿùåãî (Matching Pursuit, MP) [46,65], íà êàæäîì øà-ãå âûäåëÿåò â y íàèáîëåå êîððåëèðîâàííóþ ñòðîêó Φ. Ýòà ïðîñòàÿ èäåÿëåãëà â îñíîâó äðóãèõ áîëåå ñëîæíûõ ãðóáûõ àëãîðèòìîâ. Êàê ïðàâèëî,ñòðóêòóðà ãðóáûõ àëãîðèòìîâ òàêîâà:1. Èíèöèàëèçàöèÿ x0 = 0, r0 = y, k = 1, Λ0 = ∅.2. Îöåíêà íåâÿçêè rk = y − Φxk−1.3. Ïî rk, Φ, y ïîëó÷èòü íîâóþ îöåíêó xk. Ýòîò øàã â êàæäîì àëãîðèòìåñâîé. Íî îáû÷íî îí èìååò âèä:(a) Âû÷èñëèòü (êàêèì-ëèáî ìåòîäîì) îäèí èëè íåñêîëüêî î÷åðåä-íûõ èíäåêñîâ {λk1, . . . , λknk
} íåíóëåâûõ êîìïîíåíò âåêòîðà x,åùå íå âîøåäøèõ â Λk, Λk = Λk−1 ∪ {λk1, . . . , λknk

};(á) ñîñòàâèòü ìàòðèöó Φk èç ñòîëáöîâ Φ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èí-äåêñàìè èç Λk;(â) îöåíèòü íåíóëåâûå âåëè÷èíû âåêòîðà xk (îáîçíà÷èì x̂k = xk[Λk]):
x̂k = argmin ||Φkx̂k − y||2. Êîìïîíåíòû ñ íîìåðàìè íå èç Λk ïî-ëîæèòü ðàâíûìè íóëþ.4. k := k+1, ïåðåõîäèì ê øàãó 2, åñëè íå âûïîëíåíî óñëîâèå îñòàíîâà:íàïðèìåð, ||rk|| < ïîðîã.Â OMP � îðòîãîíàëüíîì MP [66, 67] � îäíîì èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõãðóáûõ àëãîðèòìîâ ñåìåéñòâà MP, íà øàãå 3(a) â êà÷åñòâå Λk âûáèðàþòìíîæåñòâî èç îäíîãî èíäåêñà, ðàâíîãî

argmax
k

|〈rk, φi〉|,ãäå φi � i-é ñòîëáåö ìàòðèöû Φ.Ðåãóëÿðèçîâàííûé OMP (ROMP) [68] íà øàãå 3(a) âûáèðàåò ìíîæå-ñòâî èíäåêñîâ ñ ïîìîùüþ äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ øàãîâ:
• âû÷èñëèòü ìíîæåñòâî J èç s èíäåêñîâ ñ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì ñêà-ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 〈rk, φi〉; 21



• èç âñåõ ïîäìíîæåñòâ I ìíîæåñòâà J òàêèõ, ÷òî
|〈rk, φi〉| ≤ 2|〈rk, φj〉| ∀i, j ∈ I,âûáðàòü òî, äëÿ êîòîðîãî (ΦTr)[I] èìååò íàèáîëüøóþ `2-íîðìó.CoSaMP (Compressive Sampling Matching Pursuit) [69] èíñïèðèðîâàíàëãîðèòìîì ROMP è ïî÷òè ïîëíîñòüþ åãî ïîâòîðÿåò çà èñêëþ÷åíèåì òî-ãî, ÷òî â àëãîðèòìå âûáèðàþòñÿ íå âñå èíäåêñû i, äëÿ êîòîðûõ |〈rk, φi〉|ïðåâûøàåò ïîðîã, à ðîâíî 2s ñàìûõ áîëüøèõ. Â êà÷åñòâå îöåíêè xk âû-áèðàåòñÿ âåêòîð, ïîëó÷àþùèéñÿ èç ðåøåíèÿ

argmin ||Φkx̂k − y||2îáíóëåíèåì âñåõ êîìïîíåíò, êðîìå s íàèáîëüøèõ ïî ìîäóëþ.Ìåòîä Subspace Pursuit [70] ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ CoSaMP, ó êîòîðî-ãî äîáàâëÿåòñÿ íå 2s èíäåêñîâ íà øàãå 3(à), à òîëüêî s. Â àëãîðèòìåStOMP (Stagewise OMP) [71] íà øàãå 3(a) âûáèðàåòñÿ ìíîæåñòâî òàêèõèíäåêñîâ i, ÷òî
|〈rk, φi〉| > thresholdk,ãäå thresholdk � çàäàâàåìûé íà k-ì øàãå ïîðîã. Â ìåòîäå DThresh [72]óñëîâèå îòáîðà èíäåêñîâ âûãëÿäèò òàê:

|〈rk, φi〉| ≥
δ||ri||√

s
.Äðåâîâèäíûé âàðèàíò TOMP (Tree-based OMP) ïðåäëîæåí â [73] äëÿïîèñêà ðàçðåæåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ âåéâëåòàìè.Â [30] ïðåäëîæåí àëãîðèòì LaMP (Lattice Matching Pursuit) äëÿ ñëó-÷àÿ, êîãäà ñèãíàë ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì ñëó÷àéíûì ìàðêîâñêèì ïî-ëåì. Åãî ñõåìà îòëè÷àåòñÿ îò îáùåé òåì, ÷òî âìåñòî íàêàïëèâàíèÿ èíäåê-ñîâ íåíóëåâûõ êîìïîíåíò â Λk ïðîèñõîäèò ïîëíàÿ ïåðåîöåíêà ìíîæåñòâàýòèõ èíäåêñîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ íàèáîëåå âåðîÿòíîé êîíôèãóðàöèåé çà-äàííîãî ìàðêîâñêîãî ïîëÿ. Â [74] îïèñàíû àëãîðèòìû Gradient Pursuit èConjugate Gradient Pursuit, â [75] � SSAMP (Sequentially Sparse MatchingPursuit). 22



Â [76] ïðåäëîæåí ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ, îñíîâàííûé íà àëãîðèòìå âå-ðîÿòíîñòíîãî âûâîäà (Belief Propagation, BP), ïðèìåíÿåìîãî â ãðàôè÷å-ñêèõ ìîäåëÿõ ïðè çàðàíåå èçâåñòíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòÿõ ìåæ-äó êîìïîíåíòàìè x[i]. Ïðè íàëè÷èè öèêëîâ â òàêèõ ìîäåëÿõ àëãîðèòìBP (â ýòîì ñëó÷àå åãî íàçûâàþò öèêëè÷åñêèé BP) ìîæåò ñõîäèòüñÿ ê ëî-êàëüíîìó ìèíèìóìó èëè íå ñõîäèòüñÿ âîîáùå, îäíàêî íà ïðàêòè÷åñêèõçàäà÷àõ, êàê ïðàâèëî, äàåò î÷åíü õîðîøåå ïðèáëèæåíèå. Êîìáèíàòîðíûåàëãîðèòìû âîññòàíîâëåíèÿ îïèñàíû â [77].Â [78] íàðÿäó ñ èòåðàòèâíûì êîìáèíàòîðíûì àëãîðèòìîì CS, îñíî-âàííîì íà èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå ìàòðèöû èçìåðåíèé ñïåöèàëüíî-ãî âèäà ìàòðèöû ñâÿçíîñòè îïðåäåëåííîãî ðåãóëÿðíîãî ãðàôà è èìåþ-ùèì âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü ïîðÿäêà O(N log N
s ), òàêæå ïðîâîäèò-ñÿ äåòàëüíîå ñðàâíåíèå ðàçíûõ ïîäõîäîâ. Äðóãàÿ òàáëèöà ñðàâíåíèÿ ýô-ôåêòèâíîñòè îñíîâíûõ àëãîðèòìîâ âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà ïðåäñòàâëå-íà â [79]. 4. Ïðàêòè÷åñêèå ïðèìåðû1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èññëåäóåòñÿ ñïåêòðàëüíî ðàçðåæåííûé ñèãíàë ñøèðîêèì ñïåêòðîì

f(t) =

N
∑

j=0

x[j] expi2πjt/N , t = 0, . . . , N − 1,ãäå N � î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî, íî êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ êîìïîíåíò x[j]ìåíüøå ëèáî ðàâíî s (êîòîðîå áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñðàâíèòåëüíî ìàëûì:
s << N). Ïóñòü ñèãíàë f(t) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïÿòè ñèíóñîèäàëüíûõôóíêöèé è ïîìåõè:

f(t) = 10, 7 sin(2π · 50t) + 20 sin(2π · 120t) + 31, 5 sin(2π · 200t)+
+23 sin(2π · 300t) + 25 sin(2π · 450t) + errorïðè t ∈ [0, 1).Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, â êîòîðîé íåèçâåñòíû ïÿòü (s = 5) àêòèâíûõ ÷à-ñòîò èç èíòåðâàëà [0, 500] è ñîîòâåòñòâóþùèå àìïëèòóäû. Çàìåòèì, ÷òîíàáîð íåèçâåñòíûõ àêòèâíûõ ÷àñòîò ñîâñåì íåîáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïîä-ìíîæåñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåë. Çàäàâ âîçìîæíóþ øèðèíó23



ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ [0, 500] ïî òåîðèè Íàéêâèñòà/Øåííîíà, íåîáõîäèìîáðàòü îòñ÷åòû ñ ÷àñòîòîé 2·500 = 1000, ò. å. äëÿ ïðîìåæóòêà [0, 1) íóæíîâûáðàòü íå ìåíåå N = 1000 îòñ÷åòîâ.Íîâàÿ ïàðàäèãìà CS ãàðàíòèðóåò ïîëó÷åíèå ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþòî÷íîé èíôîðìàöèè î ÷àñòîòàõ è àìïëèòóäàõ ïî ñðàâíèòåëüíî íåáîëü-øîé m ∼ s log(N/s) âûáîðêå çíà÷åíèé f(t). Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðè-ìåðà ýòî çíà÷åíèå îãðàíè÷åíî 4s log2(N/s) è ìîæåò áûòü âûáðàíî ïðè-ìåðíî ðàâíûì
m ≈ 4 · 5 · log2(1000/5)(= 153).Áîëåå òîãî, ýòè çíà÷åíèÿ íå äîëæíû êàê-òî ñïåöèàëüíî âûáèðàòüñÿ, àë-ãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ áóäåò ýôôåêòèâíî ðàáîòàòü ñ ïî÷òè ëþáûì èõíàáîðîì ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà. Äëÿ ïðèìåðà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîèçìåðåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ïî çàêîíó

y = Φx,â êîòîðîì â êà÷åñòâå Φ âûáðàíà ñëó÷àéíàÿ ìàòðèöà èç ±1.Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåí ïðèìåð ñèãíàëà f(t) ïðè s = 5 ñ äîïîëíèòåëüíûìèñëó÷àéíûìè íîðìàëüíîðàñïðåäåëåííûìè ïîìåõàìè ñ äèñïåðñèåé 0, 1. Íàðèñ. 5,a èçîáðàæåí ñèãíàë f(t) â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè. Â êà÷åñòâå ìå-òîäà ïðèáëèæåííîãî âîññòàíîâëåíèÿ âûáðàí `1-ðåãóëÿðèçîâàííûé ìåòîäíàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ:̂
x = min

x
||y − Φx||22 + λ||x||1ïðè çíà÷åíèè λ = 0, 01. Ðåçóëüòàò òàêîãî âîññòàíîâëåíèÿ â ñïåêòðàëü-íîé îáëàñòè èçîáðàæåí íà ðèñ. 5, b. Ñàìûå áîëüøèå ïî âåëè÷èíå ÷àñòîòûñîîòâåòñòâóþò èñõîäíûì, íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâåííîå ñîêðàùåíèå êîëè÷å-ñòâà ïîëó÷åííûõ îòñ÷åòîâ (äàííûõ) è íåãàòèâíîå âëèÿíèå øóìà âìåñòåñ ïðèáëèæåííûì õàðàêòåðîì àëãîðèòìà.2. Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåðà, ñëåäóÿ [34,35], ðàññìîò-ðèì óæå îïèñàííóþ âûøå îäíîïèêñåëüíóþ ñæèìàþùóþ öèôðîâóþ êà-ìåðó, êîòîðàÿ íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåò m ñëó÷àéíûõ ëèíåéíûõ èçìå-ðåíèé áåç ïðåäâàðèòåëüíîãî ñáîðà çíà÷åíèé âñåõ N ïèêñåëåé èñõîäíîéêàðòèíêè (ñì. ðèñ. 2). Èñõîäÿùèå îò ôîòîãðàôèè ÷åëîâåêà ñ êàìåðîé ñâå-òîâûå âîëíû f , ïðîõîäÿ ÷åðåç ïåðâóþ ëèíçó, ïîïàäàþò íà ìàññèâ ìèê-24



ðîçåðêàë, ó êîòîðûõ åñòü äâà ïîëîæåíèÿ, îòðàæàþùèå ñâåò èëè â íà-ïðàâëåíèè âòîðîé ëèíçû, èëè â èíóþ ñòîðîíó. Ïîñòóïàþùèé íà âòîðóþëèíçó ïîòîê ñâåòà ôîêóñèðóåòñÿ â îäíîé òî÷êå PD (îïòè÷åñêè ñóììè-ðóåòñÿ) è äàëåå ýòà �ñóììà� ïîñòóïàåò íà àíàëîãî-öèôðîâîé ïðåîáðàçî-âàòåëü (A/D) è êîäèðóåòñÿ íàáîðîì áèòîâ êàê îäèí ïèêñåëü, êîòîðûé âèòîãå è ïåðåäàåòñÿ ïî êàíàëó ïåðåäà÷è äàííûõ. Ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ mðàç äëÿ ïîëó÷åíèÿ âñåõ êîìïîíåíò y. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì âåêòîðèçìåðåíèé
y = Af,ïðè÷åì óìíîæåíèå íà ìàòðèöó ïðîèçâîäèòñÿ íå â êàêîì-ëèáî öèôðîâîìâû÷èñëèòåëüíîì óñòðîéñòâå, à çà ñ÷åò îñîáîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà èç-ìåðåíèÿ. Â ïðèåìíîì óñòðîéñòâå (DSP) âåêòîð èçìåðåíèé äåêîäèðóåòñÿ.Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíû âîññòàíîâëåííûå èçîáðàæåíèÿ (á) è (â), ïîëó÷åí-íûå ïî èñõîäíîé êàðòèíêå (à) ñ ïîìîùüþ îäíîïèêñåëüíîé êàìåðû. Ïðèýòîì âîññòàíîâëåíèè áûëè èñïîëüçîâàíû ñëó÷àéíûå èçìåðåíèÿ â êîëè÷å-ñòâå 20% è 40% ïî ñðàâíåíèþ ñ êîëè÷åñòâîì ïèêñåëåé â èñõîäíîì èçîáðà-æåíèè. Èçîáðàæåíèÿ (à), (á) è (ñ), êàê è ïðåäïîëàãàëîñü, íåîäèíàêîâû,êà÷åñòâî (á) íèæå, íî âñå õàðàêòåðíûå äåòàëè ïåðåäàíû âåðíî.Â äîïîëíåíèå ê òðåáîâàíèþ ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà èçìåðåíèé îäíîïèê-ñåëüíàÿ êàìåðà ìîæåò îòîáðàæàòü è âîëíû ñ òàêîé äëèíîé, äëÿ êîòîðîéòðóäíî èëè äîðîãî ñîçäàòü áîëüøîé ìàññèâ äàò÷èêîâ. Ýòî óñòðîéñòâîìîæåò òàêæå ïîëó÷àòü äàííûå ÷åðåç èíòåðâàëû âðåìåíè, ïîçâîëÿþùèåðåêîíñòðóèðîâàòü âèäåî [34].3. Îäíà èç ïåðâûõ ïîïóëÿðíûõ çàäà÷, â êîòîðîé óäà÷íî áûëà ïðèìå-íåíà ïàðàäèãìà Compressive Sensing, � ïîëó÷åíèå ìåäèöèíñêèõ èçîáðà-æåíèé ïðè ìàãíèòî-ðåçîíàíñíîé òîìîãðàôèè, ÌÐÒ. Â [80, 81] îïèñàíûìîäåëè, â êîòîðûõ äîñòóïíû èçìåðåíèþ ëèøü íåêîòîðûå èç êîýôôè-öèåíòîâ äâóìåðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå � òå, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íàëó÷àõ, èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè (ðèñ. 7,à).ßñíî, ÷òî òàêàÿ ñèòóàöèÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

y = Φx+ ξ,ãäå x � âñå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå, âûïèñàííûå âåêòîðîì, à ìàòðèöà
Φ = (φT0 , . . . , φ

T
m)

T ñîñòàâëåíà ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ðàçëè÷íûì åäèíè÷-25



íûì âåêòîðàì φi. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â âîññòàíîâëåíèè èñõîäíîãî èçîá-ðàæåíèÿ èññëåäóåìîãî ÷åëîâå÷åñêîãî âíóòðåííåãî îðãàíà. Ïðèìåðû âîñ-ñòàíîâëåíèÿ òåñòîâûõ èçîáðàæåíèé ñ ïîìîùüþ `2- è `1-îïòèìèçàöèè ïðè-âåäåíû íà ðèñ. 7,â, ã.Â [64] èñïîëüçîâàí ôèëüòð F , óáèðàþùèé øóì ñ èçîáðàæåíèÿ. Òà-êèì îáðàçîì, óñëîâèå îòñóòñòâèÿ øóìà íà èçîáðàæåíèè I âûãëÿäèò òàê:
F (I) ≈ I, ÷òî äîâîëüíî âåðîÿòíî äëÿ èñêîìîãî èçîáðàæåíèÿ. Â ðàáî-òå ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä, áëèçêèé ê IST, â êîòîðîì â êà÷åñòâå ôóíêöèèóäàëåíèÿ øóìà èñïîëüçóåòñÿ

H(x) = Υ(F (Υ−1(x))),ãäåΥ � äèñêðåòíîå äâóìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, çàïèñàííîå ìàòðè-öåé, x � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå, çàïèñàííûå âåêòîðîì ñîîòâåòñòâóþùèìîáðàçîì.4. Ïðè èñïîëüçîâàíèè Compressive Sensing äëÿ ñæàòèÿ/âîññòàíîâëåíèÿïîëåçíî òî ñâîéñòâî, ÷òî àëãîðèòìû ñæàòèÿ ãîðàçäî ìåíåå ðåñóðñîåì-êè, íåæåëè àëãîðèòìû ðåêîíñòðóêöèè. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ïðÿìî ïðîòèâî-ïîëîæíà òîé, êîòîðàÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèñóòñòâóåò, íàïðèìåð, â îá-ëàñòè ñæàòèÿ âèäåî. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà ôèêñèðîâàííóþ ìàòðèöó Aâ (2) � îòíîñèòåëüíî íåòðóäîåìêàÿ îïåðàöèÿ (íàïðèìåð, ïî ñðàâíåíèþ ñòðàäèöèîííûìè ìåòîäàìè êîäèðîâàíèÿ âèäåî), è åå ìîæíî èñïîëüçîâàòüîòäåëüíî äëÿ áûñòðîãî êîäèðîâàíèÿ ïåðåä ïåðåäà÷åé äàííûõ ñ ìàëîìîù-íîãî óñòðîéñòâà (íàïðèìåð, ìîáèëüíûé òåëåôîí) íà áîëåå âûñîêîïðîèç-âîäèòåëüíîå (ñåðâåð). Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìàòðèöó A ðàçóìíî âûáðàòü èëèñëó÷àéíîé, èëè ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííîé ïîä çàäà÷ó.Ñîâðåìåííûå ñòàíäàðòû ñæàòèÿ âèäåî îïðåäåëÿþò òîëüêî àëãîðèòìäåêîäèðîâàíèÿ, íå ðåãëàìåíòèðóÿ ìåòîä êîäèðîâàíèÿ. Íà ñæèìàþùèéàëãîðèòì íàêëàäûâàåòñÿ ëèøü îäíî îãðàíè÷åíèå: ðåçóëüòàò ñæàòèÿ äîë-æåí ðàñêîäèðîâàòüñÿ àëãîðèòìîì äåêîäèðîâàíèÿ. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ñèëü-íîé ñòåïåíè êîìïðåññèè ñ ñîõðàíåíèåì õîðîøåãî êà÷åñòâà ìîæåò ïîòðå-áîâàòüñÿ ñ äåñÿòîê ïðîõîäîâ àëãîðèòìîâ êîäèðîâàíèÿ, áîëüøèå âû÷èñ-ëèòåëüíûå ìîùíîñòè è âðåìÿ.Â ñëó÷àå ïåðåäà÷è âèäåîäàííûõ â ðåæèìå êîíôåðåíöèè ïî êàíàëàìñâÿçè âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü íå òàê ñèëüíî ëåæèò íà êîäåðå, îäíàêîâ òðàäèöèîííûõ àëãîðèòìàõ ñæàòèÿ ïåðåäà÷è äàæå â îíëàéí ðåæèìå âñå26



ðàâíî òðåáîâàíèÿ êîäåðà ê âû÷èñëèòåëüíûì ìîùíîñòÿì ìîãóò â 5�10 ðàçïðåâûøàòü òðåáîâàíèÿ äåêîäåðà.Â Compressive Sensing èìååò ìåñòî ïðÿìî ïðîòèâîïîëîæíàÿ ñèòóàöèÿ.Ýòî ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü ïåðåäà÷ó èíôîðìàöèè ìåæäó ìîáèëüíûìèóñòðîéñòâàìè îãðàíè÷åííîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòè òàêèì îáðàçîì:îñóùåñòâëÿòü ñæàòèå íà ìîáèëüíîì óñòðîéñòâå, ïåðåäàâàòü íà ñåðâåð,òàì ñ ïîìîùüþ ìîùíûõ ðåñóðñîâ ñåðâåðà âîññòàíàâëèâàòü è çàíîâî ñæè-ìàòü èíôîðìàöèþ, íî óæå êëàññè÷åñêèìè àëãîðèòìàìè, ïîñëå ÷åãî ïå-ðåäàâàòü íà äðóãîå ìîáèëüíîå óñòðîéñòâî.Íàïðèìåð, â [82] îïèñàíî ïðèìåíåíèå èäåé Compressive Sensing â çà-äà÷å ïîëó÷åíèÿ ñæàòîãî âèäåî ìåòîäîì ïðîñòîãî óìíîæåíèÿ êàæäîãîêàäðà, çàïèñàííîãî âåêòîðîì, íà íîâóþ ìàòðèöó Ak. Åñëè âñå êàäðû ñëî-æèòü ñòîïêîé îäèí ê îäíîìó, ïîëó÷èòñÿ òðåõìåðíûé ìàññèâ f èç ÷èñåë,ñîîòâåòñòâóþùèõ ÿðêîñòè êàæäîãî ïèêñåëÿ, èëè èç òðåõìåðíûõ âåêòî-ðîâ, îáîçíà÷àþùèõ öâåò. Ñîãëàñíî [82] òàêîå ïðåäñòàâëåíèå õîðîøî êî-äèðóåòñÿ òðåõìåðíûìè âåéâëåòàìè, ïîñêîëüêó ðàçíèöà ìåæäó ñîñåäíè-ìè êàäðàìè îáû÷íî ìàëà. Ìàòðèöà èçìåðåíèé â ýòîì ñëó÷àå áóäåò èìåòüáëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä:
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,è ïîëó÷àåì
y = Af.Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, â ñëó÷àå âèäåî f äîïóñêàåò ðàçðåæåííîå ïðåä-ñòàâëåíèå òðåõìåðíûìè âåéâëåòàìè f = Ψx. Îáîçíà÷èâ Φ = AΨ, ïî-ëó÷èì êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ðàçðåæåííîãî x: y = Φx.Óìíîæèâ íàéäåííûé âåêòîð x íà A, ïîëó÷èì òå æå êàäðû �ñòîïêîé� f .5. Ïîâûøåíèå ÷åòêîñòè èçîáðàæåíèÿ (deblurring) � çàäà÷à, âîçíèêà-þùàÿ, íàïðèìåð, â àñòðîíîìè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ [83]. Ðàçìûòîå èçîá-ðàæåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ íåêîòîðîãî ðàç-ìûâàþùåãî îïåðàòîðà A (ñâåðòêà èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ ñ íåêîòîðûìîêíîì). Â [83] ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òàêîé îïåðàòîð èçâåñòåí, íî, âîçìîæíî,27



íåîáðàòèì. Îäíàêî èçâåñòíî, ÷òî â íåêîòîðîì áàçèñå Ψ èçîáðàæåíèå äî-ïóñêàåò ðàçðåæåííîå ïðåäñòàâëåíèå.Â [84] ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé íåèçâåñòíîãî ðàçìûâàþùåãî îïåðàòîðà-ñâåðòêè è çàøóìëåííûõ èçìåðåíèé
y = g ∗ x+ ξ.Ïðè öåëîì ðÿäå îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ÄÏÔ, ÄÊÏ, âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå) áîëüøèíñòâî èçîáðàæåíèé ðåàëüíîãî ìèðà èìåþò ðàç-ðåæåííîå ïðåäñòàâëåíèå â ýòîì áàçèñå. Ýòî îäíà èç êëþ÷åâûõ èäåé èñ-ïîëüçîâàíèÿ ñâîéñòâà ðàçðåæåííîñòè â çàäà÷àõ ïîâûøåíèÿ ÷åòêîñòè.Â [84] èñïîëüçóåòñÿ åùå è äðóãàÿ èäåÿ. Åñëè íåêîòîðûå áëîêè ïîõîæèäðóã íà äðóãà, òî èõ èìååò ñìûñë îáðàáàòûâàòü âìåñòå. Åñëè ñëîæèòü�ñòîïêîé� ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâà-íèé òàêèõ áëîêîâ, ïîëó÷èòñÿ 3D-ìàññèâ, ê êîòîðîìó ïðèìåíÿåòñÿ îäíî-ìåðíîå îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïî òðåòüåìó èçìåðåíèþ. Ðåøåíèåèùåòñÿ ìèíèìèçàöèåé âçâåøåííîé ñóììû èç îøèáêè è `0-íîðìû ïîëó-÷èâøåãîñÿ âåêòîðà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà òèïà IST ñ L(t) = ‖t‖1.6. Â [85] îïèñûâàþòñÿ âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ïàðàäèãìû CS â çà-äà÷àõ îáó÷åíèÿ.Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â îòíåñåíèè íåêîòîðîãî âõîäíîãîâåêòîðà f ê îäíîìó èç íåñêîëüêèõ çàðàíåå èçâåñòíûõ êëàññîâ d. Çàäà÷àîáó÷åíèÿ ñîñòîèò â ôîðìèðîâàíèè ïðàâèëà êëàññèôèêàöèè ïî çàäàííîéîáó÷àþùåé âûáîðêå ïàð (fk, dk). Ïðè ýòîì äëÿ áëèçêîãî ê fk âõîäà êëàñ-ñèôèêàòîð äîëæåí äàòü áëèçêèé ê dk âûõîäíîé âåêòîð.Âõîäíûå äàííûå ìîãóò áûòü ìíîãîìåðíûìè âåêòîðàìè çíà÷èòåëüíîéðàçìåðíîñòè, ÷òî ìîæåò çàòðóäíèòü ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ õîðîøåãî êëàñ-ñèôèêàòîðà èç-çà áîëüøîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè, ñ îäíîé ñòîðîíû,è ñ áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ ïðèâîäèòü ê òàêèì äåôåêòàì, êàê ïåðåîáó÷å-íèå (f õîðîøî êëàññèôèöèðóåò ïðèìåðû, íî ïëîõî âñå äðóãèå âåêòîðà,äàæå áëèçêèå ê íèì). Äëÿ ñîêðàùåíèÿ ðàçìåðíîñòè ïðèìåíÿþòñÿ ðàç-ëè÷íûå ìåòîäû. Â [85] ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ñîêðàùåíèÿ ðàçìåðíîñòè íàîñíîâå ïðèíöèïîâ Compressive Sensing. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ðåøåíèèâîïðîñà îá îòíåñåíèè âõîäíîãî ñèãíàëà ê òîìó èëè èíîìó êëàññó ìîæíîâ ñëó÷àå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ðàçðåæåííîñòè ñèãíàëîâ íå ïðîâîäèòü28



îïåðàöèè âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà, à îãðàíè÷èòüñÿ ðåøåíèåì àíàëîãè÷-íîé çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâåííî ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè âåêòîðîâ f áîëüøîé ðàçìåðíîñòè,êîòîðûå èìåþò ðàçðåæåííîå ïðåäñòàâëåíèå â íåêîòîðîì áàçèñå. Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî îíè ìîãóò áûòü îáîñíîâàííî ðàçäåëåíû íà äâà êëàññà, êî-òîðûå îáîçíà÷èì ±1. Èäåÿ îñíîâûâàåòñÿ íà òîì, ÷òî ïðîåêòèðîâàíèÿ ñèñïîëüçîâàíèåì ñëó÷àéíîé ìàòðèöû A ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ñîõðàíÿ-þò â íåêîòîðîì ñìûñëå ðàññòîÿíèÿ. Ïðè êëàññèôèêàöèè âàæíûì ñâîé-ñòâîì ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ îòäåëèìîñòü. Ñîõðàíåíèå ðàññòîÿíèé ïðèâîäèòê ñîõðàíåíèþ ñâîéñòâà ëèíåéíîé îòäåëèìîñòè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñó-ùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü, ðàçäåëÿþùàÿ êëàññû, òî ñ áîëüøîé âåðîÿòíî-ñòüþ áóäåò ñóùåñòâîâàòü è ãèïåðïëîñêîñòü, ðàçäåëÿþùàÿ èõ ïðîåêöèè
y = Af . Â èòîãå ïðåäëàãàåòñÿ îáó÷èòü êëàññèôèêàòîð, ðàçäåëÿþùèéâåêòîðà yk = Afk, ãäå ïàðû (fk, dk), dk ∈ {−1,+1}, � îáó÷àþùàÿ âûáîð-êà. Èñïîëüçîâàíèå êëàññèôèêàòîðà ïðåäïîëàãàåò óìíîæåíèå íà ìàòðè-öó A è êëàññèôèêàöèþ ïîëó÷åííîãî âåêòîðà.Ñòîèò îòìåòèòü âàæíûé îòëè÷èòåëüíûé ìîìåíò òàêîãî âàðèàíòà èñ-ïîëüçîâàíèÿ ïðèíöèïîâ Compressive Sensing: ñæàòûé âåêòîð íå òðåáóåòâîññòàíîâëåíèÿ, åãî îáðàáîòêà ïðîèñõîäèò ñðàçó â ñæàòîé ôîðìå.Â [86] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à êëàññèôèêàöèè, êîãäà êëàññèôèöèðóå-ìûé îáúåêò, çàïèñàííûé âåêòîðîì u, ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ñðàçó íåñêîëü-êèì êëàññàì, à êëàññîâ ìíîãî. Ñèòóàöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè íåñêîëüêèìêëàññàì îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì x èç íóëåé è åäèíèö, ãäå x[j] = 1, åñëè uïðèíàäëåæèò êëàññó j, èëè íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Â çàäà÷å òàêæå äå-ëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî êàæäûé îáúåêò ïðèíàäëåæèò ëèøü íåáîëü-øîìó êîëè÷åñòâó êëàññîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ êîëè÷åñòâîì ñàìèõ êëàññîâ.Âåêòîð x ìîæåò âûãëÿäåòü, íàïðèìåð, òàê:

x = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, 1, 1, 0, . . . , 0).Êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ òàêîãî êëàññèôèêàòîðà çàêëþ÷à-åòñÿ â ïîäñòðîéêå ïàðàìåòðîâ θ îòîáðàæåíèÿ f(u, θ) � êëàññèôèêàòî-ðà � ñ öåëüþ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ñðåäíåãî ðèñêà
F (θ) =

∑

k

(f(uk, θ)− xk)
2,29



ãäå ïàðû (uk, xk) � íåêîòîðàÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà. Â ñëó÷àå áîëüøîãîîáùåãî êîëè÷åñòâà êëàññîâ âåêòîðû xk èìåþò ñîîòâåòñòâóþùóþ áîëü-øóþ ðàçìåðíîñòü, ÷òî äåëàåò çàäà÷ó î÷åíü ñëîæíîé â âû÷èñëèòåëüíîìïëàíå.Íîâûé ïîäõîä, îïèñàííûé â [86], ïðåäëàãàåò èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîä-ñòðîéêè ïàðàìåòðîâ θ òåñòîâóþ áàçó íå èç ïàð (uk, xk), à èç ïàð (uk, yk),ãäå yk = Φxk è Φ � ñëó÷àéíàÿ ìàòðèöà. Êîãäà òàêîé êëàññèôèêàòîðïîñòðîåí è íà âõîä ïîäàåòñÿ íåêîòîðûé îáúåêò u, âû÷èñëÿåòñÿ y êàê
f(u, θ), ïîñëå ÷åãî ðåøàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ðàçðåæåííîãî x ïðèóñëîâèè y = Φx ñ ïîìîùüþ ãðóáûõ àëãîðèòìîâ (ïîñêîëüêó èíòåðåñóåìñÿñàìèìè êëàññàìè, à íå òî÷íûì çíà÷åíèåì x). Òàêèì îáðàçîì, ñëîæíîñòüâû÷èñëåíèé ïåðåíîñèòñÿ ñ ôàçû îáó÷åíèÿ íà ôàçó èñïîëüçîâàíèÿ.7. Äðóãèå ïðèìåíåíèÿ: îáíàðóæåíèå ìåòàëëè÷åñêèõ àðòåôàêòîâ â ñòî-ìàòîëîãè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ [87], àíàëîãîâî-èíôîðìàöèîííîå ïðåîáðà-çîâàíèå [88], ïîëó÷åíèå èçîáðàæåíèÿ ñ ðàäàðà [89].5. Çàêëþ÷åíèåÏîëó÷åíèå èíôîðìàöèè, îñíîâàííîå íà Compressive Sensing (îïîçíà-íèè ñî ñæàòèåì), ìîæåò áûòü áîëåå ýôôåêòèâíûì, ÷åì òðàäèöèîííîåîñóùåñòâëåíèå âûáîðêè äëÿ ðåäêèõ èëè ñæèìàåìûõ ñèãíàëîâ. Â CS õîðî-øî èçâåñòíàÿ îöåíêà ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íåàäåêâàòíà äëÿ õî-ðîøåé ðåêîíñòðóêöèè ñèãíàëà, è ïîòîìó èñïîëüçóþòñÿ äðóãèå òèïû âû-ïóêëîé îïòèìèçàöèè. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ CompressiveSensing âûõîäèò äàëåêî çà ïðåäåëû òåîðèè êîäèðîâàíèÿ/äåêîäèðîâàíèÿ,îíà óæå âêëþ÷àåò â ñåáÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè è îáðàáîòêè èçîáðà-æåíèé. Ïðè÷åì â íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ âîññòàíîâëåíèå ðåàëüíî ïî-ñòóïàþùèõ íà âõîä ñèãíàëîâ íå òðåáóåòñÿ âîâñå, à îáðàáîòêà äàííûõïðîèñõîäèò òîëüêî â ñæàòîì âèäå.Â îñíîâíîé ÷àñòè ñòàòüè îáñóæäåíèÿ ôîêóñèðîâàëèñü íà äèñêðåòíûõñèãíàëàõ f , íî ïàðàäèãìà Compressive Sensing (Compressive Sampling)ïðèìåíÿåòñÿ è ê s-ðàçðåæåííûì (èëè ñæèìàåìûì) àíàëîãîâûì ñèãíà-ëàì f(t), êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû èëè ïðèáëèæåíû, èñïîëü-çóÿ òîëüêî s èç N âîçìîæíûõ ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî íåïðåðûâíîãî áà-çèñà èëè ñëîâàðÿ {ψj(t)}Nj=1. Â òî âðåìÿ êàê êàæäûé áàçèñíûé ýëåìåíò
ψj(t) ìîæåò èìåòü áîëüøîé ðàçáðîñ ÷àñòîò (è, òàêèì îáðàçîì, âûñîêèé30



óðîâåíü Nyquist Rate), àíàëîãîâûé ñèãíàë f(t) èìååò òîëüêî s ñòåïåíåéñâîáîäû è, òàêèì îáðàçîì, òàêæå ìîæåò áûòü èçìåðåí â ñóùåñòâåííîìåíüøåì êîëè÷åñòâå òî÷åê [88,90].
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Ðèñ. 1. Ñõåìà ïðîöåññà ïîëó÷åíèÿ è îáðàáîòêè äàííûõ.
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Ðèñ. 2. Ñõåìà îäíîïèêñåëüíîé êàìåðû [34].
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Ðèñ. 3. a � ïðîñòðàíñòâî 2s-ðàçðåæåííûõ âåêòîðîâ â R
3 ñîñòîèò èçòðåõ ïëîñêîñòåé, ñîäåðæàùèõ ïî äâå êîîðäèíàòíûå îñè; á �

`2-ìèíèìèçàöèÿ íàõîäèò íåðàçðåæåííûé âåêòîð x̂ äàëåêèé îò x; â �
`1-ìèíèìèçàöèÿ íàõîäèò ðàçðåæåííóþ òî÷êó x̂ êîíòàêòà `1-øàðà ñãèïåðïëîñêîñòüþ H, ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ ñîâïàäàþùóþ ñ x.
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Ðèñ. 4. 5-ðàçðåæåííûé ñèãíàë ñ ïîìåõîé.
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Ðèñ. 5. Îïðåäåëåíèå ÷àñòîò è àìïëèòóä 5-ðàçðåæåííîãî ñèãíàëà.Èñõîäíûé (à) è âîññòàíîâëåííûé (á) ñèãíàëû â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè.
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Ðèñ. 6. à � îáû÷íîå ÷åðíî-áåëîå öèôðîâîå èçîáðàæåíèå(N = 64× 64 = 4096 ïèêñåëåé); á � èçîáðàæåíèå, ðåêîíñòðóèðîâàííîåïî m = 800 ñëó÷àéíûì èçìåðåíèÿì îäíîïèêñåëüíîé êàìåðîé (20 %èçìåðåíèé); â � m = 1600 (40 % èçìåðåíèé).
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Ðèñ. 7. Òî÷íîå âîññòàíîâëåíèå òåñòîâûõ èçîáðàæåíèé �ïðèçðàêØåïïà-Ëîãàíà� è íàáîðà ýëëèïñîâ. a � äîñòóïíûå äëÿ èçìåíåíèÿêîýôôèöèåíòû â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè îáðàçóþò ðàäèàëüíûå ëó÷è; á �èñõîäíîå òåñòîâîå èçîáðàæåíèå; â � âîññòàíîâëåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì
`2-ìèíèìèçàöèè; ã � âîññòàíîâëåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì `1-ìèíèìèçàöèè.
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