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òèïà ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè ñ âîçìóùåíèåì íà âõîäå. Àëãî-

ðèòì îñíîâûâàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè ïðîáíûõ âîçìóùåíèé è îáëàäà-

åò òàêèìè ïîëåçíûìè ñâîéñòâàìè êàê ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê ïðè

ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ ïîìåõàõ è ñîõðàíåíèå ïðîñòîòû è ðàáîòîñïîñîá-

íîñòè ïðè ðîñòå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé è óâåëè÷åíèè

êîëè÷åñòâà êëàññîâ. Â êîíöå ñòàòüè ðàáîòà àëãîðèòìà èëëþñòðèðó-

åòñÿ ïðèìåðîì ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ñàìîîáó÷åíèÿ íà ÝÂÌ.

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ êëàññèôèöèðóþùàÿ ñèñòåìà, îðãàíèçîâàí-

íàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè ïðåäúÿâëåíèè åé âõîäíîãî ñèãíàëà (ñòèìó-

ëà) x îíà âûðàáàòûâàåò, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ

�, çíà÷åíèÿ ôóíêöèé fai(x; �)g è âû÷èñëÿåò èõ ñóììó s(x; �) ñ îïðåäå-
ëåííûìè âåñîâûìè êîýôôèöèåíòàìè [1�4]. Òàê çàäàþòñÿ ìíîæåñòâà (îá-

ðàçû)

X
1(�) = fx : s(x; �) > 0g ; X

2(�) = fx : s(x; �) � 0g

è ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà â ñîñòîÿíèè êëàññèôèöèðîâàòü ëþáîé âõîä-

íîé ñèãíàë x, îòíîñÿ åãî ëèáî ê ìíîæåñòâó X1(�), ëèáî ê X2(�). Ýòà êëàñ-
ñèôèêàöèÿ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ, åñëè âàðüèðîâàòü ïàðàìåòðû �. Ñèñòå-

ìà, äîïîëíåííàÿ ñïîñîáîì èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ, ìîæåò ïîäãîíÿòü ñâîþ

êëàññèôèêàöèþ ê íåêîòîðîé òðåáóåìîé è, òåì ñàìûì, äåìîíñòðèðîâàòü
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ñâîéñòâî îáó÷àåìîñòè èëè àäàïòàöèè. Òàêàÿ ïîäãîíêà òðåáóåò îïðåäå-

ëåííîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î êëàññèôèêàöèè. Îáû÷íî ýòà èí-

ôîðìàöèÿ ïîñòóïàåò ñ îáó÷àþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ x1; x2; : : : ; xN ,

ñîñòîÿùåé èç êëàññèôèöèðîâàííûõ òðåáóåìûì îáðàçîì âõîäíûõ ñèãíà-

ëîâ. Óòî÷íåíèå õàðàêòåðà ýòîé èíôîðìàöèè ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì ïî-

ñòàíîâêàì çàäà÷è îáó÷åíèÿ. Ñàì ïðîöåññ ïîäáîðà ïàðàìåòðîâ ñ ïîìî-

ùüþ îáó÷àþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íîñèò íàçâàíèå ïðîöåññà îáó÷åíèÿ.

Ïî îêîí÷àíèè ïðîöåññà îáó÷åíèÿ âåñîâûå êîýôôèöèåíòû ôèêñèðóþò-

ñÿ, è ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà X1(�), X2(�) ïðèíèìàþòñÿ â êà÷åñòâå

òðåáóåìîãî ðàçáèåíèÿ. Îíè ìîãóò íå ñîâïàäàòü ñ ðåàëüíûì ðàçáèåíèåì.

Ýòî îòëè÷èå, âûðàæåííîå êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì, áóäåò îïðåäåëÿòü êà÷å-

ñòâî ðàáîòû îáó÷åííîé ñèñòåìû. Hà ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáûõ íåïåðåñåêà-

þùèõñÿ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ, ðàçäåëåííûõ ïîëîæèòåëüíûì ðàññòî-

ÿíèåì, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð ïîðîãîâûõ ôóíêöèé, îòîáðàæàþùèé

èõ â ëèíåéíî�ðàçäåëèìûå ìíîæåñòâà. Ýòîò ôóíäàìåíòàëüíûé ôàêò ëå-

æèò â îñíîâàíèè ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåéðîííûõ

ñåòåé [5�8].

Îïèñàííàÿ ñõåìà îáó÷àåìîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ñ ïîìî-

ùüþ òàê íàçûâàåìûõ ïåðñåïòðîíîâ - ñëîæíûõ ñåòåé èç ïîðîãîâûõ ýëå-

ìåíòîâ (ôîðìàëüíûõ íåéðîíîâ), ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

ïðîöåññîâ â ñëîæíûõ ñèñòåìàõ, â ÷àñòíîñòè, â æèâûõ îðãàíèçìàõ. Ðîëü

ôóíêöèé
�
a
i(x; �)

	
çäåñü èãðàþò ðåàêöèè âûõîäíûõ íåéðîíîâ ñåòè íà

âõîäíîé ñòèìóë x (ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòîé çðèòåëüíîé ñèñòåìû âõîäíûå

ñòèìóëû èíîãäà íàçûâàþò èçîáðàæåíèÿìè). Ñèãíàëû âûõîäíûõ íåéðî-

íîâ ñåòè ïîñòóïàþò â ýôôåêòîðíûé íåéðîí, ãäå îíè ñóììèðóþòñÿ è ñðàâ-

íèâàþòñÿ ñ ïîðîãîì (â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ñ íóë�åì). Â ðåçóëüòàòå

òàêîãî ñðàâíåíèÿ ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå î ïðèíàäëåæíîñòè âõîäíîãî ñòè-

ìóëà ê îäíîìó èç äâóõ êëàññîâ. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì çàäà÷à ìîæåò

áûòü îáîáùåíà íà ñëó÷àé áîëüøåãî êîëè÷åñòâà êëàññîâ.

Åñëè ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ îöåíîê â çàäà÷àõ îáó÷åíèÿ îïèðàþòñÿ íà

èñïîëüçîâàíèå ïðè îáó÷åíèè óêàçàíèé ó÷èòåëÿ î êëàññèôèêàöèè îáó÷àþ-

ùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî èõ íàçûâàþò îáó÷åíèåì ñ ó÷èòåëåì. Âîç-

ìîæíà ïîõîæàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îáó÷åíèÿ, â êîòîðîé óêàçàíèÿ ó÷èòå-

ëÿ íå èñïîëüçóþòñÿ. Òîãäà ãîâîðÿò î çàäà÷å ñàìîîáó÷åíèÿ, à ñàì ïðîöåññ

îáó÷åíèÿ ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê, ìèíèìè-
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çèðóþùåé ôóíêöèîíàë ñïåöèàëüíîãî âèäà [3].

2. Àâòîìàòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ âõîäíûõ ñèãíàëîâ

Ñ ñîäåðæàòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ñìûñë àâòîìàòè÷åñêîé êëàññèôèêà-

öèè ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïðàâèëà, ñîïîñòàâëÿþùåãî êàæäîé òî÷êå x

ìíîæåñòâà X íåêîòîðûé îáðàç (êëàññ). Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ñîïîñòàâ-

ëåííûå îäíîìó è òîìó æå îáðàçó òî÷êè îáëàäàþò íåêîòîðûì îáùèì

ñâîéñòâîì, êîòîðîå è ïîðîæäàåò ýòîò îáðàç. Íàïðèìåð, òàêèì ñâîéñòâîì

ìîæåò áûòü áëèçîñòü ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê ê íåêîòîðîìó "öåíòðó", è òî-

ãäà ïîíÿòèå îáðàçà (êëàññà) ñâÿçàíî ñ îáû÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì î êîì-

ïàêòíîì ðàñïîëîæåíèè òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ òîìó èëè èíîìó îáðàçó

(êëàññó).

Ïðàâèëî êëàññèôèêàöèè ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íûì (äåòåðìèíèðîâàí-

íûì), ïðè êîòîðîì êàæäîé òî÷êå x ìíîæåñòâà X ñîïîñòàâëÿåòñÿ âïîëíå

îïðåäåëåííûé îáðàç, ëèáî íåäåòåðìèíèðîâàííûì, êîãäà êàæäîé òî÷êå

x ìíîæåñòâà X ñîïîñòàâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ íåêîòîðîãî íàáîðà ôóíêöèé,

îïðåäåëÿþùèõ ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè x ê êàæ-

äîìó èç âîçìîæíûõ îáðàçîâ. Äëÿ óïðîùåíèÿ áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

êîëè÷åñòâî îáðàçîâ (êëàññîâ) êîíå÷íî è ðàâíî l. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äëÿ

ôîðìàëüíîé çàïèñè ïðàâèëà êëàññèôèêàöèè öåëåñîîáðàçíî ââåñòè íàáîð

ôóíêöèé �(�) =
�
�
1(�); �2(�); : : : ; �l(�)

	
- ñòåïåíåé äîñòîâåðíîñòè, îáëà-

äàþùèõ ñâîéñòâàìè

0 � �
k(x) � 1; k = 1; : : : ; l;

lX
k=1

�
k(x) = 1:

Âñÿêèé ñïîñîá êëàññèôèêàöèè ñâÿçàí ñ ïîòåðÿìè, êîòîðûå îáû÷íî õà-

ðàêòåðèçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ øòðàôíûõ ôóíêöèé (ñòîèìîñòè) q
k(x; �);

k = 1; 2; : : : ; l: Â òèïè÷íûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà X - âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî, çíà÷åíèÿ øòðàôíûõ ôóíêöèé qk(x; �) âîçðàñòàþò ïðè óäà-
ëåíèè x îò öåíòðà ñîîòâåòñòâóþùåãî îáðàçà (êëàññà).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå X çàäàíî íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå

âåðîÿòíîñòåé P(�). Îäíà èç âîçìîæíûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷è àâòîìàòè÷åñ-

êîé êëàññèôèêàöèè ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè íàáîðîâ �?(�) è �? èç íåêîòî-
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ðîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà �, ìèíèìèçèðóþùèõ ñðåäíèå ïîòåðè êëàñ-
ñèôèêàöèè, ðàâíûå

Z
X

lX
k=1

q
k(x; �)�k(x)P(dx):

Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ x è � ïðè âàðüèðîâàíèè ôóíêöèé �
k(x) çíà÷åíèÿ

ñóììû, ñòîÿùåé ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, çàïîëíÿþò âñþ âûïóêëóþ îáîëî÷-

êó òî÷åê q
k(x; �), k = 1; 2; : : : ; l. Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìèçàöèÿ ñðåäíèõ

ïîòåðü êëàññèôèêàöèè äîñòèãàåòñÿ íà íàáîðå ôóíêöèé �?(�), â êîòîðîì
�
k
?(x) = Æk j(x;�), ãäå

Æk j(x;�) =

�
1; k = j(x; �);

0; k 6= j(x; �);

à öåëî÷èñëåííàÿ ôóíêöèÿ j(�; �) îïðåäåëÿåòñÿ êàê íîìåð, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé øòðàôíîé ôóíêöèè ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì

j(x; �) = argmin
k

q
k(x; �):

Ðàçîáü�åì ìíîæåñòâî X íà l êëàññîâ (îáðàçîâ) X1(�);X2(�); : : : ;Xl(�) ïî
ïðàâèëó

X
k(�) =

�
x 2 X : qk(x; �) < q

j(x; �); j = 1; 2; : : : ; k � 1;

q
k(x; �) � q

j(x; �); j = k + 1; : : : ; l
	
; k = 1; 2; : : : ; l:

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1Xk(�)(x); k = 1; 2; : : : ; l õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè
ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ, à ÷åðåç J(x; �) è Q(x; �) - l-ìåðíûå âåêòîðû,
ïåðâûé èç êîòîðûõ ñîñòàâëåí èç çíà÷åíèé 1Xk(�)(x) è ñîñòîèò èç íóëåé è
åäèíèöû, à âòîðîé - èç qk(x; �). Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíèå çàìå÷àíèÿ è ââåä�åí-
íûå îáîçíà÷åíèÿ, ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà êëàññèôèêà-

öèè

F (�) =

Z
X

hJ(x; �); Q(x; �)iP(dx) =

Z
X

lX
k=1

1Xk(�)(x)q
k(x; �)P(dx);(1)

ðàññìàòðèâàÿ åãî êàê ôóíêöèþ íàáîðà � öåíòðîâ êëàññîâ. Ýòîò ôóíêöèî-

íàë îáû÷íî íàçûâàþò ôóíêöèîíàëîì ñðåäíåãî ðèñêà â çàäà÷å ñàìîîáó÷å-

íèÿ. (Çäåñü è äàëåå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ k�k è h�; �i äëÿ åâêëèäîâîé

íîðìû è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.)
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Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà

X = [l
k=1X

k(�?)

íàçûâàåòñÿ áàéåñîâñêèì (îïòèìàëüíûì ñðåäè � 2 �), åñëè ïàðàìåòð ðàç-
áèåíèÿ �? âûáðàí èç óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ñðåäíåãî ðèñêà.

Â ðàññìîòðåííîì âàðèàíòå îïòèìàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñîîòâåòñòâó-

åò ÷èñòûì ñòðàòåãèÿì. Åñëè èçìåíèòü ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ðàññìàò-

ðèâàòü ìèíèìèçàöèþ ôóíêöèè

Z
X

lX
k=1

q
k(x; �)j�k(x)jpP(dx); p 6= 1;

òî îïòèìàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ìîæåò èìåòü âèä ñìåøàííîé ñòðàòåãèè,

ò. å. íå áûòü îäíîçíà÷íîé.

Ïîÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ôîðìàëüíî îïèñàííîé âûøå çàäà-

÷è àâòîìàòè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè. Ïóñòü X - âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî, � =
�
�
1
; �

2
; : : : ; �

l
�
è øòðàôíûå ôóíêöèè èìåþò ïîõîæèé

äðóã íà äðóãà âèä

q
k(x; �) = kx� �

kk2; k = 1; 2; : : : ; l:

Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X íà l êëàññîâ X1(�);X2(�); : : : ; Xl(�)
ïî ïðàâèëó: ê ìíîæåñòâó Xk(�) îòíîñÿòñÿ âñå òî÷êè x, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ
ê öåíòðó �

k áëèæå, ÷åì ê ëþáîìó äðóãîìó. Äëÿ îäíîçíà÷íîñòè ñ÷èòàåì,

÷òî â ñëó÷àå ðàâåíñòâà ðàññòîÿíèé äî íåñêîëüêèõ öåíòðîâ, òî÷êà x îòíî-

ñèòñÿ ê êëàññó, ñîîòâåòñòâóþùåìó öåíòðó ñ ìåíüøèì íîìåðîì. ÈíòåãðàëZ
Xk(�)

kx� �
kk2P(dx)

îïðåäåëÿåò ðàññåèâàíèå òî÷åê x â ìíîæåñòâå Xk(�). Îïðåäåëåííûé âûøå
ôóíêöèîíàë ñðåäíåãî ðèñêà (1) ïðèíèìàåò âèä

F (�) =
lX

k=1

Z
Xk(�)

kx� �
kk2P(dx):

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå çàäà÷à àâòîìàòè÷åñêîé êëàññè-

ôèêàöèè ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè íàáîðà öåíòðîâ
�
�
k
? ; k = 1; 2; : : : ; l

	
, ïðè
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êîòîðûõ ñóììàðíîå ðàññåèâàíèå ìèíèìàëüíî. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïåðå-

ñòàíîâêå ìåñòàìè âåêòîðîâ âíóòðè íàáîðà
�
�
k
? ; k = 1; 2; : : : ; l

	
çíà÷åíèå

îïðåäåëåííîãî âûøå ôóíêöèîíàë ñðåäíåãî ðèñêà (1) íå èçìåíÿåòñÿ. À,

ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à èìååò ðåøåíèå, òî îíî íå

îáÿçàòåëüíî äîëæíî áûòü åäèíñòâåííûì.

Èñêîìûé íàáîð öåíòðîâ �? äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþrF (�?) =
0. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ïîñëåäíåì ïðèìåðå ìíîæåñòâà Xk(�) èìå-
þò âèä ìíîãîãðàííèêîâ, à ìèíèìèçèðóþùèé ôóíêöèîíàë ñðåäíåãî ðèñêà

íàáîð öåíòðîâ �? =
�
�
1
?; �

2
?; : : : ; �

l
?

�
ñîâïàäàåò ñ öåíòðàìè òÿæåñòè ýòèõ

ìíîæåñòâ, ò. å.

�
k
? =

R
Xk(�)

xP(dx)R
Xk(�)

P(dx)
; k = 1; 2; : : : ; l:

Ïðèâåäåííûå ñîîáðàæåíèÿ îòâå÷àþò èíòóèòèâíîìó ïðåäñòàâëåíèþ î ðàç-

áèåíèè ìíîæåñòâà X íà l íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññîâ, ïðè÷�åì öåíòðû òÿ-

æåñòè ñîñåäíèõ ìíîæåñòâ íàõîäÿòñÿ íà ïðÿìîé, îðòîãîíàëüíîé ðàçäå-

ëÿþùåé ìíîæåñòâà ãðàíè [3].

Çàäà÷à ñàìîîáó÷åíèÿ òåñíî ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé àâòîìàòè÷åñêîé êëàññè-

ôèêàöèè è ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîñëåäíåé íà ñëó÷àé íåèçâåñòíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî ñòàòèñòèêó ïîêàçà êëàññèôèöèðóåìûõ ñèã-

íàëîâ. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé P(�) íåèçâåñòíî, íî ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ èçâåñòíîé îáó÷àþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1; x2; : : :, èì ïîðîæäåí-

íàÿ. Òðåáóåòñÿ ïðåäëîæèòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

îöåíîê f�̂ng íàáîðà �?, ìèíèìèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàë ñðåäíåãî ðèñêà

(1). Ðåøåíèå çàäà÷è ñàìîîáó÷åíèÿ îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî íà ïðàêòèêå

ôóíêöèè q
k(�; �); k = 1; 2; : : : ; l íå âñåãäà çàäàíû àíàëèòè÷åñêè, íî èõ

çíà÷åíèÿ äîñòóïíû èçìåðåíèþ (ìîæåò áûòü ñ ïîìåõàìè):

y
k(x; �) = q

k(x; �) + v
k
; k = 1; 2; : : : ; l:

×åðåç Y (x; �) áóäåì îáîçíà÷àòü l-ìåðíûé âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç âå-

ëè÷èí y
k(x; �), k = 1; 2; : : : ; l; ÷åðåç Vn - l-ìåðíûé âåêòîð ïîìåõ. Òàêæå

áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ 1Xk(�)(x); k = 1; 2; : : : ; l äëÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ ïî èçìåðåíèÿìè ñ ïîìåõà-

ìè y
k(x; �), k = 1; 2; : : : ; l.
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3. Ïðîáíîå âîçìóùåíèå è àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ

Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê f�̂ng îïòèìàëüíîãî íà-

áîðà âåêòîðîâ �? âîñïîëüçóåìñÿ ðàíäîìèçèðîâàííûì àëãîðèòìîì ñòîõàñòè-

÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè [4,9], îñíîâàííîì íà èñïîëüçîâàíèè íàáëþäàåìîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåðèè ñëó÷àéíûõ íåçàâèñèìûõ äðóã îò äðóãà âåêòî-

ðîâ �n 2 R
m
; n = 1; 2; : : :, íàçûâàåìûõ â äàëüíåéøåì ïðîáíûì îäíîâðå-

ìåííûì âîçìóùåíèåì è ñîñòàâëåííûõ èç íåçàâèñèìûõ áåðíóëëèåâñêèõ,

ðàâíûõ �1 ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé íà÷àëüíûé íàáîð �̂0 2 R

m�l è âûáåðåì ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ: f�ng è f�ng.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöå-

íîê8><
>:

~��n = �̂n�1 � �n�nJ
T (xn; �̂n�1);

�̂n = P�

�
�̂n�1 � �nJ

T (xn; �̂n�1)
Y (xn;~�

+
n )�Y (xn;~�

�

n )

2�n
�nJ

T (xn; �̂n�1)
�
:

(2)

Çäåñü, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûìè ðàíåå îáîçíà÷åíèÿìè, J(xn; �̂n) - l-
ìåðíûé âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé

1Xk(�̂n)(xn), k = 1; 2; : : : ; l; Y (xn; ~�
�
n ) = Q(xn; ~�

�
n ) + V

�
n - l-ìåðíûå âåêòî-

ðû, ñîñòàâëåííûå èç èçìåðåííûõ ñ ïîìåõàìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ

çíà÷åíèé ôóíêöèé ïîòåðü; V �
n - ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðà èç îøèáîê

íàáëþþäåíèé; P�(�) - ïðîåêòîð â ìíîæåñòâî �.
Ïîõîæåãî òèïà àëãîðèòì ïðåäëàãàëñÿ â [4], íî áåç äîñòàòî÷íîãî îáîñ-

íîâàíèÿ. Ê ñîæàëåíèþ, ïðè l > 1 äëÿ àíàëèçà ñâîéñòâ ïîëó÷àþùåéñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê f�̂ng íåëüçÿ íåïîñðåäñòâåííî âîñïîëüçîâàòü-

ñÿ îáùèì ðåçóëüòàòîì [4] î ñõîäèìîñòè ïðîöåäóðû ñòîõàñòè÷åñêîé àï-

ïðîêñèìàöèè ñ âîçìóùåíèåì íà âõîäå, òàê êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíê-

öèè 1Xk(�)(x) íåäèôôåðåíöèðóåìû.

4. Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ è ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê

Äëÿ óïðîùåíèÿ ôîðìóëèðîâîê îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà è äîêàçàòåëüñòâà

îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì îäíîòèïíûõ ôóíêöèé q
k(x; �); k = 1; 2; : : : ; l: Áó-

äåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàáîð � ñîñòîèò èç l âåêòîðîâ � =
�
�
1
; �

2
; : : : ; �

l
�
è
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ôóíêöèè q
k(x; �) = �q(x; �k) è íå çàâèñÿò îò äðóãèõ âåêòîðíûõ ýëåìåíòîâ

íàáîðà �. Çäåñü �q(�; �) : X�Rm ! R - íåêîòîðàÿ îáùàÿ äëÿ ðàçíûõ êëàñ-

ñîâ øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ. Âåêòîðû �
k
; k = 1; 2; : : : ; l óäîáíî èíòåðïðåòè-

ðîâàòü êàê öåíòðû êëàññîâ.

Ñôîðìóëèðóåì ïðåäïîëîæåíèÿ, êîòîðûì äîëæíà áóäåò óäîâëåòâîðÿòü

øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ �q(�; �):

Ï.1. Ôóíêöèè �q(x; �) : Rm ! R - äèôôåðåíöèðóåìûå ïðè ëþáîì x 2 X

è èõ ãðàäèåíòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà, ò.å.

kr��q(x; �1)�r��q(x; �2)k � Mk�1 � �2k; 8�1; �2 2 R
m

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé M > 0, íå çàâèñÿùåé îò x 2 X.

Ï.2. Ïðè ëþáîì � 2 R
m ôóíêöèè �q(�; �) è r��q(�; �) ðàâíîìåðíî îãðàíè-

÷åíû íà X;

Ï.3. Êàæäàÿ èç ôóíêöèé

f
k(�) =

Z
Xk(�?)

�q(x; �)P(dx); k = 1; 2; : : : ; l

èìååò åäèíñòâåííûé ìèíèìóì â Rm â íåêîòîðîé òî÷êå �k? è

� � �

k
? ;rf

k(�)
�
� �k� � �

k
?k

2
; 8� 2 R

m

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé � > 0 : M > � (óñëîâèå ñèëüíîé âûïóêëî-

ñòè).

Îáîçíà÷èì

dmax = max
k2f1;2;:::;lg

max
x2Xk(�?)

j�q(x; �k?)j:

Ò å î ð å ì à Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

(Ï.1,2,3) äëÿ ôóíêöèè �q(�; �);
8n � 1 ñëó÷àéíûå âåêòîðà V

�

1 ; V
�

2 : : : ; V
�
n è x1; x2; : : : ; xn�1 íå çàâèñÿò

îò xn;�n, à ñëó÷àéíûé âåêòîð xn íå çàâèñèò îò �n;

Efvng <1; Efv2ng � �
2
n; jvnj � Cv; Cv > 0;P

n �n =1 è �n ! 0; �n ! 0; �n�
�2
n ! 0 ïðè n!1:
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Åñëè îáó÷àþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1; x2; : : : ; xn; : : : ñîñòîèò èç

íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ âåêòîðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ñ òàêèì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ, ÷òî îíè ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ

ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â êàæäîì èç l êëàññîâ â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ

è èç âûïîëíåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ k èç 1; 2; : : : ; l, x 2 X
k(�?) è � íåðàâåí-

ñòâà j�q(x; �)j � dmax ñëåäóåò

j�q(x0; �)j > dmax + 2Cv 8x0 2 X
i(�?); i 6= k; i 2 f1; 2; : : : ; lg;(3)

òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê f�̂ng, äîñòàâëÿåìûõ àëãîðèòìîì

(2) ïðè ïðîèçâîëüíîì âûáîðå �̂0, ñõîäèòñÿ â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ñìûñ-

ëå: limn!1Efk�̂n � �?k
2g = 0; ê îäíîìó èç íàáîðîâ �?, ñîñòîÿùåìó èç

âåêòîðîâ �
1
?; �

2
?; : : : ; �

l
?, â òîì ñëó÷àå, êîãäà

lim
n!1

hJ(xn; �̂n�1); Q(xn; �̂n�1)i � dmax + Cv:(4)

Åñëè, áîëåå òîãî,
P

n �n�
2
n + �

2
n�

�2
n < 1; òî �̂n ! �? ïðè n ! 1 ñ

âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû ïðèâåäåíî â Ïðèëîæåíèè.

Çàìå÷àíèÿ: 1. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (4) â îáùåì ñëó÷àå ïðåäâàðèòåëü-

íî íå ïðîâåðèòü. Åñëè äëÿ êàêîé-òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê f�̂ng

óñëîâèå (4) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ýòî åùå íå îçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòü ïî-

ëó÷åíèÿ ñîñòîÿòåëüíûõ îöåíîê ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà (2). Ìîæíî âçÿòü

äðóãèå íà÷àëüíûå äàííûå è ïîïðîáîâàòü âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì

åùå ðàç.

2. Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî óñëîâèÿ (Ï.1,2,3) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ

ôóíêöèè �q(x; �) = kx� �k2. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (3) îçíà-

÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàçëè÷íûìè êëàññàìè äîëæíî áûòü áîëüøå,

÷åì ìàêñèìàëüíûé ñðåäè âñåõ êëàññîâ ðàäèóñ.

3. Â Òåîðåìå ïîìåõè íàáëþäåíèÿ V
�
n ìîæíî óñëîâíî íàçâàòü ïî÷òè

ïðîèçâîëüíûìè, òàê êàê îíè ìîãóò áûòü íåñëó÷àéíûìè, íî íåèçâåñòíûìè

è îãðàíè÷åííûìè, èëè ïðåäñòàâëÿòü èç ñåáÿ ðåàëèçàöèþ íåêîòîðîãî ñòî-

õàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà ñ ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðîé çàâèñèìîñòåé.

4. Èç àíàëèçà äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òî â êà÷åñòâå ïðîáíîãî îäíîâðå-

ìåííîãî âîçìóùåíèÿ íå îáÿçàòåëüíî áðàòü áåðíóëëèåâñêèå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû. Äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü äëÿ èõ ðàñïðåäåëåíèÿ ñèììåòðè÷íîñ-

òè è êîíå÷íîñòè íîñèòåëÿ. Äðóãèå ñîîáðàæåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè
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ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ èñïîëüçîâàíèå áåðíóëëèåâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí äàåò áîëüøóþ ýôôåêòèâíîñòü.

5. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè f�k
ng è f�

k
ng, èçìåíÿ-

þùèåñÿ îòäåëüíî äëÿ îöåíîê ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà. Ýòî îêàçûâàåòñÿ

óäîáíûì îñîáåííî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðåäñòàâèòåëè ðàçíûõ êëàññîâ

ïîÿâëÿþòñÿ â îáó÷àþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåðàâíîìåðíî.

5. Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî àëãîðèòìà ñòî-

õàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè (2) ê ðåøåíèþ çàäà÷è ñàìîîáó÷åíèÿ. Ïóñòü

èçâåñòíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå âõîäîâ ñóùåñòâóåò òðè êëàññà èçîáðàæåíèé,

êîòîðûå ñ ïîìîùüþ íàáîðà ïðèçíàêîâ îòîáðàæàþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèå

êëàññû â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ, ñîäåðæàùåìñÿ â R2. Ðåøåíèå çàäà÷è

ñàìîîáó÷åíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê ðàçáèåíèþ ïðîñòðàíñòâà ïðèçíà-

êîâ íà òðè ïîäìíîæåñòâà, ÷òî ýêâèâàëåíòíî íàõîæäåíèþ òðåõ öåíòðîâ

ýòèõ ìíîæåñòâ. Â ïðèìåðå ìîäåëèðîâàíèÿ ðîëü "íàñòîÿøèõ"êëàññîâ â

ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ èãðàëè ìíîæåñòâà

X
1 = [�1; 0� 1; 8]� [�1; 0� 1; 8]; X2 = [2; 0� 1; 1]� [0; 5� 2; 8];

X
3 = [�0; 5� 1; 3]� [3; 0� 2; 0]:

Â êà÷åñòâå øòðàôíûõ ôóíêöèé áûëè âûáðàíû q
k(x; �) = kx� �

kk2; k =
1; 2; 3: Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà (2) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñàìîîáó÷åíèÿ ïîñëå íà-

áëþäåíèé íà èíòåðâàëå âðåìåíè îò 1 äî 300. Ïðè ýòîì ðîëü ïðîáíî-

ãî îäíîâðåìåííîãî âîçìóùåíèÿ èãðàëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííûå â êâàäðàòå [�1; 1]� [�1; 1] Â ðåçóëüòàòå áûëè ïîëó÷åíû

îöåíêè öåíòðîâ:

�̂
1
300 =

�
�1; 21
�1; 03

�
; �̂

2
300 =

�
1; 85
0; 52

�
; �̂

3
300 =

�
�0; 42
3; 23

�
;

êîòîðûå, êàê íå òðóäíî âèäåòü, íåäàëåêè îò "íàñòîÿùèõ". Ñêîðîñòü è

õàðàêòåð ñõîäèìîñòè òåêóùèõ îöåíîê ê "íàñòîÿùèì"öåíòðàì ïðèâåäåíû

íà ðèñ. 2.
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Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà äîñòàòî÷íîå óñëî-

âèå (3) íå âûïîëíÿåòñÿ. Ýòîò ïðèìåð ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, â ÷àñò-

íîñòè, ïîêàçûâàåò ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà (2) è â áîëåå

îáùåé ñèòóàöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòîì Òåîðåìû.

6. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí è îáîñíîâàí àëãîðèòì òèïà ñòîõàñòè÷åñêîé àï-

ïðîêñèìàöèè ñ âîçìóùåíèåì íà âõîäå, êîòîðûé àäàïòèðîâàí äëÿ ðåøå-

íèÿ çàäà÷è ñàìîîáó÷åíèÿ. Îöåíêè, äîñòàâëÿåìûå àëãîðèòìîì, ñîñòîÿ-

òåëüíû ïðè ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ ïîìåõàõ. Àëãîðèòì îáëàäàåò åùå îäíîé

çàìå÷àòåëüíîé îñîáåííîñòüþ: åãî ðàáîòîñïîñîáíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ðî-

ñòå ðàçìåðíîñòè âåêòîðà îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâà-

íèå ïðåäñòàâëåííîãî àëãîðèòìà ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíîé çàäà÷è ñàìî-

îáó÷åíèÿ ïîäòâåðæäàåò åãî ýôôåêòèâíîñòü.

Ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ñàìîîáó÷åíèÿ äåìîíñòðèðóåò

ïðèìåíèìîñòü ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîê-

ñèìàöèè â çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ. Àêòóàëüíîñòü òàêîãî ïîäõîäà îáóñëîâ-

ëåíà òåì, ÷òî õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè àëãîðèòìîâ, èñïîëüçóþùèõ èäåþ

ðàíäîìèçàöèè, óêàçûâàþò íà âîçìîæíîñòü èõ óñïåøíîãî èñïîëüçîâàíèå

ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ñèñòåì "èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà", â ÷àñòíîñòè

ïðè îáó÷åíèè íåéðîííûõ ñåòåé.

ÏÐÈËÎÆÅHÈÅ

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ò å î ð å ì û. Çàìåòèì, ÷òî íà êàæäîì

øàãå àëãîðèòìà (2) êîððåêòèðîâêå ïîäâåðãàåòñÿ îöåíêà öåíòðà òîëüêî

îäíîãî ìíîæåñòâà, îöåíêè îñòàëüíûõ öåíòðîâ îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé.

Âûáåðåì íåêîòîðîå k èç 1; 2; : : : ; l, è âûäåëèì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

îöåíîê f�̂ng ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü f�̂njg, ïðè ïîñòðîåíèè êîòîðîé êîð-

ðåêòèðîâêå ïîäâåðãàëèñü îöåíêè öåíòðà k-îãî êëàññà, è èçó÷èì ñâîéñòâà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f�̂knjg.

Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà Nk, â îáó÷àþ-

ùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè fxnjg âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî ïðåäñòàâèòåëè îä-

íîãî êëàññà. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íîìåð ýòîãî êëàññà
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k (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïðîñòî ïåðåíóìåðîâàòü êëàññû). Ò.å.

íàäî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò Nk òàêîå, ÷òî xnj 2 X
k(�?) 8j � Nk.

Ïóñòü ýòî íå òàê. Çíà÷èò, íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ óâåëè÷èâàþùàÿñÿ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ fnjtg, äëÿ êîòîðîé xnjt 2 X
k(�?) è xnjt+1 =2

X
k(�?). Ñðàâíèì çíà÷åíèÿ �q(xnjt ; �̂

k
njt�1

) è �q(xnjt+1; �̂
k
njt
) ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ t. Ïðåäâàðèòåëüíî îöåíèì íîðìó ðàçíîñòè k�̂knjt�1 � �̂
k
njt
k.

Â ñèëó àëãîðèòìà (2), òåîðåìû î ñðåäíåì, êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà

� è óñëîâèÿ (Ï.1) èìååì

k�̂knjt�1� �̂
k
njt
k � �njt

m(2Cv+ max
s2[�1;1]

jr��q(xnjt ; �̂
k
njt�1

+s�njt
�njt

)j) � �njt
�C;

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé �C. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t

ðàçíîñòü j�q(xnjt+1; �̂
k
njt
) � �q(xnjt+1; �̂

k
njt�1

)j ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå Cv=3. Òàê

êàê xnjt+1
=2 X

k(�?), òî â ñèëó (3)

j�q(xnjt+1; �̂
k
njt�1

)j > dmax + 2Cv:

Èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t, ñ îäíîé ñòîðîíû,

èìååì

j�q(xnjt+1; �̂
k
njt
)j � j�q(xnjt+1; �̂

k
njt�1

)j � j�q(xnjt+1; �̂
k
njt
)� �q(xnjt+1; �̂

k
njt�1

)j �

� dmax + 2Cv � Cv=3 = dmax +
5

3
Cv;

C äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèÿ (4) ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t

j�q(xnjt ; �̂
k
njt�1

)j < dmax +
4

3
Cv:

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåí-

òà Nk, â îáó÷àþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè fxnjg âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî

ïðåäñòàâèòåëè k-ãî êëàññà.

Äàëåå ïåðåíóìåðóåì äëÿ óäîáñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f�̂knjg ñ j = Nk

â f�̂ki g. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäñòàâëåííûì àëãîðèòìîì îöåíèâàíèÿ èìååì

k�̂ki � �
k
?k

2 � k�̂ki�1 � �
k
? �

�i

2�i

�
y(xi; ~�

k;+
i )� y(xi; ~�

k;�
i )

�
�ik

2
:
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Oáîçíà÷èì ÷åðåç Fk
n�1 - �-àëãåáðó ñîáûòèé, ïîðîæäàåìóþ ñëó÷àéíû-

ìè âåëè÷èíàìè �̂k0 ; �̂
k
1 ; : : : ; �̂

k
n�1, ôîðìèðóåìûìè ïî àëãîðèòìó (2). Ïðèìå-

íèâ ê ïîñëåäíåìó ðàâåíñòâó îïåðàöèþ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-

äàíèÿ îòíîñèòåëüíî �-àëãåáðû Fk
i�1, ïîëó÷èì

E f k�̂ki� �
k
?k

2jFk
i�1 g � k�̂ki�1 � �

k
?k

2 �

��i

�
�̂
k
i�1 � �

k
? ;

1

�i
E
n
�i

�
y
k
i (xi;

~�k;+i )� y
k
i (xi;

~�k;�i )
�
jFk

i�1

o�
+(5)

+
�
2
i

4�2
i

E

�
k�ik

2
�
y
k
i (xi;

~�k;+i )� y
k
i (xi;

~�k;�i )
�2
jFk

i�1

�
:

Îöåíèì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (5). Ó÷èòû-

âàÿ, ÷òî äëÿ ôóíêöèé �q(xi; �) âûïîëíåíî óñëîâèå (Ï.1), k�ik
2 = m, è

èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñðåäíåì è íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ïîñëå-

äîâàòåëüíî âûâîäèì

Efk�ik
2
�
y
k
i (xi;

~�k;+i )� y
k
i (xi;

~�k;�i )
�2
jFk

i�1g =

= 2m(Ef
�
v
k;+
i � v

k;�
i

�2
jFk

i�1g+

+Ef
�
�q(xi; �̂

k
i�1 + �i�i)� �q(xi; �̂

k
i�1 � �i�i)

�2
jFk

i�1g) �

� 2mEf(�vki )
2jFk

i�1g+ 2mEf(j�q(xi; �̂
k
i�1 + �i�i)� �q(xi; �

k
?)j+

j�q(xi; �̂
k
i�1 � �i�i)� �q(xi; �

k
?)j)

2jFk
i�1g �

� 2mEf((M + 0:5)
�
k�̂ki�1 +�i�ik

2 + k�̂ki�1 ��i�ik
2
�
+

+kr��q(xi; �
k
?)k

2)2jFk
i�1g+ 2mEf(�vki )

2jFk
i�1g:

Â ñèëó ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè r��q(�; �
k
?) ïîëó÷àåì

E

�
k�ik

2
�
y
k
i (xi;

~�k;+i )� y
k
i (xi;

~�k;�i )
�2
jFk

i�1

�
�

� C1E
�
(�vki )

2jFk
i�1

	
+ C2�

2
i k�̂

k
i�1 � �

k
?k

2 + o(�2
i );

çäåñü è íèæå ÷åðåç Ci; i = 1; 2 : : : îáîçíà÷åíû íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå

êîíñòàíòû.
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Ïåðåéäåì êî âòîðîìó ñëàãàåìîìó ïðàâîé ÷àñòè (5). Ðàññìîòðèì

1

�i
E
n
�i

�
y
k
i (xi;

~�k;+i )� y
k
i (xi;

~�k;�i )
�
jFk

i�1

o
=

1

�i
E
�
�i�v

k
i jF

k
i�1

	
+

+
1

�i
E
n
�i

�
�q(xi; �̂

k
i�1 + �i�i)� �q(xi; �̂

k
i�1 � �i�i)

�
jFk

i�1

o
:(6)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè (6) ðàâíî íóëþ â ñèëó ñâîéñòâ ïðîáíîãî

îäíîâðåìåííîãî âîçìóùåíèÿ è íåçàâèñèìîñòè �i è v
k;�
i . Èñïîëüçóÿ òåî-

ðåìó î ñðåäíåì, ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè r��q(�; �) è îïðå-
äåëåíèå ôóíêöèè f

k(�), ïðåîáðàçóåì âòîðîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè (6)

ê âèäó

1

�i
E
n
�i

�
y
k
i (xi;

~�k;+i )� y
k
i (xi;

~�k;�i )
�
jFk

i�1

o
=

= 2rf k(�̂ki�1) + E
n
�i

D
�i;r��q(xi; �

k;+
i�1)�r��q(xi; �̂

k
i�1)

E
jFk

i�1

o
+

+E
n
�i

D
�i;r��q(xi; �

k;�
i�1)�r��q(xi; �̂

k
i�1)

E
jFk

i�1

o
;

çäåñü �
k;�
i�1 2

�
�
k
i�1; �

k
i�1 � �i�i

�
. Â ñèëó óñëîâèÿ (Ï.1) äëÿ ôóíêöèé �q(x; �)

è óñëîâèÿ (Ï.3) äëÿ ôóíêöèé f
k(�), èñïîëüçóÿ ñïðàâåäëèâîå ïðè ëþáîì

" > 0 íåðàâåíñòâî

k�̂ki�1 � �
k
?k �

"
�1
�i + "�

�1
i k�̂ki�1 � �

k
?k

2

2
;

âûâîäèì

��i

�
�̂
k
i�1 � �

k
? ;

1

�i
E
n
�i

�
y
k
i (xi;

~�k;+i )� y
k
i (xi;

~�k;�i )
�
jFk

i�1

o�
=

= �2�i

D
�̂
k
i�1 � �

k
? ;rf

k(�̂ki�1)
E

��i

D
�̂
k
i�1 � �

k
? ;E

n
�i

D
�i;r��q(xi; �

k;+
i�1)�r��q(xi; �̂

k
i�1)

E
jFk

i�1

oE

��i

D
�̂
k
i�1 � �

k
? ;E

n
�i

D
�i;r��q(xi; �

k;�
i�1)�r��q(xi; �̂

k
i�1)

E
jFk

i�1

oE
�

� �2��ik�̂
k
i�1 � �?k

2 +Mm
3=2

�i�i

�
"
�1
�i + "�

�1
i k�̂ki�1 � �?k

2
�
:
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Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííûõ îöåíîê, äëÿ óñëîâíîãî ñðåäíåãî íåâÿçêè âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E f k�̂ki � �
k
?k

2jFk
i�1 g � k�̂ki�1 � �

k
?k

2

�
1� 2��i +Mm

3=2
�i"+

C2

4
�
2
i

�
+

+Mm
3=2

�i�
2
i "
�1 +

�
2
i

4�2
i

�
C1E

�
(�vki )

2jFk
i�1

	
+ o(�2

i )
�

Âûáåðåì " íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òîáûMm
3=2

" < 2� è ïóñòü i äîñòàòî÷íî
âåëèêî. Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ Òåîðåìû äëÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,

ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ê âèäó

E
n
k�̂ki � �

k
?k

2jFk
i�1

o
� k�̂ki�1 � �

k
?k
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Â ñèëó óñëîâèé Òåîðåìû, âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ëåììû Ðîááèíñà�

Ñèãìóíäà [10, ãë.2, ëåììà 10; 11], íåîáõîäèìûå äëÿ ñõîäèìîñòè ñ âåðîÿò-

íîñòüþ åäèíèöà �̂
k
i ! �

k
? ïðè i ! 1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà â ñîîòâåòñò-

âóþùèõ óñëîâèÿõ Òåîðåìû ñõîäèìîñòè â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ñìûñëå

âîçüìåì áåçóñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ ÷àñòåé ïîñëåä-

íåãî íåðàâåíñòâà
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Ñõîäèìîñòü ê òî÷êå �k? ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê f�̂
k
i g â ñðåäíåêâàäðà-

òè÷íîì ñìûñëå ñëåäóåò èç [10, ãë.2, ëåììà 5].

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû çàêîí÷åíî.
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Ðèñ. 1. Êëàññû ìíîæåñòâ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê

Ðèñ. 2. Ñõîäèìîñòü îöåíîê ê �íàñòîÿùèì� öåíòðàì


