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Ìíîãîìåðíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ èãðàåò âàæíóþ ðîëü â

àíàëèçå è óïðàâëåíèè ìíîãèìè òåõíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Äëÿ ðåøåíèÿ

òðóäíûõ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü

ðàíäîìèçèðîâàííûå àëãîðèòìû ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè ñ âîçìó-

ùåíèåì íà âõîäå, êîòîðûå íå òîëüêî èìåþò ïðîñòîé âèä, íî è äàþò

ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ïðè "ïî÷òè ïðîèçâîëü-

íûõ" ïîìåõàõ â íàáëþäåíèÿõ. Â ðàáîòå îáîñíîâûâàþòñÿ îïòèìàëüíûå

ñïîñîáû âûáîðà ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìîâ.

1. Ââåäåíèå

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè

�? íåêîòîðîé ôóíêöèè f(�) (òî÷êè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà èëè ìàêñè-

ìóìà) ïðè óñëîâèè, ÷òî äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ � 2 R � âõîäà àëãîðèòìà

(óïðàâëÿåìîé ïåðåìåííîé) � íàáëþäàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y (�), ÿâ-
ëÿþùàÿñÿ çàøóìëåííûì çíà÷åíèåì ôóíêöèè f(�) â òî÷êå �

Y (�) = f(�) + V:

Äæ.Êèôåð è Äæ.Âîëüôîâèö [1] äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðè íåêîòîðûõ

äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ îáîñíîâàëè ñõîäèìîñòü ê òî÷êå �? ðåêóð-

ðåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îïðåäåëÿåìîé ïî ïðàâèëó (àëãîðèòìó)

�̂n = �̂n�1 � �n

Y (�̂n�1 + �n)� Y (�̂n�1 � �n)

2�n
;



ãäå f�ng è f�ng � íåêîòîðûå çàäàííûå óáûâàþùèå ÷èñëîâûå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ñ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè.

Îñíîâíîå óñëîâèå�îãðàíè÷åíèå íà ñâîéñòâà ïîìåõ íàáëþäåíèÿ, êîòî-

ðîå îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì, � ýòî óñëîâíàÿ öåíòðèðîâàí-

íîñòü ïîìåõ íàáëþäåíèÿ. Åãî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàêèì îáðàçîì.

Äëÿ ñòàòèñòèêè, âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé òî÷íî íàáëþäàþòñÿ èëè

âû÷èñëÿþòñÿ,

z(�; �) =
Y (� + �)� Y (� � �)

2�

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðè ìàëîì � áëèçêî ê çíà÷åíèþ ïðîèçâîäíîé

ôóíêöèè Efz(�; �)g � f 0(�):
Ïîâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê, äîñòàâëÿåìûõ àëãîðèòìîì ñòî-

õàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè (CA), çàâèñèò îò âûáîðà íàáëþäàåìûõ ôóíê-

öèé� ñòàòèñòèê z(�; �). Â ðÿäå ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé áûâàåò íåäîñòà-

òî÷íî èíôîðìàöèè îòíîñèòåëüíî ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ îøèáîê èçìåðå-

íèÿ, èëè îíè ìîãóò ïðîñòî çàäàâàòüñÿ íåèçâåñòíîé ýêñïåðèìåíòàòîðó äå-

òåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèåé. Ïðè ýòîì âîçíèêàþò ñóùåñòâåííûå òðóäíîñ-

òè â îáîñíîâàíèè ïðèìåíèìîñòè îáû÷íîé ïðîöåäóðû Êèôåðà�Âîëüôîâè-

öà (ÊÂ), è ÷àñòî å�å îöåíêè íå ñõîäèòñÿ ê èñêîìîé òî÷êå. Hî ýòî íå

îçíà÷àåò, ÷òî, ðåøàÿ òàêèå ïðîáëåìû, íàäî âîîáùå îòêàçàòüñÿ îò èñïîëü-

çîâàíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ â ïðåäñòàâëåíèè àëãîðèòìîâ ÑÀ. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(�) äâàæäû íåïðåðûâíî�äèôôåðåíöèðóåìà, è çàäàíà

íàáëþäàåìàÿ ðåàëèçàöèÿ íåêîòîðîé áåðíóëëèåâñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí f�ng, ðàâíûõ ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñ-
òüþ ïëþñ/ìèíóñ åäèíèöå, íåêîððåëèðîâàííûõ ñ îøèáêàìè íàáëþäåíèÿ

íà øàãå n. Ìîäèôèöèðóåì ïðîöåäóðó ÊÂ, èñïîëüçóÿ ðàíäîìèçèðîâàííóþ

ñòàòèñòèêó ~z(�; �;�) = z(�; ��): Ðàçëîæèâ ôóíêöèþ f(�) ïî ôîðìóëå

Òåéëîðà è âîñïîëüçîâàâøèñü íåêîððåëèðîâàííîñòüþ�n è ïîìåõ íàáëþäå-

íèÿ, äëÿ ýòîé íîâîé ñòàòèñòèêè èìååì

Ef~z(�; �;�)j�g = f 0(�) + Ef 1
�
V g+O(�) = f 0(�) +O(�):

Åñëè çíà÷åíèÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f�ng â àëãîðèòìå ñòðåìÿòñÿ
ê íóëþ, òî â ïðåäåëå ýòà ñòàòèñòèêà "â ñðåäíåì" ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì

ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(�). Òàêèìè æå ñâîéñòâàìè îáëàäàåò è áîëåå
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ïðîñòàÿ ñòàòèñòèêà

�z(�; �;�) =
�

�
Y (� + ��);

èñïîëüçóþùàÿ òîëüêî îäíî íàáëþäåíèå íà êàæäîé èòåðàöèè (øàãå). Äî-

áàâëåíèå â àëãîðèòì è êàíàë íàáëþäåíèÿ íîâîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

f�ng, íàçûâàåìîãî ïðîáíûì îäíîâðåìåííûì âîçìóùåíèåì, ïðèâîäèò ê

îáîãàùåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàáëþäåíèé. Ïðîáíîå âîçìóùåíèå ïî

ñâîåé ñóòè ÿâëÿåòñÿ âîçáóæäàþùèì âîçäåéñòâèåì, òàê êàê ãëàâíàÿ öåëü

åãî èñïîëüçîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñòðåìëåíèè äîáèòüñÿ íåâûðîæäåííîñòè

ïîëó÷àåìûõ íàáëþäåíèé.

Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, êîãäà � 2 R
r , äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè îöåíîê îáû÷íàÿ ïðîöåäóðà ÊÂ, îñíîâàííàÿ íà êîíå÷íî�ðàçíîñòíûõ

àïïðîêñèàöèÿõ âåêòîðà�ãðàäèåíòà ôóíêöèè, èñïîëüçóåò 2r íàáëþäåíèé
íà êàæäîé èòåðàöèè (ïî äâà íàáëþäåíèÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè êàæäîé

êîìïîíåíòû r-ìåðíîãî âåêòîðà�ãðàäèåíòà). Ðàíäîìèçèðîâàííûå ñòàòèñ-

òèêè ~z(�; �;�) è �z(�; �;�) äîïóñêàþò áîëåå ïðîñòîé ñ âû÷èñëèòåëüíîé

òî÷êè çðåíèÿ ñïîñîá îáîáùåíèÿ íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé, èñïîëüçóþùèé

âñåãî äâà èëè îäíî èçìåðåíèå ôóíêöèè íà êàæäîé èòåðàöèè. Ïóñòü f�ng
� áåðíóëëèåâñêèé r-ìåðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Òîãäà

~z(�; �;�) =

0
BB@

1
�(1)

1
�(2)

...
1

�(r)

1
CCA Y (� + ��)� Y (� � ��)

2�
;

à âèä ôîðìóëû äëÿ �z(�; �;�) òàêîé æå, êàê è â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå. Èñ-

ïîëüçîâàòü ñòàòèñòèêó ~z(�; �;�) áûëî ïðåäëîæåíî Äæ.Ñïàëîì â [2], ãäå

áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ áîëüøèõ n âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñîîòâåò-

ñòâóþùèì îáðàçîì îòìàñøòàáèðîâàííûõ îøèáîê îöåíèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ

ïðèáëèçèòåëüíî íîðìàëüíûì. Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà äëÿ àñèìïòîòè÷åñ-

êîé äèñïåðñèè îøèáêè âìåñòå ñ ïîäîáíîé õàðàêòåðèñòèêîé îáûêíîâåííîé

ïðîöåäóðû ÊÂ áûëà èì èñïîëüçîâàíà äëÿ ñðàâíåíèÿ äâóõ àëãîðèòìîâ.

Âûÿñíèëîñü, ÷òî ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ íîâûé àëãîðèòì èìååò òó

æå ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, ÷òî è îáû÷íàÿ ïðîöåäóðà ÊÂ, íåñìîòðÿ íà òî,

÷òî â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå èñïîëüçóåò ñóùåñòâåííî ìåíüøå íàáëþäåíèé
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(â r ðàç ìåíüøå ïðè n!1). Â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå ñòàòèñòèêà �z(�; �;�)
âïåðâûå áûëà ïðåäëîæåíà àâòîðîì â [3], ãäå îíà èñïîëüçîâàëàñü äëÿ

ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê, ñîñòîÿòåëüíûõ ïðè ïî÷òè ïðîèç-

âîëüíûõ ïîìåõàõ â íàáëþäåíèè.

Âîïðîñ î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè îöåíîê àëãîðèòìîâ ÑÀ áûë, íàâåðíîå,

îñíîâíûì, ñòèìóëèðóþùèì ìîäèôèêàöèè ïåðâîíà÷àëüíûõ àëãîðèòìîâ.

Ñâîéñòâà îöåíîê îáû÷íîé ïðîöåäóðû ÊÂ è íåêîòîðûõ å�å îáîáùåíèé

äåòàëüíî èçó÷åíû âî ìíîãèõ ðàáîòàõ (íàïðèìåð, [4�11]). Ñêîðîñòü ñõîäè-

ìîñòè îöåíîê çàâèñèò îò ãëàäêîñòè ôóíêöèè f(�). Åñëè îíà äâàæäû äèô-

ôåðåíöèðóåìà, òî ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà îáûêíîâåííîãî àëãîðèòìà

ÊÂ óáûâàåò êàê O(n�
1
2 ), åñëè òðèæäû äèôôåðåíöèðóåìà � êàê O(n�

2
3 )

[4]. Â.Ôàáèàí â [12] ìîäèôèöèðîâàë ïðîöåäóðó ÊÂ, ïðåäëîæèâ èñïîëü-

çîâàòü êðîìå àïïðîêñèìàöèè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé êîíå÷íî�ðàçíîñòíûå

àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ âûñøèõ ïîðÿäêîâ ñ îïðåäåëåííûìè âåñàìè.

Åñëè ôóíêöèÿ f(�) èìååò ` íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ, òîãäà àëãîðèòì

Ôàáèàíà îáåñïå÷èâàåò ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîðÿäêà

O(n�
`�1
` ) äëÿ íå÷åòíûõ `. Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ àëãîðèòì

Ôàáèàíà î÷åíü óñëîæíåí, ÷èñëî íàáëþäåíèé íà îäíîé èòåðàöèè áûñòðî

óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ãëàäêîñòè è ðàçìåðíîñòè, êðîìå ýòîãî, íà êàæäîì

øàãå ïðèõîäèòñÿ îáðàùàòü íåêîòîðóþ ìàòðèöó. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàí-

äîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ÑÀ â çàäà÷àõ ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè èññëå-

äóåìûìè ôóíêöèÿìè f(�) äîáèòüñÿ óâåëè÷åíèÿ àñìïòîòè÷åñêîé ñðåäíå-

êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè óäà�åòñÿ áåç óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà

èçìåðåíèé ôóíêöèè íà êàæäîé èòåðàöèè. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà íåêîòîðûé

îáîáùåííûé ïîêàçàòåëü ãëàäêîñòè ôóíêöèè f(�) ðàâåí  ( = `+1, åñëè
âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ïîðÿäêà äî ` âêëþ÷èòåëüíî óäîâëåòâî-

ðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà) Á.Ò.Ïîëÿêîì è À.Á.Öûáàêîâûì â [13] áûëî

ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ñòàòèñòèêè âèäà

~z(�; �;�) = K(�)
Y (� + ��)� Y (� � ��)

2�
; �z(�; �;�) =

1

�
K(�)Y (�+��);

ãäåK(�)� íåêîòîðàÿ âåêòîð�ôóíêöèÿ ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì (äèôôåðåí-

öèðóþùåå ÿäðî), îïðåäåëÿåìàÿ ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Ëåæàíäðà ñòåïåíè ìåíüøåé . Äâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàíäîìèçðîâàííûõ

àëãîðèòìà äàþò ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëü-
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íîñòè îöåíîê, ðàâíóþ O(n�
�1
 ). Â òîé æå ðàáîòå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

äëÿ øèðîêîãî êëàññà àëãîðèòìîâ ýòà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè îïòèìàëüíà

â íåêîòîðîì àñèìïòîòè÷åñêè ìèíèìàêñíîì ñìûñëå, ò. å. íå ìîæåò áûòü

óëó÷øåíà íè äëÿ êàêîãî�ëèáî äðóãîãî àëãîðèòìà, íè äëÿ ëþáîãî äðóãîãî

äîïóñòèìîãî ïðàâèëà âûáîðà òî÷åê èçìåðåíèÿ. Äëÿ íå÷åòíûõ ` ýòîò æå

ôàêò ðàíåå áûë óñòàíîâëåí Õ.-Ô.×åíîì [14].

Â [13] òàêæå çàìå÷åíî, ÷òî àëãîðèòì ñ îäíèì èçìåðåíèåì â àñèìïòîòè-

÷åñêîì ñìûñëå âåäåò ñåáÿ õóæå, ÷åì àëãîðèòì ñ äâóìÿ èçìåðåíèÿìè. Êàê

áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ýòî íå ñîâñåì òàê, åñëè ïðè ñðàâíåíèè àëãîðèòìîâ

ðàññìàòðèâàòü êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, óìíîæåííîå íà êîëè÷åñòâî èçìåðå-

íèé. Êðîìå òîãî, âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèÿõ, â ÷àñòíîñòè,

ïðè îïòèìèçàöèè ðàáîòû ñèñòåì ðåàëüíîãî âðåìåíè, ëåæàùèå â îñíîâå

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû ìîãóò èçìåíÿòüñÿ ñëèø-

êîì áûñòðî, íå ïîçâîëÿÿ óñïåòü ïîëó÷èòü äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ èçìåðå-

íèÿ. Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ïðîñòî íåâîçìîæíî äëÿ îäíîãî øàãà àëãîðèò-

ìà ñäåëàòü äâà èçìåðåíèÿ òàêèõ, ÷òîáû ïîìåõè íàáëþäåíèÿ â îáåèõ

òî÷êàõ �̂n�1 + �n�n è �̂n�1 � �n�n áûëè íåêîððåëèðîâàííû ñ �n. (Ýòî

îäíî èç îñíîâíûõ óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè àëãîðèòìà!).

Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ÑÀ ïðè "ïî÷òè

ïðîèçâîëüíûõ" ïîìåõàõ è ñîîòâåòñâóþùèå èñòîðèêî�áèáëèîãðàôè÷åñêèå

ññûëêè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [15]. Äåòåðìèíèðîâàííûé àíàëèç

ñõîäèìîñòè ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìà-

öèè ïðîâîäèëñÿ â ðàáîòàõ [16�17]. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àëãîðèòìîâ

èññëåäóåòñÿ è â [18�19].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ

Ïóñòü F (w; �) : R
p � R

r ! R
1 � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî âòîðîìó

àðãóìåíòó ôóíêöèÿ, x1; x2 : : : � âûáèðàåìàÿ ýêñïåðèìåíòàòîðîì ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü òî÷åê èçìåðåíèÿ (ïëàí íàáëþäåíèÿ), â êîòîðûõ â êàæäûé

ìîìåíò âðåìåíè n = 1; 2; : : : äîñòóïíî íàáëþäåíèþ ñ àääèòèâíûìè ïîìå-

õàìè vn çíà÷åíèå ôóíêöèè F (wn; �)
yn = F (wn; xn) + vn;

ãäå fwng � íåêîíòðîëèðóåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
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(wn 2 R
p), èìåþùèõ îäèíàêîâîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåèçâåñòíîå ðàñïðåäåëå-

íèå Pw(�) ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Òðåáóåòñÿ ïî íàáëþäåíèÿì y1; y2 : : : ïîñòðîèòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê f�̂ng íåèçâåñòíîãî âåêòîðà �?, ìèíèìèçèðóþ-
ùåãî ôóíêöèþ

f(�) =

Z
Rp

F (w; �)Pw(dw)

òèïà ôóíêöèîíàëà ñðåäíåãî ðèñêà. Òàêàÿ æå ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàññìàò-

ðèâàëàñü è â [15]. Â ýòîé ðàáîòå äîïîëíèòåëüíî ñòîèò öåëü: îïòèìèçè-

ðîâàòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ k � k
è (�; �) äëÿ åâêëèäîâîé íîðìû è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â Rr .

A.1 Ôóíêöèÿ f(�) � ñèëüíîâûïóêëàÿ, ò.å. èìååò åäèíñòâåííûé ìèíè-

ìóì â Rr â íåêîòîðîé òî÷êå �? = �?(f(�)) è
(x� �?;rf(x)) � �kx� �?k2; 8x 2 R

r

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé � > 0.

A.2 Óñëîâèå Ëèïøèöà íà ãðàäèåíò ôóíêöèè f(�)
krf(x)�rf(�)k � Akx� �k; 8x; � 2 R

r

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé A > �.

A.3 Ôóíêöèÿ f(�) 2 C` (`-ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà) è âñå å�å

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà ` âêëþ÷èòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò íà

R
r óñëîâèþ Ã�åëüäåðà ïîðÿäêà �, 0 < � � 1:

jf(x)�
X
j�lj�`

1
�l!
D

�lf(�)(x� �)
�lj �Mkx� �k;

ãäå  = `+ � � 2, M � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ,
�l = (l(1); : : : ; l(r))T 2 N

r � ìóëüòèèíäåêñ, l(i) � 0; i = 1; : : : ; r;
j �l j= l(1) + : : :+ l(r); �l! = l(1)! � � � l(r)!;
x 2 R

r ; x
�l = (x(1))l

(1) � � � (x(r))l(r); D�l = @ j
�lj=(@x(1))l

(1) � � � (@x(r))l(r):
Ïðè  = 2 ïîëàãàåì M = A=2.
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3. Ïðîáíîå âîçìóùåíèå è îñíîâíûå àëãîðèòìû

Ïóñòü �n; n = 1; 2; : : : � íàáëþäàåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñè-

ìûõ äðóã îò äðóãà îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â Rr ,

íàçûâàåìàÿ â äàëüíåéøåì ïðîáíûì îäíîâðåìåííûì âîçìóùåíèåì. Âñå

êîìïîíåíòû âåêòîðà �n íå çàâèñÿò äðóã îò äðóãà è èìåþò îäèíàêîâóþ

ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ P�(�) ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé íà÷àëüíûé âåêòîð �̂0 2 R
r , âûáåðåì ïîëîæè-

òåëüíûå ÷èñëà �; � è äâå ñêàëÿðíûå îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè (ÿäðà)K0(�)
è K1(�), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿìZ

uK0(u)P�(du) = 1;

Z
ukK0(u)P�(du) = 0; k = 0; 2; : : : ; `;

(1) Z
K1(u)P�(du) = 1;

Z
ukK1(u)P�(du) = 0; k = 1; : : : ; `� 1:

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òî÷åê èçìåðåíèÿ fxng è îöåíîê

f�̂ng ïðåäëàãàþòñÿ äâà àëãîðèòìà. Ïåðâûé èç íèõ èñïîëüçóåò íà êàæäîì
øàãå (èòåðàöèè) äâà íàáëþäåíèÿ:8>>>>><

>>>>>:

x2n = �̂n�1 + �n�
1
2�n; x2n�1 = �̂n�1 � �n�

1
2�n;

y2n = F (w2n; x2n) + v2n; y2n�1 = F (w2n�1; x2n�1) + v2n�1;

�̂n = �̂n�1 � �n�1+
1
2K(�n)

y2n�y2n�1

2
;

(2)

à âòîðîé � îäíî íàáëþäåíèå:8<
:
xn = �̂n�1 + �n�

1
2�n; yn = F (wn; xn) + vn;

�̂n = P�n
(�̂n�1 � �n�1+

1
2K(�n)yn):

(3)

Â îáîèõ àëãîðèòìàõ K(�) � âåêòîð�ôóíêöèÿ, êîìïîíåíòû êîòîðîé âû-

÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

K(i)(x) = K0(x
(i))
Y
j 6=i

K1(x
(j)); i; j = 1; : : : ; r; x 2 R

r :(4)
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Â àëãîðèòìå (3) îáîçíà÷åíû P�n
(�); n = 1; 2; : : : � îïåðàòîðû ïðîåêòè-

ðîâàíèÿ íà íåêîòîðûå âûïóêëûå çàìêíóòûå îãðàíè÷åííûå ïîäìíîæåñòâà

�n � R
r , êîòîðûå ñîäåðæàò, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n � 1, òî÷êó �?.

Åñëè çàðàíåå èçâåñòíî îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî �,
ñîäåðæàùåå òî÷êó �?, òî ìîæíî ñ÷èòàòü �n = �. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ìíîæåñòâà f�ng ìîãóò ðàñøèðÿòüñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè.
Ñëåäóÿ ðàáîòàì Â.ß.Êàòêîâíèêà [7] è Á.Ò.Ïîëÿêà ñ À.Á.Öûáàêîâûì

[13], óêàæåì îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ÿäåð K0(�) è K1(�),
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (1). Çàìåòèì, ÷òî â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå äëÿ

çàäàíèÿ K(x) äîñòàòî÷íî îäíîé ôóíêöèè K0(x). Ïóñòü fpm(�)g`m=0 �

íåêîòîðàÿ ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ, çàäàííûõ íà íîñèòåëå ðàñïðåäåëåíèÿ

P�(�), îðòîãîíàëüíûõ îòíîñèòåëüíî ïîðîæäàåìîé èì ìåðû. Ïî àíàëîãèè

ñ äîêàçàòåëüñòâîì èç [13] íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèè

K0(u) =
`X

m=0

ampm(u) ; am = p0m(0)=

Z
p2m(u)P�(du) ;

K1(u) =
`�1X
m=0

bmpm(u) ; bm = pm(0) =

Z
p2m(u)P�(du):

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1).

Â [13] â êà÷åñòâå âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ïðîáíîãî

âîçìóùåíèÿ P�(�) áûëî âûáðàíî ðàâíîìåðíîå íà èíòåðâàëå [�1
2
; 1
2
] è äëÿ

ïîñòðîåíèÿ ÿäåð K0(�) è K1(�) íà èíòåðâàëå [�1
2
; 1
2
] áûëî ïðåäëîæåíî

èñïîëüçîâàòü îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ

íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ` = 1; 2 (ò.å. 2 �  � 3) èìååì
K0(u) = 12u;K1(u) = 1;
äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé ` = 3; 4 (ò.å. 3 <  � 5) �
K0(u) = 5u(15� 84u2); K1(u) = 9=4� 15u2;
è ïðè juj > 1=2 îáå ôóíêöèè ðàâíû íóëþ.

Ðàññìîòðåíèå áîëåå îáùåãî, ÷åì ðàâíîìåðíîå èç [13], òèïà âåðîÿòíîñò-

íûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ îáóñëàâëèâàåòñÿ òåì, ÷òî ÷àñòî

íà ïðàêòèêå ïîñòàíîâêà çàäà÷è èíîãäà ñàìà ïî ñåáå çàäàåò îïðåäåëåííûé

òèï ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ P�(�), êîòîðîå óäîáíåå ìîäåëè-
ðîâàòü, èëè â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàñïðåäåëåíèÿ
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òîëüêî èç íåêîòîðîãî óçêîãî ôèêñèðîâàííîãî êëàññà. Âîçìîæíîñòü âûáî-

ðà ñðåäè ðàçëè÷íûõ ñèñòåì îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîçâîëÿåò ïîëó-

÷èòü òî èëè èíîå êà÷åñòâî îöåíèâàíèÿ ïðè îäèíàêîâîì àñèìïòîòè÷åñêîì

ïîðÿäêå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

4. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè

Oáîçíà÷èì W = supp(Pw(�)) � R
p � íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ Pw(�);

Fn�1 � �-àëãåáðó âåðîÿòíîñòíûõ ñîáûòèé, ïîðîæäàåìóþ ñëó÷àéíûìè

âåëè÷èíàìè �̂0; �̂1; : : : ; �̂n�1, ôîðìèðóåìûìè ïî àëãîðèòìó (2) (èëè (3));

�vn = v2n � v2n�1; �wn =

�
w2n

w2n�1

�
; dn = 1;

ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà (2), �vn = vn; �wn = wn; dn = diam(�n);
ïðè ïîñòðîåíèè îöåíîê ïî àëãîðèòìó (3). Çäåñü diam(�) � åâêëèäîâûé

äèàìåòð ìíîæåñòâà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû àñèìï-

òîòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àëãîðèòìîâ (2) è (3) áûëà îïòèìàëüíîé.

Ò å î ð å ì à 1 Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

(1) äëÿ ôóíêöèé K0(�); K1(�) è P�(�);
(A.1,3) ïðè  � 2; �� > �1

2�
äëÿ ôóíêöèè f(�) = EfF (w; �)g;

(A.2) äëÿ ôóíêöèé F (w; �) 8w 2 W ;

8� 2 R
r ôóíêöèè F (�; �) è r�F (�; �) ðàâíîìåðíî íà W îãðàíè÷åíû;

dnn
�1+ 1

2 ! 0 ïðè n!1;

8n � 1 ñëó÷àéíûå âåêòîðû �wn;�n íå çàâèñÿò îò �v1; : : : ; �vn; �w1; : : : ; �wn�1,

è ñëó÷àéíûé âåêòîð �n íå çàâèñèò îò �wn;

Ef(v2n � v2n�1)
2=2g � �22; (Efv2ng � �21);

òîãäà äëÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè îöåíîê f�̂ng, ñãåíåðèðîâàííûõ àëãîðèòìîì (2) ( èëè (3)), àñèìï-

òîòè÷åñêè ïðè n!1 âûïîëíÿåòñÿ

Efk�̂n � �?k2g = O(n�
�1
 ):

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ïðèâåäåíî â ïðèëîæåíèè.

Â ðàáîòå [15] äîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ:P
n
n�2+1=Ef�v2njFn�1g < 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü îöåíîê ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà: �̂n ! �? ïðè n!1.

9



Ïîëó÷åííûå îöåíêè äëÿ ïîðÿäêà ñêîðîñòè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ñõîäè-

ìîñòè îöåíîê ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè. Â [13] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ êëàññà

âñåõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿìA.1�A.3, íå ñóùåñòâóåò àëãî-

ðèòìîâ àñèìïòîòè÷åñêè áîëåå ýôôåêòèâíûõ â íåêîòîðîì ìèíèìàêñíîì

ñìûñëå. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, äëÿ îöåíêè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé

ðåãðåññèè, ïðàâèëà âûáîðà ñîîòâåòñòâóþùèõ îïòèìàëüíûõ ðàíäîìçèðî-

âàííûõ àëãîðèòìîâ ìîæíî íàéòè â [20].

Â òåîðåìå 1 ïîìåõè íàáëþäåíèÿ vn ìîæíî óñëîâíî íàçâàòü "ïî÷òè

ïðîèçâîëüíûìè", òàê êàê îíè ìîãóò áûòü íåñëó÷àéíûìè, íî íåèçâåñòíû-

ìè è îãðàíè÷åííûìè, èëè ïðåäñòàâëÿòü èç ñåáÿ ðåàëèçàöèþ íåêîòîðîãî

ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà ñ ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðîé çàâèñèìîñòåé. Â

÷àñòíîñòè, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé òåîðåìû 1 íåò íåîáõîäèìîñòè

ïðåäïîëàãàòü ÷òî-ëèáî î çàâèñèìîñòè ìåæäó �vn è Fn�1.

Óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè ïîìåõ íàáëþäåíèÿ îò ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ

ìîæåò áûòü îñëàáëåíî. Äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü ñòðåìëåíèå ê íóëþ ñ

âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïðè n!1 óñëîâíîé âçàèìíîé êîððåëÿöèè ìåæäó

�vn è K(�n): kEf�vnK(�n)jFn�1gk = O(n�1+
1
2 ):

Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ïîñëåäóþùèõ ôîðìóë îïðåäåëèì êîíñòàíòó �,

ðàâíóþ åäèíèöå, åñëè ïîìåõè íàáëþäåíèÿ fvng � íåçàâèñèìûå è öåíòðè-

ðîâàííûå, è äâóì � â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Îáîçíà÷èì K̂ =
R kK(x)k2P(dx);

�K =
R kxkkK(x)kP(dx); P(x) =Qr

i=1P�(x
(i)): Âåëè÷èíû K̂ è �K êîíå÷-

íû èç�çà îãðàíè÷åííîñòè âåêòîð�ôóíêöèè K(�) è êîíå÷íîñòè íîñèòåëÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ P�(�). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 äëÿ ñëó÷àÿ M > 0
áóäóò óñòàíîâëåíû îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ

�? = 1=(��?); �? = (2�(�i + �2i =i)K̂)
1
2 (
p
( � 1)M �K)�

1


è êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè àñèìïòîòè÷åñêîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àëãî-

ðèòìîâ (2) è (3):

Efk�̂n � �?k2g � n�
�1
 �iK̂

�1
 �K

2
 + o(n�

�1
 );

�i = 
1+

 ( � 1)
1�

 ��2(�(�i + �2i =i))
�1
 M

2
 ; i = 1; 2;

ãäå �1 = supw2W

�
F (w; �?) + 1

2
(r�F (w; �

?))2
�2
; ñîîòâåòñòâóåò àëãîðèòìó

10



ñ îäíèì èçìåðåíèåì (3), à äëÿ (2) �2 =

= sup
w1;w22W

�
2jF (w1; �

?)� F (w2; �
?)j+ (r�F (w1; �

?))2 + (r�F (w2; �
?))2
�2
=8:

Åñëè F (w; x) = f(x); òî, êàê âèäíî èç ñðàâíåíèÿ �1 è �2, àñèìïòîòè÷åñ-

êàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïî èòåðàöèÿì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê, ôîð-

ìèðóåìîé ïî àëãîðèòìó (2), èñïîëüçóþùåìó äâà íàáëþäåíèÿ, âñåãäà ëó÷-

øå, ÷åì äëÿ àëãîðèòìà (3). Åñëè ïðîèçâåñòè ñðàâíåíèå ïî ïðèíöèïó,

ó÷èòûâàþùåìó êîëè÷åñòâî èçìåðåíèé, òî ïðåèìóùåñòâî àëãîðèòìà (2)

ïåðåñòàåò áûòü áåññïîðíûì. Ñðàâíèâàÿ çíà÷åíèÿ �1 è 2�2, íåñëîæíî
óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðè 2

1
�1�22 � �21 > �1 � 2

1
�1�2 àñèìïòîòè÷åñêàÿ

ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, ó÷èòûâàþùàÿ êîëè÷åñòâî èçìåðåíèé, äëÿ àëãîðèò-

ìà (3) ëó÷øå, ÷åì äëÿ (2).

Â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå ïðè F (w; x) = f(x) ñ ïðîáíûì îäíîâðåìåííûì

âîçìóùåíèåì f�ng, ôîðìèðóåìûì íåçàâèñèìûìè, îäèíàêîâî ðàâíîìåð-

íî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè èç îòðåçêà [�1
2
; 1
2
], è íåçà-

âèñèìûìè, öåíòðèðîâàííûìè ïîìåõàìè íàáëþäåíèÿ fvng : Efv2ng � �2v,

ïðè  = 2 è K(x) = 12x; jxj � 1=2, â ñèëó ïîëó÷åííûõ îöåíîê ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè, äëÿ àëãîðèòìà (2) èìååì

Efk�̂n � �?k2g � 9A�v

4
p
3�2

n�1=2 + o(n�1=2); �? =
1

��?
; �? =

4
p
�vp

A 4
p
3
;

à äëÿ (3) � Efk�̂n � �?k2g � 4; 5
p
f(�?)2 + �2v=(

p
6�2)n�1=2 + o(n�1=2):

Îòñþäà, åñëè f(�?)2 < �2v , òî ïðåäïî÷òèòåëüíåå ïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèò-

ìîì (3).

5. Ïðèìåð

Äëÿ èëëþñòðàöèè òèïè÷íîãî ïîâåäåíèÿ îöåíîê ðàíäîìèçèðîâàííûõ

àëãîðèòìîâ ÑÀ áûëî ïðîâåäåíî íåñêîëüêî ñåðèé èììèòàöèîííîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ íà ÝÂÌ. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàëñÿ ýëåìåíòàðíûé ïðèìåð èç

[17]. Ïóñòü F (w; x) = f(x) = x2 � 4x� 2. Ýòà ôóíêöèÿ ãëàäêàÿ è èìååò

åäèíñòâåííûé ìèíèìóì ïðè x = 2. Êîíñòàíòû A è � äëÿ íå�å ðàâíû

äâóì. Èçìåðåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè ïðîèçâîäÿòñÿ íà ôîíå íåèçâåñòíûõ

àääèòèâíûõ ïîìåõ, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà èíòåðâàëå [�1
2
; 1
2
]:
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Efv2ng = 1=12. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû òèïè÷íûå òðàåêòîðèè îöåíîê äëÿ

äâóõ àëãîðèòìîâ òèïà (2), ñîîòâåòñòâóþùèõ âûáîðó  = 28<
:
y2n�i = f(�̂n�1 + (�1)i 2p

3
n�

1
4�n) + v2n�i; i = 0; 1;

�̂n = �̂n�1 � 1; 5
p
3n�

3
4�n(y2n � y2n�1);

(5)

è  = 5 8<
:
y2n�i = f(�̂n�1 + (�1)i2n� 1

10�n) + v2n�i; i = 0; 1;

�̂n = �̂n�1 � 5
16
n�

9
10 (15�n � 84�3

n)(y2n � y2n�1);

(6)

Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå �̂0 = 3. Â êà÷åñòâå ïðîáíîãî îäíîâðåìåííîãî

âîçìóùåíèÿ â îáîèõ àëãîðèòìàõ èñïîëüçîâàëèñü ðåàëèçàöèè íåçàâèñèìîé

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå [�1
2
; 1
2
] ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

6. Çàêëþ÷åíèå

Çàìå÷àòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòå ðàíäîìèçèðî-

âàííûõ àëãîðèòìîâ ÑÀ ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíåíèå èõ ïðîñòîòû, ðàáîòîñïîñîá-

íîñòè è îïòèìàëüíîñòè ñêîðîñòè ñõäèìîñòè ïðè ðîñòå ðàçìåðíîñòè âåê-

òîðà îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ. Òàê êàê ïðè ýòîì íå ðàñòåò íåîáõîäèìîå

äëÿ êàæäîé èòåðàöèè êîëè÷åñòâî èçìåðåíèé, òî âàæíûì äàëüíåéøèì

øàãîì â ðàçâèòèè ìîæåò ñòàòü ïðèìåíåíèå ýòèõ àëãîðèòìîâ â ñèñòåìàõ ñ

áåñêîíå÷íîìåðíûìè è ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Íà âçãëÿä àâòîðà,

çàìåíà â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà êîíå÷íî�ðàçíîñòíûõ

àïïðîêñèìàöèé ãðàäèåíòà öåëåâîé ôóíêöèè íà âñåãî îäíî èëè äâà èçìå-

ðåíèÿ â ñëó÷àéíî âûáèðàåìûõ òî÷êàõ íà èíòóèòèâíîì óðîâíå êàæåòñÿ

ãîðàçäî áîëåå áëèçêîé ê ìîäåëè ïîâåäåííèÿ âûñîêîîðãàíèçîâàííûõ æè-

âûõ ñèñòåì. Íàâåðíîå, òàêîãî òèïà àëãîðèòìû áîëåå åñòåñòâåííî èñïîëü-

çîâàòü ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ñèñòåì "èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà".

Àâòîð áëàãîäàðèò Á.Ò.Ïîëÿêà çà ïîìîùü è ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.

ÏÐÈËÎÆÅHÈÅ

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 1. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà

àëãîðèòì (3). Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, ïðè êîòîðûõ �? 2 �n, èñïîëüçóÿ
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ñâîéñòâà ïðîåêöèè, íåòðóäíî ïîëó÷èòü

k�̂n � �?k2 � k�̂n�1 � �? � �n�1+
1
2K(�n)ynk2:

Ïðèìåíèâ ê ïîñëåäíåìó íåðàâåíñòâó îïåðàöèþ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñ-

êîãî îæèäàíèÿ îòíîñèòåëüíî �-àëãåáðû Fn�1, èìååì

Efk�̂n � �?k2jFn�1g � k�̂n�1 � �?k2�(7)

�2�n�1+ 1
2 (�̂n�1 � �?;EfynK(�n)jFn�1g) + �2n�2+

1
Efy2nkK(�n)k2jFn�1g:

Èç ôîðìóëû (4) è óñëîâèÿ (1) íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî
R
K(x)P(dx) = 0.

Çíà÷èò, â ñèëó íåçàâèñèìîñòè �n c vn, èìååì EfvnK(�n)jFn�1g = 0; è,
ñëåäîâàòåëüíî,

EfynK(�n)jFn�1g =
Z Z

F (w; �̂n�1 + �n�
1
2x)K(x)P(dx)Pw(dw):

Çàìåòèì, ÷òî òàêæå, â ñèëó (4) è (1),

��1n
1
2

Z X
j�lj�`

1
�l!
D

�lf(�̂n�1)�
j�ljn�

j�lj
2x

�lK(x)P(dx) = rf(�̂n�1):

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèè f(�), ïîëó÷àåì

��1n
1
2EfynK(�n)jFn�1g = rf(�̂n�1)+

+��1n
1
2

Z
(f(�̂n�1 + �n�

1
2x)�

X
j�lj�`

1
�l!
D

�lf(�̂n�1)�
j�ljn�

j
�lj
2x

�l)K(x)P(dx):

Âûïîëåíèå óñëîâèÿ A.3 âëå÷�åò çà ñîáîé ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

���
Z
(f(�̂n�1 + �nx)�

X
j�lj�`

1
�l!
D

�lf(�̂n�1)�
j�ljn�

j�lj
2x

�l)K(x)P(dx)
����

� M

Z
kx�n� 1

2kkK(x)kP(dx) �M �K�n�
1
2 :

Èñïîëüçóÿ ñïðàâåäëèâîå ïðè ëþáîì " > 0 íåðàâåíñòâî

k�̂n�1 � �?k � "�1n�
�1
2 M �K��1 + "(n�

�1
2 M �K��1)�1k�n�1 � �?k2
2

;
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ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ âî âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé

÷àñòè (7), èç óñëîâèÿ A.1 ïîñëåäîâàòåëüíî âûâîäèì

Efk�̂n � �?k2jFn�1g � k�̂n�1 � �?k2 � 2��n�1(�̂n�1 � �?;rf(�̂n�1))+

+2��n�1�
�1
2 M �K��1k�̂n�1 � �?k+ �2n�2+

1
Efy2nkK(�n)k2jFn�1g �

� k�̂n�1 � �?k2(1� ��(2�� ")n�1) + n�2+
1
 (��2�1"�1M2 �K2+

+�2K̂�(

Z Z
F (w; �̂n�1 + �n�

1
2x)2P(dx)Pw(dw) + Efv2njFn�1g)):

Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 â [15] èç óñëîâèÿ A.2 ìîæíî ïîëó-

÷èòü, ÷òî

jF (w; �̂n�1 + �n�
1
2x)j � p�1 + (2A+ 1)(k�̂n�1 � �?k2 + k�n� 1

2xk2)
ðàâíîìåðíî ïî w 2 W . Ñ ó÷åòîì ýòîãî ôàêòà, âçÿâ áåçóñëîâíîå ìàòåìà-

òè÷åñêîå îæèäàíèå, èìåÿ â âèäó óñëîâèå òåîðåìû äëÿ fdng, çàêëþ÷àåì

Efk�̂n� �?k2g � Efk�̂n�1� �?k2g(1�  n�1 + o(n�1)) +C1n
1

�2+ o(n

1

�2);

ãäå  = ��(2� � "); C1 = ��2�1"�1M2 �K2 + �2K̂�(�1 + �21). Ïî ëåììå
×æóíà (ñì. [8], ñòð. 51), åñëè  > ( � 1)=, òî

n1�
1
Efk�̂n � �?k2g � C1(��(2�� ")�  � 1


)�1 + o(1):(8)

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè " > 0, âûïîëíåíèå íåðà-
âåíñòâà  > ( � 1)= ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ 2��� > ( � 1)=.

Äëÿ àëãîðèòìà (2) äîêàçàòåëüñòâî îòëè÷àåòñÿ òîëüêî íåêîòîðûìè òåõ-

íè÷åñêèìè äåòàëÿìè. Â ÷àñòíîñòè, íàäî èñïîëüçîâàòü ðàâíîìåðíóþ ïî

w 2 W îöåíêó

1

2
(F (w1; � + x)� F (w2; � � x))2 � �2 + 2(2A+ 1)2(kxk2 + k� � �?k2)2;

êîòîðóþ íåòðóäíî ïîëó÷èòü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 1.

Â èòîãå äîêàçàòåëüñòâà âûâîäèòñÿ àíàëîãè÷íàÿ (8) àñèìïòîòè÷åñêàÿ

îöåíêà ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, â êîòîðîé âìåñòî êîíñ-

òàíòû C1 ïîëó÷àåòñÿ C2 = ��2�1"�1M2 �K2+�2K̂�(�2+�
2
2=2). Èíòåðåñíî

îòìåòèòü ñâÿçü ìåæäó êîíñòàíòàìè C1 è C2: C1 = C2 + K̂�2�(�1 + �21 �
14



�22=2��2): Êàê âèäíî, åñëè F (w; x) = f(x), òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè ïî èòåðàöèÿì àëãîðèòìà, èñïîëüçóþùåãî äâà íàáëþäåíèÿ,

âñåãäà ëó÷øå, ÷åì àëãîðèòìà (3). Â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ñðàâíèâàòü

âåëè÷èíû �1 + �21 è �2 + �22=2.
Ïðàâàÿ ÷àñòü â (8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ îò �; � è ". Îïòèìè-

çèðóÿ ïî ýòèì ïàðàìåòðàì, ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ �?; �? è "? = 2�=.
Àíàëîãè÷íî, îïòèìèçèðóÿ ïî �; � è " âåðõíþþ ãðàíèöó àñèìïòîòè÷åñêîé

ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ îöåíîê àëãîðèòìà (2), íàõîäÿòñÿ îïòèìàëüíûå

çíà÷åíèÿ åãî ïàðàìåòðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 è çàìå÷àíèÿ ê íåé çàêîí÷åíî.
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Ðèñ. 1. Òðàåêòîðèè îöåíîê àëãîðèòìîâ (5) è (6)


