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Ðàññìàòðèâàþòñÿ íîâûå àëãîðèòìû ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìà-

öèè ñ âîçìóùåíèåì íà âõîäå, êîòîðûå â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå íå òîëüêî

èìåþò ïðîñòîé âèä è äàþò ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè íåèçâåñòíûõ ïàðà-

ìåòðîâ ïðè "ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ" ïîìåõàõ, íî è åñòåñòâåííî "âïèñû-

âàþòñÿ" â êîíñòðóêöèþ íîâîãî êâàíòîâîãî ýëåêòðîííîãî óñòðîéñòâà

äëÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíêè âåêòîðà-ãðàäèåíòà ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

1. Ââåäåíèå

Ïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ îöåíèâàíèÿ è îïòèìèçàöèè â áîëüøèíñòâå

ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ïîìåõàì è îøèáêàì â èçìåðåíèÿõ èëè â

îïèñàíèè ñâîéñòâ ìîäåëè ïðèïèñûâàþòñÿ êàêèå-ëèáî ïîëåçíûå ñòàòèñ-

òè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, íà îñíîâàíèè êîòîðûõ äîêàçûâàþò îáîñíîâàí-

íîñòü àëãîðèòìà. Hàèáîëåå ÷àñòî ïðåäïîëàãàåòñÿ, íàïðèìåð, öåíòðè-

ðîâàííîñòü ïîìåõ. Â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå èñïîëüçóþòñÿ àëãîðèòìû,

îñíîâàííûå íà èäåÿõ îáûêíîâåííîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ïðåä-

ñòàâëÿþùåãî ñîáîé ïðîñòîå óñðåäíåíèå äàííûõ íàáëþäåíèÿ. Åñëè ïðè

ýòîì ïðåäïîëîæåíèå î öåíòðèðîâàííîñòè ïîìåõ áûëî ñäåëàíî áåç äîñòà-

òî÷íîãî îáîñíîâàíèÿ, òî ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå òàêîãî òèïà àëãî-

ðèòìîâ íåöåëåñîîáðàçíî, à èíîãäà è âðåäíî. Òàê îáñòîÿò äåëà, íàïðèìåð,

â óñëîâèÿõ âîçìîæíîãî ïðîòèâîäåéñòâèÿ "ïðîòèâíèêà". Â ÷àñòíîñòè,

åñëè ïîìåõà îïðåäåëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé (íåñëó÷àéíîé) íåèçâåñò-

íîé ôóíêöèåé (ïðîòèâíèê ãëóøèò ñèãíàë) èëè ïîìåõè èçìåðåíèÿ � çàâè-

ñèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê íàáëþäåíèÿì îáû-

÷íîé îïåðàöèè óñðåäíåíèÿ íèêàêîé ïîëåçíîé èíôîðìàöèè â ñåáå íå íåñåò.



Àíàëèç òèïè÷íûõ â òàêîé ñèòóàöèè òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâà-

åò, ÷òî ïîëó÷àåìûå ïî îáûêíîâåííûì àëãîðèòìàì îöåíêè ïëîõèå, ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü íàáëþäåíèé ïðè ýòîì îáû÷íî íàçûâàþò âûðîæäåííîé è

÷àùå âñåãî âîïðîñ î ðåøåíèè òàêèõ çàäà÷ íå ðàññìàòðèâàþò.

Äðóãàÿ áëèçêàÿ ïðîáëåìà, ñ êîòîðîé ñòàëêèâàþòñÿ ïðè ïðàêòè÷åñêîì

ïðèìåíåíèè ìíîãèõ ðåêóððåíòíûõ àëãîðèòìîâ îöåíèâàíèÿ, ýòî íåäîñòà-

òî÷íàÿ âàðèàòèâíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàáëþäåíèé. Íàïðèìåð, ïðè

ñèíòåçå àäàïòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ãëàâíàÿ öåëü ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè

îòêëîíåíèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû îò çàäàííîé òðàåêòîðèè, ÷òî

÷àñòî ïðèâîäèò ê âûðîæäåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàáëþäåíèé. Ýòî

îáóñëàâëèâàåò ñëîæíîñòü ïðîáëåìû èäåíòèôèêàöèè, äëÿ óñïåøíîãî ïðî-

âåäåíèÿ êîòîðîé äîëæíî áûòü îáåñïå÷åíî "ðàçíîîáðàçèå" íàáëþäåíèé.

Îñíîâîé äîñòàòî÷íî íîâîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷ îöåíèâàíèÿ è

îïòèìèçàöèè â ïëîõèõ óñëîâèÿõ (íàïðèìåð, ïðè âûðîæäåííûõ íàáëþäå-

íèÿõ) ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïðîáíûõ âîçìóùåíèé. Äëÿ "îáîãàùåíèÿ"

èíôîðìàöèè â êàíàëå íàáëþäåíèÿ ïðè ðåøåíèè ðÿäà çàäà÷ óäàåòñÿ ÷åðåç

âõîäíûå êàíàëû ñèñòåìû èëè àëãîðèòìà âêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèå íåêî-

òîðîå íîâîå ïðîáíîå âîçìóùåíèå, ñ çàäàâàåìûìè ýêñïåðèìåíòàòîðîì èëè

õîðîøî èçâåñòíûìè ñòàòèñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Èíîãäà ðîëü ïðîáíîãî

âîçìóùåíèÿ ìîæåò èãðàòü óæå ïðèñóòñòâóþùèé â ñèñòåìå èçìåðÿåìûé

ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Â ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ ïðîáíûå âîçäåéñòâèÿ ìîæíî

äîáàâëÿòü ÷åðåç êàíàë óïðàâëåíèÿ, â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ðîëü ïðîáíîãî âîç-

äåéñòâèÿ ìîæåò èãðàòü ðàíäîìèçèðîâàííûé ïëàí íàáëþäåíèé (ýêñïåðè-

ìåíòà). Ïðè èññëåäîâàíèè îáíîâëåííîé ñèñòåìû ñ ïðîáíûì âîçìóùåíèåì,

êîòîðàÿ èíîãäà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî â äðóãîé ôîðìå çàïèñàííîé ñòàðîé, ÷àñòî

óäàåòñÿ, èñïîëüçîâàâ òðàäèöèîííûå ìåòîäû òåîðèè îöåíèâàíèÿ, ïîëó-

÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû î ñõîäèìîñòè è îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè

íîâûõ àëãîðèòìîâ. Îäíà èç çàìå÷àòåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê òàêîãî òèïà

àëãîðèòìîâ � ñõîäèìîñòü ïðè "ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ" ïîìåõàõ. Ñóùåñò-

âåííîå îãðàíè÷åíèå èõ ïðèìåíèìîñòè � ïðåäïîëîæåíèå î íåçàâèñèìîñòè

äîáàâëÿåìîãî â ñèñòåìó ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ è ñîáñòâåííî ïîìåõ. Âî

ìíîãèõ çàäà÷àõ ýòî îãðàíè÷åíèå íà ñâîéñòâà ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ è

ïîìåõ åñòåñòâåííî è âûïîëíèìî. Òàê îáñòîèò äåëî â ñëó÷àÿõ, êîãäà

â êà÷åñòâå ïîìåõè âûñòóïàåò ëèáî íåèçâåñòíàÿ îãðàíè÷åííàÿ äåòåðìè-

íèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ, ëèáî äðóãîå ïîñòîðîííåå ñëó÷àéíîå âîçìóùåíèå,

2



ãåíåðèðóåìîå íå çíàþùèì ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ íàøåãî ïðîáíîãî âîç-

ìóùåíèÿ ïðîòèâíèêîì, ïûòàþùèìñÿ îêàçàòü ïðîòèâîäåéñòâèå íàøèì

èññëåäîâàíèÿì.

Êàê íè ñòðàííî, äîëãîå âðåìÿ èññëåäîâàòåëè íå çàìå÷àëè òîãî ôàêòà,

÷òî â ñëó÷àå çàøóìëåííûõ íàáëþäåíèé àëãîðèòìû ïîèñêà ñ ïîñëåäîâà-

òåëüíûì (n = 1; 2; : : :) èçìåíåíèåì îöåíêè �̂n�1 â íàïðàâëåíèè ïî îñè

íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî öåíòðèðîâàííîãî âåêòîðà �n:

�̂n = �̂n�1 ��n�yn;

ìîãóò ñõîäèòüñÿ ê èñòèííîìó âåêòîðó ðåãóëèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ �? íå

òîëüêî ïðè "õîðîøèõ" ïîìåõàõ, íî è ïðè "ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ". Ýòî

äîñòèãàåòñÿ â óñëîâèÿõ, êîãäà íàáëþäåíèÿ �yn ïðîèçâîäÿòñÿ â íåêîòîðîé
òî÷êå, îïðåäåëÿåìîé ïðåäûäóùåé îöåíêîé �̂n�1 è âåêòîðîì �n, íàçûâà-

åìûì ïðîáíûì îäíîâðåìåííûì âîçìóùåíèåì. Àëãîðèòìû òàêîãî òèïà

ïðåäëàãàåòñÿ íàçûâàòü ðàíäîìèçèðîâàííûìè àëãîðèòìàìè îöåíèâàíèÿ,

òàê êàê îáîñíîâàíèå èõ ñõîäèìîñòè ïðè "ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ" ïîìå-

õàõ ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò ñòîõàñòè÷åñêóþ (âåðîÿòíîñòíóþ) ïðèðîäó

ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ. Â íåäàëåêîì áóäóùåì íåñêîëüêî íàñòîðîæåííîå

îòíîøåíèå ïðàêòèêîâ ê ñòîõàñòè÷åñêèì àëãîðèòìàì è ê èõ ðåçóëüòàòàì

êàðäèíàëüíî èçìåíèòñÿ. Hà ñìåíó ñîâðåìåííîìó ïîêîëåíèþ âû÷èñëè-

òåëüíîé òåõíèêè ïðèäóò êâàíòóì�êîìïüþòåðû, ðàáîòàþùèå â ñèëó êâàí-

òîâîãî ïðèíöèïà íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà êàê ñòîõàñòè÷åñêèå ñèñ-

òåìû. Ñ ó÷�åòîì âîçìîæíîñòè êâàíòîâîãî ïàðàëëåëèçìà àëãîðèòìû îöå-

íèâàíèÿ òèïà ðàíäîìèçèðîâàííîãî, íàâåðíîå, ïðîñòî è åñòåñòâåííî ëÿãóò

â îñíîâó áóäóùèõ êâàíòîâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ.

Îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü ïðåäëàãàåìûõ â ýòîé ðàáîòå àëãîðèòìîâ ñòîõàñ-

òè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåèçâåñòíàÿ ìèíèìèçèðóå-

ìàÿ ôóíêöèÿ íà êàæäîì øàãå èçìåðÿåòñÿ íå â òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé

ïðåäûäóùåé îöåíêå, à â åå ñëåãêà âîçáóæäåííîé ïîçèöèè. Ýòî "âîçáóæ-

äåíèå" è èãðàåò ðîëü ïðîáíîãî îäíîâðåìåííîãî âîçìóùåíèÿ, "îáîãàùàÿ"

ïîñòóïàþùóþ â êàíàë íàáëþäåíèÿ èíôîðìàöèþ. Àíàëèç ñõîäèìîñòè

ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè ïðè "ïî÷-

òè ïðîèçâîëüíûõ" ïîìåõàõ áûë íà÷àò â ðàáîòàõ [1�4]. Â [5] ðàññìàòðèâà-

ëèñü àëãîðèòìû òàêîãî æå òèïà, íî â óñëîâèÿõ "õîðîøèõ" ïîìåõ â íàáëþ-

äåíèè, ïðè ýòîì ñðåäè áîëüøîãî êëàññà ðåêóððåíòíûõ àëãîðèòìîâ óäà-
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ëîñü äîêàçàòü èõ àñèìïòîòè÷åñêóþ îïòèìàëüíîñòü â íåêîòîðîì ìèíè-

ìàêñíîì ñìûñëå. Ïîõîæèé àëãîðèòì áûë ïðåäëîæåí â [6�7], ãäå áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ñóùåñòâåííîå ñîêðàùåíèå êîëè÷åñ-

òâà èçìåðåíèé íà êàæäîì øàãå ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêîé ïðîöåäóðîé

Êèôåðà�Âîëüôîâèöà íå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ êîëè÷åñòâà èòåðàöèé,

íåîáõîäèìîãî äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè îöåíèâàíèÿ. Â àíãëî-

ÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå íîâûé òèï àëãîðèòìîâ ïîëó÷èë íàçâàíèå îäíîâðå-

ìåííî âîçìóùàåìàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ (Simultaneous Per-

turbation Stochastic Approximation, SPSA). Ïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ

íàñòðîéêè íåéðîííûõ ñåòåé ïîõîæèå àëãîðèòìû áûëè ïðåäëîæåíû â [8]

è [9]. Âîïðîñ î ñîñòîÿòåëüíîñòè ðåêóððåíòíûõ àëãîðèòìîâ ïðè "ïî÷òè

ïðîèçâîëüíûõ" ïîìåõàõ ðàññìàòðèâàëñÿ è â [10], è â [11].

Â ýòîé ðàáîòå áóäåò ðàññìîòðåíà áîëåå îáùàÿ, ÷åì îáû÷íî, ïîñòàíîâêà

çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà òèïà ñðåäíåãî ðèñêà ïðè óñëîâèè èçìå-

ðåíèÿ çíà÷åíèé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ñòîèìîñòè ñ "ïî÷òè ïðîèçâîëü-

íûìè" ïîìåõàìè. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îöåíîê, ôîðìèðóåìûõ ïî

ðàçíûì àëãîðèòìàì, áóäåò äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ

íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà è â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì

ñìûñëå.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ

Ïóñòü F (w; �) : R
p � R

r ! R
1 � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî âòîðîìó

àðãóìåíòó ôóíêöèÿ, x1; x2 : : : � âûáèðàåìàÿ ýêñïåðèìåíòàòîðîì ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü òî÷åê èçìåðåíèÿ (ïëàí íàáëþäåíèÿ), â êîòîðûõ â êàæäûé

ìîìåíò âðåìåíè n = 1; 2; : : : äîñòóïíî íàáëþäåíèþ ñ àääèòèâíûìè ïîìå-

õàìè vn çíà÷åíèå ôóíêöèè F (wn; �)

yn = F (wn; xn) + vn;

ãäå fwng � íåêîíòðîëèðóåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

(wn 2 R
p), èìåþùèõ îäèíàêîâîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåèçâåñòíîå ðàñïðåäåëå-

íèå Pw(�) ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Òðåáóåòñÿ ïî íàáëþäåíèÿì y1; y2 : : : ïîñòðîèòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê f�̂ng íåèçâåñòíîãî âåêòîðà �
?, ìèíèìèçèðóþ-
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ùåãî ôóíêöèþ

f(�) =

Z
Rp

F (w; �)Pw(dw)

òèïà ôóíêöèîíàëà ñðåäíåãî ðèñêà.

Îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè f(�) ïðè áî-

ëåå ïðîñòîé ìîäåëè íàáëþäåíèé

yn = f(xn) + vn;

êîòîðàÿ ëåãêî óêëàäûâàåòñÿ â îáùóþ ñõåìó. Ñäåëàííîå îáîáùåíèå â

ïîñòàíîâêå çàäà÷è äèêòóåòñÿ ñòðåìëåíèåì ó÷åñòü ñëó÷àé ìóëüòèïëèêà-

òèâíûõ ïîìåõ â íàáëþäåíèÿõ

yn = wnf(xn) + vn;

êîòîðûé âõîäèò â îáùóþ ñõåìó ñ ôóíêöèåé F (w; x) = wf(x), è æåëàíèåì
îáîáùèòü ìîäåëü íàáëþäåíèé èç [12], ãäå

F (w; x) =
1

2
(x� �

? � w)T(x� �
? � w):

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ k � k

è h�; �i äëÿ åâêëèäîâîé íîðìû è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â Rr .

SA.1 Ôóíêöèÿ f(�) � ñèëüíîâûïóêëàÿ, ò.å. èìååò åäèíñòâåííûé ìèíè-

ìóì â R r â íåêîòîðîé òî÷êå �? = �
?(f(�)) è

(x� �
?
;rf(x)) � �kx� �

?k2; 8x 2 R
r

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé � > 0.

SA.2 Óñëîâèå Ëèïøèöà íà ãðàäèåíò ôóíêöèè f(�)

krf(x)�rf(�)k � Akx� �k; 8x; � 2 R
r

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé A > �.
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3. Ïðîáíîå âîçìóùåíèå è îñíîâíûå àëãîðèòìû

Ïóñòü �n; n = 1; 2; : : : � íàáëþäàåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñè-

ìûõ äðóã îò äðóãà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â Rr , íàçûâàåìàÿ â äàëüíåéøåì

ïðîáíûì îäíîâðåìåííûì âîçìóùåíèåì, ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ Pn(�).
Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé íà÷àëüíûé âåêòîð �̂0 2 R

r è âûáåðåì ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ: f�ng è f�ng.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òî÷åê èçìåðåíèÿ fxng è îöåíîê

f�ng ïðåäëàãàþòñÿ òðè àëãîðèòìà. Ïåðâûé èç íèõ èñïîëüçóåò íà êàæäîì

øàãå (èòåðàöèè) îäíî íàáëþäåíèå:

8<
:
xn = �̂n�1 + �n�n; yn = F (wn; xn) + vn ;

�̂n = �̂n�1 �
�n

�n

Kn(�n)yn;
(1)

à âòîðîé è òðåòèé àëãîðèòìû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ðàíäîìèçèðîâàííûå

âåðñèè ïðîöåäóðû Êèôåðà�Âîëüôîâèöà, � ïî äâà íàáëþäåíèÿ:

8<
:
x2n = �̂n�1 + �n�n; x2n�1 = �̂n�1 � �n�n;

�̂n = �̂n�1 �
�n

2�n

Kn(�n)(y2n � y2n�1);
(2)

8<
:
x2n = �̂n�1 + �n�n; x2n�1 = �̂n�1;

�̂n = �̂n�1 �
�n

�n

Kn(�n)(y2n � y2n�1):
(3)

Âî âñåõ òðåõ àëãîðèòìàõ èñïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûå âåêòîð-ôóíêöèè (ÿä-

ðà) Kn(�) : R
r ! R

r
; n = 1; 2; : : : ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, óäîâëåòâî-

ðÿþùèå âìåñòå ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ Pn(�)
óñëîâèÿì: Z

Kn(x)Pn(dx) = 0;

Z
Kn(x)x

TPn(dx) = I;(4)

sup
n

Z
kKn(x)k

2Pn(dx) <1; n = 1; 2; : : : ;

ãäå I � r-ìåðíàÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
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Àëãîðèòì (2) âïåðâûå áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå Ã.Êóøíåðà è Ä.Êëàðêà

[13] äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è ôóíêöèè Kn(�n) = �n:

Â [1] ñ òîé æå ïðîñòîé ôóíêöèåé ÿäðà, íî äëÿ áîëåå îáùåãî êëàññà

ïðîáíûõ âîçìóùåíèé, áûë âïåðâûå ïðåäëîæåí àëãîðèòì (1) ïîñòðîåíèÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê, ñîñòîÿòåëüíûõ ïðè "ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ"

ïîìåõàõ â íàáëþäåíèè. Á.Ò.Ïîëÿêîì è À.Á.Öûáàêîâûì â [5] áûëè ðàñ-

ñìîòðåíû îáà àëãîðèòìà (1) è (2) ñ âåêòîð�ôóíêöèåé Kn(�) äîñòàòî÷íî
îáùåãî âèäà äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî ïðîáíîãî âîçìó-

ùåíèÿ è â ïðåäïîëîæåíèè î íåçàâèñèìîñòè è öåíòðèðîâàííîñòè ïîìåõ

íàáëþäåíèÿ. Äæ.Ñïàë â [6,7] ðàññìàòðèâàë àëãîðèòì (2) äëÿ ñëó÷àÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ ñ êîíå÷íûìè îáðàòíûìè ìîìåíòàìè

è âåêòîð�ôóíêöèåé Kn(�), çàäàâàåìîé ïî ïðàâèëó

Kn((x
(1)
; x

(2)
; : : : ; x

(r))T) = (
1

x(1)
;
1

x(2)
; : : : ;

1

x(r)
)T:

Ñ òåìè æå âåêòîð�ôóíêöèåé Kn(�) è îãðàíè÷åíèÿìè íà âèä ðàñïðåäåëå-
íèÿ ïðîáíîãî îäíîâðåìåííîãî âîçìóùåíèÿ Õ.-Ô.×åíîì è äð. â [10] áûëî

ïðåäëîæåíî ðàññìàòðèâàòü àëãîðèòì (3).

4. Ñõîäèìîñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà è â

ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ñìûñëå

Âìåñòî àëãîðèòìà (1) áóäåì ðàññìàòðèâàòü áëèçêèé ê íåìó àëãîðèòì

ñ ïðîåêòèðîâàíèåì

8<
:
xn = �̂n�1 + �n�n; yn = F (wn; xn) + vn ;

�̂n = P�n
(�̂n�1 �

�n

�n

Kn(�n)yn);
(5)

äëÿ êîòîðîãî óäîáíåå ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîÿòåëüíîñòè ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ôîðìèðóåìûõ îöåíîê. Â ýòîì àëãîðèòìå P�n
; n = 1; 2; : : :�

îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ íà íåêîòîðûå âûïóêëûå çàìêíóòûå îãðàíè-

÷åííûå ïîäìíîæåñòâà �n � R
r , êîòîðûå ñîäåðæàò, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî

n � 1, òî÷êó �?. Åñëè çàðàíåå èçâåñòíî îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå âûïóê-
ëîå ìíîæåñòâî �, ñîäåðæàùåå òî÷êó �?, òî ìîæíî ñ÷èòàòü �n = �. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ìíîæåñòâà f�ng ìîãóò ðàñøèðÿòüñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè.
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Oáîçíà÷èì W = supp(Pw(�)) � R
p � íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ Pw(�);

Fn�1 � �-àëãåáðó âåðîÿòíîñòíûõ ñîáûòèé, ïîðîæäàåìóþ ñëó÷àéíûìè

âåëè÷èíàìè �̂0; �̂1; : : : ; �̂n�1, ôîðìèðóåìûìè ïî àëãîðèòìó (5) (èëè (2),

èëè (3)); ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà (2) èëè (3)

�vn = v2n � v2n�1; �wn =

�
w2n

w2n�1

�
; dn = 1;

à ïðè ïîñòðîåíèè îöåíîê ïî àëãîðèòìó (5)

�vn = vn; �wn = wn; dn = diam(�n);

ãäå diam(�) � åâêëèäîâûé äèàìåòð ìíîæåñòâà.

Ò å î ð å ì à 1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

(SA.1) äëÿ ôóíêöèè f(�) = EfF (w; �)g;
(SA.2) äëÿ ôóíêöèé F (w; �) 8w 2 W ;

(4) äëÿ ôóíêöèé Kn(�) è Pn(�); n = 1; 2; : : :;
8� 2 R

r ôóíêöèè F (�; �) è r�F (�; �) ðàâíîìåðíî íà W îãðàíè÷åíû;

8n � 1 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû �v1; : : : ; �vn è âåêòîðà �w1; : : : ; �wn�1 íå çàâè-

ñÿò îò �wn;�n, à ñëó÷àéíûé âåêòîð �wn íå çàâèñèò îò �n;

Ef�v2
n
g � �

2
n
; n = 1; 2; : : : :

Åñëè
P

n
�n = 1 è �n ! 0; �n ! 0; �2

n
�
�2
n
(1 + d

2
n
+ �

2
n
) ! 0 ïðè

n!1;

òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê f�̂ng, äîñòàâëÿåìûõ àëãîðèòìîì

(5) (èëè (2), èëè (3)), ñõîäèòñÿ ê òî÷êå �? â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ñìûñëå:

Efk�̂n � �
?k2g ! 0 ïðè n!1:

Åñëè, áîëåå òîãî,
P

n
�n�

2
n
<1 è ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöàX

n

�
2
n
�
�2
n
(1 + Ef�v2

n
jFn�1g) <1;

òîãäà �̂n ! �
? ïðè n!1 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ïðèâåäåíî â ïðèëîæåíèè.

Äëÿ ôóíêöèè F (w; x) = wf(x) óñëîâèÿ òåîðåìû 1 âûïîëíÿþòñÿ, åñëè

ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (SA.1,2).
Â òåîðåìå 1 ïîìåõè íàáëþäåíèÿ vn ìîæíî óñëîâíî íàçâàòü "ïî÷òè

ïðîèçâîëüíûìè", òàê êàê îíè ìîãóò áûòü íåñëó÷àéíûìè, íî íåèçâåñòíûìè
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è îãðàíè÷åííûìè, èëè ïðåäñòàâëÿòü èç ñåáÿ ðåàëèçàöèþ íåêîòîðîãî ñòî-

õàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà ñ ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðîé çàâèñèìîñòåé. Â ÷àñò-

íîñòè, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé òåîðåìû 1 íåò íåîáõîäèìîñòè

ïðåäïîëàãàòü ÷òî-ëèáî î çàâèñèìîñòè ìåæäó �vn è Fn�1.

Óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1 ñòàíîâÿòñÿ íåâåðíûìè, åñëè ïîìåõè �vn èìåþò
îïðåäåëåííóþ ñòðóêòóðó çàâèñèìîñòè îò òî÷êè íàáëþäåíèÿ �vn = �vn(xn).
Åñëè òàêàÿ çàâèñèìîñòü èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, â ñâÿçè ñ îøèáêàìè

îêðóãëåíèÿ, òî ïðè ïîïûòêàõ ðåøåíèÿ òàêîãî òèïà çàäà÷, íàâåðíîå, öåëå-

ñîîáðàçíî ïîìåõó íàáëþäåíèÿ ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè: �vn(xn) = ~vn+ �(xn),
ïåðâàÿ èç êîòîðûõ, ìîæåò áûòü, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1, à,

åñëè âòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì îøèáîê îêðóãëåíèÿ, òî, êàê ïðàâèëî,

îíà îáëàäàåò õîðîøèìè ñòàòèñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè è, ìîæåò áûòü, å�å

íàëè÷èå íå ïîìåøàåò ñõîäèìîñòè àëãîðèòìîâ.

Óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè ïîìåõ íàáëþäåíèÿ îò ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ

ìîæåò áûòü îñëàáëåíî. Äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü ñòðåìëåíèå ê íóëþ ñ

âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïðè n!1 óñëîâíîé âçàèìíîé êîððåëÿöèè ìåæäó

�vn è Kn(�n) ñî ñêîðîñòüþ, íåìåíüøåé ÷åì �n�
�1
n
:

Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ áëèçîñòü àëãîðèòìîâ (2) è (3), â ñëó÷àå

ïðîèçâîëüíûõ ïîìåõ â íàáëþäåíèÿõ èñïîëüçîâàíèå âòîðîãî èç íèõ â

ñèñòåìàõ ðåàëüíîãî âðåìåíè áîëåå öåëåñîîáðàçíî. Äëÿ àëãîðèòìà (2)

âûïîëíåíèå óñëîâèÿ î íåçàâèñèìîñòè ïîìåõè íàáëþäåíèÿ v2n îò ïðîáíîãî

âîçìóùåíèÿ�n ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëüíî, òàê êàê â ïðåäûäóùèé ìîìåíò

âðåìåíè 2n � 1 âåêòîð �n óæå èñïîëüçîâàëñÿ â ñèñòåìå. Ïðè ðàáîòå ñ

àëãîðèòìîì (3) ïîìåõà v2n è âåêòîð ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ�n ïîÿâëÿþòñÿ

â ñèñòåìå îäíîâðåìåííî, ÷òî ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ íà èõ íåçàâèñèìîñòü.

Â ñëó÷àå êîãäà ôóíêöèè F (w; �) `-ðàç íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìû
â [5] äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåêòîð�ôóíêöèè Kn(�) áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçî-
âàòü îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà pm(�);m = 0; 1; : : : ; `, à â

êà÷åñòâå âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ áûëî âûá-

ðàíî ðàâíîìåðíîå íà r-ìåðíîì êóáå [�1=2; 1=2]r. Ïðè ýòîì áûëî ïîêàçà-

íî, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àñèìïòîòè÷åñêè âåäåò

ñåáÿ êàêO(n
`

`+1 ). Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîãî çäåñü ñëó÷àÿ îáùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ.
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5. Êâàíòîâûé êîìïüþòåð è âû÷èñëåíèå îöåíêè

âåêòîðà-ãðàäèåíòà ôóíêöèè

Ïðîñòîòà â ïðåäñòàâëåíèè ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ñòîõàñòè-

÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü èõ íå òîëüêî â ñïåöèàëü-

íûõ ïðîãðàììèðóåìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâàõ, íî è çàëîæèòü ïðèí-

öèï îäíîâðåìåííîãî âîçìóùåíèÿ â êîíñòðóêöèþ ðàçíûõ ýëåêòðîííûõ

óñòðîéñòâ êëàññè÷åñêîãî òèïà. Ôóíäàìåíòàëüíûì âîïðîñîì îáîñíîâàíèÿ

ñõîäèìîñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà íà ïðàêòèêå ÿâëÿåòñÿ ñïîñîá ãåíå-

ðàöèè ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ, òàêîé, ÷òîáû ïîìåõè â êàíàëå íàáëþäåíèÿ

áûëè ñ íèì íåçàâèñèìû, êðîìå òîãî, êîìïîíåíòû âåêòîðà ïðîáíîãî âîçìó-

ùåíèÿ äîëæíû áûòü íåçàâèñèìûìè ìåæäó ñîáîé. Ïðè ðåàëèçàöèè àëãî-

ðèòìà íà êëàññè÷åñêîì êîìïüþòåðå, ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿþùèì ýëå-

ìåíòàðíûå îïåðàöèè îäíó çà äðóãîé, ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëàãàåìûõ àëãî-

ðèòìîâ ñíèæàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðåòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè. Â ñàìîì

íàçâàíèè "îäíîâðåìåííî âîçìóùàåìûé" çàëîæåíî íàñòîé÷èâîå òðåáîâà-

íèå ê ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè � áûòü ïàðàëëåëüíîé. Âìåñòå ñ òåì, ïðè

áîëüøîé ðàçìåðíîñòè âåêòîðîâ-àðãóìåíòîâ ôóíêöèè (íåñêîëüêî ñîòåí,

òûñÿ÷) çàäà÷à îðãàíèçàöèè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé íà êîìïüþòåðàõ

êëàññè÷åñêîãî òèïà äîñòàòî÷íî ñëîæíà.

Çäåñü áóäåò ðàññìîòðåíà ìîäåëü "ãèïîòåòè÷åñêîãî" êâàíòîâîãî âû÷èñ-

ëèòåëÿ, â êîòîðîé íå òîëüêî åñòåñòâåííî ãåíåðèðóåòñÿ ïðîáíîå îäíîâðå-

ìåííîå âîçìóùåíèå, íî è îñíîâíîå íåòðèâèàëüíîå ïîíÿòèå � èçìåðåíèå

ðåçóëüòàòà êâàíòîâîãî âû÷èñëåíèÿ � ðåàëèçóåòñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî

îíî ñàìî ïî ñåáå çàëîæåíî â ñòðóêòóðå ðàíäîìèçèðîâàííîãî àëãîðèòìà â

âèäå óìíîæåíèÿ ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ èññëåäóåìîé ôóíêöèè

íà ïðîáíîå âîçìóùåíèå. Äðóãèìè ñëîâàìè, íèæå áóäåò ïðèâåäåí ïðèìåð

ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâîãî óñòðîéñòâà, âû÷èñëÿþùåãî õîðîøóþ îöåíêó âåê-

òîðà�ãðàäèåíòà íåèçâåñòíîé ôóíêöèè îò ìíîãèõ ïåðåìåííûõ çà îäèí

òàêò. Ñëîâî "ãèïîòåòè÷åñêèé" ñîçíàòåëüíî íàïèñàíî â êàâû÷êàõ, òàê

êàê ïîñëå äîêëàäà Ï.Øîðà íà Áåðëèíñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì êîíãðåññå â

1998 ã. [14] ìíîãèå ñåðüåçíûå èññëåäîâàòåëè ñòàëè ïèñàòü î êâàíòîâûõ

êîìïüþòåðàõ êàê î òåõíèêå áëèæàéøåãî áóäóùåãî.

Îïèøåì, ñëåäóÿ [14], ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà,

ïðîèçâîäÿùåãî âû÷èñëåíèÿ ïî îïðåäåëåííîé öåïè. Ïðè ýòîì áóäåì îïè-
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ðàòüñÿ, ãäå ýòî âîçìîæíî, íà îáîáùåíèå ïîíÿòèé, õàðàêòåðíûõ äëÿ ìîäå-

ëè êëàññè÷åñêîãî êîìïüþòåðà. Êëàññè÷åñêèé êîìïüþòåð îáðàáàòûâàåò

áèòû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà f0; 1g. Îí îáîðóäîâàí êîíå÷-
íûì íàáîðîì ñõåì, êîòîðûå ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ê íàáîðàì áèòîâ. Êâàí-

òîâûé êîìïüþòåð îáðàáàòûâàåò q-áèòû (êâàíòîâûå áèòû), ïðåäñòàâëÿþ-

ùèå ñîáîé êâàíòîâóþ ñèñòåìó äâóõ ñîñòîÿíèé (ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ ñèñòå-

ìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïèñàíèþ, íàïðèìåð, âîçáóæäåííîãî èîíà èëè ïî-

ëÿðèçîâàííîãî ôîòîíà, èëè ñïèíà ÿäðà àòîìà). Õàðàêòåðèñòèêè ïîâåäå-

íèÿ ýòîé êâàíòîâîé ñèñòåìû òàêèå, êàê èíòåðôåðåíöèÿ, ñóïåðïîçèöèÿ,

ñòîõàñòè÷íîñòü è ò.ï., ìîæíî òî÷íî îáúÿñíèòü, òîëüêî èñïîëüçóÿ ïðàâèëà

êâàíòîâîé ìåõàíèêè [15]. Ìàòåìàòè÷åñêè q-áèò ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç

êîìïëåêñíîãî ïðîåêöèîííîãî (ãèëüáåðòîâîãî) ïðîñòðàíñòâà C
2 . Êâàí-

òîâûå ñîñòîÿíèÿ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðíîå

çíà÷åíèå. Îáîçíà÷èì áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà j0i, j1i. Áóäåì ïðåäïîëà-

ãàòü, ÷òî êâàíòîâûé êîìïüþòåð êàê è êëàññè÷åñêèé îáîðóäîâàí äèñêðåò-

íûì íàáîðîì ôóíäàìåíòàëüíûõ êîìïîíåíò, íàçûâàåìûõ êâàíòîâûìè ñõå-

ìàìè. Êàæäàÿ êâàíòîâàÿ ñõåìà ïî ñâîåé ñóòè ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì ïðåîá-

ðàçîâàíèåì, êîòîðîå äåéñòâóåò íà ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî q-áèòîâ. Îäèí

èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðèíöèïîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêè ñîñòîèò â òîì, ÷òî

ñîâìåñòíîå êâàíòîâîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç

l ñèñòåì ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè, ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì èõ

èíäèâèäóàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ-ñîñòîÿíèé. Òàêèì îáðàçîì, êâàíòîâîå ïðî-

ñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû èç l q-áèòîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèîííûì ãèëüáåð-

òîâûì ïðîñòðàíñòâîì C
2l . Íàáîð áàçèñíûõ âåêòîðîâ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà

ñîñòîÿíèé ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü ñòðîêàìè áèòîâ äëèíû l: jb1b2 : : : bli.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà âõîä êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà ïîäàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ

èíôîðìàöèÿ � ñòðîêà i äëèíû k; k � l: Â êâàíòîâîì âû÷èñëåíèè ïåðâî-

íà÷àëüíî l q-áèòîâ óñòàíîâëåíû â ñîñòîÿíèå ji00:::0i. Âûïîëíÿåìàÿ öåïü
ñòðîèòñÿ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êâàíòîâûõ ñõåì, äåéñòâóþùèõ íà ýòè q-

áèòû. Â êîíöå âû÷èñëåíèÿ êâàíòîâûé êîìïüþòåð ïåðåõîäèò â íåêîòîðîå

ñîñòîÿíèå, ÿâëÿþùååñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì â ïðîñòðàíñòâå C
2l . Ýòî

ñîñòîÿíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

W =
X
s

 
(s)jsi;
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ãäå ñóììèðîâàíèå ïî s èäåò ïî âñåì äâîè÷íûì ñòðîêàì äëèíû l,  (s) 2 C ;P
s
j (s)j2 = 1. Âåëè÷èíû  

(s) íàçûâàþòñÿ âåðîÿòíîñòíûìè àìïëèòóäà-

ìè, à W íàçûâàþò ñóïåðïîçèöèåé áàçèñíûõ âåêòîðîâ jsi. Â êâàíòîâîé

ìåõàíèêå ïðèíöèï íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íå-

âîçìîæíî òî÷íî îòâåòèòü íà âîïðîñ î ñîñòîÿíèè êâàíòîâîé ñèñòåìû.

Íî ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âîçìîæíîñòåé âûïîëíèòü èçìåðåíèå âñåõ q-

áèòîâ (èëè ïîäìíîæåñòâà q-áèòîâ). Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé êâàíòîâîé

ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì, ïîíÿòèå èçìåðåíèå ñîñòîÿíèÿ ýêâèâà-

ëåíòíî ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ â ýòîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ

íåêîòîðûì çàäàííûì âåêòîðîì V :

hV;W i:

Îáû÷íî ïðè èçìåðåíèè èñïîëüçóåòñÿ ïðîåêöèÿ êàæäîãî èç q-áèòîâ íà

îñíîâàíèå áàçèñà fj0i; j1ig. Ðåçóëüòàò ýòîãî èçìåðåíèÿ � èòîã âû÷èñëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì òó ÷àñòü ðàíäîìèçèðîâàííîãî àëãîðèòìà ñòîõàñòè÷åñêîé

àïïðîêñèìàöèè (3) (èëè (1), èëè (2), êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëå-

íèÿ â íåêîòîðîé òî÷êå x 2 R
r ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ âåêòîðà�ãðàäèåí-

òà ĝ(x) ôóíêöèè f(�) : R r ! R . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ

÷èñåë â íàøåì ãèïîòåòè÷åñêîì êîìïüþòåðå èñïîëüçóåòñÿ p äâîè÷íûõ

ðàçðÿäîâ è l = p � r (â ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðàõ, íàèáîëåå ÷àñòî

p = 16; 32; 64). Ïóñòü â àëãîðèòìå Kn(x) = x, � = 2�j; 0 � j <

p è ïîäàâàåìîå íà âõîä àëãîðèòìà ïðîáíîå îäíîâðåìåííîå âîçìóùåíèå

çàäàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Áåðíóëëè. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà u 2 R îáîçíà÷èì

su åãî äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñòðîêè áèòîâ su = b
(1)
u : : : b

(p)
u .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ â ðàñïîðÿæåíèè åñòü êâàíòîâàÿ öåïü, âû÷èñëÿ-

þùàÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x). Áîëåå òî÷íî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çàäàíî
óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Uf : C

2l ! C
2l , êîòîðîå äëÿ ëþáîãî x =

(x(1); : : : ; x(r))T 2 R
r áàçèñíîìó ýëåìåíòó

jsx(1) : : : sx(r)i = jb
(1)

x(1)
: : : b

(p)

x(1)
: : : b

(1)

x(r)
: : : b

(p)

x(r)
i

ñîïîñòàâëÿåò äðóãîé áàçèñíûé ýëåìåíò

jsf(x)00 : : :0i = jb
(1)

f(x)
: : : b

(p)

f(x)
00 : : : 0i = Uf jsx(1) : : : sx(r)i:

Ïóñòü íàø ãèïîòåòè÷åñêèé êâàíòîâûé âû÷èñëèòåëü ñîäåðæèò, ïî êðàé-

íåé ìåðå, ÷åòûðå l q-áèòíûõ ðåãèñòðà: I - âõîäíîé, ïðåîáðàçóþùèé
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êëàññè÷åñêèå âõîäíûå äàííûå â êâàíòîâûå, äâà ðàáî÷èõ W1, W2, ïîç-

âîëÿþùèõ ìàíèïóëèðîâàòü ñ êâàíòîâûìè äàííûìè, è âûõîäíîé �, â
êîòîðîì õðàíèòñÿ òî êâàíòîâîå çíà÷åíèå, ïðîåêöèÿ íà êîòîðîå äàåò ðå-

çóëüòàò âû÷èñëåíèÿ â êëàññè÷åñêîé ôîðìå (èçìåðåíèå). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ

êâàíòîâîé öåïè, ðåàëèçóþùåé âû÷èñëåíèå îöåíêè âåêòîðà-ãðàäèåíòà ôóí-

êöèè f(�), ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî ñòàíäàðòíûõ êâàíòîâûõ (óíèòàðíûõ)

ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûå ìîæíî ïðèìåíÿòü ê äàííûì, õðàíÿùèìñÿ â

ðåãèñòðàõ. Ñ÷èòàåì, ÷òî ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ â òîì

æå ðåãèñòðå, ê êîòîðîìó îíî ïðèìåíÿëîñü.

Ñëîæåíèå/Âû÷èòàíèå U�X Ñëîæåíèå/Âû÷èòàíèå îäíîãî âåêòîðà ñ

äðóãèì, õðàíÿùèìñÿ â ðåãèñòðå X.

Ïîâîðîò ïåðâûõ q-áèòîâ UR1;p+1;:::;(r�1)p+1
Ïðåîáðàçóåò ñîñòîÿíèå q-

áèòîâ ñ íîìåðàìè 1; p+ 1; : : : ; (r � 1)p+ 1 â 1p
2
j0i+ 1p

2
j1i.

Ñäâèã íà j q-áèòîâ USj
Ñäâèãàåò âåêòîð ñîñòîÿíèÿ íà j q-áèòîâ,

äîáàâëÿÿ íîâûå j0i.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíêè âåêòîðà�ãðàäèåíòà ôóíêöèè f(�) â òî÷êå x

ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì.

1. Îáíóëèòü ñîñòîÿíèÿ âñåõ ðåãèñòðîâ I;W1;W2;�.

2. Ïîäàòü íà âõîä I ñòðîêó áèòîâ sx, ïðåîáðàçîâàòü ðåãèñòð � :

� := UR1;p+1;:::;(r�1)p+1
�:

3. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) è f(x+ 2�j�)

W1 := UfU+IW1;

W2 := UfU+IUSj
U+�W2;

4. Âû÷èñëèòü ðàçíîñòü W2 := U�W1
W2.

5. Ïîñëåäîâàòåëüíî i = 1; 2; : : : ; r èçìåðèòü êîìïîíåíòû ðåçóëüòàòà

ĝ
(i)(x) = h�;W2i; W2 := USp

W2:
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Âûðàæåíèå äëÿ èçìåðåíèÿ ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ ýêâèâàëåíòíî ôîðìó-

ëå äëÿ îöåíêè âåêòîðà�ãðàäèåíòà ôóíêöèè f(�):

rf(x) � �
f(x+ ��)� f(x)

�
:

6. Çàêëþ÷åíèå

Ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíûìè äåòåðìèíèðîâàííûìè ìåòîäàìè ñòî-

õàñòè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ çíà÷èòåëüíî ðàñøèðÿåò äèàïàçîí ïðàêòè÷åñ-

êèõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî íàéòè òî÷íîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Àë-

ãîðèòìû òèïà ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ïîçâîëÿþò ýôôåêòèâíî ðå-

øàòü ïðîáëåìû â òàêèõ îáëàñòÿõ, êàê àíàëèç èíôîðìàöèîííûõ ñåòåé;

îïòèìèçàöèÿ, îñíîâàííàÿ íà ìîäåëèðîâàíèè; îáðàáîòêà èçîáðàæåíèé è

ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ; îáó÷åíèå íåéðîííûõ ñåòåé è àäàïòèâíîå óïðàâëå-

íèå. Îæèäàåòñÿ, ÷òî ðîëü ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè áóäåò âîçðàñòàòü

âìåñòå ñ óñëîæíåíèåì ñîâðåìåííûõ ñèñòåì àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ïðèðîñò

íàñåëåíèÿ è èñòîùåíèå ïðèðîäíûõ áîãàòñòâ èíèöèèðóåò èñïîëüçîâàíèå

áîëåå èíòåíñèâíûõ òåõíîëîãèé òàì, ãäå ïðåæäå îíè áûëè íå íóæíû.

Ëîãèêà ñîâðåìåííîãî ðàçâèòèÿ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè òàêæå âåäåò ê

çàìåíå òðàäèöèîííûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ñòîõàñòè÷åñêèìè,

òàê êàê óæå íà÷àëè ïîÿâëÿòüñÿ ïåðâûå êâàíòîâûå êîìïüþòåðû, ðàáîòàþ-

ùèå íà ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðèíöèïàõ.

ÏÐÈËÎÆÅHÈÅ

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 1. Ðàññìîòðèì àëãîðèòì

(5). Äëÿ àëãîðèòìîâ (2) è (3) äîêàçàòåëüñòâî íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ

è ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ïî àíàëîãèè. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, ïðè

êîòîðûõ �
? = �

?(f(�)) 2 �n, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïðîåêöèè, íåòðóäíî

ïîëó÷èòü

k�̂n � �
?k2 � k�̂n�1 � �

? �
�n

�n
Kn(�n)ynk

2
:

Ïðèìåíèâ ê ïîñëåäíåìó íåðàâåíñòâó îïåðàöèþ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñ-

êîãî îæèäàíèÿ îòíîñèòåëüíî �-àëãåáðû Fn�1, èìååì

Efk�̂n � �
?k2jFn�1g � k�̂n�1 � �

?k2�
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�2
�n

�n
h�̂n�1 � �

?
;EfKn(�n)ynjFn�1gi+(6)

+
�
2
n

�2
n

Efy2
n
kKn(�n)k

2jFn�1g:

Â ñèëó òåîðåìû î ñðåäíåì çíà÷åíèè, èç óñëîâèÿ (SA.2) äëÿ ôóíêöèè

F (�; �) ñëåäóåò

jF (w; x)� F (w; �?)j �
1

2
r�F (w; �

?)2 + (A+
1

2
)kx� �

?k2; x 2 R
r
:

Îòñþäà, â ñèëó ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè F (�; �), îáîçíà÷èâ

�1 = sup
w2W

(jF (w; �?)j+
1

2
r�F (w; �

?)2);

ïîëó÷àåì

F (w; �̂n�1 + �nx)
2 � (�1 + (2A+ 1)(k�̂n�1� �

?k2 + k�nxk
2))2

ðàâíîìåðíî ïî w 2 W . Â ñèëó óñëîâèÿ (4) èìååì

Efv2
n
kKn(�n)k

2jFn�1g � sup
x

Kn(x)
2
�
2
n
:

Äëÿ ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (6) èç äâóõ ïîñëåäíèõ íåðà-

âåíñòâ, ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åííîñòü âåêòîð�ôóíêöèé Kn(�) è êîìïàêòíîñòü
èõ íîñèòåëÿ, ïîñëåäîâàòåëüíî âûâîäèì

Efkynk
2kKn(�n)k

2jFn�1g � 2Efv2
n
kKn(�n)k

2jFn�1g+

+2

Z Z
F (w; �̂n�1 + �nx)

2kKn(x)k
2Pn(dx)Pw(dw) �

� C1 + C2((d
2
n
+ 1)k�̂n�1 � �

?k2 + �
2
n
) + C3�

2
n
:

Çäåñü è íèæå îáîçíà÷åíû ÷åðåçCi; i = 1; 2; : : : íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå
êîíñòàíòû.

Äàëåå ðàññìîòðèì

�
�1
n
EfynKn(�n)jFn�1g =

= �
�1
n

Z Z
F (w; �̂n�1 + �nx)Kn(x)Pn(dx)Pw(dw)+(7)
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+��1
n
EfvnKn(�n)jFn�1g:

Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè, â ñèëó íåçàâèñèìîñòè

vn è �n è óñëîâèÿ (4), èìååì

EfvnKn(�n)jFn�1g = EfvnjFn�1g

Z
Kn(x)Pn(dx) = 0:

Â ñèëó ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè r�F (�; �)Z
Rp

r�F (w; x)Pw(dw) = rf(x):

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå è óñëîâèå (4), ïðåîáðàçóåì ïåðâîå ñëà-

ãàåìîå â (7) ê âèäó

�
�1
n

Z Z
F (w; �̂n�1 + �nx)Kn(x)Pn(dx)Pw(dw) = rf(�̂n�1)+

Z �
�
�1
n

Z
F (w; �̂n�1+�nx)Kn(x)Pn(dx)�r�F (w; �̂n�1)

�
Pw(dw) = rf(�̂n�1)+

+

Z Z
Kn(x)x

T

Z 1

0

(r�F (w; �̂n�1+t�nx)�r�F (w; �̂n�1))dtPn(dx)Pw(dw):

Äëÿ àáñîëþòíîé âåëè÷èíû âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå, â

ñèëó âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (SA.2) äëÿ ëþáîé èç ôóíêöèé F (w; �) è (4)

äëÿ Kn(�), èìååì

���
Z Z

Kn(x)x
T

Z 1

0

(r�F (w; �̂n�1+t�nx)�r�F (w; �̂n�1))dtPn(dx)Pw(dw)
����

�

Z Z
kKn(x)kkxkAk�nxkPn(dx)Pw(dw) � C4�n:

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (6)

ïîëó÷àåì

�2
�n

�n
h�̂n�1 � �

?
;EfKn(�n)ynjFn�1gi � �2�nh�̂n�1 � �

?
;rf(�̂n�1)i+

+2C4�n�nk�̂n�1 � �
?k:
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Ïîäñòàâèâ â (6) ïîëó÷åííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âòîðîãî è òðåòüåãî

ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî

Efk�̂n � �
?k2jFn�1g � k�̂n�1 � �

?k2 � 2�nh�̂n�1 � �
?
;rf(�̂n�1)i+

+2C4�n�nk�̂n�1 � �
?k+

�
2
n

�2
n

�
C1 + C2((d

2
n
+ 1)k�̂n�1 � �

?k2 + �
2
n
) + C3�

2
n

�
:

Èñïîëüçóÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (SA.1) äëÿ ôóíêöèè f(�) è ñïðàâåäëèâîå
ïðè ëþáîì " > 0 íåðàâåíñòâî

k�̂n�1 � �
?k �

"
�1
�n + "�

�1
n
k�̂n�1 � �

?k2

2
;

âûâîäèì

Efk�̂n��
?k2jFn�1g � k�̂n�1��

?k2
�
1� (2��"C4)�n+C2�

2
n
�
�2
n
(d2

n
+1)

�
+

+"�1C4�n�
2
n
+
�
2
n

�2
n

�
C1 + C2�

2
n
+ C3�

2
n

�
:

Âûáåðåì " íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òîáû "C4 < � è ïóñòü n äîñòàòî÷íî âåëèêî.

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1 äëÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïðå-

îáðàçóåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ê âèäó

Efk�̂n� �
?k2jFn�1g � k�̂n�1� �

?k2(1�C5�n) +C6(�n�
2
n
+�

2
n
�
�2
n
(1+ �

2
n
)):

Îòñþäà â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû âèäíî, ÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ëåììû

Ðîááèíñà�Ñèãìóíäà [16], íåîáõîäèìûå äëÿ ñõîäèìîñòè ñ âåðîÿòíîñòüþ

åäèíèöà �̂n ! �
? ïðè n ! 1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà â ñîîòâåòñòâóþùèõ

óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ñõîäèìîñòè â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ñìûñëå âîçüìåì

áåçóñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ ÷àñòåé ïîñëåäíåãî íåðà-

âåíñòâà

Efk�̂n � �
?k2g � Efk�̂n�1 � �

?k2g(1� C5�n) + C6(�n�
2
n
+ �

2
n
�
�2
n
(1 + �

2
n
)):

Ñõîäèìîñòü ê òî÷êå �? ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê f�̂ng â ñðåäíåêâàäðà-

òè÷íîì ñìûñëå ñëåäóåò èç [17, ãë.2, ëåììà 5].

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 çàêîí÷åíî.
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