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О Б О Д Н О Й С Т О Х А С Т И Ч Е С К О Й Р Е К У Р Р Е Н Т Н О Й П Р О Ц Е Д У Р Е 
П Р И З А В И С И М Ы Х П О М Е Х А Х В Н А Б Л Ю Д Е Н И И , 
И С П О Л Ь З У Ю Щ Е Й Н А В Х О Д Е П Р О Б Н Ы Е В О З М У Щ Е Н И Я 

Введение. Широко известна задача определения корня х0 уравне-
ния Ь (л : )= 0, если в эксперименте с номером / ( ^ = 1 , 2, . . . ) доступ-
ным наблюдению для исследователя является измерение функции Ь(х) 
с аддитивной помехой S,(t), т. е. величина b [X(t)) + где X(t 
e R 1 — выбираемое исследователем значение аргумента. Роббинсом и 
Монро для решения этой задачи была предложена следующая рекур-
рентная процедура (см. [1 ] ) : 

X(t+l)=X(t)+y(t)[b(X(t))+t(t)], (1) 
где — детерминированная последовательность положительных 
чисел (коэффициентов). 

К настоящему времени вопрос об условиях сходимости процедуры 
(1) к точке х0 достаточно хорошо изучен (см., например, [2, 3] ) , но 
при этом для сходимости процедуры в случае зависимых возмущений 
| ( t ) практически во всех работах требуется, чтобы зависимость меж-
ду случайными величинами £(£) и 5 ( О в той или иной мере ослабе-
вала при увеличении разности - аргументов —1'\—>-оо. Например, 
в работах [4, 5] рассматриваются некоторые условия на последова-
тельность помех, называемые условиями сильного перемешивания, 
проверка которых на практике весьма -затруднительна. 

В случае, когда трудно утверждать что-либо существенное о свой-
ствах зависимости помех в [6], для «обогащения» последовательно-
сти наблюдений предложено подавать на вход «пробное» возмущение, 
статистические свойства которого известны. В [7—9] предложено не-
сколько алгоритмов стохастической аппроксимации с возмущением на 
входе для задачи идентификации линейного динамического объекта, 
функционирующего в условиях внешних возмущений, для которых, 
используя мартингальные методы, доказана состоятельность оценок. 

Можно несколько изменить процедуру (1), включив в нее пробные 
возмущения, как это предлагается, например, в [7, 8]. В данной ра-
боте доказывается, что при этом полученная процедура сходится к 
стационарной точке функции Ь(х) . 

Алгоритм стохастической аппроксимации с возмущением на входе. 
Предположим, что некоторая дважды непрерывно дифференцируемая 
функция Ь(х) задала на компактном множестве D c R 1 . Рассмотрим 
следующую задачу: определить корень уравнения Ь ' (х) , если в экспе-
рименте с номером t ( i = l , 2, . . . ) доступным наблюдению для иссле-
дователя является измерение функции b (х) с аддитивной помехой 
l(t), т. е. величина b(Х(()) + 5 ( 0 , где — выбираемое исследо-
вателем значение аргумента. 

Для формирования последовательности оценок X(t) (t= 1, 2, . . .) 
воспользуемся алгоритмом 

X(t + \)=PD(X(t)+y(t)w(t)[b(X(t)+id(t)w(t))+i,(t)]), X(0)eD, 
(2) 

в котором {w(t)}T= о—последовательность центрированных, одинаково 
распределенных, ограниченных, независимых случайных величин, на-
зываемых пробными возмущениями: 

N W K Q , Ew(t) = 0, £ш2(0 = 3®>0 * = 0. 1 , . . . (3) 
Е — знак математического ожидания, { т ( 0 ) £ о и —детермини-
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рованные последовательности положительных чисел, Рр (х): R1 -*• D — 
функция, сопоставляющая числу х ближайшее к нему число из мно-
жества D. 

О сходимости процедуры (2) можно сформулировать следующее 
утверждение. 

Теорема. ГЬусть точка х0 — корень уравнения Ь'(х) = 0, и выпол-
няются условиц: 

а) случайные величины и w(t) независимы при каждом 
f = О , 1, . . . , 

б) вторые моменты случайных величин ! ( ' )> • • равномер-
но ограничены, 

в) функция Ь'(х) такова, что для x e D и некоторого L 
(x—Xo)b ' (x)^—L(x—Xo) ' 1 , (4) 
г) для последовательностей чисел (т (/)!£-<> и ( 8 WI<lo выполнено 

2 т « ) & i t ) = 2 ^ ( m b { t ) 2 + ^ W> < ( 5 ) 
t - 0 (=0 

Тогда последовательность оценок {X(/)}J!-o , определяемая по алгорит-
му (2) с вероятностью 1, сходится к точке Хо-

З а м е ч а н и я 1. Наиболее серьезным является первое условие 
теоремы, но оно значительно более слабое, чем какие-либо предполо-
жения о свойствах зависимостей между возмущениями в наблюдении. 

2. Остальные условия теоремы могут быть заменены на более 
слабые, но это значительно усложняет доказательство. 

3. Последовательности чисел (т(О!™0
 и !5(01"=о' удовлетворяю-

щие условию г), получить нетрудно. Например, можно выбрать 
1 (t) = t~3<\ 8 ( < ) = * - » « , 

Сформулированную теорему, вероятно, нужно рассматривать как 
некоторый пример целесообразности использования пробных возму-
щений. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . Рассмотрим последователь-
ность квадратов разностей A(t) = (X(t)—*o)2, t—0, 1, . . . В силу 
алгоритма (2) имеем 

Д (f + 1) < А (О + 2f ( 0 w (t) (X(t) - х0) [6 (X (t)+8 (t) w (t)) + 5 (<)] + 
+ T (t)* w (t)1 [b (X(<) + »(<) ® W) + «(012- (6) 
Заметим, что функцию b(x) в окрестности точки X(t) можно разло-
жить по формуле Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа 

Ь(X (t) + 8 « ) w(«) = b(X{t)) + Ь' (X(t)) b(t)w(t) + 

в котором величина y{t) расположена на числовой оси между X(t) и 
A ^ f ) + 6 (/)«>(<)• Учитывая, что из-за компактности множества D функ-
ции Ь(х) и Ь"(х) на D ограничены, из (6), используя последнее равен-
ство, нетрудно получить 

A(t+ 1 ) < Д (t) + 2T(t)6(t)(X(t)—xa)b' (X(t))w(t)2 + 
+ 2 (X(t) —х0) т (t) [b ( X ( f ) ) + S (01 w (t) +ClT (<)« «) | w ( f ) |3 + 
+ 7 « Г ( A + «*(')) 

где Ci, C2 — некоторые положительные постоянные. 
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В силу условия (4) и ограниченности последовательности проб-
ных возмущений последнее неравенство можно усилить: 

Д ( * + 1 ) < ( 1 — 2 8 (*)«»(*)) Д { « + 2 (* (* ) — х в ) Х 

Х Т ( « [ * < * < 0 ) + « ( < ) ] » ( * ) + С 1 С » т ( « « , ( ' ) + 1 , ( < ) С « ( С 1 + Р(<)). (7) 
Обозначим через Ft о-алгебру, порождаемую случайными величи-

нами ^ ( 0 ) , . . . , X(t). Производя в последнем неравенстве усреднение 
при условии а-алгебры Ft, получаем 

£ ( Д ( < + 1 ) | / 7
1 ) < . ( 1 - а ( < ) ) Д ( ^ + С з Р ( 0 (8) 

с некоторой постоянной С 3 > 0 , так как в силу независимости случай-
ных величин | ( / ) и w(t) второе слагаемое в правой части (7) после 
усреднения при условии а-алгебры Ft становится равным нулю. Здесь 
обозначено: « ( * ) = 2 1 с £ у ( 0 в ( 0 . P ( * ) = Y ( 0 6 2 ( 0 + Y j ( 0 -

ОО оо 
По условию (5) теоремы имеем V a ( 0 - = ° ° , ^ Р ( * ) < Таким, 

—о '=" 
образом, получилось, что последовательность в определен-
ном смысле почти супермартингал. В силу известного следствия к тео-
реме Дуба о сходимости полумартингалов (см., например, [9]) из (8) 
выводим равенство Н т Д ( / ) = 0 с вероятностью 1, т. е. при t о о 

t~*-ao 
последовательность оценок X(t), формируемая по алгоритму (2), с ве-
роятностью 1 сходится к х0 — корню уравнения Ь'(х) = 0. Доказа-
тельство теоремы закончено. 
Summary 

The paper p resen ts a new m e t h o d of s tochast ic appromaximat ion with probing 
noise. 
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И. К. Даугавет 

О П О Л И Н О М И А Л Ь Н О М П Р И Б Л И Ж Е Н И И С Т А Ц И О Н А Р Н Ы Х О П Е Р А Т О Р О В 

Пусть X и У — два вещественных банаховых пространства, KczX— 
компакт, F . K - + Y — н е п р е р ы в н ы й оператор. Известно [1], что такой 
оператор сколь угодно точно может быть равномерно на К приближен 
полиномиальным оператором, т. е. оператором вида P(x)=L0+Llx-\-
+ . . . + Lnxn, где L 0 ^ Y , при Lk — А-линейный оператор, 
Lhxk—Lk(x, . . . , х ) . Если оператор F обладает некоторыми специаль-
ными свойствами, то возникает вопрос, можно ли аппроксимирующий 
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