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1 Ââåäåíèå

Ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ïðè èññëåäîâàíèè ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

ñòàëêèâàþòñÿ ñ òðóäíîñòÿìè ñâÿçàííûìè ñ îòñóòñòâèåì òî÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé

ìîäåëè ñîîòâåòñòâóþùåé êîíêðåòíîé ñèñòåìå è íåâîçìîæíîñòüþ ñ áîëüøîé ñòåïåíüþ

òî÷íîñòè èçìåðÿòü íåêîòîðûå ñóùåñòâåíûå õàðàêòåðèñòèêè åå ñîñòîÿíèé. Îäíèì

èç ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ìîäåëåé ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè

(ñëó÷àéíûìè) õàðàêòåðèñòèêàìè.

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ê õîðîøèì ðåçóëüòàòàì ïðèâîäèò âêëþ÷åíèå êàêèì-ëèáî

îáðàçîì â ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ïîâåäåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû,

äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ, íàçûâàåìûõ ïîìåõàìè. Â íàèáîëåå ïðîñòîì ëèíåéíîì

ñëó÷àå ïðè àääèòèâíîé ïîìåõå èìååì :

xn = Axn + vn;

yn = Bxn + wn;

ãäå A n�n -ìàòðèöà, B m�n -ìàòðèöà. Îöåíèâàíå ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû
xn ïî íàáëþäåíèÿì yn îòíîñèòñÿ ê çàäà÷àì ôèëüòðàöèè.

Â äðóãèõ çàäà÷àõ öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, â êîòîðûõ

ñòðóêòóðû îáúåêòîâ, âõîäÿùèõ â äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, îïðåäåëÿþòñÿ íåêîòîðûìè

ñòàòèñòè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ öåëåñîîáðàçíîñòè

òàêîãî ïîäõîäà äàþò çàäà÷è ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè è êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

2 Äèíàìèêà íåóñòîé÷èâîñòåé

Ïðè èçó÷åíèè íåëèíåéíûõ íåèçîëèðîâàííûõ ñèñòåì ÷àñòî îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî

ïî÷òè âñå èõ ðåøåíèÿ îáëàäàþò âûñîêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì,

ïðèâîäÿùåé íà õàðàêòåðíûõ âðåìåíàõ íàáëþäåíèÿ ê èñêàæåíèþ òðàåêòîðèè íà

âåëè÷èíû ïîðÿäêà ñàìèõ õàðàêòåðíûõ âåëè÷èí, îïðåäåëÿþùèõ òðàåêòîðèþ. Òàêîå

ïîâåäåíèå îáíàðóæåíî, íàïðèìåð, â ïåðèîäè÷åñêè ñòèìóëèðóåìûõ êëåòêàõ ñåðäöà,

â ýëåêòðîííûõ öåïÿõ, ïðè âîçíèêíîâåíèè òóðáóëåíòíîñòè â æèäêîñòÿõ è ãàçàõ,

â õèìè÷åñêèõ ðåàêöèÿõ, â ëàçåðàõ è ò.ï. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè âî âñåõ

íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû áîëåå äâóõ ( îñîáåííî

âî ìíîãèõ áèîëîãè÷åñêèõ, ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ è ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ) ìîæíî

îáíàðóæèòü õàîñ è ñëåäîâàòåëüíî íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âðåìåíàõ íàáëþäåíèÿ

èõ ïîâåäåíèå ñòàíîâèòñÿ íåïðåäñêàçóåìûì. Ñëîâî "õàîñ" îò ãðå÷åñêîãî "xaos "

ïåðâîíà÷àëüíî îçíà÷àëî áåñêîíå÷íîå ïðîñòðàíñòâî, ñóùåñòâîâàâøåå äî ïîÿâëåíèÿ

âñåãî îñòàëüíîãî. Ïîçäíåå ðèìëÿíå èíòåðïðåòèðîâàëè õàîñ êàê èçíà÷àëüíî ñûðóþ

áåñôîðìåííóþ ìàññó, â êîòîðóþ Ñîçäàòåëü ïðèâíåñ ïîðÿäîê è ãàðìîíèþ. Â ñîâðåìåííîì

ïîíèìàíèè õàîñ îçíà÷àåò ñîñòîÿíèå áåñïîðÿäî÷íîé íåðåãóëÿðíîñòè.

Âî ìíîãèõ òàêèõ ñèñòåìàõ óñòàíàâëèâàåòñÿ â êîíöå êîíöîâ ñïåöèàëüíîå ñîñòîÿíèå,

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì è êîòîðîå îáëàäàåò ïðèòÿãèâàþùèì ñâîéñòâîì.

Àòòðàêòîð - ýòî, êàê ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî ñëîæíîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ìåæäó

ôëóêòóàöèÿìè â ñèñòåìå è ñðåäíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, îïðåäåëÿþùèìè åå ìàêðî-

ñêîïè÷åñêîå ñîñòîÿíèå.
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Èòàê, íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå íåëèíåéíîé ñèñòåìû íà âðåìåíàõ ãîðàçäî áîëüøèõ,

÷åì âðåìÿ ðàçâèòèÿ ïåðâîíà÷àëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè. Ñóùåñòâóþùèå ôîðìàëüíûå

ìåòîäû ìàòåìàòèêè è ôèçèêè íàïðÿìóþ íå ïîìîãàþò ïðè ïîëó÷åíèè àêòóàëüíîé

òðàåêòîðèè ïðè çàäàííîé íåîïðåäåëåííîñòè â íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ýòè ìåòîäû

ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ðåøåíèå è çàòåì åãî ïðîâåðèòü íà óñòîé÷èâîñòü. Åñëè ïîëó÷åííîå

ðåøåíèå óñòîé÷èâî, òî ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî îíî èìååò ðåàëüíîå çíà÷åíèå; îäíàêî,

åñëè îíî íåóñòîé÷èâî, òî êàê áóäåò ñåáÿ âåñòè ðåàëüíàÿ ñèñòåìà - íåèçâåñòíî.

Ê èññëåäîâàíèþ àòòðàêòîðà ìîæåò ïðèâåñòè ðàññìîòðåíèå íå îäíîé òðàåêòîðèè,

à öåëîé "òðóáêè òðàåêòîðèé", ñîîòâåòñòâóþùåé íåîïðåäåëåííîñòè â íà÷àëüíûõ

äàííûõ.

Ðåàëüíûé ïóòü ïîëó÷åíèÿ àêòóàëüíîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ, âêëþ÷àÿ àòòðàêòîð,

â íàñòîÿùåå âðåìÿ - ýòî âûïîëíåíèå ñïåöèàëüíûõ êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé.

Äåëî â òîì, ÷òî êîìïüþòåð â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ÷èñëà ðàçðÿäîâ ñ÷èòàåò âñåãäà ñ

îïðåäåëåííîé îøèáêîé, êîòîðóþ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê "âíåøíåå âîçìóùåíèå".

Êðîìå ýòîãî ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ

êîìïüþòåðà ïåðâîíà÷àëüíî ïðîèçâîäèòñÿ èõ äèñêðåòèçàöèÿ, ÷òî ñàìî ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ

äîïîëíèòåëüíûì èñòî÷íèêîì "âíåøíèõ âîçìóùåíèé". Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîñòàíîâêå

ñ÷åòà íà êîìïüþòåðå ìû â ïðèíöèïå èññëåäóåì ïîâåäåíèå ñèñòåìû â ïîëå âíåøíèõ

âîçìóùåíèé. Ïðè ýòîì, åñëè ñèñòåìà óñòîé÷èâà, òî ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ

òðàåêòîðèþ ñ îïðåäåëåííîé îøèáêîé. Åñëè æå ñèñòåìà íåóñòîé÷èâà, òî ìû ìîæåì

ïîëó÷èòü ïðè íåîäíîêðàòíîì ïîâòîðåíèè ñ÷åòà â êîíå÷íîì èòîãå åå àòòðàêòîð â

îïðåäåëåííîì ïîëå âíåøíèõ âîçìóùåíèé.

Èòàê, åñëè òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû óñòîé÷èâà, òî ðàññìîòðåíèå òðóáêè äâèæåíèé

âîçëå íåå ìàëî ÷òî äàåò. Îäíàêî, åñëè äâèæåíèå (èëè ñîñòîÿíèå) íåóñòîé÷èâî, òî

òðóáêà äâèæåíèé, ñîñòîÿùàÿ èç òðàåêòîðèé ñî ñêîëü óãîäíî áëèçêèìè íà÷àëüíûìè

äàííûìè çà îïðåäåëåííîå âðåìÿ ïðåâðàùàåòñÿ â òðóáêó ñ êîíå÷íûì ïîïåðå÷íûì

ñå÷åíèåì, òî åñòü òðàåêòîðèè áóäóò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì. Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå

äâèæåíèå ÷àñòèöû ïîä äåéñòâèåì ñèëû, îáëàäàþùåé ïîòåíöèàëîì U(x). Äëÿ

ñëó÷àÿ

ïðè íàëè÷èè ìàëûõ âîçìóùåíèé ïðè äâèæåíèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 óñòîé÷èâîãî

ðàâíîâåñèÿ ìû áóäåì èìåòü òîíêóþ òðóáêó äâèæåíèé (åñëè îñòàâèòü â ñòîðîíå

ðåçîíàíñíûé ñëó÷àé, êîãäà ìàëîå âîçìóùåíèå äåéñòâóåò, ñêàæåì, â âèäå ðàñêà÷èâàþùåãî

ùåë÷êà â ïðàâîé òî÷êå îñòàíîâêè ÷àñòèöû). Â ñëó÷àå
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íàîáîðîò: ÷àñòèöà, íàõîäÿñü ïåðâîíà÷àëüíî â òî÷êå íåóñòîé÷èâîãî x0 ðàâíîâåñèÿ,

ïîä äåéñòâèåì ñêîëü óãîäíî ìàëîãî âîçìóùåíèÿ íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ ñðàçó â êîíå÷íîé

îáëàñòè, áëèçêîé ê îòðåçêó x1 � x � x2 , ñîâåðøàÿ öèêëè÷åñêîå (èëè áëèçêîå ê

íåìó) äâèæåíèå (îïÿòü-òàêè åñëè îñòàâèòü â ñòîðîíå ñëó÷àé ðåçîíàíñíîé ðàñêà÷êè

êîëåáàíèÿ).

Òåïåðü ðàçáåðåì ïðîñòåéøóþ ìîäåëü ìåõàíè÷åñêîãî èëè ýëåêòðè÷åñêîãî ãåíåðàòîðà

êîëåáàíèé, êîãäà çàâèñèìîñòü êâàäðàòà àìïëèòóäû êîëåáàíèé A2 îò âðåìåíè óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ
dA

2

dt
= A

2(1� A
2)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ïðè t = 0 A2 = A
2
0, èìååò

âèä

A
2 =

e
t

1
A
2
0

� 1 + et

ïðè t ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè âíå çàâèñèìîñòè îò A0 óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðåäåëüíûé

öèêë A2 = 1. Ïîëå íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè òðàåêòîðèé (îòêëîíåíèå s - èìïóëüñ s0 )

èìååò âèä

Âñå òðàåêòîðèè èìåþò âèä ñïèðàëåé, âõîäÿùèõ â îêðóæíîñòü A2 = 1. Ïîëîæåíèå

ðàâíîâåñèÿ A
2 = 0 ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì è äîñòàòî÷íî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî

âîçìóùåíèÿ, ÷òîáû òðàåêòîðèÿ ñòàëà ðàçâîðà÷èâàþùåéñÿ ñïèðàëüþ, ñòðåìÿùåéñÿ

ê ïðåäåëüíîìó öèêëó.

Ïðåäåëüíûé öèêë â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì àòòðàêòîðà.

Äâèæåíèå ôàçîâîé òî÷êè ïî íåìó èìååò îäèí ñëó÷àéíûé ýëåìåíò - ôàçó êîëåáàíèÿ.

Íà ïðèìåðå äâèæåíèÿ ñ óñòàíîâëåíèåì ïðåäåëüíîãî öèêëà ìû óáåæäàåìñÿ, ÷òî

íåóñòîé÷èâîñòü (â äàííîì ñëó÷àå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ A
2 = 0 ) ñàìà ïî ñåáå

ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðîì, ïðèâîäÿùèì ê óñòàíîâëåíèþ îïðåäåëåííûõ êîëåáàíèé ãåíåðàòîðà.
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3 Ýëåìåíòû äèíàìèêè è ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè

Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ òåîðåòèêî-

âåðîÿòíîñòíûå ïîíÿòèÿ, òî÷íîå îïðåäåëåíèå êîòîðûõ äàåòñÿ, îáû÷íî, â êóðñàõ ïî

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé èëè ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå.

Ïóñòü z(t) = (q(t); p(t)) - òî÷êà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïàðà (q(t); p(t))

õàðàêòåðèçóåò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t.

Ýâîëþöèÿ. Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñäâèãà ïî âðåìåíè

z(t+T ) = Tz(t), ( zn+T = Tzn - â êîíå÷íî-ðàçíîñòíîì âèäå). Ýâîëþöèÿ ïðîèçâîëüíîé

ôóíêöèè f îò z

f(z(t + T )) = STf(z(t)) = f(Tz(t))

èëè

f(zn+T ) = STf(zn) = f(Tzn)

( S � àíàëîã êâàíòîâîé S-ìàòðèöû).

Ýðãîäè÷íîñòü. Äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì, åñëè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

âðåìåííûõ è ôàçîâûõ ñðåäíèõ

lim
T�>00

1

T

Z
t+T

t

dt
0

f((z(t
0

)) =< f >=

Z
f(z)dG(z);

lim
T�>00

1

T

Z
T

0

dtf((tz(0)) = lim
T�>00

1

T

Z
T

0

dtStf((z(0)) =< f >

lim
N�>00

1

N

N�1X
n=0

Snf(z0)) =< f >

Êîððåëÿöèÿ. Êîððåëÿöèåé äâóõ ïðîèçâîëüíûõ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèè f è

g îò z íàçûâàåòñÿ

R(f; gjT ) =< STf; g > � < f >< g >;

Rn(f; g) =< Snf; g > � < f >< g > :

Ïåðåìåøèâàíèå. Åñëè

lim
T�>00

R(f; gjT ) = 0; lim
n�>00

Rn(f; g) = 0;

òî ãîâîðÿò, ÷òî èìååò ìåñòî ÿâëåíèå ïåðåìåøèâàíèÿ.

Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü. Ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

R(!) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ

R(f; f jT ) =
Z +00

�00

e
�i!T

R(!)d!:

Åñëè ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü R (!) =
P

k
Rk(!�!k) (ò.å. ñïåêòð äèñêðåòíûé), òî

ìû èìååì äåëî ñ ýðãîäè÷åñêèì äâèæåíèåì áåç ïåðåìåøèâàíèÿ. Ïðè ïåðåìåøèâàíèè

÷àñòü ñïåêòðà íåïðåðûâíà.
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Ïðè ÷èñòî ýðãîäè÷åñêîì äâèæåíèè òðàåòîðèè ïëàâíî çàïîëíÿþò ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïðè ïåðåìåøèâàíèè ïîâåäåíèå ñèñòåìû íîñèò ñòîõàñòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ýòî õàðàêòåðíî

äëÿ íåóñòîé÷èâûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Êðûëîâ Í.Ñ. â ñòàòüå "Ðàáîòû ïî îáîñíîâàíèþ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè"(Èçä-âî

ÀÍ ÑÑÑÐ, 1950) ([1]) ïèñàë, ÷òî ñêîëü óãîäíî ìàëàÿ ÿ÷åéêà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

ïðè ïåðåìåøèâàíèè äîëæíà ðàñïëûâàòüñÿ ïî âñåìó ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè, êîòîðûå â íà÷àëüíûé ìîìåíò áûëè áëèçêè ìåæäó ñîáîé, ñ

òå÷åíèåì âðåìåíè óäàëÿþòñÿ äðóã îò äðóãà è íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ íåçàâèñèìî.

Ñêîëü óãîäíî ìàëûå âîçìóùåíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðèâîäÿò ê ñêîëü óãîäíî

ñèëüíîìó óõîäó ôàçîâîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû îò ñâîåãî íåâîçìóùåííîãî ñîñòîÿíèÿ.

Åñëè ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì (õîòÿ áû ïî îäíîé ïåðåìåííîé),

òî ôàçîâûå òðàåêòîðèè íå ìîãóò ðàçîéòèñü èç-çà íåóñòîé÷èâîñòè áîëåå ÷åì íà

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ðàçìåð ïðîñòðàíñòâî è íà÷èíàþò çàïóòûâàòüñÿ.

Îïèñàííûé òèï íåóñòîé÷èâîãî äâèæåíèÿ íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî-íåóñòîé÷èâûì.

Îáîçíà÷èìD(t) ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðèíàäëåæàùèõ

ðàçíûì òðàåêòîðèÿì â ìîìåíò âðåìåíè t. Ôîðìàëüíî ÿâëåíèå ëîêàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè

ìîæíî îïðåäåëèòü òàê: ñèñòåìà ëîêàëüíî-íåóñòîé÷èâà, åñëè ñóùåñòâóåò íàïðàâëåíèå,

â êîòîðîì D(t) = D(0)eh0t ,h0 - èíêðåìåíò íåóñòîé÷èâîñòè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèåé òî÷êè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñâîéñòâî ëîêàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè

ñâÿçàíî ñî ñâîéñòâîì ïåðåìåøèâàíèÿ. Åñëè êîððåëÿöèÿ R(t)= exp(�hct); hc = 1=�

, òî ñâÿçü ìåæäó ñòàòèòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ñèñòåìû hc è ÷èñòî äèíàìè÷åñêîé

õàðàêòåðèòèêîé h0 : hc =< h0 >. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, êîãäà ðåãóëÿðíîå,

íàïðèìåð, óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå ñèñòåìû ðàçðóøàåòñÿ è äâèæåíèå ñòàíåò

ñ ïåðåìåøèâàíèåì. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ â

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå âîçíèêàåò ëîêàëüíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü. Óñëîâèå ñòîõàñòè÷íîñòè

- íåóñòîé÷èâîñòü. Ìàêñèìóì íåóñòîé÷èâîñòè ðàâíîñèëåí ðàçðóøåíèþ âñåõ èíòåãðàëîâ

äâèæåíèÿ, êðîìå ýíåðãèè.

Àíàëèç Í.Ñ.Êðûëîâà ïîêàçàë, ÷òî èìåííî ñòîõàñòè÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü îáåñïå÷èâàåò

ðàâíîìåðíîå ïåðåìåøèâàíèå íà÷àëüíîé ôàçîâîé ÿ÷åéêè ñ ëþáîé òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ

íà ïîâåðõíîñòè íåðàçðóøåííûõ îäíîçíà÷íûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ è ïðèâîäèò ê

êîíå÷íîìó âðåìåíè ðåëàêñàöèè íà ýòîé ïîâåðõíîñòè.

4 Ýêñïåðèìåíòû, èëëþñòðèðóþùèå ïåðåõîä ê òóð-

áóëåíòíîñòè

4.1 Ìàÿòíèê

Ðàññìîòðèì ìàÿòíèê, âîçáóæäàåìûé âíåøíåé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé
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îïèñûâàåìûé óðàâíåíèåì

�
00

+ 
�
0

+ g sin � = F cos!t:

Ïîñëå çàìåíûïåðåìåííûõ x = �
0

; y = �; z = !t ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç òðåõ óðàâíåíèé

ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè

x
0

= y

y
0

= �
y � g sin z + F cos z

z
0

= !

Â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû F õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ìàÿòíèêà ñîîòâåòñòâóåò

ãðàôèêàì

×òîáû îòëè÷èòü õàîñ îò ìíîãîïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ðàññìîòðèì

X(!) = lim
T�>00

Z
T

0

dte
i!t
x(t)

Äëÿ ìíîãîïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ñïåêòð ìîùíîñòè P (!) = jX(!)j2 ñîñòîèò

òîëüêî èç äèñêðåòíûõ ëèíèé íà îïðåäåëåííûõ ÷àñòîòàõ. Ïðè õàîòè÷åñêîì äâèæåíèè

â ñïåêòðå ìîùíîñòè åñòü ñïëîøíàÿ ïîëîñà íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ.

4.2 Ýêñïåðèìåíò Áèíàðà

Ñëîé æèäêîñòè ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì îáúåìíîãî ðàñøèðåíèÿ ïîäîãðåâàåòñÿ

ñíèçó â ïîëå ñèëû òÿãîòåíèÿ. Íàãðåòàÿ æèäêîñòü âáëèçè äíà ïîäíèìàåòñÿ ââåðõ,

à õîëîäíàÿ îïóñêàåòñÿ âíèç, íî ýòîìó ïðîöåññó ïðîòèâîäåéñòâóþò âÿçêèå ñèëû.

8



Ïðè ìàëûõ ïðåîáëàäàåò âÿçêîñòü, æèäêîñòü ïîêîèòñÿ è òåïëî ïåðåíîñèòñÿ

ñ ïîñòîÿííîé òåïëîïðîâîäíîñòüþ. Ýòî ñîñòîÿíèå ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì ïðè

êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè Rc- ÷èñëà Ðýëåÿ R( -) ïîÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûå êîíâåêòèâíûå

âàëû. Ïîñëå ïðåâûøåíèÿ ïîðîãà Rc ïîÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêîå äâèæåíèå.

Â ïîñëåäíåé ÷àñòè äàííîé ðàáîòû áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

ïîâåäåíèå æèäêîñòè â ýêñïåðèìåíòå Áèíàðà îïèñûâàåòñÿ "Ìîäåëüþ Ëîðåíöà":

x
0

= ��x + �y

y
0

= rx� y � xz

z
0

= xy � bz

â êîòîðîé r - óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð ïðîïîðöèîíàëüíûé ÆT , x ïðîïîðöèîíàëüíî

ñêîðîñòè öèðêóëèðîâàíèÿ æèäêîñòè, y ïðîïîðöèîíàëüíî ðàçíîñòè òåìïåðàòóð, z

ïðîïîðöèîíàëüíî îòêëîíåíèþ âåðòèêàëüíîãî ïðîôèëÿ òåìïåðàòóðû îò ðàâíîâåñíîãî

çíà÷åíèÿ.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå äàþò ñëåäóþùóþ çàâèñèìîñòü äëÿ ñïåêòðà ìîùíîñòè

P (!)

x-êîìïîíåíòà ñêîðîñòè èçìåðåííàÿ ïî ýôôåêòó Äîïëåðà ïðè ðàññåÿíèè ñâåòà.

4.3 Ðåàêöèÿ Áåëîóñîâà-Æàáîòèíñêîãî

Îðãàíè÷åñêèå ìîëåêóëû (íàïðèìåð, ìàëîíîâîé êèñëîòû) îêèñëÿþòñÿ áðîìàò-èîíàìè

ïðè êàòàëèçàöèè îêèñëèòåëüíî-âîññòàíîâèòåëüíîé ñèñòåìîé (Ce4+=Ce3+). Ðåàãåíòàìè

ÿâëÿþòñÿ Cl2(SO4)3; NaBrO3; CH2(COOH)2; H2SO4 êîòîðûå ó÷àñòâóþò â 18 ýëåìåíòàðíûõ

ðåàêöèÿõ
dx

dt
= F (x; �);

x = (c1; c2; :::; cd) - êîíöåòðàöèè, F; � - âíåøíèå óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû.

Êîíöåòðàöèÿ èîíîâ Ce
4+ , èçìåðåííàÿ ïî ñåëåêòèâíîìó ïîãëàùåíèþ ñâåòà

ïðîÿâëÿåò õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå. Ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ âåùåñòâ â ïðîòî÷íîì

ðåàêòîðå ÿâëÿåòñÿ âíåøíèì óïðàâëÿþùèì ïàðàìåòðîì.

Äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè R(�)

R(�) = lim
T�>00

1

T

Z
T

0

dtc
0(t)c0(t+ �); c0(t) = c(t)� lim

T�>00

1

T

Z
T

0

dtc(t)2

èìååì
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ïðè t� > 00 êîððåëÿöèÿ ñòàíîâèòñÿ áëèçêîé ê íóëþ, à ýòî â ñâîþ î÷åðåäü ïîêàçûâàåò,

÷òî åñòü ïåðåìåøèâàíèå, òî åñòü íàñòóïàåò ÿâëåíèå õàîñà.

4.4 Àêóñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò

×åðåç ëàìèíàðíîå òå÷åíèå æèäêîñòè â òðóáå ïðîïóñêàåòñÿ çâóê âûñîêîé èíòåíñèâíîñòè

è èçìåðÿåòñÿ âûõîäíîé ñèãíàë. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ëàìèíàðíîå òå÷åíèå ñòàíîâèòñÿ

òóðáóëåíòíûì.

5 Êóñî÷íî-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ è õàîñ

5.1 Îïðåäåëåíèÿ

Ðàçíîñòíûì îòîáðàæåíèåì f áóäåì íàçûâàòü ñîîòíîøåíèå xn+1 = f(xn), ãäå f :

[0; 1]� > [0; 1].

Òðàåêòîðèÿ. Òðàåêòîðèåé îòîáðàæåíèÿ f ìû áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x0; x1; x2; ::: òàêóþ, ÷òî 0 � xn � 1; xn+1 = f(xn) äëÿ ëþáîãî n. Äðóãèìè ñëîâàìè

xn+1 = f(xn) = f(f(:::f(x0):::)) , ïðè n = 0; 1; 2; 3; :::

Òî÷êà ïîêîÿ. Òî÷êà 0 � x� � 1 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïîêîÿ îòîáðàæåíèÿ f , åñëè

f(x�) = x�.

Òî÷êà ïîêîÿ íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî óñòîé÷èâîé(íåóñòîé÷èâîé) òî÷êîé ïîêîÿ, åñëè

ñóùåñòâóåò òàêîå Æ > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x0 èç [x��Æ; x�+Æ] ñóùåñòâóåò limn�>00 f
n(x0) =

x�, (ñóùåñòâóåò N òàêîå,÷òî fn(x0) íå ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó [x�� Æ; x�+ Æ]*[0; 1]

è n > N).

Òî÷êà ïîêîÿ íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíî óñòîé÷èâîé, åñëè Æ ìîæíî âûáðàòü áîëüøå

åäèíèöû.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè x� - òî÷êà ïîêîÿ è jf
0

(x�) < 1 (èëè jf 0

(x�) > 1), òî

òî÷êà ïîêîÿ óñòîé÷èâà (íåóñòîé÷èâà).

Ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà. Ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà îòîáðàæåíèÿ f òî÷êè x0 2
[0; 1] (èëè òðàåêòîðèè îòîáðàæåíèÿ xn ) áóäåì íàçûâàòü

�(x0) = lim
n�>00

1

n
lnjf

n(x0 + �)� f
n(x0)

�
j = lim

n�>00

1

n
lnjdf

n(x0)

dx
j;

ò.å.

�e
n�(x0) = jfn(x0 + �)� f

n(x0)j:
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Òàêèì îáðàçîì, �(x0) õàðàêòåðèçóåò, íàñêîëüêî ñáëèæàþòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ òðàåêòîðèè,

ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì íà÷àëüíûì òî÷êàì. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

�(x0) � max0�x�1lnjf
0

(x)j:

Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà. Èíâàðèàíòíîé ìåðîé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ p(x), êîòîðàÿ

çàäàåò ïëîòíîñòü èòòåðàöèé îòîáðàæåíèÿ xn+1 = f(xn), x 2 [0; 1]; n = 0; 1; 2; ::: íà

åäèíè÷íîì èíòåðâàëå è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

(+)p(x) = lim
N�>00

1

N

N�1X
i=0

Æ(x� f
(i)(x0)):

Åñëè ó îòîáðàæåíèÿ åñòü èíâàðèàíòíàÿ ìåðà, òî ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ýòîãî

îòîáðàæåíèÿ íå çàâèñèò îò x0.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè g(x) âðåìåííîå ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî îïðåäåëåíèþ

ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì îòíîñèòåëüíî èíâàðèàíòíîé ìåðû

lim
N�>00

1

N

N�1X
i=0

g(xi) = lim
N�>00

1

N

N�1X
i=0

g(f i(x0)) =

Z 1

0

dxp(x)g(x):

Ýòî îäíîìåðíûé àíàëîã òåðìîäèíàìè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå,

ïîçâîëÿþùåãî â ñëó÷àå êîãäà äâèæåíèå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ýðãîäè÷íî, çàìåíèòü

âðåìåííîå óñðåäíåíèå óñðåäíåíèåì ïî àíñàìáëþ îòíîñèòåëüíî ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

p, ò.å.

lim
T�>00

1

T

Z
T

0

dtA(x(t)) =

Z 1

0

dxp
0

(x)A(x)

A - ôóíêöèÿ îò âåêòîðà x = [p; q]; qi = dH

pi
; pi = dH

qi
; p

0

= Æ(H(x) � E); p
0

-

ìàêðîñêîïè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû ñ ýíåðãèåé E.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòíîé ïëîòíîñòè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåêóððåíòíûì

ñîîòíîøåíèåì

pn+1(y) =

Z
dxÆ[y � f(x)]pn(x):

Èç îïðåäåëåíèÿ (+) ïîëó÷àåì

(�)p(y) =
Z
dxÆ[y � f(x)]p(x)

ñòàöèîíàðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà.

Äâà îòîáðàæåíèÿ f è g íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûìè, åñëè ñöóùåñòâóåò

îáðàòèìîå ïðåîáðàçîâàíèå h(x): f(x) = h
�1(g(h(x))):

Èíâàðèàíòíûå ïëîòíîñòè òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ îòîáðàæåíèé ñâÿçàíû

ñîîòíîøåíèåì

pf(x) = pg(h(x))
dh

dx
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ÷òî ïëîòíîñòü pf èíâàðèàíòíà

îòíîñèòåëüíî f(x)Z
dxÆ[y � f(x)]pf (x) =

Z
dxÆ[y � h

�1(g(h(x)))]pg(h(x))j
dh

dx
j =

=

Z
d!Æ[y � h

�1(g(!))]pg(!) =

Z
d!Æ[h(y)� g(!)]jdh

dg
jh�1(y)pg(!) =

= jdh
dg
j
Z
d!Æ[h(y)� g(!)]pg(!) = pg(h(y))

dh

dy
= pf(y):

5.2 Òðåóãîëüíîå îòîáðàæåíèå

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà òðåóãîëüíîå îòîáðàæåíèå:

xn+1 = �r(xn) = 2rxnmod1 = r(1� 2j1=2� xj):

Ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà äëÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ � = ln2r . Ïðè r = 1 èíâàðèàíòíàÿ

ìåðà p(x) = 1.

Íàïîìíèì, ÷òî êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé ðàçíîñòíîãî îòîáðàæåíèÿ f íàçûâàåòñÿ

R(m) = lim
N�>00

1

N

N�1X
i=0

x
0

i+mx
0

i
;

ãäå x
0

i
= f

i(x0)�X;X = limN�>00
1
N

P
N�1

i=0 f
i(x0). R(m) - õàðàêòåðèñòèêà ñòîõàñòè÷íîñòè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x0; f(x0); f
2(x0); :::, êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò íàñêîëüêî îòêëîíåíèå

îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ x
0

i
= xi �X âû÷èñëåííûå ÷åðåç m øàãîâ ñâÿçàíû â ñðåäíåì

äðóã ñ äðóãîì.

Åñëè äëÿ äàííîãî îòîáðàæåíèÿ f(x) èçâåñòíà èíâàðèàíòíàÿ ìåðà p(x), òî

R(m) =

Z 1

0

dxp(x)xfm(x)� [

Z 1

0

dxp(x)x]2:

Â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè èòòåðàöèé

xi+m = f
i+m(x0) = f

i
f
m(x0) = f

m
f
i(x0):

Äëÿ òðåóãîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ èìååì

R(m) =

Z 1

0

dxx�
m(x)� [

Z 1

0

dxx]2 =

=

Z 1

2

�
1

2

dyy�
m(y +

1

2
) +

1

2

Z 1

2

�
1

2

dy�
m(y +

1

2
)� 1

4
=

1

12
Æm;0:
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5.3 Äåòåðìèíèðîâàííàÿ äèôôóçèÿ

Ïðè áðîóíîâñêîì äâèæåíèè ÷àñòèö æèäêîñòè â ñëó÷àå áîëüøîãî òðåíèÿ ìîæíî

ïðåíåáðå÷ü óñêîðåíèåì è òîãäà x
0

ïðîïîðöèîíàëüíî �(t), �(t) - ñëó÷àéíûå ñèëû

âîçíèêàþùèå ïðè òåïëîâîì äâèæåíèè ìîëåêóë. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî �(t) êîððåëèðîâàíû

ïî Ãàóññó, ò.å. < �(t) >= 0; < �(t); �(t
0

>=Æ(t � t
0

) òîãäà < x(t) >= 0, < x
2(t) >

ïðîïîðöèîíàëüíî t (â îòëè÷èå îò çàêîíà x2 ïðîïîðöèîíàëüíî t2 ïðè ïîñòîÿííîé

ñèëå k ïðîïîðöèîíàëüíîé x).

Ðàññìîòðèì êóñî÷íî-ëèíåéíîå ïåðèîäè÷åñêîå îòîáðàæåíèå

x�+1 = F (x� ) = x� + f(x� ); � = 0; 1; 2; :::;

â êîòîðîì ôóíêöèÿ f(x� ) ïåðèîäè÷íà ïî x� , ò.å. f(x�+n) = f(x� ); n = :::;�2;�1; 0; 1; 2; :::

Òðàåêòîðèÿ ìåäëåííî óäàëÿåòñÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Äèôôóçèÿ âîçíèêàåò íå çà

ñ÷åò ñëó÷àéíûõ ñèë, êàê â áðîóíîâñêîì äâèæåíèè, à çà ñ÷åò òîãî, ÷òî òðàåêòîðèÿ

ïîä âëèÿíèåì õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ âíóòðè îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ åäèíè÷íûõ

îòðåçêîâ "çàáûâàåò ñâîå ïðîøëîå".

Âû÷èñëèì < x
2
>. Êîîðäèíàòó x� ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû íîìåðà îòðåçêà

N� è ïîëîæåíèÿ y� èç îòðåçêà [0; 1]: x� = N� + y�

Äëÿ ðààñìàòðèâàåìîãî îòîáðàæåíèÿ èìååì

N�+1 + y�+1 = F (N� + y�) = N� + y� + f(y�);

N�+1 �N� = [y� + f(y�)] = �(y� );

[ ]-öåëàÿ ÷àñòü,

y�+1 = y� + f(y�)� [y� + f(y�)] = g(y�)
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Îáîçíà÷èì

Nt =

t�1X
�=0

(N�+1 �N� ) =

t�1X
�=0

�(y� ); N0 = 1:

Äëÿ äèñïåðñèè èìååì

< N
2
t
>=
X
�;�

< �(y�); �(y�) >

Óñðåäíåíèå < ::: > áåðåòñÿ ïî âñåì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì y0 . Äëÿ ïðîñòîòû

ïîëàãàåì, ÷òî < Nt >= 0.

Åñëè äâèæåíèå çàäàâàåìîå g(y) íàñòîëüêî õàîòè÷íî, ÷òî êîððåëÿöèè ìåæäó y�
íåò, ò.å.

< �(y� ); �(y�) >= cÆ�;�

Åñëè g(y) èìååò èíâàðèàíòíóþ ïëîòíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

p(y) =

Z 1

0

dxÆ[g(y)� y]p(x);

òîãäà < N
2
t
>= 2Dt , äëÿ t >> 1, D = 1

2

R 1
0
dyp(y)�2(y) - êîýôôèöèåíò äèôôóçèè.

Åñëè èíòåðâàëû Æ, ÷åðåç êîòîðûå òðàåêòîðèè ïåðåñêàêèâàþò èç îäíîãî îòðåçêà â

äðóãîé äîñòàòî÷íî ìàëû (òàê, ÷òî èçìåíåíèåì p â ýòîé îáëàñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü,

ò.å. P (x 2 Æ) = P
0

), òî D = 1
2
P

0

Æ.

5.4 Óíèâåðñàëüíîå ïîâåäåíèå êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé

Ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìîå ëîãèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå

(!)xn+1 = fr(xn) = rxn(1� xn); n = 0; 1; 2; :::

Ïîñòîÿííàÿ r ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ â äèàïàçîíå 0 � r � 4 ïåðåìåííàÿ xn

èìååò îáëàñòü èçìåíåíèÿ 0 � xn � 1.
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Ýòî îòîáðàæåíèå ïîÿâëÿåòñÿ â ðÿäå ðàçäåëîâ íàóêè. Â áèîëîãèè îíî ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ, îïèñûâàþùåé èçìåíåíèå ÷èñëåííîñòè êàêîé-ëèáî ïîïóëÿöèè

áèîëîãè÷åñêîãî âèäà â îïðåäåëåííîì ìåñòå ïðîñòðàíòñòâà ÷åðåç îïðåäåëåííûå

ïðîìåæóòêè âðåìåíè. Ñëàãàåìîå rx ñîîòâåòñòâóåò ïðèáûëè ÷èñëà îñîáåé, à íåëèíåéíûé

÷ëåí �rx2 çà èõ óáûëü.
Ïðè ÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè óðàíåíèÿ

dA
2

dt
= A

2(1� A
2);

dA
2

dt
=
dA

2
j+1 � dA

2
j

�

ìû òàêæå ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (!) (ïîäñòàíîâêà x = �

1+�
A
2
j
ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

(!) ñ r = 1 + � ).

Äðóãîé ïðèìåð èç îáëàñòè áàíêîâñêèõ ñáåðåæåíèé. Ïðè ôèêñèðîâàííîì ïðîöåíòå

ïðèðîñòà â ãîä �0 íà íà÷àëüíûé êàïèòàë z0 ÷åðåç n+1 ëåò ñóììà âêëàäà ñîñòàâèò

zn+1 = (1 + �0)zn = (1 + �0)
n+1

z0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàêîé-òî ïîëèòèê ïðåäëîæèë

óìåíüøàòü � ïðîöåíò ïî âêëàäó ïðè áîëüøèõ z òàê, ÷òîáû � = (1� z

zmax
)�0 , òîãäà

zn+1 = (1 + �0(1 � zn=zmax))zn è ïðè x = z0�0=zmax(1 + �0); r = zmax(1 + �0)
2
=�0

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (!).

Óðàâíåíèå (!) ñ r = 4 ïîÿâëÿåòñÿ â òåîðèè ñèñòåìû Ëîðåíöà.

Íàêîíåö, îòîáðàæåíèÿ òèïà (!) ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ ïðè èññëåäîâàíèè òóðáóëåíòíîãî

ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ñîîòâåòñòâèÿ òå÷åíèÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ñå÷åíèé, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïîòîêó

Ðàññìàòðèâàÿ ñðåäíåå òå÷åíèå U(y) è àìïëèòóäó ôëóêòóàöèé (u0)max(y) êàêîé-

ëèáî êîìïîíåíòû ñêîðîñòè è ñîñòàâëÿÿ âåëè÷èíó x(y) = U� (u0)max (âñå âåëè÷èíû

îòíåñåíû ñ ñðåäíåé ñêîðîñòè íà âíåøíåé ãðàíèöå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ), ìîæíî

îæèäàòü, ÷òî â äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñå÷åíèÿõ j è j + 1, òî åñòü â òî÷êàõ A è B

èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå xj+1 = F (j; xj) ïðè îïðåäåëåííîì çíà÷åíèè y=Æ(x) (Æ(x) -

ìåñòíàÿ òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ). Â ïîðÿäêå ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî ðàññìîòðåòü

F (j; xj) = r(j)xj(1�xj) , òî åñòü ñâåñòè èññëåäîâàíèå ê ñèñòåìå (!) äëÿ íåîäíîðîäíîãî
ñëó÷àÿ, êîãäà ïàðàìåòð r ñàì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé j.

Ñèñòåìó (!) ìîæíî èññëåäîâàòü ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà. Çàäàâàÿ x0 , áóäåì

èñêàòü ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ xn ïðè j� > 00 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ r. Íåòðóäíî
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ïîêàçàòü, ÷òî ïðè 0 < r < 1 ó ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ

òî÷êà ïîêîÿ x0 = 0, è îíà ãëîáàëüíî óñòîé÷èâà. Ïðè 1 < r < 3 ïîÿâëÿåòñÿ åùå

îäíà òî÷êà ïîêîÿ x� = 1 � 1=r , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, à òî÷êà ïîêîÿ

x0 = 0 ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé. Ïîÿâëÿåòñÿ ïåðâàÿ áèôèðêàöèÿ. Âñå òðàåêòîðèè

ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ ïðè 1 < r < 3 ñòðåìÿòñÿ ïðè n�� > 00 ê x� , êðîìå

òðàåêòîðèè x0 = 0

Ïðè r > 3 è âòîðàÿ òî÷êà ïîêîÿ ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé, à íîâûõ òî÷åê

ïîêîÿ íå ïîÿâëÿåòñÿ. ×òî æå ïðîèñõîäèò ïîñëå ýòîãî? Ïðîèñõîäèò ñëåäóþùàÿ

áèôóðêàöèÿ. Âîçíèêàåò óñòîé÷èâûé äâîéíîé öèêë. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè

r > 3 ó ôóíêöèè f 2(x) = f(f(x)) ïîÿâëÿþòñÿ ÷åòûðå òî÷êè ïîêîÿ: x0 = 0; x�; x
0
; x

00

x
0
; x

00 =
1

2
[(1 +

1

r
) +�

r
(1 +

1

r
)(1� 3

r
)]

äâå ïåðâûå èç êîòîðûõ íåóñòîé÷èâû, à äâå îñòàëüíûå óñòîé÷èâû. Ïðè÷åì f(x0) =

x
00 , à f(x00) = x

0. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáîé òðàåêòîðèåé ëîãèñòè÷åñêîãî

îòîáðàæåíèÿ è ìíîæåñòâîì G = x
0
; x" ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n� > 00 . Ìíîæåñòâî

G íàçûâàþò óñòîé÷èâûì öèêëîì ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ ïåðèîäà äâà.

Ïðè r = 3; 45 îáðàçóåòñÿ áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ öèêëà. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rn òàêàÿ, ÷òî rn < rn+1; r� > r00 = 3; 6 è ïðè

rn < r < rn+1 èìååòñÿ óñòîé÷èâûé 2n�1 öèêë x
�
0; x

�
1; :::; x

�

2n�1 òàêîé , ÷òî f(x�
i
) =

x
�
i+1; f

2n�1(x�
i
) = x

�
i
è j d

dx
f
2n�1(x�0)j < 1. Òî åñòü ïðè rn�1 < r < rn ðàññòîÿíèå

ìåæäó ëþáîé òðàåêòîðèåé è 2n�1-öèêëîì ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè íåîãðàíè÷åííîì

ðîñòå ÷èñëà èòåðàöèé f .

Ýòîò ïðîöåññ óäâîåíèÿ öèêëîâ ïîäðîáíî èññëåäîâàëñÿ Ôåéãåíáàóìîì, ÷òî ïðèâåëî

ê îòêðûòèþ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå óíèâåðñàëüíîñòè ïîâåäåíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì.

Áûëî óñòàíîâëåíî ([6]), ÷òî äëÿ âñÿêîãî n > 1 ñóùåñòâóåò òàê íàçûâàåìûé ñóïåðöèêë

îòîáðàæåíèÿ f 2
n

Rn
, ñîäåðæàùèé òî÷êó x0 = 1

2
, ãäå Rn 2 (rn; rn+1). Åñëè îáîçíà÷èòü

dn = f
2n

Rn
(1
2
), òî ïðåäåë dn

dn+1
ñóùåñòâóåò è ðàâåí a = 2; 5029078750:::. Âòîðàÿ

êîíñòàíòà Ôåéãåíáàóìà Æ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rn � r1 = constÆ
�n
; n >> 1; Æ = 4; 66016091:::

Ýòè êîíñòàíòû, êàê âèäíî èç èõ îïðåäåëåíèÿ, õàðàêòåðèçóþò ïåðåõîä ê õàîñó.

Ïðè r > r1 íàñòóïàåò èñêëþ÷èòåëüíî áûñòðàÿ ñìåíà õàðàêòåðà ïðåäåëüíûõ

ðåøåíèé ñèñòåìû (!) ñ ïîÿâëåíèåì èíîãäà öèêëîâ, èíîãäà ñòîõàñòè÷åñêèõ ðåøåíèé.

Ïðè r = 4 âñå ðåøåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî íåóñòîé÷èâû. Â ïðîöåññå ñ÷åòà íà

êîìïüþòåðå íàáëþäàåòñÿ õàîòè÷åñêîå áëóæäàíèå îò îäíîãî íåóñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ

ê äðóãîìó.
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Çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà äëÿ ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ

r ïðèâåäåíû íà ñëåäóþùåì ãðàôèêå

Îòîáðàæåíèå f4(x) òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ñ îòîáðàæåíèåì �(x), òàê êàê äëÿ

ôóíêöèè h(x) = 2
�
arcsin

p
x ñïðàâåäëèâî

f4(h
�1(x)) = sin2(�x) = h

�1(�(x))

Îòñþäà, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå �(x) èíäóöèðóåò õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå

ó f4(x). Èíâàðèàíòíàÿ ïëîòíîñòü pf4 îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè h(x) ïî

èíâàðèàíòíîé ïëîòíîñòè p� = 1

pf4(x) =
1

�

1p
x(1� x)

Â ïðîöåññå ñ÷åòà íà êîìïüþòåðå ñèñòåìà âûõîäèò íà ñâîé àòòðàêòîð - ñîâîêóïíîñòü

ïðèòÿãèâàþùèõ çíà÷åíèé x, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ óñòîé÷èâîñòè. Àòòðàêòîð

ìîæåò áûòü âåñüìà ïðîñòûì, âêëþ÷àþùèì íåñêîëüêî èçîëèðîâàííûõ òî÷åê (öèêë),

íî ìîæåò áûòü è äîâîëüíî ñëîæíûì, âêëþ÷àþùèì ïîäìíîæåñòâî, ïî êîòîðîìó

òî÷êà áëóæäàåò â ïðîöåññå ñ÷åòà.

Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòü ïîëó÷àåìîãî

â ïðåäåëå àòòðàêòîðà. Äëÿ ýòîãî ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà.

Ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî d-ìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü òðåáóåòñÿ N(l) d-ìåðíûõ øàðîâ äèàìåòðîì l äëÿ åãî ïîêðûòèÿ,

òîãäà ðàçìåðíîñòüþ ìíîæåñòâà íàçîâåì ïðåäåë

lim
l�>0

ln( 1
N(l)

)

ln(l)
;

åñëè îí ñóùåñòâóåò.

Ìîæíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî ðàçìåðíîñòü ñóïåðöèêëà ïðè n� > 00 ñòðåìèòñÿ ê

� ln2

ln(1
2
( 1
a
+ 1

a2
)
= 0; 54387:::
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Òàêèì îáðàçîì, ìû íà ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîì ïðèìåðå óáåäèëèñü, êàê ïðîèñõîäèò

ïåðåõîä ê õàîñó ïî òåîðèè Ëàíäàó. Ñóùåñòâóþò ýêñïåðèìåíòû ([7]), ïîäòâåðæäàþùèå

âîçìîæíîñòü òàêîãî ïåðåõîäà. Áîëåå òîãî, äåëàþòÿ ïîïûòêè ïîñòðîèòü ðàçíîñòíûå

îòîáðàæåíèÿ, äåìîíñòðèðóþùèå òàêîé æå, êàê â ýòèõ ýêñïåðèìåíòàõ, ïåðåõîä ê

õàîñó.

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñóùåñòâåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èñëëåäîâàíèå

ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ â íåîäíîðîäíîì ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíò r ìåíÿåòñÿ

ñî âðåìåíåì. Íåñêîëüêî ñîäåðæàòåëüíûõ ïðèìåðîâ âû÷èñëåíèé â ýòîì ñëó÷àå

ïðèâåäåíû â ([2]).

6 Ïåðåõîä ê õàîñó ÷åðåç ïåðåìåæàåìîñòü. Ñèñòåìà

Ëîðåíöà

Äðóãîé ñïîñîá ïåðåõîäà ê õàîñó îïèðàåòñÿ íà ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî äëèííûå

ðåãóëÿðíûå (ëàìèíàðíûå) ôàçû (îêíà) ïðåðûâàþòñÿ ÷åðåç ñòàòèñòè÷åñêè ðàñïðåäåëåííûå

ïðîìåæóòêè âðåìåíè íåðåãóëÿðíûìè âñïëåñêàìè (êîðîòêèå ôàçû).

Áóäåì èñõîäèòü èç óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà è óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè. Âî

ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ ìîæíî íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå, êîòîðîå, êàê ñëåäóåò èç

ýêñïåðèìåíòîâ, óñòîé÷èâî ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà. Ïîñëå ëèíåàðèçàöèè

ñèñòåìû âáëèçè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè ìàëîñòè îòêëîíåíèé îò

ýòîãî ðåøåíèÿ, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

Vt = e
i(!+i
)t

Vi!(x)

è èç ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé îïðåäåëÿòü êîìïëåêñíûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû

! + i
. Åñëè 
 > 0 äëÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, òî ìàëûå âîçìóùåíèÿ çàòóõàþò

ñî âðåìåíåì è ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî. Îäíàêî, åñëè ïðè óâåëè÷åíèè

R îäíà èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïåðåñå÷åò äåéñòâèòåëüíóþ îñü, òî ñòàöèîíàðíîå

ðåøåíèå áóäåò íåóñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì ñ ýòîé ÷àñòîòîé. Çäåñü

óæå çàêëþ÷àåòñÿ ïåðâûé íåäîñòàòîê ýòîé òåîðèè. Ìû ëèíåàðèçîâûâàëè ñèñòåìó

è ðàçäåëÿëè ïåðåìåííûå ïðè óñëîâèè ìàëîñòè âîçìóùåíèé. Âïðî÷åì, ïîäîáíûå

íåäîñòàòêè åñòü è â äðóãèõ òåîðèÿõ ïåðåõîäà ê òóðáóëåíòíîñòè.

6.1 Âûâîä ñèñòåìû Ëîðåíöà

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Ëîðåíöà:

X
0 = ��X + �Y

Y
0 = rX � Y �XZ

Z
0 = XY � bZ

Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ïîëó÷èòü èç ýêñïåðèìåíòà Áèíàðà.
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Ïóñòü v(x; t)-ïîëå ñêîðîñòè, T (x; t)-ïîëå òåìïåðàòóð. Äëÿ ýêñïåðèìåíòà Áèíàðà

ìû èìååì óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà

p
dv

dt
= F � dP + �d

2
v;

óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè
dT

dt
= kd

2
T;

óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè
dp

dt
+ div(pv) = 0;

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

T (x; y; z = 0; t) = T0 + ÆT; T (x; y; z = h; t) = T0:

Çäåñü p-ïëîòíîñòü æèäêîñòè, �-âÿçêîñòü, P -äàâëåíèå, k-òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòü,

F = p
0
glz âíåøíÿÿ ñèëà òÿãîòåíèÿ â íàïðàâëåíèè lz. Íåëèíåéíîñòü â ãèäðîäèíàìèêå

ñâÿçàíà ñ êîíâåêòèâíûì ñëàãàåìûì

v = (vd)v + dv=dt

êâàäðàòè÷íûì ïî v.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî à) ñèñòåìà îáëàäàåò òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòüþ ïî y,

òàê ÷òî êîíâåêöèîííûå âàëû ïðîñòèðàþòñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè, á) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü

çàâèñèìîñòüþ îò ÆT âñåõ êîýôôèöèåíòîâ êðîìå p = p
0(1 � aÆT ) (ïðèáëèæåíèå

Áóññèíåñêà). Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèè ïðèíèìàåò âèä

du

dx
+
dw

dz
= 0; u = vx; w = vz:

Ðàññìîòðèì  (x; z; t) òàêóþ, ÷òî

u = �d 
dz
; w =

d 

dx
:

Îáîçíà÷èì �(x; z; t) îòêëîíåíèå îò ëèíåéíîãî ïðîôèëÿ òåìïåðàòóðû

T (x; z; t) = T0 + ÆT � ÆT

h
z + �(x; z; t):

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé è ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé óðàâíåíèå Íàâüå-

Ñòîêñà è óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

d

dt
d
2
 = �d( ; d

2
 )

d(x; z)
+ �d

4
 + ga

d�

dx

d

dt
� = �d( ; �)

d(x; z)
+
ÆT

h

d 

dx
+ kd

2
�;
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ãäå
d(a; b)

d(x; z)
=
da

dx

db

dz
� da

dz

db

dx
; d

4 =
d
4

dx4
+

d
4

dz4
;

� = �=p
0-êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü, ïðè ñâîáîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

�(0; 0; t) = �(0; h; t) =  (0; 0; t) =  (0; h; t) = d
2
 (0; 0; t) = d

2
 (0; h; t) = 0:

Ñîõðàíÿÿ òîëüêî ìëàäøèå ÷ëåíû â ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè  ðàññìîòðèì

ïîäñòàíîâêó
a

1 + a2

1

k
 =

p
2X(t) sin(

�a

h
x) sin(

�

h
z);

�R

RcÆT
� =

p
2Y (t) cos(

�a

h
x) sin(

�

h
z)� Z(t) sin(

2�

h
z);

ãäåX; Y; Z -çàâèñÿò òîëüêî îò âðåìåíè, R = gah
3
ÆT=�k-÷èñëî Ðýëåÿ, Rc = �

4
a
�2(1+

a
2)3-êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå R, a-îòêëîíåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ ñèñòåìû Ëîðåíöà, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ áåðåòñÿ ïî áåçðàçìåðíîìó

âðåìåíè � = �
2
h
�2(1 + a

2)kt, � = �=k - ÷èñëî Ïðàíäòëÿ, b = 4(1+ a
2)�1; r = R=Rc-

âíåøíèé óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð ïðîïîðöèîíàëüíûé ÆT .

6.2 Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè, âîçíèêíîâåíèå êîíâåíêöèè è òóðáóëåíòíîñòè

Ðåøåíèå ñèñòåìû Ëîðåíöà â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé îïèñûâàåò íåêîòîðóþ êðèâóþ,

èñõîäÿùóþ èç íà÷àëüíîé òî÷êè (X(0); Y (0); Z(0)). Ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðîâ �; r; b îíî èìååò õàðàêòåð áëóæäàíèé â êîíå÷íîé ÷àñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

(ò.í. ñòðàííûé àòòðàêòîð). Ýòî íàáëþäàåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ � = 10; r = 30; b =

8=3. Ýòîò ñëó÷àé áóäåò ïðîàíàëèçèðîâàí íèæå. Èìåííî áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ

áëóæäàþùèõ òðàåêòîðèé ñèñòåìà Ëîðåíöà ïðèâëåêëà ïðèñòàëüíîå âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé.

Â êà÷åñòâåííîì ïëàíå íàëè÷èå áëóæäàíèé ìîæåò áûòü ïîíÿòî èç ñëåäóþùèõ

ñîîáðàæåíèé.

Ñèñòåìà Ëîðåíöà èìååò òðè ñòàöèîíàðíûå òî÷êè A = (0; 0; 0); B1 = (c; c; r �
1); B2 = (�c;�c; r � 1) , ïðè ïîäñòàíîâêå êîòîðûõ â óðàíåíèå ñèñòåìû ïðàâàÿ

÷àñòü îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êàA ñîîòâåòñòâóåò òåïëîïðîâîäíîñòè áåç äâèæåíèÿ æèäêîñòè

è å¸ ìàòðèöà óñòîé÷èâîñòè

dFi

dxj
jA = (��; �; 0; jjr;�1; 0; jj0; 0;�b)

èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

�1;2 = �� + 1

2
+�1

2

p
(� + 1)2 + 4(r � 1)�; �3 = �b:

Ðåøåíèå (X; Y; Z) = (0; 0; 0) ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè 0 < r < 1.

Êîíâåêöèè íåò. Òåïëî ïåðåäàåòñÿ òîëüêî ÷åðåç òåïëîîáìåí.

Ïðè r = 1 - êîíâåêöèÿ Áèíàðà.
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Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè B1; B2 ñîîòâåòñòâóþò äâèæóùèìñÿ âàëàì.

Ìàòðèöàìè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê B1; B2 ÿâëÿþòñÿ

dFi

dxj
jB1;2

= (��; �; 0; jjr; 1;�1; jjc; c; c;�b):

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì

P (�) = �
3 + (� + b + 1)�2 + b(� + r)�+ 2b�(r � 1)

ïðè r = 1 èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ �1 = 0; �2 = �b; �3 = �(� + 1).

Ïðè r > 1 íà÷àëî êîîðäèíàò ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì è ïîÿâëÿþòñÿ äâà

äðóãèõ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, êîòîðûå óñòîé÷èâû äî òåõ ïîð, ïîêà r < r0 =
�(�+b+3)

��b�1
è � > 2.

Ïðè r = 14 (íàéäåíî òîëüêî ÷èñëåííî) ïîÿâëÿþòñÿ äâå ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè

íà÷àëà êîîðäèíàò, ò.å. äâå òðàåêòîðèè êîòîðûå è ïðè t� > �00 è ïðè t� > +00

ñòðåìÿòñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò. Ïðè r > 14 ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè èñ÷åçàþò,

ýòî ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ íåóñòîé÷èâûõ öèêëîâ. Çäåñü ïðîèñõîäèò òî, ÷òî

Éîðêå íàçâàë "ïðåäòóðáóëåíòíîñòüþ". Èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé,

íî â êîíöå êîíöîâ áîëüøèíñòâî òðàåêòîðèé ïðèòÿãèâàåòñÿ ê êàêîìó-ëèáî èç óñòîé÷èâûõ

ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Ýòî íå ñòðàííûé àòòðàêòîð, à "ìåòàñòàáèëüíîå" èíâàðèàíòíîå

ìíîæåñòâî: áëèçêèå ê íåìó òî÷êè óõîäÿò ñòîõàñòè÷åñêèì ïóòåì ê îäíîé èç ïðèòÿãèâàþùèõ

òî÷åê.

Ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååò äâà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ.

Ïðè ïåðåõîäå r ÷åðåç r0 âåùåñòâåííûå ÷àñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïåðåñåêàþò ìíèìóþ

îñü ñ íåíóëåâîé ñêîðîñòüþ è ïåðâàÿ ëÿïóíîâñêàÿ âåëè÷èíà âñåãäà ïîëîæèòåëüíà.

Ïðè ïîñëåäóùåì âîçðàñòàíèè r ïðîèñõîäèò ñóáêðèòè÷åñêàÿ áèôóðêàöèÿ Õîïôà.

Äâå íåóñòîé÷èâûå çàìêíóòûå òðàåêòîðèè ñõëîïûâàþòñÿ â äâà ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ,

äåëàÿ èõ íåóñòîé÷èâûìè.

Ïðè r > r0 èìååì "ñòàíäàðòíûé" àòòðàêòîð Ëîðåíöà.

6.3 Ñòðàííûé àòòðàêòîð

Ïóñòü � = 10; r = 30; b = 8=3. Â ýòîì ñëó÷àå A = (0; 0; 0); B1;2 = (+�c;+�c; 29); c =
8; 79394

Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè îãðàíè÷åííîé óñòîé÷èâîñòè (íåóñòîé÷èâûå

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ) - òðàåêòîðèè â èõ îêðåñòíîñòè îáëàäàþò ýêñïîíåíöèàëüíî

ðàñòóùèìè ìîäàìè. Íî õàðàêòåð íåóñòîé÷èâîñòåé òî÷åê A è B1;2 ñóùåñòâåííî

ðàçëè÷åí.
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Â îêðåñòíîñòè òî÷êè A äâå ìîäû ÿâëÿþòñÿ ïðèòÿãèâàþùèìè è îäíà ìîäà

îòòàëêèâàþùåé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå òðàåêòîðèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè A ñòðåìÿòñÿ

ê ïðÿìîé z = 0; y = 2; 23955:::, âäîëü êîòîðîé ïðîèñõîäèò îòòàëêèâàíèå îò òî÷êè

A.

Â îêðåñòíîñòè òî÷åêB1;2 ëèøü îäíà ìîäà ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùåé, à îñòàëüíûå

äâå îòòàëêèâàþùèìè. Ïîýòîìó âñå òðàåêòîðèè â îêðåñòíîñòè òî÷åê B1;2 ñòðåìÿòñÿ

ê íåêîòîðûì ïëîñêîñòÿì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç ýòè òî÷êè, è óæå âäîëü ïëîñêîñòåé,

îñöèëëèðóÿ âîêðóã ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, òðàåêòîðèè ìåäëåííî (ïî ñðàâíåíèþ ñ

ïåðèîäîì îñöèëëÿöèé) óäàëÿþòñÿ îò íèõ.

Ïëîñêîñòè, ïî êîòîðûì ïðîèñõîäèò îòòàëêèâàíèå, èìåþò âèä: 25; 05595:::x �
11; 29219::y +�8; 79394:::z = 0.

Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî âñå òðè ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ

òî÷êàìè íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ è ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìîå áëóæäàíèå òðàåêòîèè

ñèñòåìû, âíóòðè íåêîòîðîé êîíå÷íîé îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, çà ÷òî àòòðàêòîð

ïîëó÷èë íàçâàíèå ñòðàííîãî. Ñòðàííûé àòòðàêòîð îáëàäàåò ïðèòÿãèâàþùèì ñâîéñòâîì

íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì ìíîæåñòâå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé, è, íàîáîðîò, îòòàëêèâàíèåì

- íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íà ïðÿìîé îòòàëêèâàíèÿ,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A, è íà ïëîñêîñòÿõ îòòàëêèâàíèÿ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç

òî÷êè B1;2).

Êîíñòðóêòèâíîå èññëåäîâàíèå òàêîãî òèïà ñèñòåì âîçìîæíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ

ìîäåëèðîâàíèÿ è îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Âíà÷àëå ñôîðìóëèðóåì ñòàòèñòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Ïóñòü èìååòñÿ

âåêòîð Q, óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ

dQ

dt
= F (Q);

Ðàçîáüåì êîíå÷íóþ ÷àñòü 
 ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèéQ, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ òðàåêòîðèÿ

äâèæåíèÿ ñèñòåìû, íà ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê Ei(i = 1; 2; :::; N). Âûáåðåì

õàðàêòåðíîå âðåìÿ � - øàã äèñêðåòèçàöèè - äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

îòîáðàæåíèé ïðîñòðàíñòâà Q âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ. Ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà

íà êîíå÷íûå îáëàñòè Ei è âðåìåíè íà èíòåðâàëû � äîëæíî áûòü ïðîèçâåäåíî

äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòåëüíûì îáðàçîì, â ÷àñòíîñòè, ðàçìåð ÿ÷ååê Ei è � äîëæåí

õàðàêòåðèçîâàòü ñòåïåíü ãðóáîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ

ïðîâåðêè òåîðèè.

Ðàññ÷èòûâàÿ íà êîìïüþòåðå òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ, âêëþ÷àÿ àòòðàêòîð, ìîæíî

îïðåäåëèòü ýëåìåíòû ìàòðèöû ïåðåõîäîâ Wi;j(i; j = 1; 2; :::; N) çà îäèí øàã � ,

ò.å. âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç ÿ÷åéêè j â ÿ÷åéêó i çà âðåìÿ � . Ìàòðèöà Wi;j

íîðìèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

NX
j=1

Wi;j = 1:

Ââåäÿ âåðîÿòíîñòü Pi(i = 1; 2; :::; N) òîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ

â ÿ÷åéêå Ei, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ýâîëþöèè âåðîÿòíîñòåé
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ïî äèñêðåòíîìó âðåìåíè n�(n = 1; 2; :::)

Pi(n�) =Wi;jPj[(n� 1)� ]:

Çäåñü è äàëåå ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîèñõîäèò ñóììèðîâàíèå.

Ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé P �
i
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

P
�

i
= Wi;jP

�

j
:

Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò ðåëàêñàöèîííûé ïðîöåññ â ðàññìàòðèâàåìîì ñòàòèñòè÷åñêîì

àíñàìáëå òðàåêòîðèé ñèñòåìû îò ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

Pi(0) äî ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P
�
i
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ òðåáóåìîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ïîëó÷èòü ðåøåíèå P �
i
(t) íåîáõîäèìî

ñëåäèòü ëèøü çà òåì, ÷òîáû ìàòðèöà ïåðåõîäîâWi;j áûëà áû ïîëó÷åíà ñ äîñòàòî÷íîé

ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.

Âåðíåìñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû Ëîðåíöà. Ðàçîáúåì ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé

íà 8 ïîëîñ

E1 = (0 � z � 6); E2 = (6 < z � 12); E3 = (12 < z � 18); E4 = (18 < z � 24);

E5 = (24 < z � 30); E6 = (30 < z � 36); E7 = (36 < z � 42); E8 = (42 < z � 48):

Øàã äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè âûáåðåì � = 1 , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðèìåðíî

îäíîìó îáîðîòó ïî àòòðàêòîðó.

Â ó÷åáíîì ïîñîáèè Æèãóëåâà Â.Í. ([2]) ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ

ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P �
i
ïî îáúåìàìE1, E2, E3, E4, E5,E6,E7,E8

äëÿ âðåìåíè íàáîðà ñòàòèñòèêè t� = 6000 è øàãà ÷èñëåííîé ñõåìû Æt = 0; 05

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïîäàâëÿþùóþ ÷àñòü âðåìåíè òî÷êè òðàåêòîðèè ïðîâîäÿò íà

ïëîñêîñòÿõ îòòàëêèâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê B1;2(z0 = 29).

Åñëè â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ òðàåêòîðèè íà àòòðàêòîðå Ëîðåíöà ñëåäèòü çà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ zj ìàêñèìóìîâ z ïðè ñîâåðøåíèè ôàçîâîé òî÷êîé îäíîãî

îáîðîòà, ìîæíî ïîëó÷èòü îòîáðàæåíèå xj+1 = 4xj(1 � xj), â êîòîðîì x ÿâëÿåòñÿ

îïðåäåëåííîé ôóíêöèåé z.

Îòìåòèì, ÷òî îöåíêà øàãà ñõåìû, íåîáõîäèìîãî äëÿ äîñòàòî÷íî òî÷íîãî îïèñàíèÿ

âñåé òðàåêòîðèè íà âðåìåíè íàáîðà ñòàòèñòèêè (ïðèìåðíî 1000), ïðèâîäèò ê âåëè÷èíå

Æt = 10�150. Ýòà òî÷íîñòü ïðàêòè÷åñêè íåäîñòèæèìà èç-çà ñëèøêîì áîëüøîãî

îáú¸ìà âû÷èñëåíèé. Îäíàêî, åñëè ïðèìåíèòü ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä, òî åñòü

îïðåäåëÿòü äîïóñòèìóþ ãðóáîñòü òðàåêòîðèè èç òðåáîâàíèÿ äîñòàòî÷íî òî÷íîãî

ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé äëÿ ýâîëþöèè âåðîÿòíîñòåé è ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

P
�
i
íà àòòðàêòîðå, òî âðåìåííîé øàã ñõåìû ìîæåò áûòü ñäåëàí ãðóáåå, ÷åì Æt =

10�2. Â ýòîì, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, è çàêëþ÷àåòñÿ ñìûñë ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà

âîîáùå.
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7 Îáùèå ïîëîæåíèÿ òåîðèè "Äèíàìèêà íåóñòîé÷èâîñòåé"

Öåíòðàëüíîé ïðîáëåìîé äèíàìè÷åñêîé òåîðèè íåóñòîé÷èâûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì

ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïðîöåññîâ âîçáóæäåíèÿ è ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòåé, ñâîéñòâåííûõ

ñèñòåìå. Äèíàìèêà íåóñòîé÷èâîñòåé - âîò òà êëþ÷åâàÿ ïðîáëåìà, êîòîðàÿ äîëæíà

áûòü ïîäâåðãíóòà äåòàëüíîìó àíàëèçó äëÿ ïîíèìàíèÿ ïîâåäåíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì.

Âàæíåéøåé ïðîáëåìîé ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ íåëèíåéíûõ

ñèñòåì íà âðåìåíàõ áîëüøèõ ïî ñðàâíåíèþ ñ âðåìåíåì ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòåé.

Ñèñòåìà íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âðåìåíàõ ïðèîáðåòàåò ñîñòîÿíèå, íàçûâàåìîå àòòðàêòîðîì,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ â êîíå÷íîì èòîãå îïðåäåëåííûì ðàâíîâåñèåì èåðàðõèè å¸ íåóñòîé÷èâîñòåé.

Àòòðàêòîð - ýòî ïðèòÿãèâàþùåå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ñèñòåìû.

Îí ÿâëÿåòñÿ îñîáûì ðåøåíèåì äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðûì ïîä÷èíÿåòñÿ

ïîâåäåíèå ñèñòåìû. Åñëè àòòðàêòîð èìååò îòòàëêèâàþùèå ïîäìíîæåñòâà, òî îí

íàçûâàåòñÿ ñòðàííûì. Åãî äèíàìèêå õàðàêòåðíî íàëè÷èå ïðîöåññà äèôôóçèè, è

îí äîëæåí ðàññìàòðèâàòüñÿ ñòàòèñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

Àòòðàêòîðîâ ó ñèñòåìû ìîæåò áûòü íåñêîëüêî. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ òîãäà

êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî òîìó ïðèçíàêó, ê êàêîìó àòòðàêòîðó îíè ïðèâîäÿò.

Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü îáùèé ïðèíöèï. Âñÿêàÿ íåëèíåéíàÿ íåóñòîé÷èâàÿ

ñèñòåìà, ýâîëþöèîíèðóÿ â ïîëå âíåøíèõ âîçìóùåíèé, ïðèõîäèò, â êîíöå êîíöîâ,

ê ñâîåìó àòòðàêòîðó.
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