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1. Ââåäåíèå

Òî÷íîå ðåøåíèå ëþáîé ïðîáëåìû âîçìîæíî ïðè òî÷íîé ïîñòàíîâêå

çàäà÷è, íî ñâÿçè è îòíîøåíèÿ â ðåàëüíî ñóùåñòâóþùåì ìèðå íàñòîëüêî

ñëîæíû è ìíîãîîáðàçíû, ÷òî ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî ñòðîãî ôîðìàëèçî-

âàííî îïèñàòü ìíîãèå ÿâëåíèÿ. Òèïè÷íûì ïîäõîäîì â òåîðèè ÿâëÿåòñÿ

âûáîð áëèçêîé ê ðåàëüíûì ïðîöåññàì ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è âêëþ÷å-

íèå â íåå ðàçëè÷íûõ âîçìóùåíèé (ïîìåõ), îòíîñÿùèõñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû,

ê ãðóáîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, õàðàêòåðèçóþ-

ùèõ íåêîíòðîëèðóåìûå âíåøíèå âîçìóùåíèÿ íà îáúåêò èëè ñèñòåìó.

Äëÿ âñåõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðåçóëüòàòîì ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ

ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò � ÷èñëî, ìíîæåñòâî ÷èñåë, êðèâàÿ è ò. ï. Ñ

ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çíà÷èòåëüíûé êðóã ïðèêëàäíûõ çàäà÷ èìå-

åò öåëü âîññòàíîâèòü ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì õàðàêòåðèñòèêè (ïà-

ðàìåòðû) èññëåäóåìîãî ïðîöåññà (îáúåêòà). Ïðè ýòîì ðåàëüíûå ñèñòå-

ìû ðåäêî èñ÷åðïûâàþùå îïèñûâàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ìàòåìàòè÷åñêè-

ìè ìîäåëÿìè. Âûáèðàÿ ìîäåëü äëÿ ðåøåíèÿ ðåàëüíîé çàäà÷è, ïðèíÿòî

ãîâîðèòü î òàê íàçûâàåìîé ñèñòåìàòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòè (ïîãðåøíîñ-

òè ìîäåëè), êîòîðàÿ ìîæåò áûòü êîëè÷åñòâåííî âûðàæåíà ðàññòîÿíèåì

îò ðåàëüíîãî îïåðàòîðà äî âûáðàííîé ìîäåëè. Äðóãîé òèï ïîãðåøíîñòåé

(îøèáîê), ñ êîòîðûìè ìîæåò ñòîëêíóòüñÿ ýêñïåðèìåíòàòîð, ñâÿçàí ñ

îøèáêàìè èçìåðåíèÿ. Òàêèå îøèáêè íàçûâàþò ñòàòèñòè÷åñêîé ïîãðåø-

íîñòüþ (ñëó÷àéíîé ïîãðåøíîñòüþ). Ïðîöåññ âûáîðà õàðàêòåðèñòèê (ïà-

ðàìåòðîâ) ìîäåëè èç çàäàííîãî êëàññà äëÿ íàèëó÷øåãî îïèñàíèÿ ðåçóëü-

òàòîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíî èç äîñòàòî÷íî îáùèõ îïðåäåëåíèé ïîíÿòèÿ

îöåíèâàíèÿ. Hà ïðàêòèêå ïðîöåññ îöåíèâàíèÿ ÷àñòî óäàåòñÿ ñâÿçàòü ñ

êàêîé-íèáóäü êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé êà÷åñòâà îöåíèâàíèÿ è,

åñòåñòâåííî, ïðè âûáîðå îöåíîê ñòàðàòüñÿ ìèíèìèçèðîâàòü îòðèöàòåëü-

íîå âëèÿíèå ïîãðåøíîñòåé êàê ñòàòèñòè÷åñêîé, òàê, ïî âîçìîæíîñòè, è



ñèñòåìàòè÷åñêîé.

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ïîãðåøíîñòè óäîáíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âîçìó-

ùàþùèå âîçäåéñòâèÿ íà ñèñòåìó èëè êàê ïîìåõè (îøèáêè) íàáëþäåíèÿ

(èçìåðåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà). Ïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ îöå-

íèâàíèÿ â áîëüøèíñòâå òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé âîçìóùåíèÿì ïðè-

ïèñûâàþòñÿ êàêèå-ëèáî ïîëåçíûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Íà

èõ îñíîâå òåîðåòè÷åñêè èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà îöåíîê. Hàèáîëåå ÷àñòî

ïðåäïîëàãàåòñÿ, íàïðèìåð, ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ

âîçìóùåíèé è èõ öåíòðèðîâàííîñòü. Â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå øèðîêî

èñïîëüçóþòñÿ àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà èäåÿõ îáûêíîâåííîãî ìåòîäà

íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ), ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé óñðåäíåíèå äàí-

íûõ íàáëþäåíèÿ. Åñëè ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèå î öåíòðèðîâàííîñòè

âîçìóùåíèé áûëî ñäåëàíî áåç äîñòàòî÷íûõ îáîñíîâàíèé, òî ïðàêòè÷åñêîå

èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìîâ òàêîãî òèïà íåöåëåñîîáðàçíî. Òàê îáñòîÿò

äåëà, íàïðèìåð, â óñëîâèÿõ âîçìîæíîãî ïðîòèâîäåéñòâèÿ ïðîòèâíèêà.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè âîçìóùåíèå îïðåäåëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé (íåñëó-

÷àéíîé) íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé, òî ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê íàáëþäåíè-

ÿì îïåðàöèè óñðåäíåíèÿ íèêàêîé ïîëåçíîé èíôîðìàöèè â ñåáå íå íåñåò.

Îáû÷íî â òàêîé ñèòóàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàáëþäåíèé íàçûâàþò âû-

ðîæäåííîé è âîïðîñ î ïîëó÷åíèè õîðîøåãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íå ðàññìàò-

ðèâàþò. Ýòè òðóäíîñòè â èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ îöåíèâà-

íèÿ ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàòü àëãîðèòìû, îáåñïå÷èâàþùèå

âûñîêîå êà÷åñòâî ðàáîòû ïðè ìèíèìàëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ñòàòèñòè-

÷åñêèõ ñâîéñòâàõ âîçìóùåíèé.

Êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ íàóêà òåîðèÿ îöåíèâàíèÿ áûëà îñíîâàíà â 1806 ã.,

êîãäà ïîÿâèëàñü ðàáîòà À. Ì. Ëåæàíäðà î íàèìåíüøèõ êâàäðàòàõ. ×åñòü

îñíîâàòåëÿ ïðèíàäëåæèò è Ê.Ô.Ãàóññó, îïóáëèêîâàâøåìó ñâîþ âåðñèþ

ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) â 1809 ã. Â 1821 ã. îí ïðåäëî-

æèë ðåêóððåíòíûé âàðèàíò ïðîöåäóðû, ïîçâîëÿþùèé êîððåêòèðîâàòü

ðàíåå âû÷èñëåííóþ îöåíêó ñ ó÷åòîì âíîâü ïîñòóïèâøèõ äîïîëíèòåëüíûõ

èçìåðåíèé áåç íåîáõîäèìîñòè ïîâòîðà âñåõ ïðåäøåñòâóþùèõ âû÷èñëåíèé.

Â ýòîò ïåðèîä ñòèìóëîì äëÿ ðàçâèòèÿ ÌÍÊ ñëóæèëè çàïðîñû ðàçâèòèÿ

íåáåñíîé ìåõàíèêè, è ìåòîä áûñòðî ñòàë ñòàíäàðòíûì äëÿ îïðåäåëåíèÿ

îðáèò íåáåñíûõ òåë. Íåóäèâèòåëüíî, ÷òî â ðÿäó àâòîðîâ ðàáîò ïî íåáåñ-

íîé ìåõàíèêå íàõîäÿòñÿ èìåíà Ô. À. Áåññåëÿ, Æ. Ë. Ëàãðàíæà, Ï. Ñ. Ëà-



ïëàñà, Ñ. Ä. Ïóàññîíà, èçâåñòíûõ ñâîèì âêëàäîì â îñíîâàíèÿ ñòàòèñòèêè.

Â íà÷àëå ÕÕ â. òåîðåòè÷åñêèå îáîñíîâàíèÿ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàä-

ðàòîâ ïîëó÷èëè çíà÷èòåëüíîå ðàçâèòèå â òðóäàõ À. À. Ìàðêîâà. Ïîñòå-

ïåííî ìåòîäèêà îöåíèâàíèÿ áûëà ïîãëîùåíà ñòàòèñòèêîé, íî íå ñðàçó

â äîñòàòî÷íî ñòðîãîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìå. Ëèøü â ñåðåäèíå ÕÕ â.

òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è âàæíåéøèå ðàçäåëû ñòàòèñòèêè ïîëó÷èëè ñîîò-

âåòñòâóþùåå ìàòåìàòè÷åñêîå îôîðìëåíèå, ïðåæäå âñåãî áëàãîäàðÿ èñ-

ïîëüçîâàíèþ êîíöåïöèé òåîðèè ìåðû. Ôóíäàìåíò ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿ-

íèÿ òåîðèè îöåíèâàíèÿ çàëîæåí Ð. Ôèøåðîì â 20�30-õ ãã. ïðîøëîãî âåêà.

Ð. Ôèøåð ïðåäëîæèë ìåòîä ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ è ïîêàçàë, ÷òî

äîñòàâëÿåìûå èì îöåíêè íå ìîãóò áûòü ñóùåñòâåííî óëó÷øåíû. Ð. Ôè-

øåðîì òàêæå ââåäåíû ñòàâøèå îáùåïðèíÿòûìè ïîíÿòèÿ íåñìåùåííîñòè,

äîñòàòî÷íîñòè, ñîñòîÿòåëüíîñòè, ýôôåêòèâíîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé ýô-

ôåêòèâíîñòè îöåíîê. Òùàòåëüíî ðàññìàòðèâàÿ îñíîâàíèÿ òåîðèè îöå-

íèâàíèÿ, Ð. Ôèøåð èçáàâèë åå îò æåñòêèõ îãðàíè÷åíèé, ñóùåñòâîâàâ-

øèõ ñ ìîìåíòà ïîÿâëåíèÿ ðàáîò Ê. Ô. Ãàóññà. Îáîáùåíèÿ åãî òåîðèè

ïðèâåëè, â ÷àñòíîñòè, ê ðàçâèòèþ ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ íåïàðàìåòðè÷åñ-

êîãî è ðîáàñòíîãî îöåíèâàíèÿ, â êîòîðûõ òî÷íàÿ ïðèðîäà ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòåé îöåíèâàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íå ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñò-

íîé.

Ðàçâèòèå è äîñòóïíîñòü âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè îêàçàëè âîçäåéñò-

âèå è íà êëàññè÷åñêèå ðàçäåëû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, ñòèìóëèðóÿ

ðàçðàáîòêó è äàâàÿ ïðèîðèòåò ðåêóððåíòíûì ñõåìàì îöåíèâàíèÿ. Òàê

ïîëó÷èëè øèðîêîå ïðèçíàíèå ïðîöåäóðû ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè

Ðîááèíñà�Ìîíðî (1951) [31] è Êèôåðà�Âîëüôîâèöà (1952) [27] Ê íàñòîÿ-

ùåìó âðåìåíè ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ îöåíîê, äîñòàâëÿåìûõ ðå-

êóððåíòíûìè àëãîðèòìàìè îöåíèâàíèÿ è îïòèìèçàöèè ïðè çàøóìëåííûõ

íàáëþäåíèÿõ, ïðèîáðåëà â öåëîì äîñòàòî÷íî çàêîí÷åííûé âèä. Òåîðèÿ

îöåíèâàíèÿ â ïîñëåäíåé ÷åòâåðòè ïðîøëîãî âåêà ïîëó÷èëà äîïîëíèòåëü-

íûé èìïóëüñ â ðàçâèòèè ïðè ñèíòåçå àäàïòèâíûõ ñèñòåì, ñïîñîáíûõ

óñïåøíî ôóíêöèîíèðîâàòü â óñëîâèÿõ àïðèîðíîé íåîïðåäåëåííîñòè î

ñâîéñòâàõ âíåøíåé ñðåäû. Àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ îáû÷íî ïðåäïîëàãàþò èçâåñòíûìè íåêîòîðûå àïðèîðíûå äàííûå

î ñâîéñòâàõ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ è ïîìåõ. Â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ

çàäà÷ ýòà èíôîðìàöèÿ íåäîñòóïíà ïðîåêòèðîâùèêó, íî åå ìîæíî â òîé



èëè èíîé ñòåïåíè âîññòàíîâèòü èç àíàëèçà ïîëó÷àåìûõ íàáëþäåíèé. Åñ-

ëè òàêàÿ âîçìîæíîñòü èìååòñÿ, òî ìîæíî ñèíòåçèðîâàòü àëãîðèòìû, â

êîòîðûõ ñîâìåùåíû ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ è âîñïîëíåíèÿ íåäîñòàþùåé

èíôîðìàöèè. Ýòîò ïîäõîä áëèçîê ïîíÿòèþ äóàëüíîãî (äâîéñòâåííîãî)

óïðàâëåíèÿ À. À. Ôåëüäáàóìà [17]: "óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ äîëæíû

áûòü â èçâåñòíîé ìåðå èçó÷àþùèìè, íî â èçâåñòíîé ìåðå íàïðàâëÿþùè-

ìè". Ïðè äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíîì âîñïîëíåíèè íåäîñòàþùèõ ñâåäåíèé

ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ïðèîáðåòàåò îïòèìàëüíûå ñâîéñòâà ëèáî áëèçêèå

ê íèì. Òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþò àäàïòèâíûìè, ïîñêîëüêó â ïðîöåññå

ôóíêöèîíèðîâàíèÿ îíè ïðîÿâëÿþò ñâîéñòâî ïðèñïîñàáëèâàíèÿ ê çàðàíåå

íåèçâåñòíûì âîçìóùåíèÿì.

Îñíîâîé äîñòàòî÷íî íîâîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷ îöåíèâàíèÿ è

îïòèìèçàöèè â ïëîõèõ óñëîâèÿõ (íàïðèìåð, ïðè âûðîæäåííîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè íàáëþäåíèé) ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïðîáíûõ âîçìóùåíèé.

Åñëè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ÷åðåç âõîäíûå êàíàëû ñèñòåìû èëè àëãîðèòìà

óäàåòñÿ âêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèå íåêîòîðîå íîâîå âîçìóùåíèå ñ çàäàâàå-

ìûìè ýêñïåðèìåíòàòîðîì èëè õîðîøî èçâåñòíûìè ñòàòèñòè÷åñêèìè ñâîé-

ñòâàìè, òî åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ "îáîãàùåíèÿ" èíôîðìàöèè â

êàíàëå íàáëþäåíèÿ. Èíîãäà ðîëü ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ ìîæåò èãðàòü

óæå ïðèñóòñòâóþùèé â ñèñòåìå èçìåðÿåìûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Â ñèñ-

òåìàõ óïðàâëåíèÿ ïðîáíûå âîçäåéñòâèÿ ìîæíî äîáàâëÿòü ÷åðåç êàíàë

óïðàâëåíèÿ, â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ðîëü ïðîáíîãî âîçäåéñòâèÿ ìîæåò èãðàòü

ðàíäîìèçèðîâàííûé ïëàí íàáëþäåíèé (ýêñïåðèìåíòà). Ïðè èññëåäîâà-

íèè îáíîâëåííîé ñèñòåìû ñ ïðîáíûì âîçìóùåíèåì, êîòîðàÿ èíîãäà ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðîñòî â äðóãîé ôîðìå çàïèñàííîé ñòàðîé, äàæå èñïîëüçóÿ òðàäè-

öèîííûå ìåòîäû, ÷àñòî óäàåòñÿ ïîëó÷èòü îáíàäåæèâàþùèå ðåçóëüòàòû î

ñõîäèìîñòè è îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè íîâûõ àëãîðèòìîâ. Îäíà èç çàìå÷à-

òåëüíûõ èõ õàðàêòåðèñòèê � ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê ïðè "ïî÷òè ïðîèç-

âîëüíûõ" âîçìóùåíèÿõ. Ñóùåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå ïðèìåíèìîñòè íî-

âîãî ïîäõîäà � ïðåäïîëîæåíèå î íåçàâèñèìîñòè äîáàâëÿåìîãî â ñèñòåìó

ïðîáíîãî âîçäåéñòâèÿ è ñîáñòâåííî âîçìóùåíèÿ. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ýòî

îãðàíè÷åíèå íà ñâîéñòâà ïðîáíîãî âîçäåéñòâèÿ è âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû

åñòåñòâåííî è âûïîëíèìî. Òàê îáñòîèò äåëî, åñëè âîçìóùåíèÿ çàäàþòñÿ

íåèçâåñòíîé îãðàíè÷åííîé äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèåé, ëèáî â èõ êà-

÷åñòâå âûñòóïàåò ïîñòîðîííåå ñëó÷àéíîå âîçìóùåíèå, ãåíåðèðóåìîå íå



çíàþùèì ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ íàøåãî ïðîáíîãî âîçäåéñòâèÿ ïðîòèâ-

íèêîì, ïûòàþùèìñÿ îêàçàòü ïðîòèâîäåéñòâèå íàøèì èññëåäîâàíèÿì.

Èíòåðåñíà èñòîðèÿ ïîÿâëåíèÿ íà ñâåò ïåðâûõ ñóùåñòâåííûõ òåîðåòè-

÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ î ñâîéñòâàõ ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ñòîõàñ-

òè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè, äëÿ êîòîðûõ áûëà äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ïðè

ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ âîçìóùåíèÿõ. Ïåðåä ðàçðàáîò÷èêàìè ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ àëãîðèòìîâ îöåíèâàíèÿ èëè îïòèìèçàöèè â òîé èëè èíîé ôîðìå

âñåãäà ñòîÿò òðè âîïðîñà:

1. Êàêîâ ñàìûé áûñòðûé àëãîðèòì ïî ÷èñëó èòåðàöèé?

2. Êàê ìèíèìèçèðîâàòü êîëè÷åñòâî èçìåðåíèé è äðóãèõ âû÷èñëåíèé íà

êàæäîé èòåðàöèè?

3. Êàêîé àëãîðèòì áóäåò ñõîäèòüñÿ ïðè ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ ïîìåõàõ?

Èìåííî ïîïûòêè ïîèñêà îòâåòîâ íà ýòè âîïðîñû ïðèâåëè ê òîìó, ÷òî

íà ðóáåæå 80�90-õ ãã. ïðîøëîãî âåêà íà÷àëèñü àêòèâíûå èññëåäîâàíèÿ

ñâîéñòâ ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ îöåíèâàíèÿ è îïòèìèçàöèè. Îñ-

íîâû ýòèõ èññëåäîâàíèé áàçèðóþòñÿ íà ðàáîòàõ àâòîðà, Á. Ò. Ïîëÿêà ñ

À. Á. Öûáàêîâûì è À. Â. Ãîëüäåíøëþãåðîì [3�6,15,25] ïðåäëîæèâøèõ

ñàìûå ýôôåêòèâíûå â øèðîêîì êëàññå àëãîðèòìû, ñîñòîÿòåëüíîñòü êî-

òîðûõ îáîñíîâàíà ïðè ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ âîçìóùåíèÿõ â ñèñòåìàõ, à

òàêæå Äæ. Ñïàëà [32], ïîêàçàâøåãî ñóùåñòâåííîå ñîêðàùåíèå íåîáõî-

äèìîãî äëÿ îïòèìèçàöèè êîëè÷åñòâà èçìåðåíèé èññëåäóåìîé ôóíêöèè ïî

ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè ñõåìàìè. Íîâûé àëãîðèòì â àíãëîÿçû÷íîé

ëèòåðàòóðå ïîëó÷èë íàçâàíèå oäíîâðåìåííî âîçìóùàåìàÿ ñòîõàñòè÷åñ-

êàÿ àïïðîêñèìàöèÿ (Simultaneous Perturbation Stochastic Approximation,

SPSA), â ðóññêîÿçû÷íîé � ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì ñòîõàñòè÷åñêîé

àïïðîêñèìàöèè, àëãîðèòì ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè ñ âîçìóùåíèåì

íà âõîäå èëè ïîèñêîâûé àëãîðèòì ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè. Â

1993 ã. ïðè ðàçðàáîòêå ñïîñîáîâ íàñòðîéêè ïàðàìåòðîâ íåéðîííûõ ñåòåé

ïîõîæèå àëãîðèòìû áûëè ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ Äæ. Àëñïåêòîðà [19] è

Þ. Ìàåäû [29] ñ ñîàâòîðàìè. Ñîñòîÿòåëüíîñòü ðàíäîìèçèðîâàííûõ àë-

ãîðèòìîâ ïðè ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ âîçìóùåíèÿõ ïîçæå èññëåäîâàëàñü â

ðàáîòàõ Ë. Ëüþíãà ñ Ë. Ãàî [28] è Õ.-Ô. ×åíà, Ò. Äóíêàíà, Á. Ïàññèê�

Äóíêàí [22].

Ïðè ðàçðàáîòêå íîâîãî àëãîðèòìà ê ïîëîæèòåëüíûì îòâåòàì íà ïîñòà-

âëåííûå âûøå òðè âîïðîñà æåëàòåëüíî áûëî áû äîáàâèòü è ÷åòâåðòûé



àñïåêò: ïðåäñòàâëåíèå àëãîðèòìà äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî ïðîñòûì äëÿ

ïîíèìàíèÿ è ðåàëèçàöèè â âèäå ýëåêòðîííîãî óñòðîéñòâà. Òàêèìè è

ïîëó÷èëèñü íîâûå ðàíäîìèçèðîâàííûå àëãîðèòìû ñòîõàñòè÷åñêîé àï-

ïðîêñèìàöèè.

Íà âåá-ñàéòå: http://www.jhuapl.edu/SPSA/, îðãàíèçîâàííîì Äæ. Ñïà-

ëîì, ìîæíî íàéòè ìíîæåñòâî ññûëîê íà ðàáîòû, â êîòîðûõ ðàíäîìè-

çèðîâàííûå àëãîðèòìû ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè èñïîëüçóþòñÿ â

ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûé ïðèìåð

Îäíà èç îñíîâíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäèê îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñò-

íîãî ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà (êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ, îòðàæåíèÿ è ò. ï.)

êîãî�ëèáî ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ èññëåäóåìîé ñèñòåìû ñ âíåøíèì âîç-

äåéñòâèåì çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîâåäåíèè ñåðèè îïûòîâ è óñðåäíåíèè äàííûõ

íàáëþäåíèÿ (èçìåðåíèé). Ïóñòü â ìîìåíòû âðåìåíè n = 1; 2; : : : âîç-

äåéñòâèå ýêñïåðèìåíòàòîðà íà ñèñòåìó îïèñûâàåòñÿ ñêàëÿðíûìè âåëè-

÷èíàìè '1; '2; : : :, ñîâîêóïíîñòü êîòîðûõ îáîçíà÷èì f'ng. Ðàññìîòðèì
óïðîùåííóþ çàäà÷ó, â êîòîðîé íàáëþäàåìûå â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà

(èçìåðÿåìûå) çíà÷åíèÿ âåëè÷èí y1; y2; : : : ñâÿçàíû ñ õàðàêòåðèñòèêàìè

âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ '1; '2; : : : ëèíåéíûì îáðàçîì è íà ðåçóëüòàò ýêñïå-

ðèìåíòà îêàçûâàåò âëèÿíèå íåêîòîðîå âîçìóùàþùåå âîçäåéñòâèå v1; v2; : : :

Äëÿ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí fyng ìîæíî çàïèñàòü áåçðàçìåðíûå ñîîòíî-

øåíèÿ:

yn = 'n� + vn; n = 1; 2; : : : ;

â êîòîðûõ � èãðàåò ðîëü èñêîìîãî íåèçâåñòíîãî ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà. Ñ

èñòîðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé. Áîëüøèí-

ñòâî ìåòîäîâ òåîðèè îöåíèâàíèÿ ïðåæäå âñåãî àïðîáèðîâàëèñü íà íåé,

ïîýòîìó íàáîð âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ åå ðåøåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ïðåä-

ïîëîæåíèÿõ î ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ âîçäåéñòâèé f'ng è "õîðîøèõ"

âîçìóùåíèÿõ fvng äîñòàòî÷íî îáøèðåí.
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è âàæíî çíàòü: èçâåñòíû ëè çíà÷åíèÿ âåëè÷èí

f'ng â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè èëè íåò. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé,

êîãäà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè n çíà÷åíèå îáíàðóæèâàåìîãî ñèãíàëà

èçâåñòíî. Êðîìå ýòîãî, ïóñòü âíåøíåå âîçäåéñòâèå èìååò ñòàòèñòè÷åñêóþ

ïðèðîäó, ïðåäñòàâëÿÿ ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ìåæäó ñî-



áîé îãðàíè÷åííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ èçâåñòíûì íåíóëåâûì ñðåäíèì

çíà÷åíèåì M' 6= 0 è ïîëîæèòåëüíîé êîíå÷íîé äèñïåðñèåé �
2
'
> 0. Ïðî-

ñóììèðîâàâ è óñðåäíèâ n ïîñëåäîâàòåëüíûõ äàííûõ íàáëþäåíèÿ, ïîëó-

÷àåì
1

n

nX
k=1

yk =
1

n

nX
k=1

'k� +
1

n

nX
k=1

vk:

Â ñèëó óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë (ñì. [18]), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

âåëè÷èí 1
n

P
n

k=1'k ñòðåìèòñÿ ê ñðåäíåìó çíà÷åíèþ M'. Åñëè âûáðàòü

�̂
0 = 0 è â êà÷åñòâå î÷åðåäíîé îöåíêè âçÿòü

�̂
n =

1

nM'

nX
k=1

yk;

òî, ïðåäïîëàãàÿ íåçàâèñèìîñòü âîçìóùàþùèõ âîçäåéñòâèé, èõ îäèíàêî-

âóþ ðàñïðåäåëåííîñòü è îãðàíè÷åííîñòü âòîðûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîìåí-

òîâ, ìîæíî äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè îöåíîê f�̂ng ê çíà÷åíèþ

� +
Mv

M'

;

ãäå Mv � ñðåäíåå çíà÷åíèå âîçìóùàþùèõ âîçäåéñòâèé. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîëè÷åñòâå íàáëþäåíèé è èçâåñòíîé âåëè÷èíå

Mv ìîæíî ãîâîðèòü î ðåøåíèè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè çíà-

÷åíèÿ �. Ïðè íåèçâåñòíîì è çíà÷èòåëüíîì ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå

çíà÷åíèè Mv, à òåì áîëåå ïðè ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ âîçìóùåíèÿõ, ýòîò

ïðîñòîé àëãîðèòì íå ãîäèòñÿ. Êàê âñå�òàêè ïîäñòóïèòüñÿ ê ðåøåíèþ

òàêîé çàäà÷è? Ïóñòü âîçìóùåíèÿ fvng çàäàþòñÿ íåèçâåñòíîé, íî îãðàíè-
÷åííîé äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèåé jvnj � Cv; n = 1; 2; : : : Îáîçíà÷èì

�n = 'n � M', n = 1; 2; : : : ; � öåíòðèðîâàííûå âõîäû (âîçäåéñòâèÿ

ýêñïåðèìåíòàòîðà íà ñèñòåìó). Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî îãðàíè÷åí-

íîñòü èõ ÷åòâåðòîãî öåíòðàëüíîãî ìîìåíòà: Efj�nj
4g < 1. Äîìíîæèì

íà �n îáå ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû

yn, è, ïðîèçâåäÿ íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì

�nyn = �2
n
� +�nM'� +�nvn; n = 1; 2; : : :



Ïðîñóììèðîâàâ è óñðåäíèâ, èìååì

1

n

nX
k=1

�kyk =
1

n

nX
k=1

�2
k
� +

1

n

nX
k=1

�kM'� +
1

n

nX
k=1

�kvk; n = 1; 2; : : :

Ïåðâîå è âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæå-

íèÿõ, â ñèëó óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë, ïðè n!1 ñ âåðîÿòíîñ-

òüþ åäèíèöà ñòðåìÿòñÿ ê �
2
'
� è íóëþ ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî ïî òîé æå ïðè÷èíå è ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïðè

n ! 1 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè �1 6= 0 ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü îöåíîê f�̂ng, ôîðìèðóåìûõ ïî ïðàâèëó

�̂
n =

P
n

k=1�kykP
n

k=1�
2
k

; n = 1; 2; : : : ;

ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ê �.

3. Ðàíäîìèçèðîâàííûå àëãîðèòìû

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ïîñëåäíåì ñïîñîáå ïîñòðîåíèÿ îöåíîê èç

ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Èç åãî âèäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè îáîçíà÷èòü

�n =

 
nX

k=1

�2
k

!
�1

; n = 1; 2; : : : ;

òî äâå ïîñëåäîâàòåëüíûå îöåíêè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

�̂
n

�n

=
�̂
n�1

�n�1

+�nyn:

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûáîðå �̂
0 = 0 ðàññìàòðèâàåìûé àëãîðèòì ìîæåò

áûòü çàïèñàí â ðåêóððåíòíîé ôîðìå:

�̂
n = �̂

n�1 ��n�n(�n�̂
n�1 � yn);

�n = (��1
n�1 +�2

n
)�1:

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ �n � íåçàâèñèìûå öåíò-

ðèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç �yn = �n(�n�̂
n�1�yn)

âåëè÷èíû, âû÷èñëÿåìûå ïî íàáëþäàåìûì ê ìîìåíó âðåìåíè n äàííûì,



ïîëó÷åííûé ðåêóððåíòíûé àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â

âèäå

�̂
n = �̂

n�1 ��n�yn:

Â ýòîì àëãîðèòìå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû �n áóäåì íàçûâàòü ïðîáíûì

îäíîâðåìåííûì âîçìóùåíèåì. Äëÿ ïðèìåðà èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà

áûëî ïðèâåäåíî èíòóèòèâíîå îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñ-

òè îöåíîê f�̂ng ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà ïðè íå-

ñëó÷àéíîé íåèçâåñòíîé, íî îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîìåõ â

íàáëþäåíèè. Àëãîðèòìû òàêîãî òèïà â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü

ðàíäîìèçèðîâàííûìè, òàê êàê îáîñíîâàíèå èõ ñõîäèìîñòè ïðè ïî÷òè

ïðîèçâîëüíûõ ïîìåõàõ ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò ñòîõàñòè÷åñêóþ (âåðîÿò-

íîñòíóþ) ïðèðîäó ïðîáíîãî îäíîâðåìåííîãî âîçìóùåíèÿ.

4. Ôóíêöèîíàë ñðåäíåãî ðèñêà

Ïðèâåäåííûé âûøå ïðèìåð îòíîñÿòñÿ ê áîëåå øèðîêîìó êëàññó çàäà÷

ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëîâ ñðåäíåãî ðèñêà. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü p-ìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ fwng èç Rp , ïîðîæäåííàÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé Pw(�). Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ñðåä-
íåãî ðèñêà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè òî÷êè ìèíèìóìà ôóíêöèè f(�), èìåþùåé
âèä

f(x) = EwfF (w; x)g =

Z
Rp

F (w; x)Pw(dw);

ãäå F (w; x) : Rp � R
r ! R � çàäàííàÿ øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ (ôóíêöèÿ

ïîòåðü). Ôóíêöèþ f(�) îáû÷íî íàçûâàþò ôóíêöèåé ñðåäíèõ ïîòåðü. Â

òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Pw(�) íåèçâåñòíà, ýòà çàäà÷à
âûõîäèò çà ðàìêè êëàññè÷åñêîé òåîðèè îïòèìèçàöèè, íî åå ìîæíî ïîïû-

òàòüñÿ ðåøèòü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà â çàäàííûõ òî÷êàõ f(wn
; x

n)g äîñòóï-
íû íàáëþäåíèþ (ìîæåò áûòü ñ äîïîëíèòåëüíûìè âîçìóùåíèÿìè) èëè

âåëè÷èíû F (wn
; x

n)� çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, èëè çíà÷åíèÿ âåêòîðà�ãðàäèåí-

òà rxF (w
n
; x

n). Ïðè ýòîì îáû÷íî ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ýêñïåðèìåíòàòîðó

äîñòóïíû òîëüêî ïðîöåññû ôîðìèðîâàíèÿ è (èëè) íàáëþäåíèÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè fxng, à ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ fwng ïîðîæäàþòñÿ

ðàñïðåäåëåíèåì Pw(�) è íåïîäêîíòðîëüíû è äàæå, ìîæåò áûòü, íåèçâåñò-

íû.



Äëÿ ðàññìîòðåííîãî âûøå ïðèìåðà ìîæíî âçÿòü p = r = 1. Åñëè

ïîìåõà íàáëþäåíèÿ fvng èìååò ñëó÷àéíóþ ïðèðîäó è åå ôóíêöèÿ ðàñïðå-

äåëåíèÿ Pv(�), òî çàäà÷à îá îöåíèâàíèè âåëè÷èíû íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà

� ñâÿçàíà ñ ôóíêöèîíàëîì

f(x) =

Z
R

Z
R

1

2
(w1(� � x) + w2)

2P';v(dw);

ãäå

w =

�
w1

w2

�
=

�
'

v

�
;

à P';v(�) � ôóíêöèÿ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåçíîãî ñèãíàëà è

ïîìåõè. Íàáëþäåíèþ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè n äîñòóïíû çíà÷åíèÿ

rxF (w
n
; x

n), ðàâíûå 'n('nx
n � yn), ïðè ýòîì ïîëíîñòüþ íåèçâåñòíû

òîëüêî âòîðûå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ wn
; n = 1; 2; : : :

Åñëè èçìåðåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè F (wn
; x

n) ôàêòè÷åñêè äåëàþòñÿ ñ

íåêîòîðîé àääèòèâíîé ñëó÷àéíîé öåíòðèðîâàííîé íåçàâèñèìîé îøèáêîé

vn 2 R , òî, â ñèëó îáùíîñòè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ýòî óñëîæíåíèå íåïðèí-

öèïèàëüíî. Ðàñøèðèâ âåêòîð w äîïîëíèòåëüíîé êîìïîíåíòîé v è îáîçíà-

÷èâ

�w =

�
w

v

�
;

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âìåñòî F (w; x) íîâóþ ôóíêöèþ

�F ( �w; x) = F (w; x) + v

ñî ñõåìîé íàáëþäåíèÿ áåç äîïîëíèòåëüíûõ âîçìóùåíèé è íîâîå ñîâìåñò-

íîå íåèçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå Pw;v(�) âìåñòî Pw(�), êîòîðîå âñå ðàâíî è
ðàíåå ïðåäïîëàãàëîñü íåèçâåñòíûì. Åñëè îøèáêè èçìåðåíèÿ íå îáëàäàþò

õîðîøèìè ñòàòèñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, òî óïðîùàòü çàäà÷ó íåëüçÿ. Íà-

äî ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü íàáëþäåíèé ñ äîïîëíèòåëüíûìè âîçìóùåíèÿ-

ìè:

yn = F (wn
; x

n) + vn; n = 1; 2; : : :



5. Ðàíäîìèçèðîâàííûå àëãîðèòìû

ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè

Ðàçâèòèå ìåòîäîâ ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè (ÑÀ) íà÷àëîñü â ïÿ-

òèäåñÿòûå ãîäû ÕÕ â. ñ àëãîðèòìà Ðîááèíñà�Ìîíðî (ÐÌ) [31] è ïðîöåäó-

ðû Êèôåðà�Âîëüôîâèöà (ÊÂ) [27]. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà çàäà÷ó

î íàõîæäåíèè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè � íåêîòîðîé ôóíêöèè f(�) (òî÷êè

ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà) ïðè óñëîâèè, ÷òî äëÿ êàæäîãî

çíà÷åíèÿ x 2 R � âõîäà àëãîðèòìà (óïðàâëÿåìîé ïåðåìåííîé) � íàáëþ-

äàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y (x), ÿâëÿþùàÿñÿ çàøóìëåííûì çíà÷åíèåì

ôóíêöèè f(�) â òî÷êå x

Y (x) = f(x) + V:

Äæ. Êèôåð è Äæ. Âîëüôîâèö äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðè íåêîòîðûõ

äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ îáîñíîâàëè ñõîäèìîñòü ê òî÷êå � ðåêóð-

ðåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îïðåäåëÿåìîé ïî ïðàâèëó (àëãîðèòìó)

�̂
n = �̂

n�1 � �n

Y (�̂n�1 + �n)� Y (�̂n�1 � �n)

2�n
;

ãäå f�ng è f�ng � íåêîòîðûå çàäàííûå óáûâàþùèå ÷èñëîâûå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ñ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè.

Îñíîâíîå óñëîâèå-îãðàíè÷åíèå íà ñâîéñòâà ïîìåõ íàáëþäåíèÿ, êîòî-

ðîå îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì, � ýòî óñëîâíàÿ öåíòðèðîâàí-

íîñòü ïîìåõ íàáëþäåíèÿ. Åãî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàêèì îáðàçîì.

Äëÿ ñòàòèñòèêè (ôóíêöèè, âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé òî÷íî íàá-

ëþäàþòñÿ èëè âû÷èñëÿþòñÿ)

g(x; �) =
Y (x+ �)� Y (x� �)

2�

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðè ìàëîì � áëèçêî ê çíà÷åíèþ ïðîèçâîäíîé

ôóíêöèè

Efg(x; �)g � f
0(x):

Ïîâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê, äîñòàâëÿåìûõ àëãîðèòìîì ñòî-

õàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè, çàâèñèò îò âûáîðà íàáëþäàåìûõ ôóíêöèé-



ñòàòèñòèê g(x; �). Â ðÿäå ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé áûâàåò íåäîñòà-

òî÷íî èíôîðìàöèè îòíîñèòåëüíî ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ îøèáîê èçìå-

ðåíèÿ, èëè îíè ìîãóò ïðîñòî çàäàâàòüñÿ íåèçâåñòíîé ýêñïåðèìåíòàòîðó

äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèåé. Ïðè ýòîì âîçíèêàþò ñóùåñòâåííûå òðóä-

íîñòè â îáîñíîâàíèè ïðèìåíèìîñòè îáû÷íîé ïðîöåäóðû Êèôåðà�Âîëü-

ôîâèöà, è ÷àñòî åå îöåíêè íå ñõîäÿòñÿ ê èñêîìîé òî÷êå. Hî ýòî íå

îçíà÷àåò, ÷òî, ðåøàÿ òàêèå ïðîáëåìû, íàäî âîîáùå îòêàçàòüñÿ îò èñïîëü-

çîâàíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ â ïðåäñòàâëåíèè àëãîðèòìîâ ñòîõàñòè÷åñêîé

àïïðîêñèìàöèè. Âûøå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîìåõàìè

óæå ïðåäëàãàëîñü èñïîëüçîâàòü "äðóãèå" íàáëþäåíèÿ. Åñëè óäà÷íî çàìå-

íèòü ñòàòèñòèêó g(x; �) íà äðóãóþ, êîòîðàÿ "â ñðåäíåì" ëó÷øå àïïðîêñè-

ìèðóåò ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f(�), òî ìîæíî íàäåÿòüñÿ íà ïîëó÷åíèå

ëó÷øåãî êà÷åñòâà ïîâåäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ôóíêöèÿ f(�) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è çàäàíà íàá-

ëþäàåìàÿ ðåàëèçàöèÿ íåêîòîðîé áåðíóëëèåâñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå-

çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí f�ng, ðàâíûõ ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ
ïëþñ/ìèíóñ åäèíèöå, íåêîððåëèðîâàííûõ ñ îøèáêàìè íàáëþäåíèÿ íà

øàãå n. Òîãäà ïðîöåäóðó Êèôåðà�Âîëüôîâèöà ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü,

èñïîëüçóÿ ðàíäîìèçèðîâàííóþ ñòàòèñòèêó

~g(x; �;�) = g(x; ��):

Ðàçëîæèâ ôóíêöèþ f(x) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà è âîñïîëüçîâàâøèñü íåêîð-

ðåëèðîâàííîñòüþ �n è ïîìåõ íàáëþäåíèÿ, äëÿ ýòîé íîâîé ñòàòèñòèêè

èìååì

Ef~g(x; �;�)g = f
0(x) + E

�
1

�
V

�
+O(�) = f

0(x) +O(�):

Åñëè çíà÷åíèÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f�ng â àëãîðèòìå ñòðåìÿòñÿ
ê íóëþ, òî â ïðåäåëå ýòà ñòàòèñòèêà "â ñðåäíåì" ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì

ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(�). Òàêèìè æå ñâîéñòâàìè îáëàäàåò è áîëåå

ïðîñòàÿ ñòàòèñòèêà

�g(x; �;�) =
�

�
Y (x+ ��);

èñïîëüçóþùàÿ òîëüêî îäíî íàáëþäåíèå íà êàæäîé èòåðàöèè (øàãå). Äî-

áàâëåíèå â àëãîðèòì è êàíàë íàáëþäåíèÿ íîâîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà



f�ng, íàçûâàåìîãî ïðîáíûì îäíîâðåìåííûì âîçìóùåíèåì, ïðèâîäèò ê

îáîãàùåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàáëþäåíèé. Ïðîáíîå âîçìóùåíèå ïî

ñâîåé ñóòè ÿâëÿåòñÿ âîçáóæäàþùèì âîçäåéñòâèåì, òàê êàê ãëàâíàÿ öåëü

åãî èñïîëüçîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñòðåìëåíèè äîáèòüñÿ íåâûðîæäåííîñòè

ïîëó÷àåìûõ íàáëþäåíèé.

Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, êîãäà � 2 R
r , äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè îöåíîê îáû÷íàÿ ïðîöåäóðà Êèôåðà�Âîëüôîâèöà, îñíîâàííàÿ

íà êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèàöèÿõ âåêòîðà-ãðàäèåíòà ôóíêöèè, èñ-

ïîëüçóåò 2r íàáëþäåíèé íà êàæäîé èòåðàöèè (ïî äâà íàáëþäåíèÿ äëÿ

àïïðîêñèìàöèè êàæäîé êîìïîíåíòû r-ìåðíîãî âåêòîðà-ãðàäèåíòà). Ðàí-

äîìèçèðîâàííûå ñòàòèñòèêè ~g(x; �;�) è �g(x; �;�) äîïóñêàþò áîëåå ïðîñ-

òîé ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ñïîñîá îáîáùåíèÿ íà ìíîãîìåðíûé

ñëó÷àé, èñïîëüçóþùèé âñåãî äâà èëè îäíî èçìåðåíèå ôóíêöèè íà êàæäîé

èòåðàöèè. Ïóñòü f�ng � áåðíóëëèåâñêèé r-ìåðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.

Òîãäà

~g(x; �;�) =

0
BBB@

1
�1

1
�2

...
1
�r

1
CCCA Y (x+ ��)� Y (x� ��)

2�
;

à âèä ôîðìóëû äëÿ �g(x; �;�) òàêîé æå, êàê è â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå. Èñ-

ïîëüçîâàòü ñòàòèñòèêó ~g(x; �;�) áûëî ïðåäëîæåíî Äæ. Ñïàëîì â ñòàòüå

[32]. Â åãî ðàáîòå, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ áîëüøèõ n âåðîÿòíîñò-

íîå ðàñïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì îòìàñøòàáèðîâàííûõ îøè-

áîê îöåíèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî íîðìàëüíûì. Ïîëó÷åííàÿ ôîð-

ìóëà äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèè îøèáêè âìåñòå ñ ïîäîáíîé õàðàêòå-

ðèñòèêîé îáûêíîâåííîé ïðîöåäóðû Êèôåðà�Âîëüôîâèöà áûëà èì èñïîëü-

çîâàíà äëÿ ñðàâíåíèÿ äâóõ àëãîðèòìîâ. Âûÿñíèëîñü, ÷òî ïðè ïðî÷èõ

ðàâíûõ óñëîâèÿõ íîâûé àëãîðèòì èìååò òó æå ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè,

÷òî è îáû÷íàÿ ïðîöåäóðà Êèôåðà�Âîëüôîâèöà, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â

ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå èñïîëüçóåò ñóùåñòâåííî ìåíüøå íàáëþäåíèé (â r

ðàç ìåíüøå ïðè n!1). Còàòèñòèêà �g(x; �;�) âïåðâûå áûëà ïðåäëîæå-

íà â ðàáîòàõ [4,15]. Â ñòàòüå [4] îíà èñïîëüçîâàëàñü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè îöåíîê, ñîñòîÿòåëüíûõ ïðè ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ ïîìåõàõ

â íàáëþäåíèè.



Âîïðîñ î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè îöåíîê àëãîðèòìîâ ñòîõàñòè÷åñêîé àï-

ïðîêñèìàöèè áûë, íàâåðíîå, îñíîâíûì, ñòèìóëèðóþùèì ìîäèôèêàöèè

ïåðâîíà÷àëüíûõ àëãîðèòìîâ. Ñâîéñòâà îöåíîê îáû÷íîé ïðîöåäóðû Êè-

ôåðà�Âîëüôîâèöà è íåêîòîðûõ åå îáîáùåíèé äåòàëüíî èçó÷åíû â ðàáîòàõ

[2,11,13,21] è âî ìíîãèõ äðóãèõ. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè çàâèñèò îò ãëàäêîñ-

òè ôóíêöèè f(�). Åñëè îíà äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà, òî ñðåäíåêâàäðà-

òè÷íàÿ îøèáêà îáûêíîâåííîãî àëãîðèòìà ÊÂ óáûâàåò êàê O(n�
1

2 ), åñëè

òðèæäû äèôôåðåíöèðóåìà � êàê O(n�
2

3 ) [2]. Â. Ôàáèàí [23] ìîäèôèöè-

ðîâàë ïðîöåäóðó Êèôåðà�Âîëüôîâèöà, ïðåäëîæèâ èñïîëüçîâàòü êðîìå

àïïðîêñèìàöèè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè

ïðîèçâîäíûõ âûñøèõ ïîðÿäêîâ ñ îïðåäåëåííûìè âåñàìè. Åñëè ôóíêöèÿ

f(�) èìååò ` íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ, òîãäà àëãîðèòì Ôàáèàíà îáåñïå-

÷èâàåò ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîðÿäêà O(n�
`�1

` ) äëÿ

íå÷åòíûõ `. Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ àëãîðèòì Ôàáèàíà î÷åíü

óñëîæíåí, ÷èñëî íàáëþäåíèé íà îäíîé èòåðàöèè áûñòðî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ

ðîñòîì ãëàäêîñòè è ðàçìåðíîñòè, êðîìå ýòîãî, íà êàæäîì øàãå ïðèõîäèò-

ñÿ îáðàùàòü íåêîòîðóþ ìàòðèöó. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàíäîìèçèðîâàí-

íûõ àëãîðèòìîâ ÑÀ â çàäà÷àõ ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè èññëåäóåìûìè

ôóíêöèÿìè f(�) äîáèòüñÿ óâåëè÷åíèÿ àñìïòîòè÷åñêîé ñðåäíåêâàäðàòè÷-
íîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè óäàåòñÿ áåç óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà èçìåðåíèé

ôóíêöèè íà êàæäîé èòåðàöèè. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà íåêîòîðûé îáîáùåí-

íûé ïîêàçàòåëü ãëàäêîñòè ôóíêöèè f(�) ðàâåí  ( = ` + 1, åñëè âñå

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ïîðÿäêà äî ` âêëþ÷èòåëüíî óäîâëåòâîðÿ-

þò óñëîâèþ Ëèïøèöà), â [15] áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ñòàòèñòèêè

âèäà

~g(x; �;�) = K(�)
Y (x+ ��)� Y (x� ��)

2�
è

�g(x; �;�) =
1

�
K(�)Y (x+ ��);

ãäåK(�) � íåêîòîðàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì (äèôôåðåí-

öèðóþùåå ÿäðî), îïðåäåëÿåìàÿ ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Ëåæàíäðà ñòåïåíè ìåíüøåé . Äâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàíäîìèçðîâàí-

íûõ àëãîðèòìà äàþò ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè îöåíîê, ðàâíóþO(n�
�1

 ). Â òîé æå ðàáîòå áûëî ïîêàçàíî,



÷òî äëÿ øèðîêîãî êëàññà àëãîðèòìîâ ýòà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè îïòèìàëüíà

â íåêîòîðîì àñèìïòîòè÷åñêè ìèíèìàêñíîì ñìûñëå, ò. å. íå ìîæåò áûòü

óëó÷øåíà íè äëÿ êàêîãî-ëèáî äðóãîãî àëãîðèòìà, íè äëÿ ëþáîãî äðóãîãî

äîïóñòèìîãî ïðàâèëà âûáîðà òî÷åê èçìåðåíèÿ.

Ñõîäèìîñòü ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîê-

ñèìàöèè â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ïðè ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ âîçìóùåíèÿõ

îáîñíîâàíà â ðàáîòàõ [5,6,22,30]. Â ñòàòüå [15] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî àëãîðèòì

ñ îäíèì èçìåðåíèåì â àñèìïòîòè÷åñêîì ñìûñëå âåäåò ñåáÿ õóæå, ÷åì

àëãîðèòì ñ äâóìÿ èçìåðåíèÿìè. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ýòî íå ñîâñåì

òàê, åñëè ïðè ñðàâíåíèè àëãîðèòìîâ ðàññìàòðèâàòü êîëè÷åñòâî èòåðàöèé,

óìíîæåííîå íà êîëè÷åñòâî èçìåðåíèé. Êðîìå òîãî, âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñ-

êèõ ïðèìåíåíèÿõ, â ÷àñòíîñòè, ïðè îïòèìèçàöèè ðàáîòû ñèñòåì ðåàëüíî-

ãî âðåìåíè, ëåæàùèå â îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèíàìè÷åñêèå

ïðîöåññû ìîãóò èçìåíÿòüñÿ ñëèøêîì áûñòðî, íå ïîçâîëÿÿ óñïåòü ïîëó-

÷èòü äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ èçìåðåíèÿ. Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ïðîñòî

íåâîçìîæíî äëÿ îäíîãî øàãà àëãîðèòìà ñäåëàòü äâà èçìåðåíèÿ òàêèõ,

÷òîáû ïîìåõè íàáëþäåíèÿ â îáåèõ òî÷êàõ �̂n�1+�n�n è �̂
n�1��n�n áûëè

íåêîððåëèðîâàííû ñ �n. (Ýòî îäíî èç îñíîâíûõ óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè

àëãîðèòìà!) Èçáåæàòü ïîñëåäíåãî íåäîñòàòêà ïîçâîëÿåò ïðåäëîæåííûé

â [22] àëãîðèòì ñ äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè íàáëþäåíèÿìè â òî÷êàõ �̂n�1

è �̂
n�1 + �n�n.

5.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ

Ïóñòü F (w; x) : R
p � R

r ! R
1 � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî âòîðîìó

àðãóìåíòó ôóíêöèÿ, x1; x2; : : : � âûáèðàåìàÿ ýêñïåðèìåíòàòîðîì ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü òî÷åê èçìåðåíèÿ (ïëàí íàáëþäåíèÿ), â êîòîðûõ â êàæäûé

ìîìåíò âðåìåíè n = 1; 2; : : : äîñòóïíî íàáëþäåíèþ ñ àääèòèâíûìè ïîìå-

õàìè vn çíà÷åíèå ôóíêöèè F (wn
; �)

yn = F (wn
; x

n) + vn;

ãäå fwng � íåêîíòðîëèðóåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

w
n 2 R

p , èìåþùèõ îäèíàêîâîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåèçâåñòíîå ðàñïðåäåëå-

íèå Pw(�) ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì. Òðåáóåòñÿ ïî íàáëþäåíèÿì y1; y2; : : :

ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê f�̂ng íåèçâåñòíîãî âåêòîðà �, ìè-



íèìèçèðóþùåãî ôóíêöèþ

f(x) =

Z
Rp

F (w; x)Pw(dw)

òèïà ôóíêöèîíàëà ñðåäíåãî ðèñêà.

Îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè f(�) ïðè áî-

ëåå ïðîñòîé ìîäåëè íàáëþäåíèé

yn = f(xn) + vn;

êîòîðàÿ ëåãêî óêëàäûâàåòñÿ â îáùóþ ñõåìó. Ñäåëàííîå îáîáùåíèå â

ïîñòàíîâêå çàäà÷è äèêòóåòñÿ ñòðåìëåíèåì ó÷åñòü ñëó÷àé ìóëüòèïëèêà-

òèâíûõ ïîìåõ â íàáëþäåíèÿõ

yn = w
n
f(xn) + vn;

êîòîðûé âõîäèò â îáùóþ ñõåìó ñ ôóíêöèåé F (w; x) = wf(x).

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, êîòîðûå â äàëüíåéøåì áóäóò

ñäåëàíû ïðè òî÷íîé ôîðìóëèðîâêå ðåçóëüòàòîâ.

(A) Ôóíêöèÿ f(�) � ñèëüíîâûïóêëàÿ, ò. å. èìååò åäèíñòâåííûé ìèíè-

ìóì â Rr â íåêîòîðîé òî÷êå � = �(f(�)) è

hx� �;rf(x)i � �kx� �k2; 8x 2 R
r

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé � > 0.

(B) Óñëîâèå Ëèïøèöà íà ãðàäèåíò ôóíêöèè f(�)

krf(x)�rf(�)k � Akx� �k; 8x; � 2 R
r

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé A > �. (Çäåñü è äàëåå: k � k � åâêëèäîâà

íîðìà.)

5.2. Ïðîáíîå âîçìóùåíèå è ðàíäîìèçèðîâàííûå

àëãîðèòìû ÑÀ

Ïóñòü ïðîáíîå îäíîâðåìåííîå âîçìóùåíèå �n; n = 1; 2; : : : ; � íàáëþ-

äàåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ èç R
r ñ

ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ Pn(�); f�ng è f�ng � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè



ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ; �̂0 2 R
r � ôèêñèðîâàííûé

íà÷àëüíûé âåêòîð. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òî÷åê èçìåðå-

íèÿ fxng è îöåíîê f�̂ng ïðåäëàãàþòñÿ òðè àëãîðèòìà. Ïåðâûé èç íèõ

èñïîëüçóåò íà êàæäîé èòåðàöèè îäíî íàáëþäåíèå:8<
:
x
n = �̂

n�1 + �n�n; yn = F (wn
; x

n) + vn ;

�̂
n = �̂

n�1 � �n

�n
Kn(�n)yn;

(1)

à âòîðîé è òðåòèé � ïî äâà íàáëþäåíèÿ:8<
:
x
2n = �̂

n�1 + �n�n; x
2n�1 = �̂

n�1 � �n�n;

�̂
n = �̂

n�1 � �n

2�n
Kn(�n)(y2n � y2n�1);

(2)

8<
:
x
2n = �̂

n�1 + �n�n; x
2n�1 = �̂

n�1
;

�̂
n = �̂

n�1 � �n

�n
Kn(�n)(y2n � y2n�1):

(3)

Âî âñåõ òðåõ àëãîðèòìàõ èñïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûå âåêòîð-ôóíêöèè (ÿä-

ðà) Kn(�) : R r ! R
r
; ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, óäîâëåòâîðÿþùèå âìåñòå

ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ Pn(�) óñëîâèÿìR
Kn(x)Pn(dx) = 0;

R
Kn(x)xTPn(dx) = I;

supn
R
kKn(x)k2Pn(dx) <1; n = 1; 2; : : : ;

(4)

ãäå I � r-ìåðíàÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Àëãîðèòì (1) ñ ôóíêöèåé Kn(�n) = �n áûë âïåðâûå ïðåäëîæåí â

ñòàòüå [4] äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê, ñîñòîÿòåëüíûõ ïðè

ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ ïîìåõàõ â íàáëþäåíèè. Â ðàáîòå [15] áûëè ðàññìîò-

ðåíû îáà àëãîðèòìà (1) è (2) ñ âåêòîð-ôóíêöèåé Kn(�) äîñòàòî÷íî îáùåãî
âèäà â ñèòóàöèè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ è

ïðè ïðåäïîëîæåíèè î íåçàâèñèìîñòè è öåíòðèðîâàííîñòè ïîìåõ íàáëþ-

äåíèÿ. Äæ. Ñïàë [32] ðàññìàòðèâàë àëãîðèòì (2) äëÿ ñëó÷àÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ ñ êîíå÷íûìè îáðàòíûìè ìîìåíòàìè è âåêòîð-



ôóíêöèåé Kn(�), çàäàâàåìîé ïî ïðàâèëó

Kn(�n) =

0
BBB@

1
�n1

1
�n2

...
1

�nr

1
CCCA :

Ñ òåìè æå âåêòîð-ôóíêöèåé Kn(�) è îãðàíè÷åíèÿìè íà âèä ðàñïðåäåëå-

íèÿ ïðîáíîãî îäíîâðåìåííîãî âîçìóùåíèÿ Õ.-Ô. ×åíîì è äð. â ñòàòüå

[22] áûëî ïðåäëîæåíî ðàññìàòðèâàòü àëãîðèòì (3).

5.3. Ñõîäèìîñòü îöåíîê ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà è

â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ñìûñëå

Âìåñòî àëãîðèòìà (1) áóäåì ðàññìàòðèâàòü áëèçêèé ê íåìó àëãîðèòì

ñ ïðîåêòèðîâàíèåì8<
:
x
n = �̂

n�1 + �n�n; yn = F (wn
; x

n) + vn ;

�̂
n = P�n

(�̂n�1 � �n

�n
Kn(�n)yn);

(5)

äëÿ êîòîðîãî óäîáíåå ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîÿòåëüíîñòè ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ôîðìèðóåìûõ îöåíîê. Â ýòîì àëãîðèòìå P�n
(�) � îïåðàòî-

ðû ïðîåêòèðîâàíèÿ íà íåêîòîðûå âûïóêëûå çàìêíóòûå îãðàíè÷åííûå

ïîäìíîæåñòâà �n � R
r , êîòîðûå ñîäåðæàò, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n � 1,

èñêîìóþ òî÷êó �. Åñëè çàðàíåå èçâåñòíî îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå âûïóê-

ëîå ìíîæåñòâî �: � 2 �, òî ìîæíî ñ÷èòàòü �n = �. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå ìíîæåñòâà f�ng ìîãóò ðàñøèðÿòüñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè. Èíîãäà

ñïåöèôèêà êîíêðåòíîé çàäà÷è ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü óáûâàþùóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ f�ng.
Oáîçíà÷èì W = supp(Pw(�)) � R

p � íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ Pw(�);
Fn�1 � �-àëãåáðó âåðîÿòíîñòíûõ ñîáûòèé, ïîðîæäàåìóþ ñëó÷àéíûìè

âåëè÷èíàìè �̂
0
; �̂

1
; : : : ; �̂

n�1, ôîðìèðóåìûìè ïî àëãîðèòìó (2) (èëè (3),

èëè (5)); ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìîâ (2) èëè (3)

�vn = v2n � v2n�1; �wn =

�
w
2n

w
2n�1

�
; dn = 1;

à ïðè ïîñòðîåíèè îöåíîê ïî àëãîðèòìó (5)

�vn = vn; �wn = w
n
; dn = diam(�n);



ãäå diam(�) � åâêëèäîâûé äèàìåòð ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [8].

Òåîðåìà 1 [8]. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

(A) äëÿ ôóíêöèè f(x) = EwfF (w; x)g;
(B) äëÿ ôóíêöèé F (w; �), 8w 2 W ;

8x 2 R
r ôóíêöèè F (�; x) è rxF (�; x) ðàâíîìåðíî íà W îãðàíè÷åíû;

(4) äëÿ ôóíêöèé Kn(�) è Pn(�); n = 1; 2; : : :;

8n � 1 Ef�v2
n
g � �

2
n
; ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû �v1; : : : ; �vn è âåêòîðû �w1

; : : : ; �wn�1

íå çàâèñÿò îò �wn
;�n, à ñëó÷àéíûé âåêòîð �wn íå çàâèñèò îò �n.

Åñëè
P

n
�n =1 è �n ! 0; �n ! 0; �2

n
�
�2
n
(1+ d

2
n
+�

2
n
)! 0 ïðè n!

1; òî Efk�̂n� �k2g ! 0 ïðè n!1, ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê

f�̂ng, äîñòàâëÿåìûõ àëãîðèòìîì (2) (èëè (3), èëè (5)), ñõîäèòñÿ ê � â
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Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ ôóíêöèè F (w; x) = wf(x) óñëîâèÿ òåîðåìû 1

âûïîëíÿþòñÿ, åñëè ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (A),(B).

Çàìå÷àíèå 2. Â òåîðåìå 1 ïîìåõè íàáëþäåíèÿ vn ìîæíî óñëîâíî

íàçâàòü ïî÷òè ïðîèçâîëüíûìè, òàê êàê îíè ìîãóò áûòü íåñëó÷àéíûìè

(äåòåðìèíèðîâàííûìè), íî íåèçâåñòíûìè è îãðàíè÷åííûìè, èëè ïðåä-

ñòàâëÿòü èç ñåáÿ ðåàëèçàöèþ íåêîòîðîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà ñ ïðî-

èçâîëüíîé ñòðóêòóðîé çàâèñèìîñòåé. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

óòâåðæäåíèé òåîðåìû 1 íåò íåîáõîäèìîñòè ïðåäïîëàãàòü ÷òî-ëèáî î çà-

âèñèìîñòè ìåæäó �vn è Fn�1.

Çàìå÷àíèå 3. Óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1 ñòàíîâÿòñÿ íåâåðíûìè, åñëè

ïîìåõè �vn èìåþò îïðåäåëåííóþ ñòðóêòóðó çàâèñèìîñòè îò òî÷êè íàáëþ-

äåíèÿ �vn = �vn(xn). Åñëè æå òàêàÿ çàâèñèìîñòü èìååò ìåñòî, íàïðèìåð,

â ñâÿçè ñ îøèáêàìè îêðóãëåíèÿ, òî ïðè ïîïûòêàõ ðåøåíèÿ òàêîãî òèïà

çàäà÷, íàâåðíîå, öåëåñîîáðàçíî ïîìåõó íàáëþäåíèÿ ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè:

�vn(xn) = ~vn+�(xn), ïåðâàÿ èç êîòîðûõ, ìîæåò áûòü, óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèÿì òåîðåìû 1. Åñëè âòîðàÿ � ðåçóëüòàò îøèáîê îêðóãëåíèÿ, òî, êàê



ïðàâèëî, òàêèå ïîìåõè îáëàäàþò õîðîøèìè ñòàòèñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè

è, ìîæåò áûòü, èõ íàëè÷èå íå ïîìåøàåò ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíîê.

Çàìå÷àíèå 4. Óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè ïîìåõ íàáëþäåíèÿ îò ïðîáíî-

ãî âîçìóùåíèÿ ìîæåò áûòü îñëàáëåíî. Äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü ñòðåì-

ëåíèå ê íóëþ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïðè n ! 1 óñëîâíîé âçàèìíîé
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Çàìå÷àíèå 5. Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ áëèçîñòü àëãîðèòìîâ (2) è

(3), â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ ïîìåõ â íàáëþäåíèÿõ èñïîëüçîâàíèå âòîðîãî

èç íèõ â ñèñòåìàõ ðåàëüíîãî âðåìåíè áîëåå îïðàâäàííî. Äëÿ àëãîðèò-

ìà (2) âûïîëíåíèå óñëîâèÿ î íåçàâèñèìîñòè ïîìåõè íàáëþäåíèÿ v2n îò

ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ �n ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëüíî, òàê êàê â ïðåäûäó-

ùèé ìîìåíò âðåìåíè 2n � 1 âåêòîð �n óæå èñïîëüçîâàëñÿ â ñèñòåìå.

Ïðè ðàáîòå ñ àëãîðèòìîì (3) ïîìåõà v2n è âåêòîð ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ

�n ïîÿâëÿþòñÿ â ñèñòåìå îäíîâðåìåííî, ÷òî ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ íà èõ

íåçàâèñèìîñòü.

Çàìå÷àíèå 6.Äëÿ åùå áîëüøåãî îáîáùåíèÿ óñëîâèé ñõîäèìîñòè àëãî-

ðèòìîâ (2), (3) è (5) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àéíûå, èçìåðèìûå îòíî-

ñèòåëüíî �-àëãåáðû Fn ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f�ng è f�ng. Ïðàêòè÷åñ-

êàÿ ïîòðåáíîñòü â òàêîãî ðîäà îáîáùåíèè ïîÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, â òåõ

ñëó÷àÿõ, êîãäà ïàðàëëåëüíî ñ âû÷èñëåíèåì îöåíîê ïî àëãîðèòìó ñòîõàñ-

òè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è ïîçâîëÿþò ãî-

âîðèòü î êà÷åñòâå îöåíîê. Åñëè îöåíêè åùå "ïëîõèå", òî öåëåñîîáðàçíî

çàìåäëèòü ñõîäèìîñòü ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f�ng, à ìîæåò áûòü

íà êàêîå-òî âðåìÿ è óâåëè÷èòü åå çíà÷åíèÿ.

5.4. Ïîøàãîâîå âûïîëíåíèå àëãîðèòìà

Ñëåäóþùåå ðåçþìå íà ïðèìåðå àëãîðèòìà (3) ñ îäèíàêîâî ðàñïðå-

äåëåííûì ïðîáíûì âîçìóùåíèåì �n è c âåêòîð�ôóíêöèåé Kn(x) = x

ïîêàçûâàåò, êàê ïîñëåäîâàòåëüíî ïî èòåðàöèÿì ôîðìèðîâàòü îöåíêè.

Ïóñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Pn(�) ðàâíîìåðíî ñîñðåäîòî÷åíà â âåðøè-
íàõ r-ìåðíîãî êóáà [�1; 1]r, êîìïîíåíòû âåêòîðà ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ

âçàèìíî íåçàâèñèìû è ðàâíû �1 ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ (ðàñïðåäå-

ëåíèå Áåðíóëëè).



Øàã 1: Èíèöèàëèçàöèÿ è âûáîð êîýôôèöèåíòîâ. Óñòàíîâèòå ñ÷åò-

÷èê àëãîðèòìà n = 1. Âûáåðèòå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå �̂
0 è çíà÷å-

íèÿ äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ �; �; ; Æ è �. Â àëãîðèòìå

èñïîëüçóþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �n = �=(Æ + n)� è �n = �=n
. Âûáîð

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé �n è �n èãðàåò êðèòè÷åñêóþ ðîëü â ðàáîòå àëãîðèò-

ìà. Â ñèòóàöèè, êîãäà êîìïîíåíòû âåêòîðà � ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ

ïî âåëè÷èíå, æåëàòåëüíî èñïîëüçîâàòü ìàòðè÷íîå ìàñøòàáèðîâàíèå �n,

åñëè ïðåäâàðèòåëüíî äîñòóïíà èíôîðìàöèÿ îá èõ îòíîñèòåëüíûõ âåëè-

÷èíàõ.

Øàã 2: Ãåíåðàöèÿ âåêòîðà ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ. Ñãåíåðèðóéòå ñëó-

÷àéíûé r-ìåðíûé âåêòîð âîçìóùåíèÿ �n, â êîòîðîì âñå r êîìïîíåíò

íåçàâèñèìî ñìîäåëèðîâàíû ïî âåðîÿòíîñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ Áåðíóë-

ëè �1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1=2 äëÿ êàæäîãî ðåçóëüòàòà.

Øàã 3: Èçìåðåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè. Ïîëó÷èòå äâà èçìåðåíèÿ ôóíê-

öèè f(�) â òî÷êàõ �̂
n�1 è âîçìóùåííîé îòíîñèòåëüíî òåêóùåé îöåíêè

�̂
n�1 + �n

��n: y(�̂
n�1) è y(�̂n�1 + �n

��n).

Øàã 4: Àïïðîêñèìàöèÿ ãðàäèåíòà. Ñãåíåðèðóéòå êîìïîíåíòû âåêòî-

ðà àïïðîêñèìàöèè ãðàäèåíòà ïî ïðàâèëó

ĝ
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(�̂n�1) = n

�ni

y(�̂n�1 + �n
��n)� y(�̂n�1)

�
; i = 1; 2; : : : ; r;

ãäå �ni � i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà �n. Çàìåòèì, ÷òî âòîðîé ñîìíîæèòåëü

â ôîðìóëàõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ r êîìïîíåíò îäèíàêîâûé, â îòëè÷èå îò

ïðàâèëà àïïðîêñèìàöèè ãðàäèåíòà ïî êëàññè÷åñêîé ïðîöåäóðå ÊÂ.

Øàã 5: Îáíîâëåíèå îöåíêè �̂. Èñïîëüçóéòå ñòàíäàðòíóþ ôîðìó àëãî-

ðèòìà ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè

�̂
n = �̂

n�1 �
�

(Æ + n)�
ĝ
n(�̂n�1)

äëÿ ïåðåõîäà îò �̂n�1 ê íîâîìó çíà÷åíèþ �̂
n.

Èíîãäà æåëàòåëüíî íàëîæèòü îãðàíè÷åíèÿ. Åñëè ïîëó÷åííîå îñíîâ-

íîå çíà÷åíèå îöåíêè êàæåòñÿ íåæåëàòåëüíûì, òîãäà ëèáî âûïîëíÿþò

îòäåëüíûé áëîê ìîäèôèêàöèè, ëèáî áåðóò ñëåäóþùóþ îöåíêó. Îäèí

èç òàêîãî ðîäà ïðîñòûõ ñëó÷àåâ � êîãäà èçâåñòíû çàðàíåå çíà÷åíèÿ

ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà êàêîé-ëèáî èç êîìïîíåíò âåêòîðà �.



Øàã 6: Èòåðàöèÿ èëè çàâåðøåíèå. Âîçâðàòèòåñü ê øàãó 2 ñ çàìåíîé

n íà n+1. Çàêîí÷èòå ðàáîòó ïî àëãîðèòìó, åñëè íà íåñêîëüêèõ ïîñëåäî-

âàòåëüíûõ èòåðàöèÿõ îöåíêè èçìåíÿëèñü íåñóùåñòâåííî èëè ïîñëå âû-

ïîëíåíèÿ ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîãî êîëè÷åñòâà èòåðàöèé.

5.5. Ïðîãðàììà íà ÿçûêå MATLAB

Ïðèâåäåì îáðàçåö ïðîãðàììû íà ÿçûêå MATLAB, ðåàëèçóþùåé N

èòåðàöèé àëãîðèòìà. Èíèöèàëèçàöèÿ àëãîðèòìà â ïðîãðàììå íå ïîêàçà-

íà, òàê êàê ýòî ìîæåò áûòü ñäåëàíî ïî-ðàçíîìó â çàâèñèìîñòè îò êîí-

êðåòíîé çàäà÷è. Â ïðîãðàììå âûçûâàåòñÿ âíåøíÿÿ ôóíêöèÿ valueY (�).
Êîìïîíåíòû âåêòîðà ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ �ni ãåíåðèðóþòñÿ ñîãëàñíî

ðàñïðåäåëåíèþ Áåðíóëëè �1.

FOR n = 1 : N

an = alpha=(gamma + k)^mu;

bn = beta=k
^
nu;

delta = 2round(rand(r; 1))� 1;

thetaplus = theta + bndelta;

yminus = valueY (theta);

yplus = valueY (thetaplus);

ghat = delta(yplus� yminus)=(2bn);

theta = theta � anghat;

END;

theta;

Åñëè ìàêñèìàëüíî è ìèíèìàëüíî âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ � èçâåñòíû,

òîãäà îïèøåì èõ êàê thetamax è thetamin è äîáàâèì ê ïðîãðàììå äâå

ñòðîêè, ó÷èòûâàþùèå ýòè îãðàíè÷åíèÿ:

theta = min(theta; thetamax);



theta = max(theta; thetamin);

6. Ëèíåéíûå çàäà÷è îöåíèâàíèÿ

ïðè ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ âîçìóùåíèÿõ

Îáû÷íîå ïðåäïîëîæåíèå î ïîìåõàõ â çàäà÷àõ ëèíåéíîé ðåãðåññèè çàê-

ëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èõ ñ÷èòàþò ðåàëèçàöèåé íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì.

Îäíàêî â ïðèëîæåíèÿõ ýòî äîïóùåíèå ÷àñòî íàðóøàåòñÿ, ÷òî ìîæåò

ñèëüíî ñêàçûâàòüñÿ íà ðàáîòå ñòàíäàðòíûõ îöåíî÷íûõ ïðîöåäóð. Ïîýòî-

ìó âàæíî èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòü îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè ïðè

ìèíèìàëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïîìåõ. Íà

ïåðâûé âçãëÿä, ýòî êàæåòñÿ óäèâèòåëüíûì, íî ïàðàìåòðû ðåãðåññèè ìî-

ãóò áûòü ýôôåêòèâíî îöåíåíû â ñëó÷àå íåöåíòðèðîâàííûõ, êîððåëèðî-

âàííûõ è äàæå íåñëó÷àéíûõ ïîìåõ (ñì. [3,6,25,28]). Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïðè

îïðåäåëåííîì óñëîâèè, êîãäà âõîäû (ðåãðåññîðû) ñëó÷àéíû. Äëÿ ìîäåëè

ëèíåéíîé ðåãðåññèè

yn = '
T
n
� + vn

c âåêòîðîì íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ � 2 R
r , êîòîðûé äîëæåí áûòü îöåíåí

ïî íàáëþäåíèÿì yn; 'n (n = 1; 2; : : :), âûïîëíåíèå óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñ-

òè ðåãðåññîðîâ f'ngn�1 ñ ïîìåõàìè fvngn�1 ãàðàíòèðóåò õîðîøèå ñâîéñò-
âà îöåíîê ïðè ÷ðåçâû÷àéíî óìåðåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõè.

Èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âõîäíûõ ñèãíàëîâ äëÿ óñòðàíåíèÿ ýô-

ôåêòà ñìåùåíèÿ áûëà âûäâèíóòà Ð. Ôèøåðîì [24] â âèäå ðàíäîìèçèðî-

âàííîãî ïðèíöèïà ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà. Ïîìèìî çàäà÷è ïëàíè-

ðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà, â êîòîðîé ðåãðåññîðû ìîãóò áûòü ðàíäîìèçèðîâà-

íû ýêñïåðèìåíòàòîðîì, ñëó÷àéíûå âõîäû âîçíèêàþò âî ìíîãèõ çàäà÷àõ

èäåíòèôèêàöèè, ôèëüòðàöèè, ðàñïîçíàâàíèÿ è ò. ä. (ñì., íàïðèìåð,

[10]). Èìåÿ â âèäó ýòè ïðèëîæåíèÿ, äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèíû

âõîäû, âûõîäû âìåñòî íàçâàíèé, èñïîëüçóåìûõ â ðåãðåññèîííîì àíàëèçå

(ïîäîáíûõ òåðìèíó ðåãðåññîð).

Ðåêóððåíòíûå àëãîðèòìû îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè ïðè ñëó-

÷àéíûõ âõîäíûõ ñèãíàëàõ ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå â êíèãàõ [1,10]. Â

ñòàòüÿõ [12,16] èçó÷àëàñü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè òàêèõ àëãîðèòìîâ è áûëè

ïðåäëîæåíû îïòèìàëüíûå àëãîðèòìû, èìåþùèå íàèëó÷øóþ èç âîçìîæ-

íûõ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Âî âñåõ ýòèõ ðàáîòàõ äåëàëèñü ñòàíäàðòíûå



ïðåäïîëîæåíèÿ î ïîìåõàõ, à èìåííî ñ÷èòàëîñü, ÷òî îíè ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûì ñðåäíèì, íåçà-

âèñèìûõ èëè ñëàáî çàâèñèìûõ. Çäåñü îñíîâíàÿ öåëü èçëîæåíèÿ ñîñòîèò â

îòêàçå îò ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ñëó÷àéíûõ

âõîäíûõ ñèãíàëàõ íîâûå ðàíäîìèçèðîâàííûå àëãîðèòìû, ïîõîæèå âî

ìíîãîì íà ñòàíäàðòíûå, äàþò ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè è ïðè íåöåíòðè-

ðîâàííûõ, êîððåëèðîâàííûõ è äàæå íåñëó÷àéíûõ ïîìåõàõ. Êðîìå òîãî,

íîâûå îïòèìàëüíûå àëãîðèòìû èìåþò òó æå ñàìóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè,

êàê è îïòèìàëüíûå â ñòàíäàðòíîì ñëó÷àå.

Â ðàáîå [3], íàâåðíîå, âïåðâûå áûë ïðåäëîæåí ñîñòîÿòåëüíûé àëãîðèòì

îöåíêè ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé ðåãðåññèè ïðè ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ ïîìå-

õàõ, ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàëàñü áîëåå îáùàÿ, ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðò-

íîé, ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðà-

ìåòðîâ ìîæåò ìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì, è â àëãîðèòìå îöåíèâàëîñü åãî

ñðåäíåå çíà÷åíèå. Ðåøåíèå òàêîé æå îáîáùåííîé çàäà÷è ðàçáèðàëîñü

â âèäå ïðèìåðà è â ðàáîå [6]. Èñïîëüçîâàíèå ïðè åå ðåøåíèè ìåòîäîâ

èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ïðè ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ ïîìåõàõ, ðàçðàáîòàí-

íûõ â ðàáîå [25], ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àëãîðèòìû, äîñòèãàþùèå îïòèìàëü-

íîé â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ñìûñëå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

Ïðè ñëó÷àéíûõ âõîäíûõ ñèãíàëàõ ïðåäëàãàåìûå àëãîðèòìû äëÿ îáîñ-

íîâàíèÿ ñõîäèìîñòè òðåáóþò âûïîëíåíèÿ äîñòàòî÷íî óìåðåííûõ óñëîâèé

íà ïîìåõè. Â ÷àñòíîñòè, ïîìåõè ìîãóò áûòü íåèçâåñòíîé, íî îãðàíè÷åí-

íîé äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèåé. Ïî ýòîé îáíàäåæèâàþùåé ïðè÷èíå

íîâûå àëãîðèòìû ìîãóò áûòü ïîëåçíû âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ. ×èñëåí-

íîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîäåìîíñòðèðîâàëî ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìîâ ïðè

ðàçíîîáðàçíûõ ïîìåõàõ vn. Â ÷àñòíîñòè, â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå ýêñïåðèìåí-

òû áûëè âûïîëíåíû ñ íåñëó÷àéíîé êîíñòàíòîé, íåöåíòðèðîâàííîé ñëó-

÷àéíîé ïåðåìåííîé è ðàçëè÷íûìè íåñëó÷àéíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè

ïîìåõ. Â ýòèõ ýêñïåðèìåíòàõ èññëåäîâàëèñü òðàåêòîðèè îöåíîê ñòîõàñòè-

÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè è îöåíîê ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïîâåäå-

íèå òèïè÷íûõ òðàåêòîðèé îöåíîê ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ïðè

âûñîêîì óðîâíå íåðåãóëÿðíîé ïîìåõè ñóùåñòâåííî ëó÷øå ïîâåäåíèÿ òðà-

åêòîðèé äëÿ îáû÷íûõ àëãîðèòìîâ. Íåêîòîðûå ïðèìåðû ýòèõ ýêñïåðèìåí-

òîâ ïðèâåäåíû â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå.



6.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è, îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ëèíåéíîé ðåãðåññèè

yn = '
T
n
�
n + vn; �

n = � + w
n
; n = 1; 2; : : : ; (6)

ñ âûõîäàìè (íàáëþäåíèÿìè) yn 2 R
1 , âõîäàìè 'n 2 R

r è âîçìóùåíèÿìè

(ïîìåõàìè) vn 2 R
1
; w

n 2 R
r . Òðåáóåòñÿ îöåíèòü çíà÷åíèå �, áàçèðóÿñü

íà íàáëþäåíèÿõ yn; 'n; n = 1; 2; : : :

Ïóñòü Fn � �-àëãåáðà âåðîÿòíîñòíûõ ñîáûòèé, ïîðîæäåííàÿ ñëó÷àé-

íûìè âåëè÷èíàìè f'1; : : : ; 'n; w
1
; : : : ; w

n
; v1; : : : ; vng, åñëè v1; : : : ; vn �

ñëó÷àéíûå. Åñëè íåò, òî Fn � �-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ f'1; : : : ; 'n; w
1
;

: : : ; w
ng. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì �-àëãåáðû F̂n�1 ïî f'1; : : : ; 'n�1; w

1
; : : : ;

w
n�1

; v1; : : : ; vng; è ~Fn�1 ïî f'1; : : : ; 'n�1; w
1
; : : : ; w

n
; v1; : : : ; vng:Èç îïðå-

äåëåíèÿ èìååì

Fn�1 � F̂n�1 � ~Fn�1 � Fn :

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå óñëîâèÿ, âûïîëíåíèå êîòîðûõ áóäåò ïðåäïîëà-

ãàòüñÿ ïðè ôîðìóëèðîâêàõ òåîðåì â ýòîì ïóíêòå.

(Ñ) Âõîäû f'ngn�1 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñè-

ìûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ñ îãðàíè÷åííûìè èçâåñòíûìè ìàòåìàòè-

÷åñêèìè îæèäàíèÿìè: kEf'ngk � M' < 1, 8n âåêòîðû 'n íå

çàâèñÿò îò ~Fn�1. Ñëó÷àéíûå âåêòîðû

�n = 'n � Ef'ng

èìåþò ñèììåòðè÷íûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Pn(�), ò. å. Pn(
) =

Pn(�
) äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ïîäìíîæåñòâà 
 � R
r , è ìàòðèöû

êîâàðèàöèé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

Ef�n�
T
n
g = Bn > 0; kBnk � �

2
� <1:

(Çäåñü è äàëåå B > 0 îçíà÷àåò, ÷òî B � ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ

ìàòðèöà.)

(C') Âõîäû f'ngn�1 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâè-

ñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ óñëîâèþ (C) ñ Bn = B > 0 è îãðàíè÷åííûì ÷åòâåðòûì

ñòàòèñòè÷åñêèì ìîìåíòîì:

Efk�nk
4g = M

4
4 <1:



(D) 8 n ñëó÷àéíûå âåêòîðû w
n öåíòðèðîâàíû (Efwng = 0) è íå çàâèñÿò

îò F̂n�1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîìåõ fvngn�1 è fw
ngn�1 óäîâëåòâî-

ðÿþò îäíîìó èç óñëîâèé:

(i) Ef v2
n
jFn�1g � �

2
v
<1; Efkwnk2jFn�1g � �

2
w
<1;

(ii) Efv2
n
g � �

2
v
<1; Efwn

w
n
T

g � Qw � �
2
w
I <1;

(iii) jvnj � Cv <1; kwnk � Cw <1;

ãäå âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ ñî ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ïîíèìàåòñÿ

ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà è �v; �w; Cv; Cw � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå,

Qw � ñèììåòðè÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.

Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå óñëîâèÿ îòëè÷àþòñÿ îò ñòàíäàðòíûõ ïðåä-

ïîëîæåíèé â çàäà÷å îá îöåíèâàíèè ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé ðåãðåññèè ñî

ñëó÷àéíûìè âõîäíûìè ñèãíàëàìè (ñì., íàïðèìåð, [12,16]). Ýòî âûðà-

æàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â îòñóòñòâèè óñëîâèÿ Efvng = 0 è ïðåäïîëîæåíèÿ î

òîì, ÷òî ïîìåõè fvngn�1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

6.2. Îöåíèâàíèå ïî ìåòîäó ñòîõàñòè÷åñêîé

àïïðîêñèìàöèè

Èññëåäóåì ñíà÷àëà ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì òèïà ñòîõàñòè÷åñ-

êîé àïïðîêñèìàöèè (ÐÑÀ), êîòîðûé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè íàá-

ëþäåíèé (6) èìååò âèä

�̂
n = �̂

n�1 � �n��n('
T
n
�̂
n�1 � yn); n = 1; 2; : : : ; (7)

ãäå �n � 0 � íåñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îïðåäåëÿþùàÿ øàã

àëãîðèòìà, è � � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà (ñì.

[7,10,12,25]). Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî âåêòîðû 'n; E'n (è, òåì ñàìûì,

�n = 'n � Ef'ng) ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå �̂0 � ïðîèçâîëüíûé íåñëó÷àé-

íûé âåêòîð èç Rr .



Òåîðåìà 2 [7]. Ïóñòü äëÿ âõîäîâ ìîäåëè âûïîëíåíî ïðåäïîëîæå-

íèå (C) è ïðè n!1

�n ! 0; �nEfk�nk
4g ! 0;

1X
n=1

�n = 1:

Åñëè äëÿ ïîìåõ âûïîëíåíî óñëîâèå (Di) è f�ng îáåñïå÷èâàþò

1X
n=1

�
2
n
(1 + Efk�nk

4g) < 1;

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê, äîñòàâëÿåìûõ àëãîðèòìîì (7), ñèëüíî-

ñîñòîÿòåëüíàÿ, ò. å. �̂n ! � ïðè n!1 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Åñëè äëÿ ïîìåõ âûïîëíåíî óñëîâèå (Dii), òî ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ

îøèáêà îöåíîê, äîñòàâëÿåìûõ àëãîðèòìîì (7), ñòðåìèòñÿ ê íóëþ:

Ef(�̂n � �)(�̂n � �)Tg ! 0 ïðè n!1.

Çàäà÷à îá îöåíêå ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé ðåãðåññèè ñ ìîäåëüþ íàáëþ-

äåíèé (6) ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ñðåäíåãî ðèñêà

F (w; x) =
1

2
(x� � � w)T(x� � � w):

Àëãîðèòì (7) ñ � = B�1 â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ (2). Ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèÿ (C') äëÿ âõîäîâ ìîäåëè ëèíåéíîé ðåãðåññèè óòâåðæäåíèÿ òåî-

ðåìû 2 î ñèëüíîé ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíîê àëãîðèòìà (7) è èõ ñõîäèìîñòè

â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ñìûñëå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 1. Ïîëíîå

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2, êàê è òðåõ ïîñëåäóþùèõ, ìîæíî íàéòè â

ðàáîòå [7].

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îòâåò íà âîïðîñ î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àë-

ãîðèòìà (7).

Òåîðåìà 3 [7]. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ: (C) äëÿ âõîäîâ ìîäåëè,

(Dii) äëÿ ïîìåõ è ïðè n!1

�n ! 0; �nEfk�nk
4g ! 0;

1X
n=1

�n = 1:



Åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ìàòðèöû B; U > 0 è ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ÷èñåë f�ng, ÷òî ��B + 1
2
I � óñòîé÷èâàÿ ìàòðèöà (âñå åå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè),

k��1
n
B
n
�Bk = O(n�1); �

�2
n
Ef�n�

T
n
Qw�n�

T
n
g � U+O(n�1); kUk <1

è �n�n = n
�1
; �n��n�1 = o(n�1); �n = �1+O(n�1), òî àñèìïòîòè÷åñ-

êàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà (7) õàðàêòåðèçóåòñÿ íåðàâåíñò-

âîì

Ef(�̂n � �)(�̂n � �)Tg � n
�1 S + o(n�1);

â êîòîðîì ìàòðèöà S ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

� B S + S B � � S = �R�;

ãäå R = (�2
v
(1 +M

2
'
�) +M

2
'
�
2
w
)B + �1U ïðè êàêîì�ëèáî � > 0.

Åñëè �n � 1 è � = B�1, òî �n = n
�1, è ïîñëåäíåå óðàâíåíèå äëÿ

ìàòðèöû S ìîæåò áûòü ëåãêî ðåøåíî:

S = B�1RB�1:

Äëÿ àëãîðèòìà (7), â ýòîì ñëó÷àå èìåþùåãî âèä

�̂
n = �̂

n�1 � (nB)�1�n('
T
n
�̂
n�1 � yn); n = 1; 2; : : : ; (8)

ïðè �w = 0 ïîëó÷àåì ñ ëþáûì � > 0

E (�̂n � �)(�̂n � �)T � n
�1
�
2
v
(1 +M

2
'
�)B�1 + o(n�1): (9)

Â ðàáîòå [12] ïîêàçàíî, ÷òî òàêîé æå âûáîð �n è � ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì

äëÿ îáûêíîâåííîãî àëãîðèòìà ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè:

�̂
n = �̂

n�1 � �n�'n('
T
n
�̂
n�1 � yn); n = 1; 2; : : : ;

åñëè w
n = 0 è ïîìåõè vn ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷è-

íàìè ñ íóëåâûìè ñðåäíèìè. Ïðè ýòîì â ðàáîòå [12] áûëî óñòàíîâëåíî,

÷òî

Ef�̂n � �)(�̂n � �)Tg � n
�1
�
2
v
B�1 + o(n�1); (10)



Òàêèì îáðàçîì, ïðè �w = 0 è ïîìåõàõ fvng, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
(Dii), äëÿ îöåíîê àëãîðèòìà ÐÑÀ (7) ñ �n = 1=n è � = B�1 ïîëó÷èëè

ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, áëèçêóþ ê íàèëó÷øåé â ñè-

òóàöèè, êîãäà ïîìåõè vn ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíà-

ìè ñ íóëåâûìè ñðåäíèìè. Åñëè M' = 0, òî îïòèìàëüíûå îáûêíîâåííûé

è ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòìû ñîâïàäàþò, è, êðîìå òîãî, ðàâíû ñîîò-

âåòñòâóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, õîòÿ ïðåä-

ïîëîæåíèÿ î õàðàêòåðå ïîìåõ fvng ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ.
Â ñòàòüå [25] äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðè w

n = 0 â

óñëîâèÿõ ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ ïîìåõ vn ïðåäëàãàëîñü èñïîëüçîâàòü íåñ-

êîëüêî îòëè÷àþùèéñÿ îò (7) ðàíäîìèçèðîâàíûé àëãîðèòì ñòîõàñòè÷åñ-

êîé àïïðîêñèìàöèè:

�̂
n = �̂

n�1 � (nB)�1�n(�
T
n
�̂
n�1 � yn); n = 1; 2; : : : ;

äëÿ êîòîðîãî R = (�v +M'�)
2B è, ñëåäîâàòåëüíî,

S = (�v +M'�)
2B�1:

Ñðàâíèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèö S, íåñëîæíî óáå-

äèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðè M'� 6= 0 àëãîðèòì (8) äàåò ëó÷øèå îöåíêè, ÷åì

ïðåäëàãàâøèéñÿ ðàíåå â ñòàòüå [25].

Ê ñîæàëåíèþ, îïòèìàëüíûé ÐÑÀ àëãîðèòì (8) íå ïðèìåíèì, åñëè

ìàòðèöà Â àïðèîðíî íåèçâåñòíà. Ðàññìîòðèì ðàíäîìèçèðîâàííûé àë-

ãîðèòì ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè ñ óñðåäíåíèÿìè:8><
>:
�̂
n = �̂

n�1 � �n�n('
T
n
�̂
n�1 � yn);

~�n = (1� n
�1)~�n�1 + n

�1
�̂
n�1
�
= n

�1
P

n�1
i=0 �̂

i

�
;

(11)

ïîõîæèé íà ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [16] äëÿ ñëó÷àÿ ïîìåõ ñ íóëåâûì

ñðåäíèì.

Òåîðåìà 4 [7]. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

(C') äëÿ âõîäîâ ìîäåëè f'ng,
w
n = 0 è (Dii) äëÿ ïîìåõ fvng,

�n ! 0 è �n=�n+1 = 1+ o(�n) ïðè n!1 äëÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè f�ng, òî äëÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè îöåíîê

àëãîðèòìà (11) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (9) ñ ëþáûì � > 0.



Êàê è âûøå, ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ñâåðõó (9) äëÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíîé ðàíåå â ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ ïîìåõ ñ íóëå-

âûì ñðåäíèì (ñì. [16]). Ïðè ýòîì àëãîðèòì (11) áîëåå ïðîñòîé, ÷åì

îïòèìàëüíûé àëãîðèòì (8), è åãî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè

íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî âûáîðà �n, óäîâëåòâîðÿþùåãî òîëüêî óñëîâèþ

�n=�n+1 = 1 + o(�n). Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿþò-

ñÿ, íàïðèìåð, äëÿ �n = �n
�
; 0 <  < 1, íî íå äëÿ �n = �n

�1.

Çàìå÷àíèå.Óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 2�4 òàêæå âûïîëíÿþòñÿ, åñëè ïðåä-

ïîëîæèòü ðàâåíñòâî íóëþ òðåòüåãî öåíòðàëüíîãî ìîìåíòà 'n âìåñòî ñèì-

ìåòðè÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ �n. Â ñëó÷àå ðàâåíñòâ â ïðåäïîëîæåíèè

(2.Bii) â óòâåðæäåíèÿõ òåîðåì 3 è 4 íåðàâåíñòâà â îöåíêàõ ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè òàêæå ìîæíî çàìåíèòü íà ðàâåíñòâà.

6.3. Îöåíêè ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Òåïåðü ðàññìîòðèì äëÿ òîé æå ðåãðåññèîííîé ìîäåëè íàáëþäåíèé (6)

yn = '
T
n
�
n + vn; �

n = � + wn; n = 1; 2; : : : ;

îöåíêè ïî ðàíäîìèçèðîâàííîìó ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÐÌÍÊ)

âèäà 8<
:
�̂
n = �̂

n�1 � �n�n('
T
n
�̂
n�1 � yn);

�n = �n�1 � �n�1�n�
T
n
�n�1=(1 + �T

n
�n�1�n); �0 = 

�1
0 I;

(12)

ãäå �n = 'n � Ef'ng è 0 > 0 � ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî (ïàðàìåòð

ðåãóëÿðèçàöèè, ñì. [7,10,25]). Êàê è âûøå, ïóñòü â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî

çíà÷åíèÿ �̂0 âûáðàí ïðîèçâîëüíûé íåñëó÷àéíûé âåêòîð èç Rr .

Òåîðåìà 5 [7,25]. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âõîäîâ f'ng óäîâëåò-
âîðÿåò ïðåäïîëîæåíèþ (C').

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (Di) äëÿ ïîìåõ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

îöåíîê, äîñòàâëÿåìûõ àëãîðèòìîì (12), ñèëüíîñîñòîÿòåëüíàÿ, ò. å.

�̂
n ! � ïðè n!1 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (Diii) äëÿ ïîìåõ è ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà

k�nk � C� < 1; n = 1; 2; : : : ; òî ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà îöåíîê,

äîñòàâëÿåìûõ àëãîðèòìîì (12), ñòðåìèòñÿ ïðè n!1 ê íóëþ:

Ef(�̂n � �)(�̂n � �)Tg ! 0:



7. Ñïîñîá îáíàðóæåíèÿ íåêîòîðûõ

ýëåìåíòîâ õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà ìèøåíè

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàçðàáîòêå ìåòîäèêè ïîñòðîåíèÿ

àëãîðèòìîâ îáíàðóæåíèÿ äåëÿùèõñÿ ìàòåðèàëîâ â ìèøåíè, îáëó÷àåìîé

ñåðèåé ïó÷êîâ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.

Îäíîé èç õàðàêòåðèñòèê, óêàçûâàþùåé íà ïðèñóòñòâèå â ìèøåíè êà-

êîãî-ëèáî äåëÿùåãîñÿ ìàòåðèàëà (óðàí, ïëóòîíèé è ò. ï.), ÿâëÿåòñÿ âîç-

íèêíîâåíèå çàïàçäûâàþùåãî âî âðåìåíè ïîòîêà íåéòðîíîâ ïîñëå îáëó÷å-

íèÿ ìèøåíè ðåëÿòèâèñòñêèì ïó÷êîì ýëåêòðîíîâ. Íà ýòîì îñíîâàíà îäíà

èç îñíîâíûõ ìåòîäèê èíñïåêöèè ïîäîçðèòåëüíûõ îáúåêòîâ "ïðîòèâíè-

êà", ïðè ýòîì ïî èçìåíåíèþ âî âðåìåíè èíòåíñèâíîñòè çàïàçäûâàþùåãî

èçëó÷åíèÿ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òèïå äåëÿùåãîñÿ âåùåñòâà. Åñëè ó

ïðîòèâíèêà åñòü âîçìîæíîñòü ïðîòèâîäåéñòâèÿ, òî ïðè èñïîëüçîâàíèè

ýòîé ìåòîäèêè îí ìîæåò îïðåäåëèòü ìîìåíò íà÷àëà èíñïåêöèè (çàñå÷ü

ýëåêòðîííûé ïó÷îê) è, èìåÿ íåêîòîðûé çàïàñ âî âðåìåíè âîçíèêíîâåíèÿ

çàïàçäûâàþùåãî èçëó÷åíèÿ, äîáàâèòü ê ïîòîêó çàïàçäûâàþùèõ íåéðî-

íîâ çàãëóøàþùèé ïîòîê, ëèêâèäèðóþùèé âîçìîæíîñòü èíñïåêöèè.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íèæå ñïîñîáà, èñïîëüçóþùåãî ïðîá-

íûå âîçìóùåíèÿ, çàêëþ÷àåòñÿ â çàäàíèè ñåðèè îáëó÷àþùèõ ýëåêòðîííûõ

ïó÷êîâ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåíñèâíîñòåé êàæäîãî èç êîòîðûõ îïðåäå-

ëÿåòñÿ íåêîòîðûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ñ çàäàâàåìûìè èëè õîðîøî èç-

âåñòíûìè ñòàòèñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Ýòîò àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ôèê-

ñèðîâàòü íàëè÷èå è õàðàêòåðèñòèêè çàïàçäûâàþùåãî èçëó÷åíèÿ íåéòðî-

íîâ, äàæå íåñìîòðÿ íà âûñîêèé óðîâåíü ãåíåðèðóåìûõ ïðîòèâíèêîì ïî-

ìåõ.

Ïðè îáëó÷åíèè ìèøåíè äîñòàòî÷íî ìîùíûì ïî èíòåíñèâíîñòè ðåëÿ-

òèâèñòñêèì ýëåêòðîííûì ïó÷êîì îòâåòíàÿ ðåàêöèÿ âåùåñòâà ìèøåíè,

çàêëþ÷àþùàÿñÿ â èçëó÷åíèè ïîòîêà ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö (íàïðèìåð,

íåéòðîíîâ), ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: ïîòîêà ìãíîâåííûõ ÷àñòèö, íàëè÷èå

êîòîðîãî õàðàêòåðíî äëÿ ëþáîãî õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà âåùåñòâà, è ïîòîêà

çàïàçäûâàþùèõ ÷àñòèö, óêàçûâàþùåãî íà ïðèñóòñòâèå îïðåäåëåííûõ õè-

ìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ (óðàí, ïëóòîíèé è ò. ä.). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èññëåäî-

âàòåëü ïîñûëàåò â íàïðàâëåíèè ìèøåíè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåëÿòèâèñòñ-

êèõ ýëåêòðîííûõ ïó÷êîâ. Ýëåêòðîííàÿ ïóøêà íà÷èíàåò èçëó÷åíèå êàæ-



äîãî èç íèõ â íåêîòîðûå ìîìåíòû âðåìåíè t1; t2; : : : Ìîùíîñòü ïóøêè

áóäåì ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé è ðàâíîéW . Ýêñïåðèìåíòàòîð ìîæåò âûáèðàòü

äëèòåëüíîñòü èìïóëüñîâ èçëó÷åíèÿ â îïðåäåëåííûõ ïðåäåëàõ ëèáî èìååò

âîçìîæíîñòü òî÷íîãî èçìåðåíèÿ ôàêòè÷åñêîãî âðåìåíè èçëó÷åíèÿ. Áó-

äåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëèòåëüíîñòè èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîííûõ ïó÷êîâ '1; '2; : : :

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåàëèçàöèþ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâè-

ñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ

èçâåñòíûì ñðåäíèì çíà÷åíèåìM', êîíå÷íîé ïîëîæèòåëüíîé äèñïåðñèåé

�
2
'
> 0, íóëåâûì òðåòüèì öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì è êîíå÷íûì ÷åòâåðòûì

öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì M
4
4 . ×èñëî ýëåêòðîíîâ â n-ì ïó÷êå ðàâíÿåòñÿ

N
e

n
= W'n:

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �n = 'n �M' áóäåì íàçûâàòü ïðîáíûì âîçìóùå-

íèåì. Äåòåêòîð (ðåãèñòðàòîð íåéòðîíîâ) âêëþ÷àåòñÿ â ìîìåíòû âðåìåíè

tn + ÆTd; n = 1; 2; : : :, ãäå ÆTd � âðåìÿ çàäåðæêè, îïðåäåëÿåìîå ðàññòîÿ-

íèÿìè îò ìèøåíè äî èíæåêòîðà (ýëåêòðîííîé ïóøêè) è äî äåòåêòîðà,

à òàêæå ñðåäíåé ìîùíîñòüþ ýëåêòðîííîãî ïó÷êà. Îíî äîëæíî áûòü

äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû ïðîøåë ïîòîê ìãíîâåííûõ ÷àñòèö. Âðåìÿ

ðàáîòû äåòåêòîðà ÆTm îäèíàêîâî äëÿ ëþáîé ñåðèè è îïðåäåëÿåòñÿ ïðåä-

ïîëàãàåìûìè ñâîéñòâàìè âåùåñòâà ìèøåíè. Îáû÷íî äëÿ óìåíüøåíèÿ

âëèÿíèÿ ïîòîêà ìãíîâåííûõ íåéòðîíîâ è óìåíüøåíèÿ âçàèìíîãî âëèÿíèÿ

ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè èñïûòàíèÿìè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

tn + ÆTd + ÆTm << tn+1; n = 1; 2; : : :

Îòâåòíûé ñèãíàë, ôèêñèðóåìûé äåòåêòîðîì,

N
n

n
= N

d

n
+N

ext

n
; n = 1; 2; : : : ;

îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì çàðåãèñòðèðîâàííûõ çàïàçäûâàþùèõ ÷àñòèö

(íåéòðîíîâ) Nd

n
, èçëó÷àåìûõ ìèøåíüþ â îòâåò íà ýëåêòðîííûé ïó÷îê

ìîùíîñòè N e

n
, è ðåãèñòðèðóåìûìè âíåøíèìè ÷àñòèöàìè N ext

n
(ïîìåõàìè

â íàáëþäåíèè), êîëè÷åñòâî êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ìîùíîñòüþ ôîíîâîãî

êîñìè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ (ñîëíå÷íûé âåòåð è ò. ï.) è âîçìîæíûì ïðîòè-

âîäåéñòâèåì ïðîòèâíèêà, ìåøàþùåãî èññëåäîâàíèþ.

Çàìåòèì, ÷òî â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ìû íå ìîæåì ïðåäâàðèòåëü-

íî ÷òî-ëèáî ñóùåñòâåííîå óòâåðæäàòü î ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïîìåõ



â íàáëþäåíèè N
ext

n
(ñðåäíåå çíà÷åíèå, ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ) è, ñîîò-

âåòñòâåííî, íåëüçÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäàìè îöåíèâàíèÿ, îïèðàþùè-

ìèñÿ íà íèõ. Íî êàæåòñÿ âïîëíå îáîñíîâàííîé âîçìîæíîñòü ñäåëàòü

ïðåäïîëîæåíèÿ î íåçàâèñèìîñòè êîëè÷åñòâà âíåøíèõ ÷àñòèö îò ïðîáíîãî

âîçìóùåíèÿ è îãðàíè÷åííîñòè èõ ïîòîêà â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñ-

ëå: Ef(N ext

n
)2g � �

2
ext
:

Êîëè÷åñòâî ðåãèñòðèðóåìûõ äåòåêòîðîì çàïàçäûâàþùèõ ÷àñòèö (íåé-

òðîíîâ) ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî ìîùíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåêòðîí-

íîãî ïó÷êà:

N
d

n
= �

n
N

e

n
= �

n
W'n

(ñì. [9,20]). Âåëè÷èíû �
n (0 � �

n � �max) îïðåäåëÿþòñÿ ýôôåêòèâíîñ-

òüþ ðåãèñòðàöèè ÷àñòèö, êîòîðàÿ çàâèñèò îò òèïà èñïîëüçóåìîãî äåòåê-

òîðà, âåëè÷èíû òåëåñíîãî óãëà ñ âåðøèíîé â òî÷êå ïîïàäàíèÿ ýëåêòðîí-

íîãî ïó÷êà â ìèøåíü è îïèðàþùåãîñÿ íà ïîëåçíóþ ïëîùàäü äåòåêòîðà

(ýòè âåëè÷èíû ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè ïðè ñåðèè èñïûòàíèé èëè

äîñòàòî÷íî òî÷íî ðàññ÷èòûâàåìûìè), óãëà ìåæäó íàïðàâëåíèåì ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîííîãî ïó÷êà è íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè ìèøåíè â

òî÷êå ïîïàäàíèÿ (ýòó õàðàêòåðèñòèêó òî÷íî ó÷åñòü ñëîæíåå) è íåêîòîðîé

ñòàòèñòè÷åñêîé âåëè÷èíîé, îïðåäåëÿåìîé õèìè÷åñêèì ñîñòàâîì âåùåñòâà

ìèøåíè. Ïîñëåäíÿÿ õàðàêòåðèñòèêà ïðèíöèïèàëüíî íå ìîæåò áûòü çàðà-

íåå òî÷íî ðàññ÷èòàíà, íî åå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ðàçëè÷-

íûõ âåùåñòâ õîðîøî èçó÷åíî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíà, êàê ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà, íå çàâèñèò îò ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ. (Òîëüêî â ñëó÷àå îòñóò-

ñòâèÿ â ìàòåðèàëå ìèøåíè äåëÿùåãîñÿ âåùåñòâà �n = 0.) Áóäåì ñ÷èòàòü

f�ng ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì M� è äèñïåðñèåé �
2
�
. Îáîçíà÷èâ

÷åðåç yn = N
d

n
, �n = �

n
W , vn = N

ext

n
, � = M�W è w

n = (�n �M� )W ,

ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàáëþäåíèé

yn = 'n�
n + vn; �

n = � + w
n
; n = 1; 2; : : :

Çàäà÷à îá îáíàðóæåíèè äåëÿùåãîñÿ âåùåñòâà â ìèøåíè ñâåëàñü ê

ïîñòðîåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ëè-

íåéíîé ðåãðåññèè. Âî âòîðîé ãëàâå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ

âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ äëÿ åå ðåøåíèÿ ìîæíî îáîñíîâàííî âîñïîëüçî-

âàòüñÿ èëè àëãîðèòìîì ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè (7), èëè (11), èëè



ðàíäîìèçèðîâàííûì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (12). Àëãîðèòì

ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè (7) ñ �n� = 1=(�2
'
n) ïðè ââåäåííûõ îáîç-

íà÷åíèÿõ èìååò âèä

�̂
n = �̂

n�1 �
'n �M'

�2
'
n

('n�̂
n�1 �N

d

n
); n = 1; 2; : : :

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê f�̂ng ñõîäèòñÿ ê íóëþ, òî ìîæíî äîñ-

òîâåðíî óòâåðæäàòü, ÷òî çàïàçäûâàþùåãî èçëó÷åíèÿ èç ìèøåíè íåò è,

ñëåäîâàòåëüíî, â ñîñòàâå õèìè÷åñêîãî âåùåñòâà ìèøåíè îòñóòñòâóþò óðàí,

ïëóòîíèé è ò. ï.. Åñëè îöåíêè ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó � > 0, òî

çàïàçäûâàþùåå èçëó÷åíèå ïðèñóòñòâóåò, è ÷èñëî � íåêîòîðûì îáðàçîì

ñâÿçàíî ñ åãî ìîùíîñòüþ. Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ðàñ÷åòàõ (ñì. [9,20]

ìîæíî äàòü îòâåò è î êîíêðåòíîì òèïå âåùåñòâà â çàâèñèìîñòè îò âåëè-

÷èíû �. Â ðåàëüíîé ïðàêòèêå ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü òîëüêî íà ïîëó÷åíèå

êîíå÷íîé âûáîðêè íàáëþäåíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëå n? íàáëþäåíèé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê f�̂ng ñòàáèëèçèðîâàëàñü è ñòàíîâèòñÿ îòäå-

ëåííîé îò íóëÿ íåêîòîðîé âåëè÷èíîé ��, ò. å. ïðè n � n?

�̂
n � �� > 0:

Åñëè â ðåçóëüòàòå ñåðèè èç n ýêñïåðèìåíòîâ ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà î òîì,

÷òî

M�W �
��

2
> 0;

òî ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ èç ðåçóëüòàòà òåîðåìû 3 è

íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà (ñì. [18]) ñëåäóåò îöåíêà

P

�
M�W <

��

2

�
� P

�
j�̂n �M�W j �

��

2

�
<

�
2
ext

+ �
2
�
W

2(M2
'
+

M
4

4

�2
'

)

n(��=2)2�2
'

+o
�1
n

�
;

ïîêàçûâàþùàÿ, â ÷àñòíîñòè, çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè ïðèíÿòèÿ íåïðà-

âèëüíîé ãèïîòåçû îò êîëè÷åñòâà èòåðàöèé.

8. Ðåçóëüòàòû èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îáíàðóæåíèè (äåòåêòèðîâàíèè) ñêàëÿðíîãî ïî-

ëåçíîãî ñèãíàëà f'ng, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîïàäàåò, à ìîæåò áûòü è

íåò â çàøóìëåííûé êàíàë íàáëþäåíèÿ (èçìåðåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ñ "ïî÷òè



ïðîèçâîëüíûìè" ïîìåõàìè). Â çàäà÷àõ îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà îöåíèâàå-

ìàÿ âåëè÷èíà � îáû÷íî ïðèíèìàåò êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé è ÷àñòî ïðåä-

ñòàâëÿåò èç ñåáÿ õàðàêòåðèñòèêó òèïà "äà � íåò". Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

f� = 1g ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ ñèãíàëà â äåòåêòîðå, à f� = 0g � åãî

îòñóòñòâèþ. Ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî, íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû fyng
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

yn = 'n� + vn; n = 1; 2; : : : ;

ãäå fvng � ïî÷òè ïðîèçâîëüíûå ïîìåõè â íàáëþäåíèè: jvnj � Cv; n =

1; 2; : : :, êîòîðûå, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò áûòü çàäàþòñÿ íåèçâåñòíîé îãðàíè-

÷åííîé äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèåé. Åñëè ïîìåõè íàáëþäåíèÿ ÿâëÿþò-

ñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, òî áóäåì ñ÷èòàòü èõ íåçàâèñèìûìè ñ ïîëåç-

íûì ñèãíàëîì è èìåþùèìè ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå âòîðûå ìîìåíòû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëåçíûé ñèãíàë îãðàíè÷åí è èìååò ñòàòèñòè÷åñ-

êóþ ïðèðîäó, ïðåäñòàâëÿÿ ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçâåñòíûõ íåçàâè-

ñèìûõ ìåæäó ñîáîé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåìM' è îãðà-

íè÷åííûìè âòîðûì è ÷åòâåðòûì ñòàòèñòè÷åñêèìè ìîìåíòàìè. Îáîçíà-

÷èì �
2
'
> 0 � äèñïåðñèþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí '

n. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà

öåíòðèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû �n = 'n �M' èìåþò ñèììåòðè÷-

íîå ðàñïðåäåëåíèå, âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåì 2�5 è äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîñòîÿòåëüíûõ îöåíîê f�̂ng âåëè÷èíû � ìîæíî âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ ëþáûì èç àëãîðèòìîâ ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè (7),

èëè (11) èëè ÐÌHÊ (12), âûáðàâ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ

�̂
0 = 0.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá îáíàðóæåíèè ñèãíàëà ìîæíî çàäàòü íåêîòî-

ðîå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå Æ > 0, íàïðèìåð, Æ = 1=2. Â êà÷åñòâå ðåøàþ-

ùåãî ïðàâèëà â ìîìåíò âðåìåíè n, îïðåäåëÿþùåãî âûáîð ãèïîòåçû î

íàëè÷èè ïîëåçíîãî ñèãíàëà â êàíàëå íàáëþäåíèÿ èëè îá åãî îòñóòñòâèè,

ìîæíî çàäàòü îïåðàöèþ ñðàâíåíèÿ âåëè÷èíû òåêóùåé îöåíêè ñ ïîðîãî-

âûì çíà÷åíèåì Æ. Åñëè �̂
n
< Æ, òî ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà ñèãíàëà íåò, â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ñèãíàë åñòü.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè (7) ñ �n� = 1
�2
'
n
:

�̂
n = �̂

n�1 �
'n �M'

�2
'
n

('n�̂
n�1 � yn); n = 1; 2; : : : (13)



Óðîâåíü ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ

� = 0

(15)

(14)
(13)

Ðèñ. 1. Îöåíêè ÌHÊ, ÐÑÀ è ÐÌHÊ ïðè îòñóòñòâèè ñèãíàëà.

� = 1

Óðîâåíü ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ

(15)

(14)
(13)

Ðèñ. 2. Îöåíêè ÌHÊ, ÐÌHÊ è ÐÑÀ ïðè íàëè÷èè ñèãíàëà.

Âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ íåïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ ìîæíî îöåíèòü ñ ïîìî-

ùüþ íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà (ñì. [18]), ïðèìåíèâ åãî ê ðåçóëüòàòó òåîðå-

ìû 3 îá îöåíêå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. Äëÿ ëþáîãî

n èìååì

Pfj�̂n � �j � Æg = Pfj�̂n � �j2 � Æ
2g �

Efj�̂n � �j2g

Æ2
<

1

n

C
2
v

Æ2�2
'

+ o

�1
n

�
:

Îòñþäà íåñëîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ êîëè÷åñòâà èòåðàöèé, íåîáõîäè-

ìûõ äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ñ òîé èëè èíîé ñòåïåíüþ óâåðåííîñòè.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïðåäëîæåííûõ ðàíäîìèçèðîâàí-

íûõ àëãîðèòìîâ (ÐÑÀ, ÐÌÍÊ) è ñðàâíåíèÿ ïîëó÷àåìûõ îöåíîê ïðè

"ïëîõèõ" ïîìåõàõ ñ îöåíêàìè îáûêíîâåííîãî ÌHÊ áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ

ýêñïåðèìåíòîâ íà ÝÂÌ. Ïðèâåäåì îäèí òèïè÷íûé ðåçóëüòàò ñðàâíèòåëü-



íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ (13), ÐÌHÊ8><
>:
�̂
n = �̂

n�1 � �n('n �M')('n�̂
n�1 � yn); �̂

0 = 0;

�n = �n�1 �
�2
n�1

('n�M')
2

1+�n�1('n�M')2
; �0 = 0:99�1;

(14)

è îáûêíîâåííîãî ðåãóëÿðèçîâàííîãî ÌHÊ

�̂
n =

P
n

k=1 'kykP
n

k=1'k2 + (0:99)�1
: (15)

Ïîëåçíûé ñèãíàë f'ng áûë âûáðàí ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì íà

èíòåðâàëå [0:5; 1:5] è íàáëþäàëñÿ íà ôîíå íåèçâåñòíîé, íî îãðàíè÷åííîé

äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèè jvnj � Cv = 2 ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì áîëüøå

åäèíèöû. Äëÿ ýêñïåðèìåíòàòîðà ñðåäíåå çíà÷åíèå ïîìåõè íåèçâåñòíî,

â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå îíî âïîëíå ìîãëî áûòü è ìåíüøå ìèíóñ

åäèíèöû.

Åñëè âûáðàòü óðîâåíü ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ Æ = 0:5, òî äëÿ âåðîÿòíîñòè

ïðèíÿòèÿ îøèáî÷íîãî ðåøåíèÿ ïî îöåíêàì àëãîðèòìà (13) òåîðåòè÷åñ-

êèé àíàëèç äàåò: Pf "îøèáêè" g � 48
n
C
2
v
+ o

�
1
n

�
:

Ðèñ. 1 è 2 ïîêàçûâàþò òðàåêòîðèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî èçìåíåíèÿ îöå-

íîê äëÿ òðåõ àëãîðèòìîâ. Óðîâåíü ïîìåõè íàñòîëüêî âûñîê, ÷òî îöåíêè

îáûêíîâåííîãî ÌHÊ ïî÷òè âñåãäà ïðåâûøàþò óðîâåíü ïðèíÿòèÿ ðåøå-

íèÿ âíå çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ èëè îòñóòñòâèÿ ñèãíàëà, â òî âðåìÿ

êàê ïîñëå 50 èòåðàöèé ðàíäîìèçèðîâàííûå àëãîðèòìû äàþò ïðàâèëüíûå

îòâåòû. Ñêîðîñòü èõ ñõîäèìîñòè îêàçàëàñü âûøå òåîðåòè÷åñêè ïðåäñêà-

çàííîé, òàê êàê, íàâåðíîå, â ïðèìåðå ðàññìàòðèâàëàñü íå ñàìàÿ ïëîõàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîìåõ.

9. Çàêëþ÷åíèå

Çàìå÷àòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòå ðàíäîìèçèðî-

âàííûõ àëãîðèòìîâ ÑÀ ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíåíèå èõ ïðîñòîòû, ðàáîòîñïîñîá-

íîñòè âûñîêîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðè ðîñòå ðàçìåðíîñòè âåêòîðà îöå-

íèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ. Òàê êàê ïðè ýòîì íå ðàñòåò íåîáõîäèìîå äëÿ êàæ-

äîé èòåðàöèè êîëè÷åñòâî èçìåðåíèé, òî âàæíûì äàëüíåéøèì øàãîì â

ðàçâèòèè ìîæåò ñòàòü ïðèìåíåíèå ýòèõ àëãîðèòìîâ â ñèñòåìàõ ñ áåñêîíå÷-

íîìåðíûìè èçìåðåíèÿìè è ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Íà âçãëÿä



àâòîðà, çàìåíà â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà êîíå÷íî-ðàç-

íîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé ãðàäèåíòà öåëåâîé ôóíêöèè âñåãî íà îäíî èëè

äâà èçìåðåíèÿ â ñëó÷àéíî âûáèðàåìûõ òî÷êàõ íà èíòóèòèâíîì óðîâíå

êàæåòñÿ ãîðàçäî áîëåå áëèçêîé ê ìîäåëè ïîâåäåíèÿ âûñîêîîðãàíèçîâàí-

íûõ æèâûõ ñèñòåì. Íàâåðíîå, òàêîãî òèïà àëãîðèòìû áîëåå åñòåñòâåííî

èñïîëüçîâàòü ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ñèñòåì "èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà".
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