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1. Ââåäåíèå

Îáû÷íîå ïðåäïîëîæåíèå î ïîìåõàõ â çàäà÷àõ ëèíåéíîé ðåãðåññèè çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òî èõ ñ÷èòàþò ðåàëèçàöèåé íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì. Îäíàêî â ïðèëîæåíèÿõ

ýòî äîïóùåíèå ÷àñòî íàðóøàåòñÿ, ÷òî ìîæåò ñèëüíî ñêàçûâàòüñÿ íà ðàáîòå

ñòàíäàðòíûõ îöåíî÷íûõ ïðîöåäóð. Ïîýòîìó âàæíî èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòü

îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè ïðè ìèíèìàëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ñòàòèñòè÷åñêèõ

ñâîéñòâàõ ïîìåõ. Hà ïåðâûé âçãëÿä, ýòî êàæåòñÿ óäèâèòåëüíûì, íî

ïàðàìåòðû ðåãðåññèè ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî îöåíåíû â ñëó÷àå íåöåíòðèðîâàííûõ,

êîððåëèðîâàííûõ è äàæå íåñëó÷àéíûõ ïîìåõ (ñì. [1�4]). Â ýòîé ðàáîòå

áóäåò ïîêàçàíî, êàê ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü ïðè îïðåäåëåííîì óñëîâèè,

êîãäà âõîäû ñëó÷àéíû.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü ëèíåéíîé ðåãðåññèè

yn = '
T

n
�
? + vn

c âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ �? 2 R
r , êîòîðûé äîëæåí áûòü îöåíåí ïî íàáëþäåíèÿì

yn; 'n; n = 1; 2; : : : : Äîïóñòèì, ÷òî âõîäû f'ngn�1 íåçàâèñèìû ñ

ïîìåõàìè fvngn�1. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå áóäåò ãàðàíòèðîâàòü õîðîøèå



ñâîéñòâà îöåíîê ïðè ÷ðåçâû÷àéíî óìåðåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõè.

Êàê íè ñòðàííî, äîëãîå âðåìÿ íå çàìå÷àëè òîãî ôàêòà, ÷òî àëãîðèòìû

ïîèñêà ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì èçìåíåíèåì îöåíêè f�ng â íàïðàâëåíèè ïî

îñè íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî öåíòðèðîâàííîãî (ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàâíî íóëþ)

âåêòîðà �n, íàçûâàåìîãî ïðîáíûì îäíîâðåìåííûì âîçìóùåíèåì,

�n = �n�1 ��nYn;

ìîãóò ñõîäèòüñÿ ê èñòèííîìó âåêòîðó ïàðàìåòðîâ �? è â óñëîâèÿõ, êîãäà

íàáëþäåíèÿ Yn ïðîèçâîäÿòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå, îïðåäåëÿåìîé ïðåäûäóùåé

îöåíêîé �n�1 è âåêòîðîì ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ�n, íà ôîíå ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ

ïîìåõ (ñì., íàïðèìåð, [1�3]). Àëãîðèòìû òàêîãî òèïà áóäåì íàçûâàòü

ðàíäîìèçèðîâàííûìè, òàê êàê îáîñíîâàíèå èõ ñõîäèìîñòè ïðè ïî÷òè

ïðîèçâîëüíûõ ïîìåõàõ ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò âåðîÿòíîñòíóþ (ñòîõàñòè÷åñêóþ)

ïðèðîäó ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ. Ïðè îöåíèâàíèè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ

ëèíåéíîé ðåãðåññèè ðîëü ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ ìîãóò èãðàòü öåíòðèðîâàííûå

âõîäû�n = 'n�Ef'ng. (Çäåñü è äàëåå Ef�g � îáîçíà÷åíèå äëÿ ñðåäíåãî

çíà÷åíèÿ).

Èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âõîäíûõ ñèãíàëîâ äëÿ óñòðàíåíèÿ ýôôåêòà

ñìåùåíèÿ áûëà âûäâèíóòà Ôèøåðîì [5] â âèäå ðàíäîìèçèðîâàííîãî ïðèíöèïà

ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà. Ïîìèìî çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà,

â êîòîðîé ðåãðåññîðû ìîãóò áûòü ðàíäîìèçèðîâàííû ýêñïåðèìåíòàòîðîì,

ñëó÷àéíûå âõîäû âîçíèêàþò âî ìíîãèõ çàäà÷àõ èäåíòèôèêàöèè, ôèëüòðàöèè,

ðàñïîçíàâàíèÿ è ò.ä. (ñì., íàïðèìåð, [6,7]). Èìåÿ â âèäó ýòè ïðèëîæåíèÿ,

áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèíû âõîäû, âûõîäû âìåñòî íàçâàíèé, èñïîëüçóåìûõ

â ðåãðåññèîííîì àíàëèçå (ïîäîáíûõ òåðìèíó ðåãðåññîð).

Â [1], íàâåðíîå, âïåðâûå áûë ïðåäëîæåí ñîñòîÿòåëüíûé àëãîðèòì îöåíêè

ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé ðåãðåññèè ïðè ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ ïîìåõàõ, ïðè

ýòîì ðàññìàòðèâàëàñü áîëåå îáùàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíîé ïîñòàíîâêà

çàäà÷è. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ìîæåò

ìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì, è â àëãîðèòìå îöåíèâàëîñü åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå.

Òàêîå æå îáîáùåíèå ïîñòàíîâêè çàäà÷è ðàññìàòðèâàëîñü â âèäå ïðèìåðà

â [2]. Èñïîëüçîâàíèå ïðè ðåøåíèè ýòîé îáîáùåííîé çàäà÷è ìåòîäîâ

èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ïðè ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ ïîìåõàõ, ðàçðàáîòàííûõ

â [3], ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àëãîðèòìû, äîñòèãàþùèå îïòèìàëüíîé â ñðåäíå-

êâàäðàòè÷íîì ñìûñëå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ëèíåéíîé ðåãðåññèè

(1) yn = '
T

n
�
?

n
+ vn; �

?

n
= �

? + wn; n = 1; 2; : : : ;

ñ âûõîäàìè (íàáëþäåíèÿìè) yn 2 R
1 , âõîäàìè 'n 2 R

r è ïîìåõàìè vn 2

R
1
; wn 2 R

r . òðåáóåòñÿ îöåíèòü çíà÷åíèå �?, áàçèðóÿñü íà íàáëþäåíèÿõ

yn; 'n; n = 1; 2; : : : :

Ïóñòü Fn � �-àëãåáðà âåðîÿòíîñòíûõ ñîáûòèé, ïîðîæäåííàÿ f'1; : : : ;

'n; w1; : : : ; wn; v1; : : : ; vng, F̂n�1 � �-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ f'1; : : : ; 'n�1;

w1; : : : ; wn�1; v1; : : : ; vng; è ~Fn�1 � �-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ f'1; : : : ; 'n�1;

w1; : : : ; wn; v1; : : : ; vng; Fn�1 � F̂n�1 � ~Fn�1 � Fn :

Ñäåëàåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ.

(A) Âõîäû f'ngn�1 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ñ èçâåñòíûìè îãðàíè÷åííûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè

kEf'ngk �M' <1, ïðè êàæäîì n 'n íåçàâèñèìû îò ~Fn�1. Ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû�n = 'n�Ef'ng èìåþò ñèììåòðè÷íûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Pn(�), ò.å. Pn(
) = Pn(�
) äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà 
 � R
r ,

è ìàòðèöû êîâàðèàöèé Ef�n�
T
n
g = Bn > 0, kBnk � �

2
�
< 1, (B > 0

îçíà÷àåò, ÷òî B � ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, k�k îáîçíà÷åíèå

äëÿ åâêëèäîâîé íîðìû â R r ).

(B) Ïðè êàæäîì n ñëó÷àéíûå âåêòîðû wn íåçàâèñèìû îò F̂n�1 è

Efwng = 0. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîìåõ fvngn�1 è fwngn�1 óäîâëåòâîðÿþò

îäíîìó èç óñëîâèé:

(i) Ef v2
n
jFn�1g � �

2

v
<1; Efkwnk

2j Fn�1g � �
2

w
<1 a: s:;

(ii) Efv2
n
g � �

2
v
< 1;Efwnw

T
n
g � Qw � �

2
w
I < 1;

(iii) jvnj � Cv < 1; kwnk � Cw < 1 a: s:;

ãäå �v; �w; Cv; Cw � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå è I � ìàòðèöà ñ åäèíèöàìè

íà äèàãîíàëè è îñòàëüíûìè ýëåìåíòàìè ðàâíûìè íóëþ.

Çàìåòèì, ÷òî ñòàíäàðòíûå ïðåäïîëîæåíèÿ â çàäà÷å îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ

ëèíåéíîé ðåãðåññèè ñî ñëó÷àéíûìè âõîäíûìè ñèãíàëàìè íåñêîëüêî ðàçëè÷íû
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(ñì., íàïðèìåð, [8]). Ýòî âûðàæàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â îòñóòñòâèè óñëîâèÿ

Efvng = 0 è ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ïîìåõè fvngn�1 ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

íåçàâèñèìûõ ìåæäó ñîáîé è íåçàâèñèìûõ îò f'ngn�1.

3. Îöåíèâàíèå ïî ìåòîäó ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè

Èññëåäóåì ñíà÷àëà ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì òèïà ñòîõàñòè÷åñêîé

àïïðîêñèìàöèè (ÐÑÀ) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè íàáëþäåíèé

(2) �n = �n�1 � �n��n('
T

n
�n�1 � yn); n = 1; 2; : : : ;

â êîòîðîì �n � 0 � íåñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îïðåäåëÿþùàÿ

øàã àëãîðèòìà, è � � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà

(ñì. [6�8]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå �0 � ïðîèçâîëüíûé

íåñëó÷àéíûé âåêòîð èç Rr .

Ò å î ð å ì à 1 . Ïóñòü äëÿ âõîäîâ ìîäåëè âûïîëíåíî äîïóùåíèå (A)

è
P1

n=1
�n = 1; �n ! 0; �nEfk�nk

4g ! 0 ïðè n!1:

Åñëè äëÿ ïîìåõ âûïîëíåíî óñëîâèå (Bi) èP1

n=1
�
2
n
(1+Efk�nk

4g) <1; òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê, äîñòàâëÿåìûõ

àëãîðèòìîì (2), ñèëüíîñîñòîÿòåëüíàÿ, ò.å. �n ! �
? ïðè n ! 1 ñ

âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Åñëè äëÿ ïîìåõ âûïîëíåíî óñëîâèå (Bii), òîãäà àëãîðèòì (2) äîñòàâëÿåò

ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè è Ef(�n � �
?)(�n � �

?)Tg ! 0 ïðè n!1:

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 è äâóõ ïîñëåäóþùèõ ïðèâåäåíû â ïðèëîæåíèè.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê, äîñòàâëÿåìûõ àëãîðèòìîì (2).

Ò å î ð å ì à 2 . Åñëè �n = n
�1, âõîäû ìîäåëè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

(A) è n
�1Efk�nk

4g ! 0 ïðè n ! 1, äëÿ ïîìåõ âûïîëíåíî óñëîâèå

(Bii), ñóùåñòâóþò ìàòðèöû U è B > 0 òàêèå, ÷òî

Ef�n�
T
n
Qw�n�

T
n
g � U +O(n�1); kUk <1

è kBn � Bk = O(n�1), ��B + 1

2
I � óñòîé÷èâàÿ ìàòðèöà, ò.å. âñå å¸

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, òîãäà

E (�n � �
?)(�n � �

?)T � n
�1 S + o(n�1);
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ãäå ìàòðèöà S ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

� B S + S B � � S = �R�;

â êîòîðîì R = (�2
v
(1 +M

2
'
�) +M

2
'
�
2
w
)B + U ñ ëþáûì � > 0.

Åñëè � = B�1, òîãäà ïîñëåäíåå óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû S ìîæåò áûòü

ëåãêî ðåøåíî

S = B�1RB�1:

Ïðè ýòîì äëÿ àëãîðèòìà (2), ïðèíèìàþùåãî âèä

�n = �n�1 � (nB)�1�n('
T

n
�n�1 � yn); n = 1; 2; : : : ;

ïðè �w = 0 èìååì

E (�n � �
?)(�n � �

?)T � n
�1
�
2

v
(1 +M

2

'
�)B�1 + o(n�1):

Äëÿ ïîñëåäíåãî àëãîðèòìà ïîëó÷èëè ïî÷òè òó æå ñàìóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè,

÷òî è íàèëó÷øàÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïîìåõè vn ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè

ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ íóëåâûìè ñðåäíèìè, ñì. [8]. Êðîìå òîãî, êàê

ïîêàçàíî â [8], ýòîò âûáîð �n è � ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ àëãîðèòìà

(2) ïðè M' = 0.

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 1 è 2 òàêæå âûïîëíÿþòñÿ,

åñëè ïðåäïîëîæèòü ðàâåíñòâî íóëþ òðåòüåãî öåíòðàëüíîãî ìîìåíòà 'n

âìåñòî ñèììåòðè÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ �n.

Ç à ì å ÷ à í è å 2. Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà â ïðåäïîëîæåíèè (Bii)

â óòâåðæäåíèè òåîðåìû 2 íåðàâåíñòâî â îöåíêàõ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

òàêæå ìîæíî çàìåíèòü íà ðàâåíñòâî.

Ç à ì å ÷ à í è å 3. Â [3] ïðåäëàãàëîñü ðàññìàòðèâàòü íåñêîëüêî

îòëè÷àþùèéñÿ îò (2) àëãîðèòì ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè. Ñðàâíåíèå

ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àåM' 6= 0 àëãîðèòì

(2) äàåò ëó÷øèå îöåíêè, ÷åì ïîëó÷àåìûå â [3].

4. Îöåíêè ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Òåïåðü ðàññìîòðèì äëÿ òîé æå ðåãðåññèîííîé ìîäåëè íàáëþäåíèé (1)

îöåíêè ïî ðàíäîìèçèðîâàííîìó ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÐÌHÊ)

âèäà

(3a) �n = �n�1 � �n�n('
T
n
�n�1 � yn);
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(3b) �n = �n�1 �
�n�1�n�

T
n
�n�1

1 + �T
n
�n�1�n

; �0 = �
�1I;

ãäå � > 0 ÿâëÿåòñÿ ìàëûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì (ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöèè,

ñì. [7]). Êàê è âûøå, ïðèìåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ �0 ïðîèçâîëüíûé

ñëó÷àéíûé âåêòîð èç Rr .

Ò å î ð å ì à 3 . Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ î âõîäàõ (A) è îíè

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ïðè âñåõ n, Bn = B > 0, Efk�nk
4g <1.

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (Bi) äëÿ ïîìåõ, òîãäà äëÿ àëãîðèòìà (3)

�n ! �
? ïðè n !1 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (Biii) äëÿ ïîìåõ è ïðîáíîå âîçìóùåíèå ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åíî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà: k�nk � C� < 1; n = 1; 2; : : : ;

òîãäà äëÿ àëãîðèòìà (3) ïðè n !1 Ef(�n � �
?)(�n � �

?)Tg ! 0:

5. Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îáíàðóæåíèÿ (äåòåêòèðîâàíèÿ) ñêàëÿðíîãî ñèãíàëà

f'ng, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîïàäàåò, à ìîæåò áûòü è íåò â çàøóìëåííûé

êàíàë íàáëþäåíèÿ (èçìåðåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ñ ïîìåõàìè). Â çàäà÷àõ

îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà îöåíèâàåìàÿ âåëè÷èíà �? îáû÷íî ïðèíèìàåò êîíå÷íîå

÷èñëî çíà÷åíèé è ÷àñòî ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ õàðàêòåðèñòèêó òèïà "äà�

íåò". Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîáûòèå f�? = 1g ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ

ñèãíàëà â ïðèåìíèêå, à f�? = 0g� åãî îòñóòñòâèþ. Ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî,

íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû fyng ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (1) ñ wn = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîìåõè çàäàþòñÿ íåèçâåñòíîé îãðàíè÷åííîé äåòåðìè-

íèðîâàííîé ôóíêöèåé: jvnj � Cv = 2; n = 1; 2; : : :.

Ïóñòü ïîëåçíûé ñèãíàë èìååò ñòàòèñòè÷åñêóþ ïðèðîäó, ïðåäñòàâëÿÿ

èç ñåáÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ìåæäó ñîáîé íàáëþäàåìûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí, îäèíàêîâî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà èíòåðâàëå [0; 5; 1; 5].

Âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåì 1�3, è äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ñîñòîÿòåëüíûõ îöåíîê f�ng âåëè÷èíû �
? ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ëþáûì

èç àëãîðèòìîâ ÐÑÀ (2) èëè ÐÌHÊ (3), âûáðàâ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî

ïðèáëèæåíèÿ �0 = 0. Â êà÷åñòâå "ðåøàþùåãî" ïðàâèëà â ìîìåíò âðåìåíè

n ïðè âûáîðå ãèïîòåçû î íàëè÷èè ïîëåçíîãî ñèãíàëà â êàíàëå íàáëþäåíèÿ

èëè îá åãî îòñóòñòâèè îáû÷íî âûáèðàþò îïåðàöèþ ñðàâíåíèÿ âåëè÷èíû
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òåêóùåé îöåíêè ñ çàäàâàåìûì ïîðîãîâûì çíà÷åíèåì Æ > 0 (íàïðèìåð

Æ = 0; 5). Åñëè �n < Æ, òî ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà "ñèãíàëà íåò", â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå � "ñèãíàë åñòü".

Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïðåäëîæåííûõ âûøå ðàíäîìèçè-

ðîâàííûõ àëãîðèòìîâ îöåíèâàíèÿ è ñðàâíåíèÿ ïðè "ïëîõèõ" ïîìåõàõ ñ

îöåíêàìè îáûêíîâåííîãî ðåãóëÿðèçîâàííîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

(ÌHÊ) áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòîâ íà ÝÂÌ. Òèïè÷íûé ðåçóëüòàò

ñðàâíèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ (2) ñ �n� = 1=(�2
'
n),

(3) ñ � = 0; 99 è ÌHÊ

(4) �n =

P
n

k=1
'kykP

n

k=1
'2
k
+ (0; 99)�1

:

ïðèâåäåí íà ðèñ. 1. Â ýòîì ýêñïåðèìåíòå çíà÷åíèÿ ïîìåõè vn èç èíòåðâàëà

[�2; 2] âû÷èñëÿëèñü ïî äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèè è èìåëè ñðåäíåå

çíà÷åíèå áîëüøå åäèíèöû. Àíàëèç ïîâåäåíèÿ òèïè÷íûõ òðàåêòîðèé ïîñëå-

äîâàòåëüíîãî èçìåíåíèÿ îöåíîê äëÿ òðåõ àëãîðèòìîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî

óðîâåíü ïîìåõè íàñòîëüêî âûñîê, ÷òî îöåíêè îáûêíîâåííîãî ÌHÊ ïî÷òè

âñåãäà ïðåâûøàþò óðîâåíü ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ âíå çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ

èëè îòñóòñòâèÿ ñèãíàëà, â òî âðåìÿ êàê ïîñëå 50 èòåðàöèé ðàíäîìèçèðîâàííûå

àëãîðèòìû äàþò ïðàâèëüíûå îòâåòû.

6. Çàêëþ÷åíèå

Ïðè ñëó÷àéíûõ âõîäíûõ ñèãíàëàõ ïðåäëîæåííûå â ðàáîòå àëãîðèòìû

äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè òðåáóþò âûïîëíåíèÿ î÷åíü óìåðåííûõ óñëîâèé

íà ïîìåõè. Â ÷àñòíîñòè, ïîìåõà ìîæåò çàäàâàòüñÿ íåèçâåñòíîé, íî îãðàíè÷åííîé

äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèåé. Ïî ýòîé îáíàäåæèâàþùåé ïðè÷èíå ýòè

àëãîðèòìû ìîãóò áûòü ïîëåçíû âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ. ×èñëåííîå

ìîäåëèðîâàíèå ïðîäåìîíñòðèðîâàëî ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìîâ ïðè ðàç-

íîîáðàçíûõ ïîìåõàõ vn. Â ÷àñòíîñòè, â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå ýêñïåðèìåíòû

áûëè âûïîëíåíû ñ íåñëó÷àéíîé êîíñòàíòîé, íåöåíòðèðîâàííîé ñëó÷àéíîé

ïåðåìåííîé è ðàçëè÷íûìè íåñëó÷àéíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ïîìåõ.

Â ýòèõ ýêñïåðèìåíòàõ èññëåäîâàëèñü òðàåêòîðèè îöåíîê ñòîõàñòè÷åñêîé

àïïðîêñèìàöèè è îöåíîê ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Ïîâåäåíèå òèïè÷íûõ òðàåêòîðèé ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ïðè
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âûñîêîì óðîâíå íåðåãóëÿðíîé ïîìåõè ñóùåñòâåííî ëó÷øå ïîâåäåíèÿ òðàåê-

òîðèé îáû÷íûõ àëãîðèòìîâ.

ÏÐÈËÎÆÅHÈÅ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Îáîçíà÷èâ �n = �n�1 � �
?

n
; �n = vn �

Ef'ng
T
�n, èç óðàâíåíèé äëÿ ìîäåëè íàáëþäåíèé è àëãîðèòìà (2) ïîëó÷àåì

�n � �
? = �n�1 � �

? � �n��n�
T

n
�n + �n��n�n;

è, ñëåäîâàòåëüíî,

k�n� �
?k2 = ((�n�1� �

?)T��T
n
�n�n�

T

n
�)((�n�1� �

?)��n ��n�
T

n
�n)+

+�
2

n
�
2

n
�T

n
�2�n + ((�n�1 � �

?)T � �
T

n
�n�n�

T

n
�)�n �n ��n+

+�n �n�
T

n
� ((�n�1 � �

?) � �n ��n�
T

n
�n):

Ðàññìîòðèì óñëîâíûå ïî îòíîøåíèþ ê �-àëãåáðå ~Fn�1 ìàòåìàòè÷åñêèå

îæèäàíèÿ îò îáåèõ ÷àñòåé ïîñëåäíåé ôîðìóëû. Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì,

÷òî â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (A) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

Ef�T
n
�n�n��nj ~Fn�1g = �

T

n�1�nvn�Ef�nj ~Fn�1g = �
T

n�1�n�n�Ef�ng = 0

è Ef(�n�1 � �
?)T �n �n ��n j ~Fn�1g = 0; à òàêæå èç-çà ñèììåòðè÷íîñòè

ðàñïðåäåëåíèÿ Pn(�) Ef�
T
n
�
2
n
�n�

T
n
�2�n �n j ~Fn�1g = 0:Ñ ó÷åòîì ïîñëåä-

íèõ ñîîòíîøåíèé èìååì

Efk�n � �
?k2 j F̂n�1g = k�n�1 � �

?k2 � �
T

n
�nEf�n�

T

n
g�(�n�1 � �

?)�

� (�n�1 � �
?)T�n�Ef�n�

T

n
g�n + �

2

n
�
T

n
Ef�n�

T

n
�2�n�

T

n
g�n+

+�2
n
Ef�2

n
j ~Fn�1gEf�

T

n
�2�ng � k�n�1��

?k2+�2
n
k�nk

2EfTr[�n�
T

n
�2�n�

T

n
]g�

� �
T

n
�nBn�(�n�1 � �

?) � (�n�1 � �
?)T�n�Bn�n + �

2

n
�
2

n
Tr[�Bn�]:

Óñðåäíÿÿ ïî wn, ïîëó÷àåì

Efk�n��
?k2 j F̂n�1g � k�n�1��

?k2(I+�2
n
(k�k2Efk�nk

4g+2M2

'
Tr[�Bn�]))�

��n(�n�1 � �
?)T(Bn� + �Bn)(�n�1 � �

?) + �
2

n
r�

2

w
k�k2Efk�nk

4g+

+�
2
n
(2v2

n
+ rM

2
'
�
2
w
)Tr[�Bn�]:
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Äàëåå, óñðåäíÿÿ ïî vn, èìååì

Efk�n��
?k2 j Fn�1g � k�n�1��

?k2(I+�
2

n
(k�k2Efk�nk

4g+2M2

'
Tr[�Bn�]))�

��n(�n�1 � �
?)T(Bn� + �Bn)(�n�1 � �

?)+

+�2
n
(r�2

w
k�k2Efk�nk

4g+ 2�2
v
+ rM

2

'
�
2

w
)Tr[�Bn�]):

Òàê êàê
P1

n=1
�
2
n
Efk�nk

4g < 1 è
P1

n=1
�
2
n
Tr[�Bn �]) < 1; òî, ïðèìåíÿÿ

ëåììó Ðîááèíñà-Ñèãìóíäà [9], ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ïðåäåëà

limn!1 k�n � �
?k2 è, áîëåå òîãî, ñõîäèìîñòü ðÿäà

1X
n=1

(�n�1 � �
?)T �n (Bn � + �Bn) (�n�1 � �

?) <1 :

Èç òîãî, ÷òî
P

�n = 1 è kBnk � �
2
�
< 1, ñëåäóåò k�n � �

?k2 ! 0 ñ

âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Îáîçíà÷èìDn = (�n��
?)(�n�

�
?)T. Êàê è âûøå, èç óðàâíåíèé äëÿ ìîäåëè íàáëþäåíèé è àëãîðèòìà

(2) ìîæåì ïîëó÷èòü

Dn = Dn�1 � �n��n�
T

n
�n (�n�1 � �

?)T � �n(�n�1 � �
?)�T

n
�n�

T

n
�+

+�
2

n
��n�

T

n
�n�

T

n
�n�

T

n
� + �

2

n
�
2

n
��n�

T

n
�+

+ (�n�1��
?��n��n�

T

n
�n)�n�n�

T

n
� + �n�n��n(�n�1��

?��n��n�
T

n
�n)

T
:

Äàëåå, óñðåäíèâ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ïî �-àëãåáðå ~Fn�1, â

ñèëó äîïóùåíèÿ (A) çàêëþ÷àåì, ÷òî

EfDnj ~Fn�1g = Dn�1 � �n �Bn�n�1 (�n�1��
?)T � �n (�n�1��

?)�T
n�1Bn�+

+�
2

n
�Ef�n�

T

n
�n�

T

n
�n�

T

n
j ~Fn�1g� + �

2

n
�
2

n
�Bn� �

� Dn�1 � �n �Bn�n�1 (�n�1 � �
?)T � �n (�n�1 � �

?)�T
n�1Bn�+

+�2
n
�Ef�n�

T

n
(Dn�1 +Qw)�n�

T

n
g�+

+�
2

n
(v2

n
(1 +M

2

'
�) + kDnk�

�1 +M
2

'
kwnk

2)�Bn�:

Òåïåðü ïðîèçâåäåì óñðåäíåíèå ïî �-àëãåáðå F̂n�1, èñïîëüçóÿ âòîðóþ ÷àñòü

(Bii),

EfDnjF̂n�1g � Dn�1��n(�BnDn�1+D
T
n�1Bn�)+�

2
n
(kDnkEfk�nk

4g�2+
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+�((v2
n
(1 +M

2

'
�) + kDnk�

�1 + rM
2

'
�
2

w
)Bn + Ef�n�

T

n
Qw�n�

T

n
g)�):

Â çàêëþ÷åíèå, âçÿâ áåçóñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è èñïîëüçîâàâ

ïåðâóþ ÷àñòü äîïóùåíèÿ (Bii), ïîëó÷àåì äëÿ ìàòðèö Vn := EfDng

Vn � Vn�1 � �n(�BnVn�1 +Vn�1Bn�)+

+�
2

n
�((�2

v
(1 +M

2

'
�) +M

2

'
�
2

w
)Bn +U)� + �n�nO(kVn�1 k)

ñ íåêîòîðîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ f�ng; �n ! 0 ïðè n ! 1:

Ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäíåìó íåðàâåíñòâó ëåììó 3 èç [10], èìååì Vn ! 0 ïðè

n ! 1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Äëÿ íà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ìàòðè÷íîå

óðàâíåíèå èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû èìååò ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì åãî â

âèäå

(�B �
1

2
I)S + S(B� �

1

2
I) = �R�:

Òàê êàê �� + 1

2
I ÿâëÿåòñÿ ãóðâèöåâîé, òî ïî ëåììå Ëÿïóíîâà ñóùåñòâóåò

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà S, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîîò-

âåòñòâóþùåãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ.

Âåðíåìñÿ ê ïîñëåäíåìó íåðàâåíñòâó èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåé

òåîðåìû. Â ñèëó kBn � Bk = O(n�1) ïîëó÷àåì

Vn � Vn�1 � n
�1(�BVn�1 +Vn�1B�) + n

�2�R� + n
�1
�nO(kVn�1 k):

ÏóñòüWn = nVn � S. Òîãäà â óñëîâèÿõ òåîðåìû èìååì

Wn � Wn�1�(n�1)
�1((�B�

1

2
I)Wn�1+Wn�1(B��

1

2
I))+n�1�nO(kWn�1k):

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ îïÿòü ëåììó 3 èç [10], ïîëó÷àåìWn ! 0 ïðè

n!1 è, òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Îáîçíà÷èì �n = �n � �
?

n
; �n = vn �

Ef'ng
T
�n. Ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ

â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 3

(a) Ef�T
n
�n �n�n j ~Fn�1g = 0 è Ef�T

n
�n�

T
n
�2
n
�n �nj ~Fn�1g = 0;

(b)
1P
n=1

�T
n
�2
n
�n < 1 c âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà,

10



(c)
1P
n=1

�T
n
�n�n = 1 c âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà,

(d)
P1

n=1
k�nk

4
�
2
max

(�n) <1 c âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî (a). Èç (3b) èìååì

�n�n = �n�1�n �
�n�1�n�

T
n
�n�1�n

1 + �T
n
�n�1�n

=
�n�1�n

1 + �T
n
�n�1�n

;

Ef�T
n
�n �n�nj ~Fn�1g = �

T

n
�nEf

�n�1�n

1 + �T
n
�n�1�n

��� ~Fn�1g

= �
T

n
�n �n�1

Z
x

1 + xT �n�1 x
Pn(dx) = 0;

òàê êàê èíòåãðàë îò íå÷åòíîé ôóíêöèè àðãóìåíòà x ïî ñèììåòðè÷íîìó

ðàñïðåäåëåíèþ Pn(�) ðàâåí íóëþ. Äàëåå,

�n�
T

n
�2
n
�n = �n

�T
n
�2
n�1�n

(1 + �T
n
�n�1�n)2

è Ef�n�
T
n
�2
n
�n �nj ~Fn�1g = 0 ïî òåì æå ïðè÷èíàì.

Äîêàçàòåëüñòâî (b). Èç (3b) òàêæå èìååì

Tr[�n] = Tr[�n�1] �
Tr[�n�1�n�

T
n
�n�1]

1 + �T
n
�n�1�n

= Tr[�n�1] �
�T

n
�2
n�1�n

1 + �T
n
�n�1�n

:

Òàê êàê Tr[�n] � Tr[�n�1] � : : : � Tr[�0], òî â ñèëó òîãî, ÷òî �n

� ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûå ìàòðèöû äëÿ âñåõ n, ñóùåñòâóåò ïðåäåë

limn!1Tr[�n]. Äàëåå ïîëó÷àåì

Tr[�n] = Tr[�0]�

nX
k=1

�T
k
�2
k�1�k

1 + �T
k
�k�1�k

� Tr[�0]�

nX
k=1

�T
k
�2
k�1�k

(1 + �T
k
�k�1�k)2

:

Óñòðåìëÿÿ n ! 1, â ñèëó òîãî, ÷òî

�T

k
�2
k�1�k =

�T
k
�2
k�1�k

(1 + �T
k
�k�1�k)2

;

ïîëó÷àåì äîêàçàòåëüñòâî (b).

11



Äîêàçàòåëüñòâî (ñ). Ïî ñâîéñòâó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû

ïîëó÷àåì

1X
n=1

�T

n
�n�n �

1X
n=1

k�nk
2
�min(�n) =

1X
n=1

k�nk
2
=�max(�

�1
n
) =

=

1X
n=1

k�nk
2Tr[��1

n
]

(�+
P

n

k=1
k�kk2)�max(��1n )

:

Hî
P1

n=1
k�nk

2
=(�+

P
n

k=1
k�kk

2) = 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà â ñèëó

ëåììû Àáåëÿ�Äèíè (ñì. [11]) è Tr[��1
n
]=�max(�

�1
n
) = O(1). Ñëåäîâàòåëüíî,

óòâåðæäåíèå (c) âåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî (d). Håòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
P1

n=1
k�nk

4
�
2
max

(�n) =P1

n=1
k�nk

4
�
�2
min

(��1
n
): Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñèëåííûì çàêîíîì áîëüøèõ ÷èñåë

Êîëìîãîðîâà, n�1
P

n

k=1
�k�

T
k
! B ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïðè n !

1. Ñëåäîâàòåëüíî, (nB)�1��1
n
! I ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà è n�1�min(�

�1
n
) !

� > 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Ñõîäèìîñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöàP1

n=1
(�T

n
�n�n)

2 áóäåò îáåñïå÷åíà, åñëè ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ñõîäèòñÿP1

n=1
n
�2k�nk

4. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà èñïîëüçóåì

ñóììèðîâàíèå ÷àñòÿìè

nX
k=1

k
�2k�kk

4 = n
�1(n�1

nX
k=1

k�kk
4) +

n�1X
k=1

(k�2 � (k + 1)�2)

kX
t=1

k�tk
4 �

� n
�1(n�1

nX
k=1

k�kk
4) +

n�1X
k=1

2k�2
1

k

kX
t=1

k�tk
4
:

Hî �k := k
�1
P

k

t=1
k�tk

4 ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïðè k ! 1,

òàê êàê Efk�nk
4g <1, ñëåäîâàòåëüíî,

P1

k=1
2k�2�k <1 ñ âåðîÿòíîñòüþ

åäèíèöà. Áîëåå òîãî, n�2
P

n

k=1
k�kk

4 ! 0 ïðè n ! 1. ÑõîäèìîñòüP1

n=1
n
�2k�nk

4 äîêàçàíà, à çíà÷èò, çàêîí÷åíî äîêàçàòåëüñòâî (d).

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3. Â ñèëó àëãîðèòìà îöåíèâàíèÿ

(3) èìååì �n � �
? = �n�1 � �

? � �n�n�
T
n
�n + �n�n�n è, ñëåäîâàòåëüíî,

k�n � �
?k2 = ((�n�1 � �

?)T ��
T

n
�n�

T

n
�n)((�n�1 � �

?) � �n�n�
T

n
�n)+

+ �
2
n
�T

n
�2
n
�n + ((�n�1 � �

?)T � �
T
n
�n�

T
n
�n)�n �n�n+
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+ �n�
T

n
�n ((�n�1 � �

?) � �n�n�
T

n
�n):

Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ (a), ðàññìîòðèì óñëîâíûå ïî

îòíîøåíèþ ê �-àëãåáðå ~Fn�1 ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ îò îáåèõ ÷àñòåé

ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ

Efk�n� �
?k2 j ~Fn�1g = k�n�1 � �

?k2 � �
T

n
Ef�n�

T

n
�n j ~Fn�1g(�n�1� �

?)�

� (�n�1 � �
?)TEf�n�n�

T

n
j ~Fn�1g�n + �

T

n
Ef�n�

T

n
�2
n
�n�

T

n
j ~Fn�1g�n+

+Ef(vn � Ef'ng
T
�n)

2 j ~Fn�1gEf�
T

n
�2
n
�n j ~Fn�1g:

Óñðåäíèâ ïî îòíîøåíèþ ê �-àëãåáðå F̂n�1, èìååì

Efk�n � �
?k2jF̂n�1g � k�n�1 � �

?k2 + Efk�nk
4
�
2
max

(�n)k�nk
2jF̂n�1g+

+(2v2
n
+ 2M2

'
k�n�1 � �

?k2 + rM
2

'
�
2

w
)Ef�T

n
�2
n
�njF̂n�1g�

� (�n�1 � �
?)TEf(�n�n�

T

n
+ �n�

T

n
�n)jF̂n�1g(�n�1 � �

?):

Äàëåå, óñðåäíÿÿ ïî vn, íà îñíîâàíèè äîïóùåíèÿ (Bi) çàêëþ÷àåì

Efk�n��
?k2jFn�1g � k�n�1��

?k2(1+Ef2M2

'
�T

n
�2
n
�n+k�nk

4
�
2

max
(�n)jFn�1g)+

+ r�
2

w
Efk�nk

4
�
2

max
(�n)jFn�1g + (2�2

v
+ rM

2

'
�
2

w
)Ef�T

n
�2
n
�njFn�1g�

� (�n�1 � �
?)TEf(�n�n�

T
n
+ �n�

T
n
�n)jFn�1g(�n�1 � �

?):

Ïðèìåíÿÿ ëåììó Ðîááèíñà�Ñèãìóíäà èç [9] ê ïîñëåäíåìó ñîîòíîøåíèþ,

â ñèëó óòâåðæäåíèé (b) è (d) çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fk�n�

�
?k2g ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë è

1X
n=1

(�n�1 � �
?)T Ef�n�n�

T
n
+ �n�

T
n
�njF̂n�1g(�n�1 � �

?) < 1:

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ (ñ)
P1

n=1
Ef�n�n�

T
n
jF̂n�1g = 1, ñëåäîâàòåëüíî,

k�n��
?k2 ! 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïðè n ! 1. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå

òåîðåìû äîêàçàíî.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Èç ëîãèêè ïîñòðîåíèÿ îöåíîê

ÐÌHÊ ñëåäóåò, ÷òî

�n = �n

nX
k=1

�k(yk � Ef'T
k
g�n�1); �n = (

nX
k=1

�k�
T

k
+ �I)�1
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è, çíà÷èò,

�n � �
? =

� nX
k=1

�k �
T

k
+ �I

��1� nX
k=1

�k(�k +�T

k
(�?

k
� �

?))� ��
?

�
:

Îáîçíà÷èâ �k = �k +�T
k
(�?

k
� �

?), èìååì

(�n � �
?)(�n � �

?)T =
� nX
k=1

�k �
T

k
+ �I

��1�
�
2
�
?(�?)T +

nX
k=1

�k�
T

k
�
2

k
�

� ��
?

nX
i=1

�T

i
�i � �

nX
i=1

�i �i (�
?)T +

nX
i;j=1

i6=j

�i�
T

j
�i �j

�� nX
k=1

�k�
T

k
+ �I

��1
:

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî i 6= j; i; j = 1; : : : ; n

(e) Ef
� nX
k=1

�k�
T

k
+ �I

��1
�i�

T

j
�i �j

� nX
k=1

�k �
T

k
+ �I

��1
g = 0:

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè i > j èF i

n
� �-àëãåáðà, ïîðîæäàåìàÿ ñëó÷àéíûìè

âåëè÷èíàìè f�1; : : : ; �i�1;�i+1; : : : ;�n ; �
?

1; : : : ; �
?

i�1; �
?

i+1; : : : ; �
?

n
; �1; : : : ;

�ng. Ó÷èòûâàÿ íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �i îò �
?

i
, ðàññìîòðèì

óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:

Ef
� nX
k=1

�k �
T

k
+ �I

��1
�i�

T

j
�i �j

� nX
k=1

�k�
T

k
+ �I

��1
jF i

n
g =

= �T

j
�jEf�n(�i�i +�i�

T

i
wi)�njF

i

n
g =

= �T

j
�jEf�n�i�i�njF

i

n
g+�T

j
�jEf�n�i�

T

i
gEfwi�ng =

= �T

j
�jEf

� nX
k=1

�k �
T

k
+ �I

��1
�i �i

� nX
k=1

�k�
T

k
+ �I

��1
jF i

n
g = 0;

òàê êàê â ñèëó äîïóùåíèÿ (A) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà �i íå çàâèñèìà îò

f�1; : : : ; �i�1;�i+1; : : : ;�n; �ig, è âûðàæåíèå ïîä çíàêîì óñëîâíîãî ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé ôóíêöèåé îò�i, èíòåãðèðóåìîé

ïî ñèììåòðè÷íîìó ðàñïðåäåëåíèþ Pi(�). Ñëåäîâàòåëüíî, (e) âûïîëíÿåòñÿ.
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Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 1; : : : ; n

Ef
� nX
k=1

�k �
T

k
+ �I

��1
��

?�T

i
�i

� nX
k=1

�k�
T

k
+ �I

��1
g = 0:

Òåïåðü ïîëó÷àåì â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïîëîæåíèåì îá îãðàíè÷åííîñòè

�n è âûïîëíåíèåì óñëîâèÿ (Biii) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

Ef(�n � �
?)(�n � �

?)Tg = Ef
� nX
k=1

�k�
T

k
+ ��

?(�?)T
��1

�

�(�2�?(�?)T +

nX
k=1

�k�
T
k
�
2
k
)
� nX
k=1

�k�
T
k
+ �I

��1
g � ĈEf�ng

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé Ĉ: Òàê êàê
P

n

k=1
�k �

T
k
! 1 ïðè n ! 1 ñ

âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà è k�nk � �
�1, òî ïî òåîðåìå Ëåáåãà î äîìèíèðóþùåé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëó÷àåì Ef(�n � �
?)(�n � �

?)Tg ! 0 ïðè n ! 1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 çàêîí÷åíî.
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�
?
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