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Ïðè ìèíèìàêñíîì l1 ïîäõîäå ê ðåøåíèþ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ íåïðåðûâíûì

äèíàìè÷åñêèì îáúåêòîì ñ íåðåãóëÿðíîé îãðàíè÷åííîé ïîìåõîé ïðåäëàãàåòñÿ

íîâûé ñïîñîá êîíñòðóèðîâàíèÿ ñóáîïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà, îïðåäåëÿþùåãî

êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ñòðàòåãèþ óïðàâëåíèÿ, ìèíèìèçèðóþùóþ ïðåäåëüíîå

îòêëîíåíèå "âûõîäà" îáúåêòà îò çàäàííîé òðàåêòîðèè. Â êîíöå ðàáîòû

ðàññìîòðåí ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ñóáîïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà äëÿ íåìèíè-

ìàëüíî�ôàçîâîãî îáúåêòà ñ íåóñòîé÷èâîñòüþ ïî óïðàâëåíèþ âòîðîãî

ïîðÿäêà.

1. Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âîçðîñëî âíèìàíèå ê èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ `1�

îïòèìàëüíîñòè â ïîâåäåíèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ôóíêöèîíèðóþùèõ â

óñëîâèÿõ âíåøíèõ íåðåãóëÿðíûõ îãðàíè÷åííûõ âîçìóùåíèé.

Ïîñëå äèñêðåòèçàöèè íåïðåðûâíîé ìîäåëè äèíàìèêà óïðàâëÿåìîãî

îáúåêòà äîñòàòî÷íî ÷àñòî ìîæåò áûòü îïèñàíà ñêàëÿðíûì ëèíåéíûì

ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì ñ àääèòèâíîé ïîìåõîé, ñâÿçûâàþùèì âûõîäíûå,

óïðàâëÿþùèå è âîçìóùàþùèå ïåðåìåííûå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî öåëüþ

âûáîðà ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ àáñîëþòíîé âåëè÷èíû

ïðåäåëüíîãî îòêëîíåíèÿ âûõîäà îáúåêòà îò çàäàííîé òðàåêòîðèè. Ê

íàñòîÿùåìó âðåìåíè â ëèòåðàòóðå ñëîæèëèñü äâà ïîäõîäà ê îïèñàíèþ

ñâîéñòâ àääèòèâíîé ïîìåõè â óðàâíåíèè îáúåêòà óïðàâëåíèÿ: ñòîõàñòè÷åñêèé

è ìèíèìàêñíûé. Ïðè ñòîõàñòè÷åñêîì ïîäõîäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîìåõ

ïðèïèñûâàþòñÿ êàêèå�ëèáî ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà è äîñòèæåíèå öåëè

óïðàâëåíèÿ ïîíèìàåòñÿ â ñòàòèñòè÷åñêîì ñìûñëå. Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå

â ýòîé îáëàñòè õîðîøî èçâåñòíû, íîñÿò äîñòàòî÷íî çàêîí÷åííûé õàðàêòåð

è â öåëîì ñîñòàâëÿþò ñòðîéíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ òåîðèþ. Ïðè ìèíèìàêñíîì

ïîäõîäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîìåõ îãðàíè÷åíà, à

â îñòàëüíîì ïðîèçâîëüíà. Öåëü óïðàâëåíèÿ ïîíèìàåòñÿ â äîñòèæåíèè



íàèëó÷øåãî êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ ïðè íàèõóäùåé äëÿ âûáðàííîãî óïðàâëåíèÿ

ðåàëèçàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîìåõ.

Èíòåðåñ ê ðåøåíèþ çàäà÷è î ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî

ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà äëÿ ëèíåéíîãî äèñêðåòíîãî íåìèíèìàëü-

íî�ôàçîâîãî îáúåêòà ñ îãðàíè÷åííûìè íåðåãóëÿðíûìè ïîìåõàìè ïîÿâèëñÿ

ïîñëå èçâåñòíîé ðàáîòû [1], â êîòîðîé çàäà÷à áûëà ðåøåíà äëÿ óñòîé÷èâîãî

ïî óïðàâëåíèþ îáúåêòà. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå èìåëî ïðîñòîé è åñòåñòâåííûé

âèä. Ïîçæå â [2] áûëî ïîëó÷åíî ðåøåíèå äëÿ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì è â

[3] äëÿ ñèëüíî�íåóñòîé÷èâîãî ïî óïðàâëåíèþ îáúåêòà (ñòàðøèé êîýôôèöèåíò

ïðè óïðàâëåíèè â óðàâíåíèè îáúåêòà ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïðåâîñõîäèë

ñóììó ìîäóëåé îñòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ). Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ

ïåðâûõ ðåøåíèé çàäà÷è áûëî ñîâïàäåíèå îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà ñ

ñîîòâåòñòâóþùèì ðåãóëÿòîðîì, ïîëó÷àåìûì ïðè ñòîõàñòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå

çàäà÷è. Â [4] çàäà÷à áûëà ðåøåíà â òåîðåòè÷åñêîì ïëàíå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

íåìèíèìàëüíî�ôàçîâîãî ñêàëÿðíîãî îáúåêòà óïðàâëåíèÿ. Áûëî äîêàçàíî

ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà è óñòàíîâëåíî, ÷òî â îáùåì

ñëó÷àå ñòðóêòóðà îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî

îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà â ñòîõàñòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ

îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì, òðåáóþùèé, ê ñîæàëåíèþ,

ïåðåáîðà çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà âàðèàíòîâ. Â [5] ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ

àíàëèòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ îöåíêè "ñíèçó" ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà

êà÷åñòâà è ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñóáîïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà.

Ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ, îïðåäåëÿþùèõ âèä îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà, â

îáùåì ñëó÷àå ìîãóò áûòü î÷åíü âûñîêèìè è â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ

óäîáíåå èñïîëüçîâàòü íå îïòèìàëüíûé ðåãóëÿòîð, à íåêîòîðûé äðóãîé �

ñ ìíîãî÷ëåíàìè ìåíüøåé ñòåïåíè [6]. Âîçìîæíîñòü âû÷èñëèòü îöåíêó

"ñíèçó" äëÿ ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà ïîçâîëÿåò ïðè ýòîì îöåíèòü êà÷åñòâî

âûáðàííîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ. Çàäà÷à l1�îïòèìèçàöèè ïðè ôóíêöèîíàëå

êà÷åñòâà áîëåå îáùåãî âèäà ðàññìàòðèâàåòñÿ â [7].

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â ýòîé ðàáîòå, ïðîäîëæàþò èññëåäîâàíèÿ,

íà÷àòûå â [1�5]. Âèä ïîëó÷åííîé â [5] îöåíêè "ñíèçó" çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà

êà÷åñòâà äëÿ îáùåãî âèäà ñêàëÿðíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïîäòîëêíóë

àâòîðà ê ìûñëè î òîì, êàê ïðè äèñêðåòèçàöèè íåïðåðûâíîé ñèñòåìû,

èìåþùåé ýêñöåññ ïîëþñîâ è íóëåé ðàâíûé åäèíèöå, âûáðàòü íåêîòîðóþ

ñïåöèàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óìåíüøàþùèõñÿ øàãîâ äèñêðåòèçàöèè,

ïðè êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ

ôóíêöèîíàëîâ êà÷åñòâà äèñêðåòèçèðîâàííûõ ñèñòåì ñõîäèòñÿ ê ïîëó÷åííîé

îöåíêå "ñíèçó" ïðåäåëüíîãî ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà.

Äëÿ íåïðåðûâíûõ ñèñòåì ñ íåðåãóëÿðíîé îãðàíè÷åííîé ïîìåõîé ïîïûòêè

ðåøèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó â áîëåå îáùåé è òðàäèöèîííîé

ïîñòàíîâêå [8,9] ñòàëêèâàþòñÿ ñ ïðèíöèïèàëüíûìè òðóäíîñòÿìè â âîïðîñàõ
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ñ ðàçóìíûì èñòîëêîâàíèåì ïîëó÷åííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ. Îï-

òèìàëüíûå ðåãóëÿòîðû ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ íå ðàöèîíàëüíûìè. Äëÿ ïðè-

áëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ðàöèîíàëüíûå àï-

ïðîêñèìàöèèè. Êàê è â íàñòîÿùåé ðàáîòå â èòîãå ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü

ñèñòåìó òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé, íî ñóùåñòâåííî áîëüøåé ðàçìåðíîñòè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîðèì íåïðåðûâíóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé

îò âõîäà ê âûõîäó

G(s) =
g0(s� �(1)) : : : (s� �(m)) : : : (s� �(n�1))

(s� ��(1))(s� ��(2)) : : : (s� ��(n))
:

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýêñöåññ ïîëþñîâ è íóëåé ñèñòåìû ðàâåí åäèíèöå,

ïåðâûå m íóëåé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè G(s) íåóñòîé÷èâûå,

Re �(i) > 0 ; i = 1; : : : ; m ;

à îñòàëüíûå óñòîé÷èâûå

Re �(i) < 0 ; i = m+ 1; : : : ; n� 1 ;

(çäåñü Re � îáîçíà÷àåò âåùåñòâåííóþ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà �), ïóñòü

ïîëþñà ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèèG(s) ��(1); : : : ; ��(n) íå ñîâïàäàþò ñ åå ïåðâûìè
m íåóñòîé÷èâûìè íóëÿìè. Âûõîäíûå ñèãíàëû íàáëþäàþñÿ íà ôîíå

íåðåãóëÿðíîé ïîìåõè, îãðàíè÷åííîé êîíñòàíòîé Cv. Ñèñòåìà ôóíêöèîíèðóåò

â íåïðåðûâíîì âðåìåíè t 2 [0;+1).
Âûáåðåì íåêîòîðûé øàã äèñêðåòèçàöèè Æ > 0. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî

êóñî÷íî�ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, çàäàþùèõ óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ, èç-

ìåíÿþùèåñÿ â ìîìåíòû âðåìåíè Æk k = 0; 1; 2; : : : . Ðàññìàòðèâàÿ

äèñêðåòèçàöèþ çàäàííîé íåïðåðûâíîé ñèñòåìû â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè

(ñì.[10]), ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ Æ ïîëó÷àåì äèñêðåòíóþ ñèñòåìó ñ ïåðå-

äàòî÷íîé ôóíêöèåé

HÆ(z) =
hÆz (z � �

(1)
Æ
) : : : (z � �

(m)
Æ

) : : : (z � �
(n�1)
Æ

)

(z � ��
(1)
Æ
)(z � ��

(2)
Æ
) : : : (z � ��

(n)
Æ

)

ñ ïîëþñàìè ��
(1)
Æ
; : : : ; ��

(m)
Æ
; : : : ; ��

(n�1)
Æ

è íóëÿìè �
(1)
Æ
; : : : ; �

(n)
Æ
. Èçâåñòíî, ÷òî

ïðè Æ ! 0 (ñì.[10]), ïîëþñû ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè HÆ(z) ñâÿçàíû ñ

ïîëþñàìè G(z) ñîîòíîøåíèÿìè :

��
(i)
Æ

= e�Æ
��(i) ; i = 1; : : : ; n ;
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à äëÿ íóëåé ïîäîáíûå ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïðèáëèæåííî

�
(i)
Æ

� e�Æ�
(i)

; i = 1; : : : ; n� 1 :

Â ôîðìå âõîä�âûõîä óðàâíåíèå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé äèñêðåòíîé äè-

íàìè÷åñêîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå ëèíåéíîãî ñêàëÿðíîãî

ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

(1) aÆ(q
�1)yk = bÆ(q

�1)uk�1 + vk ; k = 1; 2; : : : :

ãäå k = 1; 2; : : : ; yk � âûõîäíûå, uk � óïðàâëÿþùèå ïåðåìåííûå, q
�1

� îïåðàòîð ñäâèãà íà òàêò íàçàä: q�1y(k) = yk�1, vk � îãðàíè÷åííûå

ïîìåõè:

j vk j� ÆnCv k = 1; 2; : : : ;

aÆ(z) è bÆ(z)�ìíîãî÷ëåíû, îïðåäåëÿåìûå ïîëþñàìè è íóëÿìè ïåðåäàòî÷íîé

ôóíêöèè HÆ(z)

aÆ(z) = (z � ��(1)
Æ
)(z � ��(2)

Æ
) : : : (z � ��(n)

Æ
);

bÆ(z) = hÆ(z � �
(1)
Æ
) : : : (z � �

(m)
Æ

) : : : (z � �
(n�1)
Æ

):

Öåëü óïðàâëåíèÿ äëÿ äèñêðåòèçèðîâàííîé ñèñòåìû ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè

ëèíåéíîãî ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà âèäà

(2) cÆ(q
�1)uk = dÆ(q

�1)(yk � �yÆ;k)

ñ íåêîòîðûìè ìíîãî÷ëåíàìè cÆ(z) è dÆ(z) îò z, îáåñïå÷èâàþùåãî

lim
k!1

j yk � �yÆ;k j � IÆ ; IÆ = inf
(cÆ ;dÆ)

sup
fv(k)�ÆnCvg

lim
k!1

j yk � �yÆ;k j ;

sup
k

(j yk j + j uk j) <1 ;

ïðè çàäàííîé çàðàíåå îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûõîäîâ f �yÆ;kg.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé fukg, ôîðìèðóåìàÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îïòèìàëüíûì

ñòàáèëèçèðóþùèì ðåãóëÿòîðîì, ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ïîñòðîåíèè

êóñî÷íî�ïîñòîÿííîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ äëÿ íåïðåðûâíîé ñèñòåìû.

Ïðè ýòîì âåëè÷èíà ôóíêöèîíàëà IÆ â êàêîé�òî ìåðå òàêæå õàðàêòåðèçóåò

êà÷åñòâî ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäàííîé íå-

ïðåðûâíîé ñèñòåìå äèñêðåòèçèðîâàííûõ çàäà÷ ïðè ðàçëè÷íûõ øàãàõ äèñ-

êðåòèçàöèè Æ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

(3) I? = lim
Æ!1

IÆ:
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Òðåáóåòñÿ ïðåäëîæèòü ñïîñîá âûáîðà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè fÆjg; Æj > 0 ; Æj ! 0 ïðè j !1 è àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ

ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ ñòàáèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ

cÆj (q
�1)uÆj ;k = dÆj (q

�1)(yk � �yÆj ;k)

äëÿ äèñêðåòèçèðîâàííûõ ñèñòåì, îáåñïå÷èâàþùèõ âûïîëíåíèå ïðåäåëüíûõ

ñîîòíîøåíèé

sup
fvÆj ;k

�Æ
n
j
Cvg

lim
k!1

j yk � �yÆj ;k j � I? +O(Æj) ;

sup
k

(j yk j + j uÆj ;k j) <1 ;

ãäå O(Æj) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, çíà÷åíèÿ êîòîðîé ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè

Æj ! 0 .

3. Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèàíàëà êà÷åñòâà

Äëÿ äèñêðåòíûõ îáúåêòîâ ñ íåðåãóëÿðíîé îãðàíè÷åííîé ïîìåõîé çíà÷åíèå

ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà, ìèíèìèçèðóþùåãî ïðåäåëüíîå îòêëîíåíèå îò íóëÿ

âûõîäà îáåêòà, ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî ñóììå ìîäóëåé êîýôôèöèåòîâ

ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè îò ïîìåõè ê âûõîäó îáúåêòà (`1�íîðìà). Â [4]

âïåðâûå áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè

ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãëÿòîðà äëÿ äèñêðåòíîãî îáúåêòà, èìåþùåé ñòîëüêî

æå íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ, êàêîâà ñòåïåíü íåóñòîé÷èâîñòè îáúåêòà

ïî óïðàâëåíèþ.

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå íåóñòîé÷èâûå íóëè ïåðåäàòî÷íîé

ôóíêöèè G(s) ðàçëè÷íû. Ïóñòü X = (x(1); : : : ; x(m))T íåêîòîðûé âåêòîð

èç Rm

+ = fX 2 R
m; xi > 0; i = 1; : : : ; mg. Îïðåäåëèì ìàòðè÷íóþ

ôóíêöèþ

W (X) =


e��

(1)
x
(1)

e��
(1)

x
(2)

: : : e��
(1)

x
(m)

...
...

. . .
...

e��
(m)

x
(1)

e��
(m)

x
(2)

: : : e��
(m)

x
(m)


è âåêòîð

A =

 
1Q

n

i=1(
��(1) � �(i))

;
1Q

n

i=1(
��(2) � �(i))

; : : : ;
1Q

n

i=1(
��(m)

� �(i))

!
T

2 R
m :

Îáîçíà÷èì F (X) = (f1(X); f2(X); : : : ; fm(X))T = W�1(X)A � íàáîð

ôóíêöèé îò X , îïðåäåëåííûõ â Rm

+ . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

(4) I(X) = Cv

mX
i=1

j fi(X) j :
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Ò å î ð å ì à 1 Îöåíêà "ñíèçó" äëÿ ìèíèìàëüíî�âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ

ôóíêöèîíàëà (3) ñóùåñòâóåò è ñîâïàäàåò ñ ìèíèìóìîì ôóíêöèîíàëà

(4) â Rm

+ .

I? = min
X2R

m
+

I(X)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ïðèâåäåíî â ïîñëåäíåì ðàçäåëå ýòîé ãëàâû

è îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàòû [3�5]. Ôóíêöèîíàë (4) äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî

çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîé âíóòðåííåé òî÷êå Xopt 2 R
m

+ , òàê êàê åãî çíà÷åíèå

íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè X !1 èëè ïðè ñòðåìëåíèè X ê ãðàíèöå

ìíîæåñòâà Rm

+ . Èç îïðåäåëåíèÿ F (X) âèäíî, ÷òî

fi(X) 6= 0 ; i = 1; 2; : : : ; m :

äëÿ ëþáîãîXopt 2 R
m

+ . Íåñëîæíî ñôîðìóëèðîâàòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ,

êîòîðûì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü òî÷êàXopt, ìèíèìèçèðóþùàÿ âR
m

+ ôóíê-

öèîíàë (4). Îáîçíà÷èì

sign(X) =

0
BBBB@
sign(x(1))
sign(x(2))

...

sign(x(n))

1
CCCCA ; sign(x(i)) =

(
x
(i)

jx(i)j
; åñëè x(i) 6= 0;

0 ; åñëè x(i) = 0
:

Ïåðåïèøåì ôóíêöèîíàë (4) â âèäå

I(X) = Cvsign(F (X))TF (X):

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà

@I(X)

@x(i)
(Xopt) = 0; i = 1; 2; : : : ; m:

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

W (X) =


0 ; : : : ; ��(1)e��

(1)
x
(i)

; : : : ; 0
... ; : : : ;

...
. . .

...

0 ; : : : ; ��(m)e��
(m)

x
(i)

; : : : ; 0

 :

Òîãäà ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé, ïîëó÷àåì

@I(X)

@x(i)
(X) = �sign(F (X))TW�1(X)Wi(X)F (X) i = 1; 2; : : : ; m :

Èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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Ò å î ð å ì à 2 Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà (4). Òî÷êà

Xopt 2 R
m

+ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìåm òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé

sign(F (Xopt))
TW�1(Xopt)Wi(Xopt)F (Xopt) = 0 i = 1; 2; : : : ; m:

Çàìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåé ôîðìóëå âìåñòî âûáîðà íåèçâåñòíîãî m-

ìåðíîãî âåêòîðà sign(F (Xopt)), ñîñòîÿùåãî èç ïëþñ/ìèíóñ åäèíèö, ìîæíî
ïðîñòî ïåðåáðàòü âñå 2m�1 ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ, ðåøèòü ñòîëüêî æå

ðàçëè÷íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé è âûáðàòü ñðåäè èõ ðåøåíèé îäíî, ìèíèìè-

çèðóþùåå ôóíêöèîíàë (4).

4. Ïîñòðîåíèå ñóáîïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Qm

+ m � ìåðíûõ âåêòîðîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè

êîîðäèíàòàìè. Ïóñòü Xopt 2 R
m

+ òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà (5.12).

Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fXjg , Xj 2 Q
m

+ , Xj ! Xopt ïðè

j !1 Èç âèäà ôóíêöèîíàëà (5.12) âèäíî , ÷òî

I(Xj)! I(Xopt) j !1

è

I(Xj) = I? +O(kXj �XoptkRm
+
)

Çäåñü k � kRm
+
� îáîçíà÷åíèå äëÿ íîðìû âåêòîðà â Rm

+ . Ïóñòü fÆjg �

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Æj ! 0 òàêàÿ, ÷òî

LÆj
= (l

(i)
Æj
; : : : ; l

(m)
Æj

)T = ÆjXj 2 Z
m

+ = N�N� : : :�N

N� ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ øàãà äèñêðåòèçàöèè

Æj ìîæíî ðàññìîòðåòü ñîîòâåòñòâóþùóþ äèñêðåòíóþ ñèñòåìó. Ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ j ìíîãî÷ëåí bÆj (z) ïðåäñòàâèì â âèäå

bÆj (z) = b�
Æj
(z)b+

Æj
(z);

â êîòîðîì b�
Æj
(z) ñîîòâåòñòâóåò m íåóñòîé÷èâûì íóëÿì ñèñòåìû, à b+

Æj
(z)

� îñòàëüíûì óñòîé÷èâûì íóëÿì. Ðàññìîòðèì ïîëèíîìû, îïðåäåëÿþùèå

âèä ëèíåéíîãî ñóáîïòèìàëüíîãî ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà (2):

cÆj (z) = (1 + c
(1)
Æj
z
l
(1)
Æj + : : :+ c

(m)
Æj
z
l
(m)
Æj )b+

Æj
(z);

dÆj(z) = d
(0)
Æj

+ d
(1)
Æj
z + : : :+ d

�lÆj�1

Æj
z
�lÆj�1; �lÆj = max(l

(1)
Æj
; : : : ; l

(m)
Æj

)

íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ

aÆj (z)(1 + c
(1)
Æj
z
l
(1)
Æj + : : :+ c

(n)
Æj
z
l
(n)
Æj )� zb�

Æj
(z)dÆj (z) = 1;

êîòîðîå îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî.
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Ò å î ð å ì à 3 Ïðè ââåäåííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ

IÆj = I? +O(Æj) :

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 òàêæå ïðèâåäåíî â êîíöå ãëàâû âìåñòå ñ

äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 1.

5. Çàêëþ÷åíèå è ïðèìåð

Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíûé îáúåêò óïðàâëåíèÿ (ÎÓ) âòîðîãî ïîðÿäêà

ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé

G(s) =
(s+ ln 0:8)(s+ ln 0:9)

(s� ln 2)(s� 8:37287)(s+ 0:1829643)

Ýòîò ÎÓ íåóñòîé÷èâûé ïî óïðàâëåíèþ, îáà íóëÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè

íåóñòîé÷èâûå �(1) = � ln 0:8, �(2) = � ln 0:9 . Óðîâåíü ïîìåõ Cv = 1. Ñ
ó÷åòîì ââåäåííûõ ðàíåå îáîçíà÷åíèé

W (X) =
 0:8x1 0:8x2

0:9x1 0:9x2

 ; A =
�
�0:6428569
�0:7137128

�
:

Ôóíêöèîíàë (4) ïðè ýòîì èìååò âèä

I(X) =
j �0:6428569 � 0:9x2 + 0:7137128 � 0:8x2 j

j 0:8x10:9x2 � 0:8x20:9x1 j
+

+
j 0:6428569 � 0:9x1 � 0:7127128 � 0:8x1 j

j 0:8x10:9x2 � 0:8x20:9x1 j
:

Èññëåäîâàíèå ýòîãî ôóíêöèîíàëà íà ýêñòðåìóì ïðèâîäèò ê îïòèìàëüíîé

òî÷êå

Xopt = (1 ; 9:094096)T ;

ïðè êîòîðîé çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (3) ðàâíî I? = 0:8504958.
Ðàññìîòðèì ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ âûáîðà øàãà äèñêðåòèçàöèè

Æ = 0:1; 0:01; 0:001; 0:0001. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñóáîïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëîâ (4) ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1.

Æ l1 l2 IÆ IÆ � I?

0.1 10 91 1.435992 0.5854962

0.01 100 909 0.8984116 0.0479158

0.001 1000 9094 0.8551918 0.004696

0.0001 10000 90941 0.8509649 0.0004691
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ÏÐÈËÎÆÅHÈÅ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 1 è 3. Ââåäåì ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè ñèñòåìû

(1)�(2) îò ïîìåõè vÆ;n ê âûõîäó yÆ;n è ê óïðàâëåíèþ uÆ;n

Hy(z) =
cÆ(z)

aÆ(z)cÆ(z)� zbÆ(z)dÆ(z)
; Hu(z) =

dÆ(z)

aÆ(z)cÆ(z)� zbÆ(z)dÆ(z)
:

Íåòðóäíî äîêàçàòü (ñì.[10]), ÷òî óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (1)�(2) ðàâíîñèëüíà

îòñóòñòâèþ îáùèõ íåóñòîé÷èâûõ ìíîæèòåëåé ó ìíîãî÷ëåíîâ cÆ(z), dÆ(z)
è îòñóòñòâèþ ïîëþñîâ ó ôóíêöèé Hy(z) è Hu(z) â åäèíè÷íîì êðóãå D1 =
fz : j z j � 1g. Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ïîñëåäíåìó
ñâîéñòâó, áóäåì íàçûâàòü óñòîé÷èâûìè. Ðàçëîæèì ìíîãî÷ëåí bÆ(z) íà
óñòîé÷èâóþ è íåóñòîé÷èâóþ ÷àñòè

bÆ(z) = b�
Æ
(z)b+

Æ
(z)

Êàæäîìó ñòàáèëèçèðóþùåìó ðåãóëÿòîðó (2) ñ âçàèìíî ïðîñòûìè ìíîãî÷ëåíàìè

cÆ(z) è dÆ(z) îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ïàðà óñòîé÷èâûõ äðîáíî�ðàöèîíàëüíûõ
ôóíêöèé Hy(z) è Hu(z) è ìíîæåñòâî ýòèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ àôèííûì è

äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ ïàðàìåòðèçàöèþ

(5) Hy(z) = �cÆ(z) + zb�
Æ
(z) (z);

Hu(z) = �dÆ(z) + aÆ(z)(b
+
Æ
(z))�1 (z);

ãäå  (z) � ïðîèçâîëüíàÿ óñòîé÷èâàÿ äðîáíî�ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ è

�cÆ(z) è �dÆ(z) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(6) aÆ(z)�cÆ(z)� zb�
Æ
(z) �dÆ(z) = 1:

Â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå (6) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî ïðè óñëîâèè: ñòåïåíü

ïîëèíîìà �cÆ(z) íå ìåíüøå m. Óñòîé÷èâàÿ ôóíêöèÿ H(z) ðàçëàãàåòñÿ â

ñòåïåííîé ðÿä, ñõîäÿùèéñÿ â D1:

Hy(z) =
1X
i=0

H(i)zi
1X
i=0

j H j
(i)<1 :

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ Hy(z) îáëàäàåò òàêæå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì

y
(k)
Æ
� �y

(k)
Æ

=
k�1X
i=0

H(i)v
(k�i)
Æ
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ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ u
(�i)
Æ

= y
(�i)
Æ

= 0, ïðè i � 0Äëÿ óñòîé÷èâûõ
ñèñòåì (1)�(2) ôóíêöèîíàë (3) íå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïîýòîìó

(7) IÆ(cÆ; dÆ) =
1X
i=0

j H(i)
y
j
def
= ~I(Hy(�)):

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (3) ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà

òàê: íà àôèííîì ìíîãîîáðàçèè (5) íàéòè ôóíêöèþ, ìèíèìèçèðóþùóþ

ôóíêöèîíàë ~I(�) , îïðåäåëåííûé â (7). Ìíîãî÷ëåí b�
Æ
(z) ïðè äîñòàòî÷íî

ìàëûõ Æ > 0 èìååò âèä

b�
Æ
(z) =

mY
i=1

(z � �
(i)
Æ
) :

Âûáåðåì öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî r > 0 òàêîå, ÷òî ìíîãî÷ëåí

cr(�) =
mY
i=1

(z2
r

� (�
(i)
Æ
)2

r

) = c(0)
r

+ c(1)
r
z + : : :+ zm�2

r

ñèëüíî íåóñòîé÷èâûé (ñì.[3]), ò.å. åãî êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò

ñîîòíîøåíèþ
m2r�1X
i=0

j c(i)
r
j� 1:

Â êà÷åñòâå òàêîãî ÷èñëà r ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð,

r =
h
log2(2

m
� 1)= log2(maxf�

(1)
Æ
; : : : ; �

(m)
Æ
g)
i
:

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñòàáèëèçèðóþùèé ðåãóëÿòîð (2), ìèíèìèçèðóþùèé

ôóíêöèîíàë (3), ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ Hy(z) êîòîðîãî (5) ÿâëÿåòñÿ

ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè íå ìåíüøåé m2r.
Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíûé ìíîãî÷ëåí

�(z) =
mY
i=1

(z � �
(i)
Æ
)

mY
i=1

(z � (�
(i)
Æ
)2) : : :

mY
i=1

�
z2

r�1

� (�
(i)
Æ
)2

r�1
�
:

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî

cr(z) = b�
Æ
(z)�(z):

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ðåãóëÿòîð (2), ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ �Hy(z) (5)
êîòîðîãî èìååò ñòåïåíü áîëüøå m2r, ò.å. �Hy(z) ëèáî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè

áîëüøåé m2r, ëèáî �Hy(z) ðàñêëàäûâàåòñÿ â D1 â áåñêîíå÷íûé ñòåïåííîé

ðÿä. Â ñèëó (5) ôóíêöèÿ

Hy(z) = �Hy(z) + zb�
Æ
(z) (z)
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ÿâëÿåòñÿ ïåðåäàòî÷íîé äëÿ íåêîòîðîãî ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà

(2), åñëè  (z) � óñòîé÷èâàÿ äðîáíî�ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ôóíêöèþ
�Hy(z) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ

�Hy(z) = '1(z)='2(z);

â êîòîðîì '2(z) óñòîé÷èâûé ìíîãî÷ëåí. Ìíîãî÷ëåíû cr(z) è '2(z) íå
èìåþò îáùèõ êîðíåé. Îïðåäåëèì ïîëèíîìû �'(z) è p(z) èç óðàâíåíèÿ

'1(z) = �zcr(z) �'(z) + p(z)'2(z)

è óñëîâèÿ, ÷òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà p(z) íå áîëüøå m2r. Ðàññìîòðèì

óñòîé÷èâóþ äðîáíî�ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ

� (z) = �'(z)='2(z) =
1X
i=0

� (i)zi:

Â ñèëó (3) ìíîãî÷ëåí p(z) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

p(z) = �Hy(z) + cr(z) � (z) = �Hy(z) + zb�
Æ
(z)

�'(z)�(z)

'2(z)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé íåêîòîðîãî ñòàáèëèçèðóþùåãî

ðåãóëÿòîðà. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ fpj(z)g, îïðåäåëÿåìûõ
ìíîãî÷ëåíîì p(z) cr(z) è êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè � (z)

p0(z) = p(z) ; pj+1(z) = pj(z)� cr(z) � 
(j)zj = p(z)� cr(z)

jX
i=0

� (i)z(i) ;

j = 0; 1; 2; : : :

Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðè j !1 ñòðåìèòñÿ ê ôóíêöèè �Hy(z). Ìîæíî

ïîëó÷èòü

~I(pj+1(�)) =
m2r+jX
i=0

j p
(i)
j+1 j = j p

(0)
j
j + : : :+ j p

(j�1)
j

j +

+ j p
(j)
j
� � (j)c(0)

r
j + : : :+ j pm2r+j�1

(j) � � (j)c(m2r�1)
r

j +

+j � (j)
j�

Pm2r+j�1
i=0 j p

(i)
j j + � (j)

�
1�

P
m2r�1
i=0 j c(i)

r
j

�
�

� ~I(pj(�)) � ~I(p0(�)) = ~I(p(�)) :; ~I(p(�)) � ~I( �Hy(�)) :; ;m2
r íàéäåòñÿ

äðóãàÿ ñòåïåíè íå áîëüøåé m2r, çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà äëÿ
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êîòîðîé íå õóæå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñðåäè ìíîãî÷ëåíîâ îãðàíè÷åííîé

ñòåïåíè, óäîâëåòâîðÿþùèõ (5), ñóùåñòâóåò ìèíèìèçèðóþùèé ôóíêöèîíàë

(5.11).

Îáîçíà÷èì �p(z) � ìíîãî÷ëåí, ñòåïåíè íå áîëüøåém2r, ìèíèìèçèðóþùèé
ôóíêöèîíàë (3). Ðàññìîòðèì ïàðàìåòðèçàöèþ ìíîæåñòâà ïåðåäàòî÷íûõ

ôóíêöèé (5), â êîòîðîé �cÆ(z) ïîëèíîì ñòåïåíè íå áîëüøåém, ÿâëÿþùèéñÿ

îäíèì èç ðåøåíèé óðàâíåíèé (6). Ïåðåôîðìóëèðóåì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè

ôóíêöèîíàëà (3). Â ïðîñòðàíñòâå Rm2r íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà

I( (0); : : : ;  (m2r)) = ~I(p(�)) :

Ðàññìîòðèì âûïóêëîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî 
, çàäàâàåìîå ñèñòåìîé
m2r íåðàâåíñòâ

sign(�p(i))(�c(i) + b
(1)
�
 (i�1) + b

(2)
�
 (i�2) + : : :+ b

(m)
�
 (i�m)) � 0

Çäåñü b
(i)
�

ýòî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà b�
Æ
(z);  (j) = 0; åñëè j < 0

. Èññëåäóåìûé ôóíêöèîíàë ëèíååí íà 
, êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà

 (z), ñîîòâåòñòâóþùåãî îïòèìàëüíîìó ìíîãî÷ëåíó �p(z), ïðèíàäëåæàò
ìíîæåñòâó 
, à, ñëåäîâàòåëüíî, íàø ôóíêöèîíàë îãðàíè÷åí ñíèçó íà


. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ñíèçó ôóíêöèîíàë

íà âûïóêëîì ìíîãîãðàííîì ìíîæåñòâå äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî

çíà÷åíèÿ â îäíîé èç åãî âåðøèí. Âåðøèíàì ìíîæåñòâà 
 ñîîòâåòñòâóþò

ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè, ÿâëÿþùèåñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ñm íåíóëåâûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí �p(z) èìååò âèä

�p(z) = 1 + f (1)zl1 + : : :+ f (m)zlm ;

è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíêöèîíàëà (3) ðàâíî

I Æ = ÆnCv

 
1 +

mX
i=1

j f (i) j

!
:

Ïî ïîñòðîåíèþ êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà �p(z) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü

ñèñòåìå èç m óðàâíåíèé

aÆ(�
(i)
Æ
)�p(�

(i)
Æ
)� �

(i)
Æ
b�
Æ
(�

(i)
Æ
) �dÆ(�

(i)
Æ
) = 1

Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî �
(i)
Æ

� êîðíè b�
Æ
(z), ïîëó÷àåì

�p(�
(i)
Æ
) = 1=aÆ(�

(i)
Æ
) ; i = 1; 2; : : : ; m :

Îáîçíà÷èâ

AÆ =
�
1=aÆ(�

(i)
Æ
) ; : : : ; 1=aÆ(�

(m)
Æ

)
�T

;
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�WÆ(LÆ) =


(�

(1)
Æ
)l1 (�

(1)
Æ
)l2 : : : (�

(1)
Æ
)lm

...
...

. . .
...

(�
(m)
Æ

)l1 (�
(m)
Æ

)l2 : : : (�
(m)
Æ

)lm


è

FÆ = (f (1); : : : ; f (n))T ; LÆ = (l(1); : : : ; l(m))T ;

ïîñëåäíþþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

�WÆ(LÆ)FÆ = AÆ :

Äàëåå ïîëó÷àåì

W (ÆLÆ)FÆ = Æ�nA +
h
(AÆ � Æ�nA) + (W (ÆLÆ)� �WÆ(LÆ))FÆ

i

è, ñëåäîâàòåëüíî,

FÆ = Æ�nW�1(ÆLÆ)A + �O(Æ)

ñ íåêîòîðîé ôóíêöèåé �O(Æ) ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ ïðè Æ ! 0.
Äëÿ ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà (3) ïðè ìàëûõ Æ > 0 èìååì

IÆ = ÆnCv(1 + Æ�nsign(W�1(ÆLÆ)A)
TW�1(ÆLÆ)A) +O(Æ):

Îòñþäà ïðè Æ ! 0 èìååì

lim
Æ!1

IÆ = lim
Æ!1

sign(W�1(ÆLÆ)A)
TW�1(ÆLÆ)A � min

X2R
m
+

I(x) = I?:

Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè ïîëó÷àåòñÿ ïðè âûáîðå

îïèñàííîé ïðè ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 3 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fÆjg øàãîâ

äèñêðåòèçàöèè. Ïîñëåäíåå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 1 è 3.
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