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Ñìåøàííûå ìîäåëè

Ïóñòü W � ïîäìíîæåñòâî Åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà Rd è
|W| = N <∞
Ðàññìîòðèì ìîäåëü, â êîòîðîé ðàñïðåäåëåíèå P(W) ìíîæåñòâà W
çàäàåòñÿ ñìåñüþ ðàñïðåäåëåíèé:
P(W) =

∑k
i=1

piP(Xi ), ãäå pi � âåðîÿòíîñòè êëàñòåðîâ è P(Xi ) �
ðàñïðåäåëåíèå êëàñòåðà äëÿ âñåõ i ∈ 1..k

Ðàñïðåäåëåíèÿ êëàñòåðîâ P(Xi ) ìîãóò áûòü ðàçíîãî âèäà:
Áåðíóëëè, Ïóàññîíà, Íîðìàëüíîå è ò.ä.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü îöåíêè
ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé ñìåñè íà îñíîâå âõîäíûõ äàííûõ
w = (w1, . . . ,wN). Äëÿ ýòîãî îáû÷íî ïðèìåíÿþò òåõíèêè,
îñíîâàííûå íà ñêðûòûõ ïàðàìåòðàõ, òàêèå êàê àëãîðèòìû
Expectation Maximization (EM) è Gibbs sampling
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Ñìåñü Ãàóññîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé

Ñìåñü Ãàóññîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé, Gaussian Mixture Model (GMM)

f (X k ,w) =
k∑

i=1

piG(w|xi , Γi ), ãäå G(w|xi , Γi ) � ïëîòíîñòü

Ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñðåäíèì xi è êîâàðèàöèîííîé
ìàòðèöåé Γi , i ∈ 1..k

Γi = βiUiDiU
T

i , i ∈ 1..k , ãäå βi � êîíñòàíòà îáúåìà
êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû, Ui � ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ,
îïðåäåëÿþùàÿ îðèåíòàöèþ êëàñòåðà, Di = diag(λ1,i , . . . , λd ,i ) �
ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, îïðåäåëÿþùàÿ ôîðìó
êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû, λd ,i ≤ λd−1,i ≤ . . . ≤ λ1,i = 1
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Âèäû êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö

Γi Ôîðìà Îðèåíòàöèÿ Îáúåì

1 βI Ñôåðè÷åñêàÿ N/A Îäèíàêîâûé

2 βi I Ñôåðè÷åñêàÿ N/A Ðàçíûé

3 Γ Îäèíàêîâàÿ Îäèíàêîâàÿ Îäèíàêîâûé

4 βiΓ Îäèíàêîâàÿ Îäèíàêîâàÿ Ðàçíûé

5 βUiDU
T

i Îäèíàêîâàÿ Ðàçíàÿ Îäèíàêîâûé

6 βiUiDU
T

i Îäèíàêîâàÿ Ðàçíàÿ Ðàçíûé

7 βiUDiU
T Ðàçíàÿ Îäèíàêîâàÿ Ðàçíûé

8 Γi Ðàçíàÿ Ðàçíàÿ Ðàçíûé

Òàáëèöà : Âèäû êëàñòåðîâ â çàâèñèìîñòè îò êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû.
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Ïðèìåíåíèå GMM

Ôèíàíñîâûå ìîäåëè

Îïðåäåëåíèå òåì òåêñòîâûõ äîêóìåíòîâ

Ðàñïîçíàâàíèå ðóêîïèñíûõ ñèìâîëîâ

Ðàñïîçíàâàíèå ðå÷è, âìåñòå ñ HMM

Ìàøèííûé ïåðåâîä, ìîäåëü IBM 2

Ñåãìåíòàöèÿ èçîáðàæåíèÿ

Ðàäèàëüíî-áàçèñíûå ôóíêöèè (RBF)

...
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Ïðèìåð GMM

Ïóñòü d = 2, k = 2, x1 = (0, 0), Γ1 =

(
0.7 0.5
0.5 0.7

)
,

x2 = (3, 3), Γ2 =

(
1 0.7
0.7 1

)

Ðèñ. : Ìîäåëèðîâàíèå GMM
Ðèñ. : Ãèñòîãðàììà îäíîé

êîìïîíåíòû âõîäíûõ äàííûõ
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Ìåòîä ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Ïîñòðîèì îöåíêó ïàðàìåòðîâ íà îñíîâå ÌÌÏ

Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ:

L({pi , xi , Γi}i∈1..k) =
∏
w∈W

(
k∑

i=1

piG (w|xi , Γi )
)

Ïðîëîãàðèôìèðóåì:

F (X k) = −l({pi , xi , Γi}i∈1..k) = −
∑

w∈W ln
(

k∑
i=1

piG (w|xi , Γi )
)
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Êîíå÷íàÿ ôîðìóëà

Îáîçíà÷èì x̄i , i ∈ 1..k , êàê (1 + d + d2)-âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç pi ,
d -âåêòîà xi è ýëåìåíòîâ d × d ìàòðèöû Γi , X̄ � (1 + d + d2)× k

ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç âåêòîðîâ x̄i , i ∈ 1..k .

q̄(x̄,w) = − ln p + (w − x)TΓ−1(w − x)

Òîãäà, ïðàâèëî êëàñòåðèçàöèè:
Xi (X̄) = {w ∈W : q̄(x̄i ,w) < q̄(x̄j ,w), j = 1, 2, . . . , i − 1,
q̄(x̄i ,w) ≤ q̄(x̄j ,w), j = i + 1, i + 2, . . . , k}, i ∈ 1..k ,

F (X̄) =
k∑

i=1

∑
w∈Xi (X̄) q̄(x̄i ,w)→ min

X̄
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Àëãîðèòì Expectation Maximization (EM)

Äëÿ ìàêñèìèçàöèè ëîãàðèôìà ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ
ïðèìåíÿåòñÿ EM àëãîðèòì

Àëãîðèòì Expectation Maximization ïðåäëîæåí Dempster, Laird è
Rubin â 1977 ãîäó

EM àëãîðèòì � èòåðàòèâíàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ ïðîöåäóðà, ò.÷. íà
êàæäîì åå øàãå ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ íå óìåíüøàåòñÿ, ÷òî
ãàðàíòèðóåò ñõîäèìîñòü ê ëîêàëüíîìó ìàêñèìóìó ôóíêöèè

Z � N × k ìàòðèöà ñêðûòûõ ïåðåìåííûõ, ò.÷. äëÿ êàæäîãî
wt ∈W, t ∈ 1..N t-ûé ñòîëáåö � âåêòîð ñêðûòûõ ïåðåìåííûõ
zn =

(
z1,t , . . . , zk,t

)
, ïðåäñòàâëÿþùèé âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî wt

ïðèíàäëåæèò êàæäîìó èç k êëàñòåðîâ
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Àëãîðèòì Expectation Maximization (EM):
èíèöèàëèçàöèÿ

Âõîä: W � ìíîæåñòâî äëÿ êëàñòåðèçàöèè ðàçìåðà N, k � ÷èñëî
êëàñòåðîâ, X̂k(0) � íà÷àëüíîå ðàçáèåíèå (îïöèîíàëüíî)

Âûõîä: Ðàçáèåíèå X k ìíîæåñòâà W íà k êëàñòåðîâ

Èíèöèàëèçàöèÿ: Èíèöèàëèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ ñìåñè. Ìàòðèöà Z0

ìîæåò áûòü èíèöèàëèçèðîâàíà ñëó÷àéíûì ïðèñâîåíèåì 1 îäíîìó
ýëåìåíòó â êàæäîì ñòîëáöå. Â ñëó÷àå, åñëè X̂k(0) äàíî, òî ìîäåëü
îïðåäåëÿåòñÿ ýòèì ðàçáèåíèåì
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Àëãîðèòì Expectation Maximization (EM): M-øàã

a. âûáîðî÷íûé ðàçìåð êëàñòåðà

Ŝi =
N∑
t=1

zi ,t .

b. âûáîðî÷íàÿ âåðîÿòíîñòü êëàñòåðà

p̂i =
Ŝi
N
.

c. âûáîðî÷íîå ñðåäíåå êëàñòåðà

x̂i =
1

Ŝi

N∑
t=1

zi ,twt .

d. Âûáîðî÷íàÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà Γ̂i âû÷èñëÿåòñÿ äëÿ
êàæäîãî êëàñòåðà.
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Àëãîðèòì Expectation Maximization (EM): E-øàã è
êðèòåðèé îñòàíîâêè

E-øàã: Âû÷èñëåíèå ïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé ïî Áàéåñîâñêîìó
ïðàâèëó:

zi ,t =
p̂iG

(
wt |x̂i , Γ̂i

)
∑k

i=1
p̂iG

(
wt |x̂i , Γ̂i

)
Êðèòåðèé îñòàíîâêè: Îñòàíîâêà, åñëè ñòàðàÿ è íîâàÿ ìîäåëè
äîñòàòî÷íî áëèçêè, èíà÷å � M-øàã
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Êëàñòåðèçàöèÿ ïðè ïîìîùè EM-àëãîðèòìà

Êðèòåðèé êëàñòåðèçàöèè (ìèíóñ ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ):

cl(X̄) =
∑N

t=1

k∑
i=1

zi ,t q̄(x̄i ,wt)

Íà êàæäîì EM-øàãå êðèòåðèé êëàñòåðèçàöèè óìåíüøàåòñÿ, è
ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ê ëîêàëüíîìó ìèíèìóìó çà êîíå÷íîå ÷èñëî
èòåðàöèé

Â ñëó÷àå, êîãäà êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû îäèíàêîâû
Γi = σ2I, i ∈ 1..k), àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè EM ÿâëÿåòñÿ
àíàëîãîì àëãîðèòìà k-Ñðåäíèõ. Òàêèì îáðàçîì, EM àëãîðèòì �
îáîáùåíèå àëãîðèòìà k-Ñðåäíèõ

Ñóùåñòâóþò ðàíäîìèçèðîâàííûå ìîäèôèêàöèè EM àëãîðèòì äëÿ
êëàñòåðèçàöèè, èìåþùèå ïðåèìóùåñòâà â ñêîðîñòè è
óñòîé÷èâîñòè ê ïîìåõàì â èçìåðåíèÿõ
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Ïðèìåð êëàñòåðèçàöèè ïðè ïîìîùè EM-àëãîðèòìà

Ðèñ. : Îöåíêà êîâàðèàöèîííîé

ìàòðèöû

Ðèñ. : Ðåçóëüòàò ðàáîòû

EM-àëãîðèòìà
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Ïëþñû è ìèíóñû GMM

Ïëþñû GMM:

Ðàñïðîñòðàíåííîñòü ìîäåëè

Ãèáêîñòü ñòðóêòóðû êëàñòåðà, îïðåäåëÿåìîé êîâàðèàöèîííîé
ìàòðèöåé

Ñòðîãèé ñòàòèñòè÷åñêèé âûâîä äëÿ ïîëíîé ìîäåëè

Àëãîðèòì k-Ñðåäíèõ ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ áûñòðûì

Ìèíóñû GMM:

Âûáîð ìîäåëè ñëîæåí. Äàííûå ìîãóò íå ÿâëÿòüñÿ Ãàóññîâñêèìè.

Ñëîæíîñòü îöåíêè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû

Ïðîáëåìà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà

Ïëîõî ðàáîòàåò â ñëó÷àå íåâûïóêëûõ êëàñòåðîâ
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Èíôîðìàöèîííûå ìåòîäû

Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå: êàæäûé ýëåìåíò W ïðèíàäëåæèò
êàæäîìó êëàñòåðó ñ îïðåäåëåííîé âåðîÿòíîñòüþ. Îñíîâíîé öåëüþ
êëàñòåðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå îïòèìàëüíûõ âåðîÿòíîñòåé.
Òàêîé ïîäõîä íàçûâàåòñÿ íå÷åòêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ (fuzzy

clustering)

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè èíôîðìàöèè êëàñòåðèçàöèÿ � ìåòîäèêà
ñæàòèÿ äàííûõ ñ ïîòåðÿìè

Äëÿ äâóõ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y , ïðèíèìàþùèõ
çíà÷åíèÿ {xi} , i = 1, 2, ... è {yj} , j = 1, 2, ..., ñîîòâåòñòâåííî,
ðàññìîòðèì âçàèìíóþ èíôîðìàöèþ:
I (X ,Y ) =

∑
i ,j p(xi , yj) log2

p(xi ,yj )
p(xi )p(yj )

=
∑

i ,j p(xi , yj) log2
p(yj |xi )
p(yj )
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Èíôîðìàöèîííûå ìåòîäû (êëàñòåðèçàöèÿ)

Êëàñòåðèçàöèÿ ñæèìàåò èñõîäíûå äàííûå ñ ïîìîùüþ
îòáðàñûâàíèÿ ìåíåå çíà÷èìîé èíôîðìàöèè. Äëÿ èçìåðåíèÿ
çíà÷èìîñòè áåðåòñÿ ìåðà ðàçëè÷èÿ qi (w

′,w′′), i ∈ 1..k

Ñæàòèå ñ ïîòåðÿìè ðåàëèçóåòñÿ ìèíèìèçàöèåé âçàèìíîé
èíôîðìàöèè: I (X k ,W) =

∑
w,i

P(Xj |w)P(w) log2
P(Xi |w)
P(Xi )

Ìèíèìèçàöèÿ îãðàíè÷åíà ôèêñèðîâàííîé ìåðîé ðàçëè÷èÿ:
F (X k ,W) =

∑
w,i

P(Xi |w)P(w)qi (xi ,w),

ãäå xi � ïðåäñòàâëåíèå (öåíòîðèä) êëàñòåðà Xi
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Èíôîðìàöèîííûå ìåòîäû (ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ)

Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ Áîëüöìàíà

P(Xi |w) = P(Xi )
Z(w,C) exp

(
−qi (xi ,w)

C

)
, ãäå

Z (w,C ) =
∑
i

P(Xi ) exp
(
−qi (xi ,w)

C

)
� íîðìàëèçàöèîííàÿ

êîíñòàíòà è C � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà

Ïðè îáû÷íîé êëàñòåðèçàöèè ðàñïðåäåëåíèå öåíòîðèäîâ

êëàñòåðîâ: P(X) = e
− F

C∑
Y

e
− F

C

, ãäå F = −C
∑
w

ln
(∑

i

exp
(
−qi (xi ,w)

C

))
� ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ðàçáèåíèÿ íà êëàñòåðû

Îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû êëàñòåðèçàöèè íàõîäÿòñÿ ìèíèìèçàöèåé
ñâîáîäíîé ýíåðãèè
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Èíôîðìàöèîííûå ìåòîäû (÷àñòíûé ñëó÷àé)

Ïóñòü qi (xi ,w) = (w − xi )Γ−1i (w − xi )

Òîãäà F = −C
∑
w

ln
(∑

i

exp
(
− (w−xi )Γ−1

i
(w−xi )

C

))
Ïðè ôèêñèðîâàííîì Γi èç óðàâíåíèé ∂F

∂xi
= 0, i ∈ 1..k ïîëó÷àåì

ðåçóëüòàò xi =

∑
w

wP(Xj |w)∑
w

P(Xj |w) , i ∈ 1..k

Äàííûé ðåçóëüòàò íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàí ñ ðåçóëüòàòîì,
ïîëó÷åííûì ïî ÌÌÏ ñ ïîìîùüþ EM àëãîðèòìà
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Information bottleneck

Information bottleneck method � òåõíèêà êëàñòåðèçàöèè,
îñíîâàííàÿ íà òîì, ÷òî êàæäûé êëàñòåð îòðàæàåò îòíîñèòåëüíóþ
èíôîðìàöèþ âíóòðè äàííûõ

p(wi |w) = wi∑d
i=1 wi

Êà÷åñòâî êëàñòåðèçàöèè îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âçàèìíîé
èíôîðìàöèè I (S ;Y )/I (X ;Y )

Â êà÷åñòâå ìåð ðàçëè÷èÿ ðàññìàòðèâàþò ðàññòîÿíèå
Êóëüáàêà-Ëååéáëåðà (Kullback�Leibler divergence)
DKL(p(y |x)||p(y |s)),
ðàññòîÿíèå Éåíñåíà-Øåííîíà (Jensen-Shannon divergence)
DJS(x , s) = (p(x) + p(s)) ∗ DJS(p(y |x), p(y , s))
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Êîíåö

Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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