
САНКТ-ПЕТЕРБУРГСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ
Математико-механический факультет

Кафедра Системного программирования

Пузиков Александр Юрьевич

Разработка алгоритмов и программных
средств управления проектами c
использованием моделей и методов

идемпотентной алгебры
Магистерская диссертация

Допущена к защите.
Зав. кафедрой:

д.ф.-м. н., профессор Терехов А.Н.

Научный руководитель:
д.ф.-м. н., профессор Кривулин Н.К.

Рецензент:
инженер Смирнов К.К.

Санкт-Петербург
2014



SAINT-PETERSBURG STATE UNIVERSITY
Mathematics & Mechanics Faculty

Software Engineering Chair

Alexandr Puzikov

Development of algorithms and software
tools for project control using models and

methods of idempotent algebra
Graduation Thesis

Admitted for defence.
Head of the chair:

professor Andrey Terekhov

Scientific supervisor:
professor Nikolai Krivulin

Reviewer:
Engineer Kirill Smirnov

Saint-Petersburg
2014







в котором будут реализованы описанные методы и алгоритмы.
Достижению поставленной цели способствует реализация частных задач:

1. изучить методы идемпотентной алгебры решения задач планирования;

2. построить на основе изученных методов алгоритмы планирования временных ха-
рактеристик проекта;

3. реализовать алгоритмы в виде комплекса программных средств с помощью вы-
бранных средств разработки ПО;

Практическая значимость работы состоит в том, что ее результаты могут быть ис-
пользованы при решении задач планирования проектов в различных сферах трудовой
деятельности.

Теоретической базой исследования послужили работы [3-6].
Структура данного исследования соответствует поставленным задачам. Первая

глава посвящена обзору существующих на данных момент и наиболее распространен-
ных алгоритмов по управлению проектами, а также рассмотрены различные виды
ПО, их реализующие. Во второй главе рассматривается идемпотентная алгебра, а
также представление задач оптимизации проектов в терминах идемпотентной мате-
матики. Следующая глава содержит основные моменты реализации рассмотренных
алгоритмов в виде ПО, систематизируются алгоритмы по критериям оптимизации.
Для реализации этой цели был проведён комплексный анализ различных сторонних
библиотек и выявлены наиболее подходящие для данной ситуации. Четвертая глава
содержит численные примеры использования разработанных алгоритмов. В заклю-
чении представлены алгоритмы дисциплины управления проектами, которые пока не
представимы в терминах идемпотентной алгебры . Эти задачи могут быть решены в
дальнейшем, в качестве перспективного развития ПО.

5



1. Обзор существующих алгоритмов
В качестве основной технологии визуализации проекта выбрана сетевая. Она наи-

более распространена при планировании и контроле реализации сложного меропри-
ятия (проекта). Базируется на теории графов. Структура проекта представляется в
форме графа типа ”сеть”. В сети определим операции как узлы, а дуги это собы-
тия(окончание либо завершение операции). Методами управления проектами назы-
вают алгоритмы сетевого планирования и контроля реализации проектов, а так же
алгоритмы оценки трудоемкости и стоимости работы. В основном методы можно раз-
делить на несколько групп:

1. управление интеграцией проекта;

2. управление рисками проекта;

3. управление трудовыми ресурсами;

4. управление длительностью проекта;

и другие. В данной работе рассматриваются только 3 и 4 пункты. Далее рассмотрены
некоторые алгоритмы управления проектами.

1.1. Управление длительностью проекта
1.1.1. График Ганта

График Ганта - временная диаграмма, считается одной из старейших технологий
планирования. Создан в начале ХХ в. Г.Л. Гантом в США. Достоинством этой диа-
граммы является её наглядность. Визуализация работ в виде отрезков, длина которых
пропорциональна времени их выполнения облегчает восприятие. Это очень полезно,
когда операции в проекте имеют последовательно-параллельную структуру.

В зависимости от характера элементов, обозначенных на оси ординат, приходится
иметь дело с двумя видами временных диаграмм:

• диаграммы динамики выполнения работ;

• диаграммы использования исполнительских мощностей.

Для нас интерес представляет второй тип графика. На оси ординат этого графика
отмечаются исполнители работ (ресурсы). Эту диаграмму зачастую используют для
планирования и контроля использования исполнительских мощностей.

Рис. 1: Диаграмма Ганта
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1.1.2. Метод критического пути

CPM (англ. Critical Path Method) – технология создана в 1957 году и возникла
на базе графиков Гантта. Она относится к группе детерминированных технологий
сетевого планирования. Результатом её использования является особый сетевой граф
(представляющий операции проекта) с определенными расчетами. В сетевом графе
не должно быть петель или зацикливаний. Результат этих расчетов – план реализа-
ции проекта. Сроки старта и завершения проекта определяются в начале процесса
планирования с учетом внешних условий. Событием называется наступление некото-
рого четко определенного состояния. Операцией называется некоторая задача, для
решения которой требуется время и которая должна быть выполнена между двумя
событиями. Можно выделить следующие основные этапы:

1. Представление проекта в виде сетевого графика;

2. Определение времени, необходимого для выполнения каждой операции;

3. Определение даты (сроков) начала и окончания проекта;

4. Расчет сроков окончания и начала для каждой операции;

5. Расчет резервов времени;

6. Определение критической последовательности операций, от которой будет зави-
сит своевременная реализация проекта;

Работы могут быть реальными, а могут быть фиктивными ( с нулевой длительно-
стью).Критический путь - это последовательность операций, наиболее важных для
соблюдения установленного срока реализации проекта. Критический путь определя-
ется в процессе анализа длительности выполнения операций в сети. Такой анализ
основан на взаимосвязях операций и информации о длительности их выполнения.

Для каждого события в сети можно рассчитать сроки её реализации. Самый ран-
ний срок наступления события рассчитывается по формуле

Ej = max[Ei + tij]

где Ej – срок наступления события j, tij – длительность операции, лежащей между
событиями i и j. Расчет самых ранних возможных сроков наступления событий в сети
называется просчетом ”вперед”. Однако этого не достаточно, необходимо так же знать
самые поздние допустимые сроки наступления события в сети.

Lj = min[Li − tij]

Такой просчет является просчетом ”назад”. Расчет резерва времени Ri показывает,
насколько можно задержаться при выполнении операции оканчивающейся i-ым со-
бытием.

Ri = Li − Ei

Критический путь образует последовательность операций, объединяющая события с
наименьшими резервами времени. Критический путь - самая длинная последователь-
ность операций в сети, и её длительность - это срок завершения проекта в целом. Дан-
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ный метод используют такие гранды как Microsoft Project, Oracle Primavera, Gantt
Project и другими.

1.1.3. MPM

MPM (англ. Metra Potential Method) – так же как и CPM является сетевой тех-
нологией, разработана в 1958 г. во Франции. Проект представляется как обычно в
форме сетевого графика, на котором отображены зависимости между операциями.
Длительность операций рассчитывается по определенным правилам с учетом име-
ющегося опыта. При использовании этого метода важным является связь каждой
операции с непосредственно ей предшествующими. Поэтому вводится начальная опе-
рация ”Start”, длительность которой равна 0. Введем так же обозначения ES(B) –
самый ранний срок начала последующей работы B относительно момента начала
предшествующей работы А, LS(B) – самый поздний срок начала последующей ра-
боты B относительно момента начала предшествующей работы A. К примеру, если
работа В должна начаться одновременно с работой А, то получим:

ES(B) = LS(B) = 0

Данная технология также как и предыдущая анализирует критические операции. В
сетевом графике разрешены обратные связи. Для расчета самых ранних сроков нача-
ла операций используется матрица отображения временных взаимоотношений между
операциями. Для этого вводят вспомогательные величины ES(j)+ и ES(j)−. Первый
параметр учитывает положительные отношения между операциями в проекте. Его
значение рассчитывается из составленной ранее матрицы. Для каждой следующей
работы в процессе перемещения по столбцам слева направо число ES(j)+ лежащее
на пересечении этого столбца со строкой, суммируется со значением ES(j)+ для этой
строки. Если в столбце на пересечении с разными строками располагается несколь-
ко численных значений, то выбирается максимальная сумма. Для первой операции
ES(j)+ принимается равным нулю.

Далее определяется параметр ES(j)−, учитывающий только отрицательные отно-
шения между работами. Процесс вычисления в точности совпадает с ES(j)+, но для
каждой операции учитываются только отрицательные значения. Самые ранние сроки
окончания работ вычисляются по формуле

ES(i)k = ES(i)− + ti

а самые поздние
LS(i)k = LS(i)− + ti.

Резервы времени для конкретных работ можно рассчитать по формуле

Ri = LS(i)k − ES(i)k

. Работы, для которых резервы времени равны нулю, считаются критическими. За-
держки с их выполнением вызовут удлинение срока завершения проекта. ПО, реали-
зующее данный метод, обнаружить не удалось.
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1.1.4. PERT

PERT (англ. Project Evaluation and Review Technique) – разработана по заказу
ВМФ Соединенных Штатов Америки. Использует CPM и позволяет узнать веро-
ятность своевременной реализации проекта с применением стохастических методов.
Предоставляет возможность статистической оценки времени выполнения операций и
вероятности своевременной реализации каждого этапа в проекте. В процессе плани-
рования выделяются события и операции. Событие - наступление четко определен-
ного состояния в проекте. Событие обозначает окончание и /или начало одной или
нескольких операций.

Метод осуществляет:
1. Составление сетевого графика проекта;

2. Определение длительности каждой операции (наиболее вероятной, оптимистиче-
ской и пессимистической);

3. Расчет мат. ожидания и средне-квадратичное отклонение длительности выпол-
нения операций;

4. Определение критического пути.
Длительность выполнения операции - случайная переменная имеющая β-распределение.
Самая оптимистичная длительность выполнения операции обозначается an, самая
пессимистичная – bn и наиболее вероятная – mn. Как правило эти значения берет из
головы руководитель проекта.

Расчет ожидаемой длительности выполнения каждой операции n, входящей в со-
став проекта, выполняется по формуле

ten =
an + 4mn + bn

6

Параметр, определяющий вероятное отклонение от ожидаемого значения и называе-
мый стандартным отклонением δn, рассчитывается для каждой операции по формуле

δn =
bn − an

6

СКО равно 1/6 разности между крайними оценками длительности выполнения рабо-
ты и считается мерой неопределенности выполнения этой работы за ожидаемое время.
Критическим путем будет путь с наиболее длительной реализацией.

По известной ожидаемой длительности реализации проекта и её СКО δTe =
√∑

δ2n
можно рассчитать вероятность завершения проекта к любому произвольному сроку:

z =
TH − Te

δTe

, где z – имеет нормальное распределение, TH – нормативная длительность, Te – ожи-
даемая длительность. Полученное z определит вероятность завершения всех операций
в проекте в течении заданного времени.

Метод используется в Microsoft Visio, Project, Orale Primavera, Gantt Project и
других ПП.
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Рис. 2: Ожидаемая длительность операции n

1.1.5. GERT

В отличии от ранее описанных методов, Graphic Evaluation and Review Technique
(GERT) позволяет использовать стохастические сети. Эти сети сложнее детермини-
рованных, но с их помощью можно описывать различные варианты зависимостей
между событиями в одной и той же сети, а так же выбирать пути развития проекта,
отличающиеся от определенных заранее. Технологии, основанные на стохастических
сетях, вводят вероятностные типы событий в форме логических объединений опера-
ций ”или”, позволяющие рассматривать алтернативные решения.

Особое внимание следует уделить в проекте альтернативным операциям. Основ-
ными этапами являются:

1. Описание стохастической сети;

2. Cбор числовых данных, характеризующих каждую дугу сети;

3. Минимизация построенной стохастической сети;

4. Преобразование сети к форме, которая позволит рассчитать его длительность и
вероятность реализации.

Термин ”событие” понимается шире чем в детерминированных сетях. Событие может
быть не только детерминированными но и стохастическими. Реализованы такие опе-
ранды как ”И”,”ИЛИ” и ”исключающее ИЛИ”. В первом случае событие наступает
только тогда, когда все предыдущие события свершились. Во втором - хотя бы одно
из предшествующих событий. В третьем - событие произойдет если закончится од-
на и только одна из взаимоисключающих предшествующих операций. Очевидно, что
детерминированные входы и выходы событий имеют форму ”И”. Можно выделить
начальные и конечные события в проекте, начальное событие может быть стохасти-
ческим, но конечное всегда детерминировано. При использовании обратных связей
или петель всегда указывается количество повторений (счетчик).
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Рис. 4: Графики использования ресурсов и вариант оптимизации загрузки

использовании ресурсов можно минимизировать предельные значения, путём смеще-
ния операций или событий в пределах резервного времени.

Следует отметить, рассмотренные методы уже относятся к классическим и для
решения реальных задач сетевого планирования применяются методы целочислен-
ного, линейного и нелинейного программирования, которые обычно дают только ал-
горитмические решения с помощью итеративных вычислительных процедур. Такие
решения могут потребовать больших затрат вычислительных ресурсов. Методы идем-
потентной алгебры дают решения в явном виде в компактной векторной форме, что
гарантирует низкую вычислительную сложность решений.

Вычислительные процедуры способны искать только частные решения или уста-
навливать, что решений нет. В то время как для многих задач методы идемпотентной
алгебры позволяют найти общее (полное) решение задачи, которое в явном виде опи-
сывает все множество решений задачи.

Различные алгоритмические решения, как правило, всякий раз требуют разработ-
ки новых программных средств. Решения различных задач на основе методов идем-
потентной алгебры используют один и тот же математический и вычислительный
аппарат (матричные и векторные операции, решение уравнений и неравенств, нахож-
дение собственных чисел и векторов и т.п.), что делает возможным применения одних
и тех же унифицированных программных средств для решения разных задач.

Распараллеливание итеративных вычислительных схем обычно затруднено. Полу-
чение решения на основе идемпотентной алгебры требует выполнения простых опе-
раций (например, умножение матриц), для которых существуют различные эффек-
тивные схемы параллельных вычислений.
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2. Планирование проектов
Задачи из области планирования проектов обычно представляются в виде задач

оптимизации. Такие проблемы возникают на производстве при попытках создать план
проекта, который минимизирует максимальное отклонение между временем завер-
шения всех задач в проекте, при различных условиях, которые накладываются на
порядок выполнения задач. Рассмотрим проект, состоящий из n операций, которые
выполняются при ограничениях типа старт-финиш и старт-старт. Ограничение старт-
финиш устанавливает границу для минимального времени задержки между началом
одной задачи и окончанием другой. Предположим, что каждая задача немедлен-
но заканчивается, как только указанные ограничения оказываются выполненными.
Ограничение старт-старт определяет минимальную задержку между началом двух
операций. Одной из задач является нахождение такого плана проекта, который обес-
печивает одно общее время завершения для всех операций, не нарушая условий на
порядок их выполнения.

Для каждой задачи в проекте i = 1, . . . , n, обозначим через xi – время начала,
yi – время завершения. Пусть aij – будет минимально возможная задержка между
началом задач j = 1, . . . , n и завершением i. Ограничения типа ”старт-финиш” запи-
сываются в виде неравенств:

xj + aij ≤ yi, j = 1, . . . , n. (1)
при этом хотя бы одно неравенство должно выполняться как равенство. Заметим, что
мы подразумеваем aii ≥ 0 для любого i. Если для некоторого j значение cij не задано,
то полагаем aij = −∞. Теперь мы объединим все эти отношения в одно равенство
вида

max
1≤j≤n

(xj + aij) = yi, , j = 1, . . . , n. (2)

Кроме того, пусть cij будет минимально возможной задержкой между началом
задач j и i. Будем снова считать, что cij = −∞, если не определена задержка между
j и i. Запись ограничения старт-старт выглядит так

xj + cij ≤ xi, j = 1, . . . , n. (3)
Далее можно переписать как одно неравенство

max
1≤j≤n

(xj + cij) ≤ xi, (4)

Определим целевую функцию, чтобы сформулировать задачу оптимального пла-
нирования, как задачу оптимизации. Критерий оптимальности, который показывает
на сколько план обеспечивает одно общее время завершения для всех задач, опреде-
ляется как максимальная разность между временем завершения задач (интервальная
полунорма)

max
1≤i≤n

yi − min
1≤i≤n

yi = max
1≤i≤n

yi + max
1≤i≤n

(−yi), (5)
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Для любой матрицы A, её транспонированная обозначается AT . Для любой ненуле-
вой матрицы A = (aij) ∈ Xm×n, введем мультипликативно - сопряженную (или просто
сопряженную) матрицу A− ∈ Xm×n с элементами a−ij = a−1

ji если aji ̸= 0, и a−ij = 0 в
противном случае, для любого j = 1, . . . , n и i = 1, . . . , n.

Рассмотрим множество квадратных матриц Xn×n. Матрица, которая на диагонали
имеет 1 и вне диагонали – 0, называется единичной и обозначается I. Для любой
матрицы A, её след равен

trA =
n⊕

i=1

aii (8)

Как обычно, матрица, которая состоит их одной строки (столбца) называется строч-
ным (столбцевым) вектором. Обозначим множество столбцевых векторов порядка n

как Xn.
Вектор, у которого все компоненты равны 0, называется нулевым. Вектор счита-

ется регулярным, если у него нет нулевых элементов.
Пусть x – регулярный вектор-столбец и A – матрица. Не трудно заметить, что

вектор xA регулярен только тогда, когда матрица A регулярна по строкам. Точно
так же вектор-строка xTA регулярен только тогда, когда матрица A регулярна по
столбцам.

Как обычно вектор y линейно зависим от векторов x1, . . . , xn, если найдутся ска-
ляры c1, . . . , cn ∈ X такие, что y = c1x1 ⊕ · · · ⊕ cnxn. Вектор y коллинеарен вектору x,
если y = cx для какого-нибудь скаляра c.

Для любого ненулевого вектора x = (xi) ∈ Xn, его мультипликативно-сопряженный
вектор – это строчный вектор x− = (x−

i ), где x−
i = x−1

i если xi ̸= 0 и x−
i = 0

в противном случае. Нетрудно проверить следующие свойства мультипликативно-
сопряженных векторов.

Для любых двух регулярных векторов x и y одинакового размера, покомпонентное
неравенство x ≤ y подразумевает y− ≤ x− и наоборот.

Для любого ненулевого вектора выполняется x−x = 1. Кроме того, если вектор
регулярен, то xx− ≥ I.

Введём так же понятие собственного значения матрицы в терминах тропической
математики. Если существует ненулевой вектор x такой, что выполняется равенство
Ax = λx, то λ – собственное значение матрицы A, а вектор x – это её собственный
вектор. Максимальное собственное число (в смысле порядка на X) называется спек-
тральным радиусом матрицы A, который вычисляется по формуле

λ =
m⊕
i=1

tr1/m(Am) (9)

Спектральный радиус любой матрицы A ∈ Xn×m имеет экстремальное свойство

minx−Ax = λ

.
Введем так же функцию, которая вычисляет у матрицы число

Tr(A) =
n⊕

m=1

trAm
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Минимизация общего времени выполнения проекта осуществляется с путем выбо-
ра критерия makespan из выпадающего списка на панели инструментов. При исход-
ных данных получим следующий результат

x =


0.0

10.0

19.0

19.0

29.0

 , y =


4.0

15.0

24.0

25.0

30.0

 .

Как и в предыдущем примере примем начальное время за 05 мая 21:52:00 2014
года и получим следующий график:

Рис. 20: Минимизация общего времени выполнения проекта
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Приложение 1. IDEF0 диаграмма ПП
Декомпозиция системы с использованием нотации IDEF0.

Рис. 21: IDEF0 диаграмма системы

Рис. 22: IDEF0 диаграмма декомпозиции системы
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Рис. 23: IDEF0 диаграмма декомпозиции подсистемы обработки изменений

Рис. 24: IDEF0 диаграмма декомпозиции подсистемы обновления GUI
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Таблица 2: Перечень методов класса Matrix.

Наименование Тип Пеоедаваемые
параметры

Краткая характеристика

getColumnSize int - Возвращает количество
столбцов в матрице.

getInvert Matrix - Возвращает инверти-
рованную матрицу от
данной.

getNorm double - Возвращает норму дан-
ной матрицы.

getRowSize int - Возвращает количество
строк в матрице.

getTransponse Matrix - Возвращает транспони-
рованную матрицу от
данной.

getValueAt double int r, int c Возвращает значение по
координатам r и c.

Matrix конструктор int rs, int cs Конструктор созда-
ет матрицу заданного
размера.

setColumnSize - int cs Устанавливает опре-
деленное количество
столбцов матрицы.

setRowSize - int rs Устанавливает опреде-
ленное количество строк
матрицы.

setValueAt - double val, int
r, int c

Устанавливает новое зна-
чение по координатам r и
c.

toString String - Возвращает полное опи-
сание матрицы.
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Приложение 3. Описание классов пакета MainPackage

Таблица 4: Перечень методов класса Job.

Наименование Тип Пеоедаваемые
параметры

Краткая характеристика

Job Конструктор String name,
Date start,
Date stop,
Job next,
Job previous,
Resource res

Создает объект класса
Job.

toString String - Возвращает краткое опи-
сание класса.

getFullInfo String - Возвращает полное опи-
сание класса.

getStartTime Date - Возвращает время нача-
ла операции.

getStopTime Date - Возвращает время окон-
чания операции.

hasWorker boolean - Проверка наличия ресур-
са.

setPreviousJob boolean Job j Добавление работы в пул
предыдущих операций.

removePrevious
Jobs

- - Очищение пула предыду-
щих операций.

setNextJob boolean Job j Добавление работы в пул
следующих операций.

removeNextJobs - - Очищение пула следую-
щих операций.

setResource boolean Resource Закрепление ресурса за
текущей операцией.

removeResource - - Открепление ресурса от
текущей операции.

setStartTime - Date Устанавливает время на-
чала операции.

setStopTime - Date Устанавливает время
окончания операции.

getName String - Возвращает имя класса.
setName - String Устанавливает имя клас-

са.
getNextJob Collection

<Job>
- Получает список после-

дующих операций.
getPrevious Job Collection

<Job>
- Получает список преды-

дущих операций.
getResource Resource - Получает ресурс текущей

операции.
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Таблица 5: Перечень методов класса Resource.

Наименование Тип Пеоедаваемые
параметры

Краткая характеристика

Resource Конструктор - Создает объект класса
Resource.

Resource Конструктор String name,
Job j

Создает объект класса
Resource.

toString String - Метод возвращает крат-
кое описание класса.

addJob boolean Job j Добавление выбранной
операции в списка.

removeJob boolean Job j Удаление выбранную опе-
рацию из списка.

getFullInfo String - Возвращает полное опи-
сание класса.

getJobs Collection
<Job>

- Получает список опера-
ций.

setName - String Устанавливает имя клас-
са.

removeAllJobs - - Очищение пула следую-
щих операций.

Класс Project создан для организаци взаимодествий между логикой приложения
и его интерфейсом.
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Таблица 6: Перечень методов класса Project.

Наименование Тип Пеоедаваемые
параметры

Краткая характеристика

Project Конструктор - Создает объект класса
Project.

Project Конструктор String name Создает объект класса
Project.

Project Конструктор String name,
JFrame
window

Создает объект класса
Project.

getAllJobs Collection
<Job>

- Получает список опера-
ций.

getAllResources Collection
<Resource>

- Получает список ресур-
сов проекта.

getAllUnused
Resources

Collection
<Resource>

- Получает список неис-
пользованных ресурсов
проекта.

setStartTime - - Устанавливает время на-
чала проекта.

setStopTime - - Устанавливает время
окончания проекта.

getStartTime Date - Возвращает время нача-
ла проекта.

getStopTime Date - Возвращает время окон-
чания проекта.

addGUI - JFrame
window

Сохранение ссылки на
интерфейс.

addResource - Resource r Добавление нового ресур-
са в проект.

addJob - Job j Добавление новой опера-
ции в проект.

valueChanged - - Вызывается при любом
изменении в проекте.

validateProject - - Проверка валидности
проекта.

toString String - Метод возвращает крат-
кое описание класса.

getFullInfo String - Возвращает полное опи-
сание класса.
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