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Глава 3

Частотно-временной анализ

Классическое преобразование Фурье (непрерывное и дискретное) яв-

ляется весьма полезным математическим аппаратом для анализа и синтеза

сигналов, однако иногда оказывается недостаточно эффективным при об-

работке сложных сигналов. Преобразование Фурье, например, не отличает

сигналы из двух синусоид с разными частотами, один из которых пред-

ставляет собой сумму синусоид, второй – последовательно следующие

друг за другом синусоиды. В обоих случаях их спектр будет выглядеть как

два пика на двух фиксированных частотах. Следовательно, преобразование

Фурье в своем традиционном виде не приспособлено для анализа неста-

ционарных сигналов в том числе локализованных на некотором временном

интервале, так как теряется информация о временных характеристиках

сигнала.

Следовательно, спектральный анализ реальных сигналов необходимо

осуществлять как по частоте, так и во времени. Преимущества такого ана-

лиза очевидны. На практике чаще всего приходится иметь дело с неста-

ционарными процессами, в которых информативным является сам факт

изменения частотно-временных характеристик сигнала. Примерами таких

сигналов являются спутниковые изображения Земли, рентгенограммы



119

внутренних органов, речь и музыка, турбулентные поля различной приро-

ды и т.д., т.е. фактически – весь объем информации, с которым приходится

иметь дело в повседневной жизни. Для выполнения такого анализа требу-

ются базисные функции, обладающие способностью выявлять в анализи-

руемом сигнале как частотные, так и его временные характеристики. Дру-

гими словами, сами базисные функции должны обладать определенными

свойствами, названными частотно - временной локализацией.

3.1. Частотно-временные свойства базисных функций

3.1.1. Плоскость частота-время

Для анализа и сравнения частотно-временных локализационных

свойств различных базисов используют плоскость частота-время. Любая

функция ( )tϕ может характеризо-

ваться интервалом tI на временной

оси и интервалом ωI в Фурье об-

ласти, в которых содержится 90%

ее энергии, сосредоточенной около

центра тяжести (В.3) функции

( ) 2
tϕ и ( ) 2ωΦ . Тогда в этой плос-

кости функцию ( )tϕ можно изобра-

зить в виде прямоугольника, как показано на рис. 3.1.

Очевидно, что смещение функции на τ от исходного состояния вызо-

вет перемещение прямоугольника параллельно оси t . Модуляция этой

Рис. 3.1.
Характеристика частотно-временной

локализации функции ( )tϕ
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Рис. 3.3.
Положение функции ( )tϕ на плоскости

время-частота при масштабировании на
коэффициент 1<a : ( ) ( )att ϕϕ =1

функции комплексной экспонентой

tje 0ω
сдвигает прямоугольник па-

раллельно оси ω (рис. 3.2.).

Масштабирование функции (ее

сжатие или растяжение) приводит к

развороту прямоугольника. Дейст-

вительно, получим новую функцию

( )t1ϕ масштабированием функции

( )tϕ на коэффициент a :

( ) ( )att ϕϕ =1 .

Энергия такой функции

( ) ( ) ϕϕ ϕϕ E
a

dtatdttE
122

11 ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

=== .

Следовательно, ширина

функции ( )t1ϕ равна tt I
a

I 






= 1' .

В соответствии со свойством масшта-

бирования Фурье-преобразова-ния

(2.2.5) ωω aII = . Влияние масшта-

бирования на положение функции

в плоскости время-частота показа-

но на рис. 3.3.

В качестве примеров функ-

ций, иллюстрирующих эффективность их представления в плоскости вре-

мя-частота, рассмотрим δ -функцию Дирака и Фурье-базис. Известно, что

δ -функция является идеальным базисом для временного анализа сигналов.

Результатом такого анализа являются отсчеты, которые можно

Рис. 3.2.

Влияние смещения на τ и модуляции
tje 0ω

функции ( )tϕ на ее положение

на плоскости время-частота
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Рис. 3.4а.
δ -функция Дирака на плоскости время-

частота

Рис. 3.4б.

Базисные функции
tjke 0ω
Фурье-анализа на

плоскости время-частота

рассматривать как временной спектр сигнала. На плоскости время-частота

δ -функция ( )0τδ kt − выглядит как показано на рис. 3.4а, т.е. эта функция

обладает свойством хорошей временной локализации, но плохой локализа-

цией в спектральной области (она имеет равномерный спектр на всех час-

тотах). Базисные функции tje ω Фурье-анализа, наоборот, обладают хоро-

шей частотной локализацией в то время, как во временной области они

имеют бесконечную протяженность (см. рис. 3.4б).

3.1.2. Ограниченное во времени Фурье-преобразование

Локальность преобразования Фурье достигается путем ограничения

анализируемого сигнала с помощью движущегося окна. Результатом тако-

го анализа будет функция двух переменных – положения окна τ и частоты

ω :

( ) ( ) ( ) dtetftwF tjωττω −
∞

∞−

−= ∫, . (3.1.1)
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Рис. 3.5.
Ограниченное во времени преобразование Фурье на плоскости вре-

мя-частота:
а) пример базисных функций преобразования

( ) ( )0
0 τω ω

τ −= twetg tjk, при сдвиге 0τ
и 321 ,,=k (вещественная часть);

б) изображение функций в плоскости время-частота (заштрихо-
ванные прямоугольники)

Иначе говоря, спектральный анализ в окне данных производится вы-

числением скалярного произведения сигнала и базисной функции

( ) ( ) ,, tjetwtg ω
τ τω −=

т.е.

( ) ( ) ( )tftgF ,,, ωτω τ=

Не останавливаясь здесь на выборе окон ( )tw для проведения эффек-

тивного оконного Фурье-анализа, отметим, что таким образом в спектраль-

ный анализ, кроме частоты, вводится еще один параметр – время.

Как будет видно из дальнейшего, для достижения хорошей временной

локализации преобразования (3.1.1) в качестве окна необходимо выбирать

функцию Гаусса. Такое Фурье-преобразование носит название преобразо-

вания Габора.
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Ограниченное во времени преобразование Фурье на плоскости время-

частота показано на рис. 3.5.

Как видно из этого рисунка, при сдвиге окна или изменении частоты

модуляции ширина прямоугольника сохраняется неизменной. Это вызвано

тем обстоятельством, что при всех этих операциях ширина самого окна не

изменяется.

3.1.3. Принцип неопределенности

Как следует из свойства масштабирования Фурье-преобразования

(2.2.5), ширина базисной функции во временной и частотной областях

взаимосвязаны: расширение функции во временной области ведет к ее су-

жению в частотной и наоборот.

Закономерность, связывающая две эти величины, называется принци-

пом неопределенности. В качестве меры концентрации энергии любой

функции по времени и по частоте принимают произведение вторых цен-

тральных моментов функций ( )tϕ и ее спектра ( )ωΦ . Предположим, что

( )tϕ и ( )ωΦ уже центрированные функции (если это не так, то путем сме-

щения и модуляции ( )tϕ их можно отцентрировать).

Тогда ширины функций можно определить как

( )

( )∫

∫
∞

∞−

∞

∞−

=

=

.

,

ωωΦωµ

ϕµ

ω d

dtttt

222

222

(3.1.2)
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Принцип неопределенности утверждает, что, если ( )tϕ убывает быст-

рее, чем
t

1
при ±∞→t , то

2
22 πµµ ω ≥t , (3.1.3а)

где равенство справедливо только, если

( ) 2tet α

π
αϕ −= , (3.1.3б)

т.е. является функцией Гаусса.

Для доказательства предположим, что ( ) ,1=tϕ и рассмотрим инте-

грал от произведения ( ) ( )ttt ϕϕ ′ . Используя неравенство Коши-Шварца

(1.25в), получим

( ) ( ) ( ) ( ) dttdtttdtttt
RRR

22

2

∫∫∫ ′≤′ ϕϕϕϕ (3.1.4)

Первый интеграл справа в последнем выражении равен, очевидно,

.2
tµ Для вычисления второго интеграла вспомним, что преобразование

Фурье производной равно ( )ωΦωj .Тогда, в соответствии с формулой Пар-

севаля (2.2.14), имеем

( ) ( ) 2
2

2
2

2

1
ωµωωΦω

π
ϕ ==′ ∫∫ ddtt

RR

.

Интеграл слева в выражении (3.1.4) вычисляется путем интегрирова-

ния по частям

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫∫ −==′
∞

∞−
R

t

RR

dttttdtttdtttt 222

2

1

2

1

2

1 ϕϕϕϕϕ
'

.

При соблюдении условий затухания, налагаемых на функцию ( )tϕ ,

первое слагаемое равно нулю и сам интеграл, таким образом, равен
2

1− .
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Тогда из (3.1.4) имеем ,22

2

1

4

1
ωµµ

π t≤ что после преобразования дает

(3.1.3а).

Нетрудно видеть, что равенство в (3.1.4) возможно при ( ) ( )ttat ϕϕ =′ .

Отсюда следует, что ( ) ./ 22tacet =ϕ Следовательно, (3.1.3б) справедли-

во при
π
α=c и α2−=a .

3.2. Базисные функции частотно-временного анализа

Итак, частотно-временной анализ предназначен для выявления ло-

кальных частотно-временных возмущений сигнала. Вследствие кратковре-

менности таких возмущений, сам сигнал может рассматриваться как за-

данный в 2L , т.е. для одномерных сигналов – на всей действительной оси

( )∞∞− ,R с нормой

( ) ∞<2
tf .

Следовательно, базисные функции, которые получили название вейв-

летов, также должны принадлежать 2L и быстро убывать при ∞→t . То-

гда, чтобы перекрыть такими базисными функциями все возможные вре-

менные положения сигнала, необходимо, чтобы базисные функции пред-

ставляли собой набор смещенных во времени функций. Удобнее всего, ес-

ли этот набор образуется из одной и той же "материнской" функции ( )tψ

(прототипа), сдвинутой по оси t , т.е. ( ){ }.bt −ψ Чтобы обеспечить частот-

ный анализ, базисная функция должна иметь еще один аргумент – мас-

штабный коэффициент, который является аналогом частоты в Фурье-

анализе. Тогда базисные функции для частотно-временного анализа будут
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иметь вид

,,; Rba
a

bt

a

b

a

t ∈






 −=






 − ψψ

где масштабный коэффициент a введен как делитель t , причем

масштабированию подвергается также и сдвиг b . Это позволяет сохранить

относительную "плотность" расположения базисных функций по оси t при

расширении или сжатии самой функции и при const== ∆
a

b
(Рис. 3.6).

Таким образом, ба-

зисные функции для

частотно-временного

анализа должны обла-

дать следующими свой-

ствами.

Ограниченность,

т.е. принадлежность 2L

( ) ∞<∫
∞

∞−

dtt

2

ψ .

Локализация. Ба-

зисные функции вейв-

лет-анализа, в отличие от преобразования Фурье, должны быть локализо-

ваны, т.е. определены на конечном интервале как во временной, так и в

частотной областях. Для этого достаточно, чтобы выполнялись условия:

( ) ( )

( ) ( ) ε

ε

ωωΨ

ψ

−−

−−

+⋅≤

+⋅≤

1

1

1

1

C

tCt

и (3.2.1)

при 0>ε .

Рис. 3.6.
Вейвлет-преобразование на плоскости время-частота
а) пример базисных функций вейвлет при различных

масштабах:( ),,, 2102 =− ka k ;
б) изображение функций в плоскости время-частота
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Нулевое среднее. Равенство нулю нулевого момента

( )∫
∞

∞−

= 0dttψ (3.2.2)

или, что иногда необходимо – равенство нулю момента m-го порядка

( ) .∫
∞

∞−

= 0dtttmψ

Это – вейвлеты m -го порядка, позволяющие анализировать более тон-

кую структуру сигнала, подавляя медленно изменяющиеся его составляю-

щие.

3.3. Непрерывное вейвлет - преобразование

Введем базис, отвечающий перечисленным выше условиям

( ) ,, 






 −=
a

bt

a
tba ψψ 1

(3.3.1)

где множитель

a

1
необходим для сохранения нормы

( ) ( )ttba ψψ =, .

Пусть Rba ∈, , т.е. принимают произвольные вещественные значения,

тогда пара преобразований, которое носит название непрерывного вейвлет

- преобразования, обозначаемое как CWT – continuous wavelet transform,

будет иметь вид:

( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−








 −== dt
a

bt
tf

a
ttfbaCWT baf ψψ 1

,,, , (3.3.2а)
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( ) ( )∫∫
∞

∞−

∞

∞−

−







 −= db
a

bt
baCWT

a

da
Ctf f ψψ ,

2
1 , (3.3.2б)

где нормализующий коэффициент

( )
∞<= ∫

∞

∞−

ω
ω
ωΨ

ψ dC
2

. (3.3.3)

Интегрированием (3.3.3) по частям можно убедиться в том, что это ус-

ловие всегда выполняется, если ( ) 0=ωΨ при 0=ω и, следовательно, ра-

вен нулю по крайней мере, нулевой момент функции ( )tψ , т.е. выполняет-

ся условие (3.2.2).

Сравнивая формулы (3.3.2) с соответствующими выражениями для

непрерывного преобразования Фурье (2.2.1), видим, что роль функции

tje ω
здесь играет функция ( )tba,ψ , а ΨC аналогичен коэффициенту π2 ,

причем роль частоты играет масштабный множитель
a

1
. Однако, также как

в ограниченном во времени преобразовании Фурье, базисная функция за-

висит еще от параметра сдвига b .

Для упрощения доказательства справедливости (3.3.2), предположим,

что ( ) ( ) 211 LLtf,Lt I∈∈ψ , а также ( ) 1LF ∈ω . Тогда, учитывая, что

( ) ( )ωΨωΨ ω aea jb
b,a

−⋅= , в соответствии с формулой Парсеваля (2.2.13)

мы получим из (3.3.2а)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

,

**
,

,

ωωωΨ
π

ωωωΨ
π

ψ

ω deFa
a

dF

dtttfbaCWT

jb
ba

baf

∫∫

∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

==

==

22

1
(3.3.4)

Далее рассмотрим в (3.3.2б) отдельно интеграл по переменной b , ко-
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торый будет функцией a , т.е. ( )aI :

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

= dbtbaCWTaI baf ,, ψ ,

и, подставляя сюда (3.3.4), получим

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∫ ∫

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∗

∞

∞−

∞

∞−

∗

=

=













=

.,

,

dbetdFa
a

dbtdeFa
a

aI

jb
ba

ba
jb

ω

ω

ψωωωΨ
π

ψωωωΨ
π

2

2

Второй интеграл после подставки
( )

a

bt
x

−= равен

( )

( ) ( ).

,

ωΨψ

ψψ

ωωω

ωω

aeadxexea

dbe
a

bt

a
dbet

tjaxjtj

jbjb
ba

⋅=⋅=

=






 −=

−
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∫

∫∫
1

Тогда

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

= ωωωΨ
π

ω deFa
a

aI tj2

2
.

Проинтегрируем последнее выражение по a (см. (3.3.2б)):

( ) ( ) ( )
.dad

a

a
eF

a

da
aI tj ω

ωΨ
ω

π
ω

∫ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

=
2

2 2

1

Благодаря ограничениям, наложенным на ( )tf и ( )tψ , мы можем из-

менить порядок интегрирования Обозначив ωaa =′ , получим

( ) ( )
,Ψ

ΨωΨ
Cad

a

a
da

a

a
=′

′
′

= ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

22

т.е. ΨC не зависит от ω .
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Тогда

( ) ( ) ( ).tfCdCeF
a

da
aI tj

ψψ
ω ωω

π
=⋅= ∫∫

∞

∞−

∞

∞−
2

1
2

Отсюда вытекает справедливость (3.3.2б) и необходимость ограниче-

ния (3.3.3).

Приведем примеры материнских вейвлетов, формирующих базис

(3.3.1). Наибольшей популярностью здесь, пожалуй, пользуются функции

на основе производных функции Гаусса:

( ) ( )







−−=

2
1

2t
exp

td

d
t

m

m
m

mψ . (3.3.5)

Это вызвано тем обстоятельством, что, как уже было доказано выше,

функция Гаусса имеет наилучшие показатели локализации как во времен-

ной, так и в частотной областях.

При 1=m получаем вейвлет (рис. 3.7, а), который называют WAVE –

вейвлет с равным нулю нулевым моментом. При 2=m получаем вейвлет

(рис. 3.7, б), называемый “мексиканская шляпа” – MHAT – вейвлет:

( ) ( ) 224

1 2

1
3

2
t

ett
−−

⋅−= πψ , (3.3.6)

у него нулевой и первый моменты равны нулю. Спектр Фурье этого вейв-

лета ýже, поэтому он имеет лучшее разрешение.

Функция Гаусса образует также DOG-вейвлет – разность двух Гауссиан:

( ) .
t

exp,
t

expt







−−








−=

8
50

2

22

ψ

Широкое распространение получил вейвлет Морле (Morlet)

(рис. 3.7, в),

( ) { } .expexp







−=

2

2t
tjt oωψ (3.3.7)
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где 0ω – доминантная частота, позволяющая варьировать избирательно-

стью базиса. Этот вейвлет отличает от других, прежде всего, то что он яв-

ляется комплексной функцией, у которой вещественные и мнимые части –

модулированные гауссианой гармоники.
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Рис. 3.7.
Примеры базисных функций вейвлет:

а)WAVE-вейвлет;
б)MHAT-вейвлет (мексиканская шляпа);

в)вейвлет Морле
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3.4. Свойства непрерывного вейвлет-преобразования

Линейность. Линейность непрерывного вейвлет-преобразования сле-

дует из линейности скалярного произведения (3.3.2а).

Пусть функции ( ) ( ) 2Ltgtf ∈и . Тогда,

( ) ( ) ( )baCWTbaCWTbaCWT gfgf ,,,, += . ` (3.4.1)

Сдвиг. Рассмотрим непрерывное преобразование вейвлет-функции

( ) ( )btftf ′−=1 . Тогда

( ) ( )

( ) ( ),,

,

bbaCWTtd
a

bbt
tf

a

dt
a

bt
btf

a
baCWT

f

f

′−=′






 −′+=

=






 −′−=

∫

∫
∞

∞−

∞

∞−

1
1

1

1
1

ψ

ψ

(3.4.2)

т.е. вейвлет - образ функции также сдвигается на b′ . Это иллюстрируется

на рис. 3.8.

Масштабирование. Рассмотрим, далее, непрерывное преобразование

Рис.3.8.
Иллюстрация свойства сдвига непрерывного вейвлет-преобразования:
сдвиг функции во временной области ведет к сдвигу ее вейвлет-образа
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вейвлет-функции ( ) ( ),/ ctf
c

tf
1

1 = где множитель

c

1
введен для сохра-

нения энергии.

Имеем:

( ) ,
c

b
,

c

a
CWTdttf

a

btc

a

c

dt
c

t
f

a

bt

ca
)b,a(CWT

f

f








=






 −=

=














 −
⋅

=

∫

∫
∞

∞−

∞

∞−

11
1

1
1

ψ

ψ

т.е. вейвлет-преобразо-

вание также подвергает-

ся масштабному преоб-

разованию. Это означа-

ет, что, если функция

расширяется во времен-

ной области, то в мас-

штабно-временной (час-

тотно-временной) плос-

кости [ ]ba, она также

расширяется (рис. 3.9).

Аналог теоремы

Парсеваля. Для каж-

дой функции ( ) 2Ltf ∈ и ее непрерывного преобразования вейвлет спра-

ведливо следующее соотношение:

( ) ( )∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

=
2

22 1

a

dadb
b,aCWT

C
dttf f

ψ
. (3.4.3)

Для доказательства этой формулы рассмотрим интеграл

Рис. 3.9.
Иллюстрация свойства масштабирования при 2=c
(Преобразование вейвлет-функции ( ) ( )baCWTtf f ,

11

"перекрывают" ( )baCWT f , )
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( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

=
2

2

a

dadb
baCWTI f , .

В соответствии с (3.3.4) можем записать:

( )

( ) ( ) .

,

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∗

∞
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2

2

2

2 a

da
dbdeFa
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baCWT

jb

f

ωωωΨ
π

ω

Обозначим ( ) ( ) ( )ωωΨω FaP ∗= .

Тогда, дважды воспользовавшись теоремой Парсеваля (2.2.14), полу-

чим:

( ) ( )

( ) .∫ ∫

∫ ∫∫ ∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
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∞
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2

1

С учетом введенного обозначения для ( )ωP

( ) ( )

( ) ( )
.da

a

a
dF

a

da
dFaI

∫∫

∫ ∫
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ωω

π

ωωωΨ
π

Второй интеграл равен ψC . Снова применяя теорему Парсеваля, с уче-

том обозначения для I получим окончательно для (3.4.3):

( )

( ) ( )∫ ∫

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

=⋅=

=

,dttfdF
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dadb
b,aCWT

C f
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2

1

1

ωω
π
ψ

ψ

ψ
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что доказывает (3.4.3).

Свойства локальности. Локальные свойства базиса (3.3.1) во времен-

ной и частотной областях характеризуются концентрацией энергии базис-

ной функции ( )tba,ψ во временной и частотной областях. Поэтому количе-

ственно это свойство можно определить величиной вторых центральных

моментов функций ( ) 2
tba ,ψ и ( ) 2ωψ , квадратный корень из которых ха-

рактеризует область наибольшей концентрации энергии этих функций.

Обозначим через 0t и
2
t∆ , соответственно, величины первого и второ-

го центральных моментов функции ( ) 2
tψ ,т.е.

( )

( ) ( ) .

,














−=

=

∫

∫
∞

∞−

∞

∞−

dtttt

dtttt

t

o

22
02

2

2

2

1

1

ψ
ψ

∆

ψ
ψ

Тогда первый момент (центр тяжести, среднее значение функции) ( ) 2
tba ,ψ

будет равен

.dt
a

bt
t

a
t ∫ 







 −=
∞

∞−

2

21

1 ψ
ψ

После замены переменной на
a

bt
t

−=1 и преобразований, получим:

( ) ( ) otabdttbdttt
a

t +=+= ∫∫
∞

∞−

∞

∞−
1

2
121

2
1121

1 ψ
ψ

ψ
ψ

. (3.4.4)

Отсюда следует, что центр тяжести базисной функции ( )tba,ψ изменяется с

масштабом a : чем шире базисная функция (больше a ), тем больше рас-

стояние между центрами базисных функций.
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Определим второй центральный момент функции ( ) 2
tba,ψ . Имеем

(В.4):

( )

.
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∫
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∞
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Обозначим
a

bt
t

−=1 :

( ) ( ) .22
1

2
1

2
012

2
2

tadtttt
a ∆ψ
ψ

∆ψ =












−= ∫
∞

∞−

Тогда ширина (иногда говорят – радиус) функции ( )tba ,ψ во времен-

ной области будет равен

.taR ∆ψ = (3.4.5)

Следовательно, функция ( )tba ,ψ занимает "окно" во временной облас-

ти:

[ ]ttt aatbaatbWin ∆∆ ++−+= 00 , . (3.4.6)

Это “окно” шириной ta∆2 будет расположено около точки 0atbtw += . По-

следнее означает, с одной стороны, что значение анализируемой функции

( )tf , взятое в некоторой точке 0t , влияет на значение коэффициента

( )baCWT f , с ростом масштаба во все большем временном диапазоне, об-

разуя в плоскости ( )ba, так называемый угол влияния (рис. 3.10, а). С дру-

гой стороны, величина коэффициента ( )baCWT f , в точке ),( 00 ba будет

определяться значениями функции ( )tf в окрестности точки 0b , опреде-

ляемой тем же углом влияния (3.10, б).

Из рис. 3.10, в частности, следует важный вывод о том, что
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мелкомасштабные вариации функции ( )tf будут проявляться в вейвлет-

области при малых значениях масштаба a , в то время как при больших

значениях масштаба они будут сглаживаться, но при этом будут про-

являться крупномасштабные изменения функции ( )tf .

Определим далее локальные свойства вейвлета ( )tψ в частотной об-

ласти. Обозначим через 0ω и
2
ω∆ величины первого и второго центральных

моментов функции ( )ωΨ . Как было отмечено выше, благодаря равенству

нулю первых моментов вейвлета ( )tψ , функция ( )ωΨ описывает полосо-

вой фильтр с центральной частотой, равной 0ω . Если ввести функцию

( ) ( )0ωωΨωη −= , имеющую нулевое среднее значение и ширину ω∆ , то

вейвлет-преобразование в Фурье-области аналогично (3.3.4) можно запи-

сать в виде:

( )

{ } ( ) .exp

,

ωωωωηω
π

dF
a

ajb
aa

baCWT f

∫
∞

∞−















 −∗=

=

0

2

(3.4.7)

Рис. 3.10.
Угол влияния на величины коэффициентов ( )baCWT f , с ростом масштаба - а)

и на величину коэффициента ( )00 b,aCWT f значений функции ( )tf в окрест-

ности точки 0b - б).
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Оконная функция ( ) ( )ωΨωωηωωη aa
a

a =−=














 − 0
0

имеет ширину

a
0ω

. Поэтому, с точностью до константы и фазового сдвига
ωjbe , вейвлет-

преобразование (3.3.4) дает локальную информацию о спектре анализи-

руемой функции ( )ωF в полосе
a
ω∆

± с центром в точке
a

0ω
, т.е. в окне








 +−=
aaaa

Win ωω
ω

∆ω∆ω 00 , .

При этом отношение центральной частоты
a

0ω
к ширине окна

a
ω∆

2 ,

равное

ω∆
ω
2

0 , остается постоянным

при любых значениях a . Частотный

анализ при постоянном значении

ω∆
ω
2

0

носит название анализа с постоянной

добротностью избирательной системы

– анализ с постоянным Q . Этим

вейвлет-анализ отличается от

обычного Фурье-анализа или Фурье-

анализа на ограниченном временном

интервале. Площадь частотно-

временного окна вейвлет-анализа будет равна ,ω
ω ∆∆∆∆ tt a

a 4
2

2 = т.е. она

будет постоянной при всех значениях масштаба a . Причем, при увеличе-

нии масштаба (смещение в низкочастотный диапазон анализа) окно будет

расширяться по временной шкале в плоскости время-частота (рис. 3.11) и

сужаться по частотной шкале. При уменьшении масштаба – наоборот.

Рис. 3.11.
Функции вейвлет-анализа

на плоскости время-частота
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3.5. Дискретное вейвлет-преобразование

Представление функции ( )tf через ее непрерывное вейвлет-

преобразование является избыточным. В задачах обработки информации,

встречающихся на практике, сигнал, во-первых, имеет ограниченную поло-

су и, во-вторых, допускаются те или иные погрешности в получаемых ре-

зультатах. Поэтому используют дискретное представление непрерывных

сигналов, при которых параметры преобразования, в данном случае a и b ,

приобретают дискретные значения. Вейвлет-преобразование, при котором

значения a и b дискретны, называют дискретным вейвлет-преобразова-

нием (DWT - Discrete Wavelet Transform).

3.5.1. Дискретизация масштаба

Рассмотрим сначала случай дискретного масштаба a и положим

m
m aaa 0== )a( 10 > . Это равноценно разбиению частотной оси на под-

диапазоны (частотные полосы). Предположим, что ( ) ω∆ω 100 += a (это

можно сделать всегда, умножив функцию ψ на некоторый модуляцион-

ный множитель ( )te tj ψα (см. (2.2.4б))). Тогда частотное окно будет равно

( )ωω
ωω ∆∆∆ω∆ω 2

0
1

0
00 +−+−=








−− mm

mmmm

aa
aaaa

,, ,

а центральная частота m -го вейвлета:

( ) ω∆ω m

m

aa
a

−+= 00
0 1 .

Базисом для DWT является функция, полученная из (3.3.1) при

maa 0= :
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( ) ( )( )btaat m
m

bm −= −−
0

2
0 ψψ , . (3.5.1.)

Если справедливо (3.3.3) и если ( )tψ достаточно быстро затухает, то

любая функция из 2L может быть представлена в виде дискретной по

Zm∈ последовательности

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

−−
−== dtbtatfafbmDWT m

m

bmf 0
2

0 ψψ ,,, . (3.5.2.)

Для восстановления ( )tf по дискретным значениям (3.5.2.) на базис

( )tbm,ψ налагаются дополнительные ограничения, а именно, образ Фурье

вейвлета ( )tbm,ψ должен удовлетворять соотношению

( )∑
∈

≤≤
Zm

m BaA ,
2

0 ωΨ (3.5.3.)

где константы A и B такие, что ∞<≤< BA0 .

Условие (3.5.3.) в терминах радиотехники имеет довольно прозрачное

толкование. Действительно, так как при каждом значении масштаба
ma0

вейвлет представляет собой полосовой фильтр, то набор (сумма) этих

фильтров (блок фильтров) является некоторым устройством с неравномер-

ной частотной характеристикой, определяемой константами A и B (рис.

3.12). Сигнал, например звуковой, на выходе такого устройства при силь-

ной неравномерности частотной характеристики претерпевает существен-

ные искажения. Поэтому для его восстановления принимают специальные

меры, в частности, устанавливают фильтр, компенсирующий искажения

частотной характеристики. В вейвлет-преобразовании таким фильтром яв-

ляется дуальный (или двойственный) вейвлет ( )tψ~ , Фурье-образ которого

имеет вид:
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( ) ( )
( )∑

=

n

na
2

0ωΨ

ωΨωΨ~
. (3.5.4.)

Покажем, что с помощью такого вейвлета по коэффициентам DWT

полностью восстанавливается сигнал. Действительно, используя соотно-

шение Парсеваля (2.2.13) и формулу (3.5.4.), получим

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) .

~
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,

~,

tfdeF

deaaF
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2
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Из (3.5.4.) и (3.5.3.) можно показать, что

( )∑
∈

≤≤
Zm

m

A
a

B

11 2

0 ωΨ~
.

Рис. 3.12.
Частотная характеристика набора полосовых фильтров,

образованных вейвлетами ( )ωΨ ma
с разным масштабом при 43210 −−−−= ,,,,m
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3.5.2. Дискретизация масштаба и сдвига. Фреймы

В этом случае полагают дискретными величины a и b , т.е.

m
m aaa 0== и

makbb 00= . Частотное окно для анализа сохраняется преж-

ним. Ширина временного окна (3.4.6.) равна t
ma ∆02 , а среднее значение

( ) makbt 000 + изменяется дискретно пропорционально m -ой степени 0a -

масштабу вейвлета. Чем ýже функция ψ , т.е. меньше величина
ma0 , тем

меньше (на ту же величину) шаг сдвига этой функции.

Базисными функциями для дискретного вейвлет-преобразования бу-

дут функции, получаемые из (3.3.1) при iaa 0= и
iakbb 00=

( ) ( )00
202 kbtaa

a

ktat
at i

i

oi
o

i
o

i

oik −=











 −= −−−
ψψψ . (3.5.5)

Коэффициенты разложения любой функции из 2L могут быть получе-

ны как

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

,,

∫∫
∞

∞−

−−
∞

∞−

−==

==

dtkbtatfadtttf

ttfkiDWT

o
i

o

i

oik

ikf

ψψ

ψ

2
(3.5.6)

Выражение (3.5.6) является дискретным вейвлет-преобразованием

функции ( ) DWTtf − .

Чтобы обратное преобразование во временную область было справед-

ливым, должно выполняться следующее условие:

222
fBffA

ki
ik∑ ≤><<

,

,ψ (3.5.7)

для всех ( )RLf 2∈ , если константы A и B такие, что ∞<≤< BA0 .

В этом случае формула для восстановления функции ( )tf по коэффи-

циентам ( )kiDWT f , будет иметь вид
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( ) ( ) ( )∑ +
+

=
ki

ikf RtkiDWT
BA

tf
,

,, ψ2
(3.5.8)

где ошибку восстановления R можно оценить как .f
A

B
OR 







 −≤ 1

Разделив все члены неравенства (3.5.7) на
2

f , можно видеть, что

константы A и B являются границами нормированной на
2

f энергии –

скалярного произведения ikf ψ, . Они (эти константы) как бы "обрамля-

ют" нормированную энергию коэффициентов ( )kiDWT f , . Отсюда произо-

шел термин фрейм (frame), которым называют множество функций

( ){ },,; Zkitik ∈ψ при которых условие (3.5.7) выполняется.

Если BA = , то 0=R и множество ( ){ }tikψ называют плотным фрей-

мом. При этом выражение ∑=
ki

ikffA
,

,,
22 ψ вытекающее из (3.5.7), яв-

ляется обобщением теоремы Парсеваля на плотные фреймы.

Для плотных фреймов из (3.5.8) получаем

( ) ( ) ( ).,
,

,∑
−=

ki
kif tkiDWTAtf ψ1

Если 1== BA , то плотный фрейм становится ортогональным бази-

сом.

Заметим, что для вейвлетов, образованных материнским вейвлетом

(3.3.6), хорошие результаты при восстановлении сигналов получаются при

502 0
4

1

0 ,, == ba , так как
5101 −<−

A

B
. Для бóльших величин, например

20 =a , будет 0801 ,≅−
A

B
, т.е. восстановление приводит к бóльшим иска-

жениям.
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3.5.3. Примеры вейвлетов для дискретного преобразования

Как было отмечено выше, функции вейвлет обладают свойством час-

тотно-временной локализации, т.е. они ограничены как в частотной, так и

во временной областях. Ниже рассмотрим два примера: первый – спектр

вейвлетов в частотной области представляет собой идеальный полосовой

фильтр, второй – сами функции вейвлет представляют собой прямоуголь-

ники. Все вейвлеты, с точки зрения частотно-временных свойств, занимают

промежуточное положение между этими крайними случаями.

Sinc-базис. Разобьем ось частот на интервалы (поддиапазоны), как по-

казано на рис. 3.13 при 20 =a . Такое разбиение называют логарифмиче-

ским, так как отношение верхней и нижней границ диапазонов постоянно и

равно 2. Такое разбиение является еще и идеальным, так как оно реализу-

ется идеальными полосовыми фильтрами. Подобная идеализация нужна

для исследования свойств частотного разложения с помощью идеализиро-

ванных вейвлетов, что позволит в дальнейшем перейти к более сложным

разложениям. Любой сигнал ( ) 2Ltf ∈ со спектром ( )ωF может занимать

полосу частот, охватывающую несколько таких поддиапазонов. Тогда

Рис. 3.13.
Разбиение оси частот в логарифмическом масштабе при 20 =a
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( ) ( )∑=
m

mFF ωω и ( ) ( )∑=
m

m tftf , т.е. сигнал представляет собой сумму

некоторого числа элементарных сигналов. В рассматриваемом идеальном

случае частотные каналы не перекрываются, поэтому имеет место ортого-

нальность этих элементарных сигналов, т.е.

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ −== .kidFFdttftf kiki δωωω
π2

1

Выберем из всего множества сигналов такие, которые ограничены по-

лосой частот ,I2 т.е. имеющие спектр ( )ωIF

Рассмотрим периодическую функцию ( )ωΦ I такую, что

( ) ( )kF I

k
II 22πωωΦ −= ∑

∞

−∞=

,

т.е. полученную периодизацией ( )ωIF (рис. 3.14) . Тогда спектр функции

( )ωiF при произвольном I можно представить в виде

( ) ( ) 



















−







= ∏∏ + iii iF

22
1 π

ω
π

ωωΦω , (3.5.9)

где ( )∏ x – функция окна такая, что

Рис. 3.14.
Периодизация функции ( )ωIF
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 ≤≤−
=

.случаяхостальныхв,

;,
)(

0
2

1
x

2

1
1

xП

Посмотрим, как при этих условиях можно представить функцию ( )tf

во временной области. Для этого разложим периодическую функцию

( )ωΦ i с периодом
i2

2

T π= , в ряд Фурье (см. (2.1.1)):

( ) [ ] [ ]∑∑
−

==
k

jk
i

k

jk

ii

ii
ekbekb ωω

π
π

ωΦ 222

2

, (3.5.10а)

где

[ ] ( ) ωω
π

π

π

ω deFkb

i

i

ijk
iii ∫

−

− −
=

2

2

2

22

1
. (3.5.10б)

Подставляя (3.5.10а) в (3.5.9) и выполняя обратное преобразование

Фурье, получим:

( ) ( )

[ ]

[ ] .ω
π
ω

π

π
ωω

π

ωω
π

ωω

ωω

ω

de
2

ekb
2

1

e
2

dekb
2

1

deF
2

1
tf

ti
i

2jk

k
i

ti
1i

2jk

k
i

ti
ii

i

i

⋅






⋅⋅−

−⋅






⋅⋅=

==

∏∫ ∑

∏∫ ∑

∫

∞

∞−

+

∞

∞−

∞

∞−

−

−
(3.5.11)

Вычислим первый интеграл. Переставляя операции суммирования и

интегрирования и ограничивая пределы интегрирования с учетом функции

окна, получим:
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Аналогично для второго интеграла получим:

[ ]

[ ] ( )
( ) ,

sin

kt

kt
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deekb
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i
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k
i
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Тогда из (3.5.11):

( ) [ ] ( ) ( )( ) [ ] ( )∑∑
∞

−∞=

++
∞

−∞=

=+−+=
k

iki
iiii

k
ii tkbktktkbtf Ψϕϕ 2222 11

,

где функция

( ) ( )x
x

x
x csin

sin ==
π

πϕ (3.5.12)

показана на рис. (3.15).

Сумма элементарных сигналов ( )tfi равна

( ) ( ) [ ] ( )∑∑ ==
−

= ki
iki

M

i
i tkatftf

,

ψ
1

0

, (3.5.13)
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[ ] [ ],/ kbka i
i

i
22=

где вейвлет

( ) ( )ktt ii
ik −= 22 2ψψ / (3.5.14)

и (см. рис. 3.16):

( ) ( ) ( )xxx ϕϕψ −= 22 . (3.5.15)

Выражение (3.5.13) является

представлением функции ( )tf в ба-

зисе вейвлет. В рассматриваемом ча-

стном случае идеальной полосовой

фильтрации вейвлетом является

функция (3.5.14), образованная из

материнской функции ( )xψ по

(3.5.15) с учетом (3.5.12). Такой

вейвлет называется csin -вейвлетом

по имени функции (3.5.12), которая

его образует, а функция (3.5.12) по-

лучила название масштабной функ-

ции.

Множитель 22

i

при ( )tikψ необходим для сохранения нормы ( )tikψ

вне зависимости от величины масштаба, так как:

( ) ( ) ( ) ( ) .xdxxdtktt ii
ik ψψψψ ∫∫

∞

∞−

∞

∞−

==−= 22
22

Покажем, что в рассматриваемом частном случае [ ] ( )kfkb i
i

i
i

−−= 22 ,

т.е. определяется отсчетами функции ( )tfi при kt i−= 2 .

Рассмотрим интеграл Фурье (2.2.1а) при дискретных значениях tkt ∆∈

Рис. 3.15.
cS in -функция

Рис 3.16.
cS in -вейвлет
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функции ( )ωiF , заданной на интервале
i2πω < .

Имеем, с учетом (3.5.10б):

( ) ( )

( ) .ik
ikj

ii
i

kj
iti

bdeF

deFkf

i

i

t

i

i

t

2
22

1
2

2

2

2

2

=⋅=

=⋅=

∫

∫

−

−

π

π

∆ω

π

π

∆ω

ωω
π

ωω∆

(3.5.16)

Последнее равенство справедливо при
i

t
−= 2∆ и вещественных ( )tf .

Следовательно,

( )kfb i
i

i
ik

−−= 22 .

Выполнив преобразование Фурье выражения (3.5.14), можно видеть,

что спектр Фурье csin -вейвлета представляет собой идеальный полосовой

фильтр, в общем случае занимающий полосу частот от
i22π до

122 +iπ .

Вейвлет Хаара. Разобьем теперь временную ось на интервалы, как

показано на рис. 3.17 и определим на единичном интервале функцию

( )
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<<

=

.случаяхдругихв,

;,

;,

0

1
2

1
1

2

1
01

t

t

tψ (3.5.17)

Эта функция является материнским вейвлетом, так как она удовлетво-

ряет условию (3.2.2). Система сдвигов таких функций ( )nt −ψ образует ор-

тонормальный базис, так как их взаимная энергия (В.5) равна нулю при

0≠n и равна единице при 0=n :

( )∫
∞

∞−

= 1
2
dttψ .

Преобразование Фурье (2.2.1б) вейвлета Хаара имеет вид
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( )
( )

4

42
ω

ω
ωψ

ω sinj
je

−
= (3.5.18)

и показано на рис. 3.17б.

Функции Хаара, также как csin -вейвлет, могут быть получены с по-

мощью масштабной функции

( )


 <≤

=
.случаяхдругихв,

;,

0

101 t
tψ (3.5.19)

что иллюстрируется на рис. 3.18.

Из приведенных примеров следует ряд

интересных выводов:

1. Представление вейвлет-функции в

виде прямоугольников в любой из областей

(частотной или временной) ведет к беско-

нечному расширению в противоположной

области (сравните рис. 3.14 и 3.16;

рис. 3.17,а и 3.17,б).

Следовательно, для того, чтобы функции вейвлет были локализованы

одновременно во временной и частотной областях, они должны убывать с

ростом аргумента, по крайней мере, по закону обратной пропорционально-

Рис. 3.17.
Функция Хаара.
а) вейвлет ( )tψ ;

б) спектр Фурье амплитуды

Рис. 3.18.
Формирование вейвлета Хаара

с помощью масштабных

функций
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сти (см. (3.2.1)).

2. Вейвлеты ( )tψ , спектры Фурье которых представляют собой поло-

совые фильтры, могут быть выражены через масштабные функции ( )tϕ ,

спектры Фурье которых представляют собой фильтры нижних частот (см.

формулы (3.5.15) и (3.5.19)).

3. Базисные функции для DWT могут быть получены из одной мате-

ринской функции путем ее масштабирования и сдвига (см. формулы

(3.5.14) и (3.5.15)).

4. Любой сигнал ( )tf из 2L может быть представлен своим вейвлет-

разложением (3.5.13), если число компонентов ( )tfi таково, что они зани-

мают полосу частот большую, чем полоса сигнала.
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