
20

Глава 1

Представление сигналов

Непрерывные или дискретные сигналы – это совокупность достаточно

большого числа точек на графике или чисел в компьютере, которые сами

по себе сигнал никак не характеризуют, особенно если сам сигнал скрыт в

шумах. Некоторое представление о характере сигнала могут дать его энер-

гия или мощность, но более полное – разложение (или его описание) по

некоторым компонентам или простым колебаниям. Аналогом такого под-

хода является описание человека по его носу, губам, бровям и т.п. Здесь,

конечно, имеет значение выбор самих компонент: при неудачном выборе

их может потребоваться бесконечное множество, а при удачном – наобо-

рот. Множество компонентов образуют систему координат пространства

сигналов, в котором каждый сигнал можно представить одной точкой. Это

пространство может быть разбито на части – подпространства, в каждом из

которых сигналы характеризуются некоторым общим свойством. Так, на-

пример, можно разделить все человечество на людей с прямыми носами

или карими глазами и т.п.

Настоящая глава посвящена вопросам, связанным с представлением

сигналов, которое является основой анализа сигнала.
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Рис. 1.1.
Периодические прямоугольные

импульсы

1.1. Множества сигналов

Вся совокупность сигналов S , встречающихся как на практике, так и

в теоретических исследованиях, может быть разбита на ряд групп или

множеств, каждое из которых объединено каким-либо одним общим и

единственным свойством P . Условно это записывается как: { }PsVP ;= ,

т.е. PV есть множество всех s , для которых справедливо P . Следователь-

но, определив свойство P , мы определяем тем самым множество сигналов.

Множества чаще всего обозначается заглавными буквами, например,

LGFVS ,,,, и т.д. Каждый сигнал (или другой объект) множества называ-

ется его элементом и обозначаются прописными буквами: gfvus ,,,, и т.д.

Периодические сигналы – множество периодических сигналов с пе-

риодом T

( ) ( ) ( ){ }ZnttsnTtssTVp ∈∞<<∞−=+= ,,; (1.1)

Запись Zn∈ означает, что n может принимать любое целочисленное

значение, т.е. KK ,,,,,,,, 3210123 −−−=n .

Примером таких сигналов может

служить последовательность импуль-

сов, следующих друг за другом с

определенным временным интервалом

(периодом T ) (см. рис. 1.1).

Сигналы с ограниченной энергией. Это, например, сигналы из мно-

жества

( )












∞<= ∫
∞

∞−

dttssL E
2

2 ; . (1.2.)

О функциях ( )ts , описывающих такой сигнал, говорят, что они интег-

рируемы с квадратом.
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Очевидно, что неравенство в (1.2) справедливо, только если

( ) 0→
∞→

ts
t
lim .

Иногда говорят о сигналах с ограниченной энергией, заданных на ко-

нечном интервале 12 ttT −= (см. (В.1)).

Тогда (1.2) можно записать в виде

( ) ( )













∞<= ∫

2

1

2
2

t

t

E dttssTL ; .

Последнее множество сигналов можно рассматривать также как сигналы с

ограниченной мощностью:

( ) ( )













∞<= ∫

2

1

2
2

1
t

t

P dtts
T

sTL ; .

В дальнейшем для таких множеств будем пользоваться обозначением

( )TL2 , опуская T при бесконечном интервале определения – 2L .

К множеству сигналов ( )TL E2 или ( )TL P2 относятся, в частности, фи-

нитные сигналы.

Сигналы с ограниченной полосой. Спектр Фурье ( )fS таких сигна-

лов ограничен некоторой предельной частотой W Гц, т.е.

( ) ( ){ } WffSsWVB >== всехдля0; . (1.3)

Именно для таких сигналов формулируется известная теорема от-

счетов.

Сигналы ограниченной длительности. Это множество сигналов, ко-

торые равны нулю за пределами некоторого интервала 21 ttt ≤≤ , т.е.

( ) ( ){ }120120 0 ttT,ttt,ts;sTVt −=≤≤== для . (1.4)

Комплексный гармонический сигнал – это множество сигналов

( ) ( ){ }θπ +== tfj
c AetssV 2; , (1.5)

где θ,, fA – амплитуда, частота и начальная фаза колебаний, 1−=j .
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Рис .1.2.
Объединение множеств 1V и 2V

Рис. 1.3.
Пересечение множеств 1V и 2V

Рис. 1.4.
Множество 1V является

подмножеством множества 2V

Остановимся на некоторых операциях над множествами, с которыми

будем встречаться позже.

Объединение множеств 1V и 2V записывается как

{ }2121 VsVssVV ∈∈=∪ или;

и иллюстрируется на рис. 1.2.

Пересечение множеств 1V и 2V определяется как

{ }2121 VsVssVV ∈∈=∩ и; и иллюстрируется на рис. 1.3.

Запись Vs∈ означает, что элемент s принадлежит множеству V ; за-

пись 21 VV ⊂ – каждый элемент множества 1V входит в множество 2V

(иначе говоря, 1V – подмножество 2V см. рис. 1.4)

Примерами часто встречающихся множеств являются:

N – натуральные числа;

R – вещественные

(действительные) числа;

C – комплексные числа;

S – множество сигналов;

L – множество функций;

Z – целые числа.

Отображение множеств. Преобразование каждого элемента if од-

ного множества F в элемент ig другого множества G называется отобра-
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Множество

элементов F

Множество эле-
ментов G

Рис. 1.5.
Отображение множеств

Рис. 1.6.
Функциональная

зависимость ( )xfy = .
R – множество чисел

жением, иногда – преобразованием (см. рис. 1.5) Элемент if называется

прообразом, а элемент ig –

образом. Если правило или

закон преобразования

обозначить Q , то

преобразование F в G

можно выразить форму-

лой ][ ii gQf = .

Преобразование будет

линейным, если для некото-рых вещественных чисел 1λ и 2λ выполняются

условия аддитивности и однородности:

[ ] [ ] [ ]22112211 FQFQFFQ λλλλ +=+ .

Приведем несколько примеров преобразований Q .

Пример 1.

Если F и G – числа, например x и y , принадлежащие одному мно-

жеству R , то преобразование Q порождает функциональную зависимость

( )xfy = (рис. 1.6). Свойством

линейности обладает линейная функ-

ция 21 λλ += xy .

Пример 2.

Если F и G – это функции из

одного и того же множества L , напри-

мер ( )tf и ( )tg , то Q – это оператор

преобразования функций ( )tf в ( )tg

( ) ( )[ ]tfQtg = (рис. 1.7).

Свойством линейности здесь обладает оператор умножения на скаляр

( ) ( )tgtf λ=
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Рис. 1.7.
ОператорQ .

L – множество функций

Множество

функций

Множество

чисел

Рис. 1.8.
Функционал Q

Рис. 1.9.
Отображение множества сигналов

с конечной энергией F
в действительные числа G ;

0F – подмножество сигналов

с энергией 1E

и оператор дифференцирования

( ) ( )[ ]

( ) ( )tftf

tftf
dt

d

′+′=

=+

2211

2211

λλ

λλ

и интегрирования

( ) ( )[ ]

( ) ( )∫∫

∫
+=

=+

dttfdttf

dttftf

2211

2211

λλ

λλ
.

Пример 3.

Если множество F – это функции ( )tf и ( )tϕ , а множество G – числа

g , то преобразование Q – это функционал ( )[ ]tfQg = (рис. 1.8).

Примером функционалов являются интегралы

( ) ( )

( ) ( )∫

∫
∞

∞−

∞

∞−

=

=

dtttfg

,dtttfg

ϕ

ϕ

2
2

1

(рис. 1.9).

Примером линейных функцио-

налов является выражение для

площади финитного сигнала

( ) .dttsS ∫
∞

∞−

=

Если функции заданы на

дискретном множестве точек it , то

интегралы заменяются суммами.
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Рис. 1.11.
Преобразование Фурье:

а) ( )tf – функция времени;

б) ( )ωF – спектр Фурье, функция

частоты ω.

Множество

функций пере-
менной t

Множество

функций пере-
менной ω

Рис. 1.10.
Функциональный оператор Q

Пример 4.

Если F – множество функций

одной переменной, например ω , а

G – множество функций другой

переменной, например t , то

преобразование Q – функциональ-

ный оператор (рис. 1.10)

( ) ( )[ ]tfQF =ω

Наиболее типичным примером функционального оператора является

преобразование Фурье (рис. 1.11):

( ) ( )∫
∞

∞−

−= dtetfF tjωω .

Еще одним примером

является хорошо известная

операция свертки (В.6) функ-

ции ( )tf с функцией ( )tg :

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

−= τττ dgtfty .

Иногда рассматривают

функциональный оператор

как разновидность функцио-

нала на том основании, что каждое числовое значение функции ( )ωF , при

фиксированном ω , определяется поведением функции ( )tf на всем интер-

вале изменения переменной t .
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1.2. Пространство сигналов

Метрическое пространство. Рассматривая элементы, в сущности,

сигналы одного и того же множества, необходимо условиться о признаках

или признаке, отличающих их друг от друга. Общий и интуитивно ясный

подход заключается в том, чтобы эти элементы интерпретировать в виде

точек в некоторой системе координат. Оказывается, что наиболее подхо-

дящим признаком, отличающим два элемента множества, например x и y ,

является расстояние между этими точками (обозначим его через ( )yxd , ).

Множество с подходящим образом определенным расстоянием назы-

вается пространством. Если, кроме того, установлено правило, с помо-

щью которого вычисляется это расстояние, то пространство называется

метрическим, а само правило называется метрикой. Расстояние d облада-

ет следующими аксиоматическими признаками:

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ).(,,,)

),(,,)

,,,,)

катреугольнионеравенств

симметрия

еслитолькои

zydyxdzxd

xydyxd

yxyxdyxd

+≤
=

==≥

3

2

001

(1.6)

Так как расстояние – это число, а элементы x и y могут быть функ-

циями, то ( )yxd , – это функционал.

Пример 5.

Действительная ось – множество действительных чисел R – является

метрическим пространством с метрикой

( ) Ryxyxyxd ∈−= ,;, .

То есть расстояние между действительными числами является просто

модулем их разности.

Линейные пространства. После ввода понятия метрики дальнейшим

продуктивным подходом к конструированию пространства для представ-

ления сигналов является рассмотрение сигналов как векторов, соединяющих
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начало координат с точкой (элементом) этого пространства. Тогда каждо-

му элементу K,,, zyx пространства соответствует набор чисел (вещест-

венных или комплексных) ,,,, K321 ααα KK ,,,,,,, 321321 λλλβββ и т.д., яв-

ляющихся проекцией вектора на координатные оси. Кроме того, используя

операции векторной алгебры, могут быть определены различные взаимо-

связи между элементами пространства. Поскольку эти операции линейны,

то и пространство, образованное множеством векторов, является линей-

ным. Более точно: множество элементов K,,, zyx образует линейное про-

странство, если в нем определены следующие операции:

1. Каждой паре векторов x и y множества V соответствует вектор

Vyx ∈+ , называемый суммой x и y ;

2. Каждому элементу Vx ∈ и каждому числу (скаляру) λ поставлен в

соответствие определенный элемент Vx∈λ – произведение на скаляр так,

что для любых элементов Vyx ∈+ и любых скаляров λ и µ

а) сложение коммутативно xyyx +=+ ;

б) сложение ассоциативно ( ) ( ) zyxzyx ++=++ ;

в) существует нулевой элемент V0 ∈ такой, что xx =+ 0 ;

г) для любого x существует единственный вектор ( )x− такой, что

( ) 0=−+ xx ;

д) умножение на скаляр ассоциативно ( ) ( )xx λµµλ = ;

е) xx =1 и 00 =x для любого x ;

( )
( ) 




+=+
+=+

xxx

yxyx

µλµλ
λλλ

з)

ж) ;
( законы дистрибутивности).

Приведенные выше свойства позволяют ввести достаточные ясные ал-

гебраические взаимосвязи между сигналами.

Если в качестве скаляров µλβα ,,, и т.д. берутся вещественные чис-

ла, то такое пространство называется вещественным (действительным)
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линейным пространством. В противном случае, имеем дело с комплексным

линейным пространством.

Нормированные линейные пространства. Расстояние от начала ко-

ординат до какой-либо точки пространства называется нормой, а простран-

ство, где она введена – нормированным. Норма вектора x , обозначаемая

как x , должна удовлетворять следующим аксиомам:

ка.треугольнионеравенств

еслитолько

−+≤+

=

==≥

yxyxв

xxб

xxиxа

)

;)

;,)

λλ

000

(1.7)

Сопоставляя приведенные аксиомы с требованиями, которым должна

удовлетворять метрика ( )yxd , , легко видеть, что

( ) yxyxd −=, (1.8)

есть метрика, которая удовлетворяет условиям (1.6). Если такая метрика

используется в нормированном линейном пространстве, то оно будет

метрическим.

Пример 6.

Пусть
nR – множество, представляющее собой упорядоченный набор

n вещественных чисел (вектор – строк из n чисел). Пусть

{ }nx ααα ,,, K21= и { }ny βββ ,,, K21= , тогда следующие функционалы

дают примеры метрик:

a) ( ) ∑
=

−=
n

i
iiyxd

1
1 βα, ,

б) ( )
212

1
2

/

,













−= ∑

=

n

i
iiyxd βα ,

в) ( ) { }niyxd ii K,,;max, 213 =−= βα .
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Пространство со скалярным произведением. Взаимное отношение

двух векторов, т.е. их геометрические свойства, может быть охарактеризо-

вано с помощью числа, называемого скалярным произведением. Иными

словами, это – отображение упорядоченных пар векторов линейного про-

странства на вещественную ось R или комплексную плоскость C . Ска-

лярное произведение векторов x и y , обозначаемое как yx, , часто назы-

вают внутренним произведением.

Линейное вещественное пространство, в котором введено понятие

скалярного произведения, называется евклидовым. Элементы x и y евкли-

дова пространства удовлетворяют следующим условиям:

.,,,,)

,,)

,,)

,,,)

000 ==≥

=

=

+=+

xxxxxг

xyyxв

yxyxб

zyzxzyxа

еслитолькоиеслии

αα
(1.9)

В евклидовом пространстве справедливо очень важное соотношение,

известное как неравенство Коши-Буняковского:

yyxxyx ,,, ≤
2

, (1.10)

которое вытекает из свойств (1.9а, б и в) скалярного произведения. Дейст-

вительно, для любого вещественного λ имеем, согласно (1.9г),

., 0≥−− yxyx λλ

Раскрывая левую часть неравенства, получим:

.,,, 02 2 ≥+− yyyxxx λλ

Видно, что квадратный трехчлен (относительно λ ) неотрицателен,

следовательно его дискриминант отрицателен (или равен нулю), т.е.

.y,yx,xy,x 02 ≤−

Отсюда вытекает (1.10).



31

Важным следствием из свойств скалярного произведения является то,

что норма вектора x может быть определена как

xxx ,= . (1.11)

Действительно, условия (1.7а и б) для нормы удовлетворяются.

Для доказательства аксиомы треугольника имеем с учетом (1.10):

.yxyxyx

y,yx,yy,xx,xyx,yxyx

222

2

2 +=++≤

≤+++=++=+

Следовательно,

yxyx +≤+

и соотношение (1.11) удовлетворяет условию (1.7в) для нормы.

В соответствие с (1.11) можно утверждать, что скалярное произведе-

ние порождает норму, которая, в свою очередь, согласно (1.8), порождает

метрику, благодаря чему пространство со скалярным произведением ста-

новится метрическим.

Взаимное отношение двух векторов в комплексном пространстве так-

же может быть охарактеризовано с помощью скалярного произведения.

Комплексное линейное пространство, в котором каждой паре его элемен-

тов x и y (векторов) поставлено в соответствие комплексное число yx,

– скалярное произведение, называется унитарным. Элементы x и y уни-

тарного пространства удовлетворяют тем же условиям (1.9), за исключени-

ем (1.9в), которое записывается в виде:

,,,
∗= xyyx (1.12)

где
∗

– знак комплексного сопряжения.

Заметим, что в унитарном пространстве для любого комплексного

числа λ имеем yxyx ,, ∗= λλ , так как согласно (1.9 в) и (1.9 б):

yxxyyx ,,, ∗∗ == λλλ .
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В унитарном пространстве, так же как в евклидовом, можно ввести

норму xxx ,= , удовлетворяющую всем аксиомам о норме.

1.3. Представление элементов векторного пространства

Любой вектор линейного пространства x может быть образован сум-

мированием нескольких векторов nuuu ,,, K21 со скалярными коэффици-

ентами nααα ,,, K21

∑
=

=
n

i
iiux

1

α . (1.13)

Множество всех линейных комбинаций (1.13) векторов { }nuuu ,,, K21

также образует линейное пространство.

Множество векторов nuuu ..,,, K21 называется линейно-независимым,

если любой из них не может быть выражен через остальные с помощью

линейной комбинации. Иначе говоря, когда равенство

∑
=

=
n

i
iiu

1

0α (1.14)

справедливо только при всех iα , равных нулю.

Обозначим через V линейное пространство всех комбинаций линей-

но-независимых векторов { }nuuu ...,,, 21 . Каждый вектор Vx∈ соответст-

вует единственному набору скалярных коэффициентов iα , следовательно,

на основе векторов { }niui ,...,; 1= может быть выражен любой вектор из

V . Множество векторов { }iu , отвечающих условию линейной независи-

мости, называется базисом, сами векторы имеют смысл осей координат, а

совокупность чисел iα – координаты вектора x .
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Рис. 1.12.
Представление двумерного

вектора x на плоскости ( )21 uu ,

Упорядоченная последовательность коэффициентов { }iα может рас-

сматриваться как n -мерная векторная строка. Это означает, что набор из n

вещественных
nR или комплексных

nC чисел является представлением

вектора x (в nR или
nC ) по отношению к базису { }iu .

В одном и том же пространстве существует не одно множество ли-

нейно-независимых векторов, и соответственно, в нем может быть опреде-

лен не один базис. Чтобы уточнить, какой же базис используется, говорят о

пространстве V , натянутом на этот базис.

Одно и то же пространство может быть разбито на подпространства,

так же как элементы одного множества могут быть разбиты на ряд под-

множеств. Если взять подмножество { }mααα ,,, K21 множест-

ва{ }nααα ,,, K21 , где nm < , то множество линейных комбинаций векторов

подмножества образует линейное пространство, являющееся подпростран-

ством исходного линейного пространства.

Более строго, подмножество 1V из V является подпространством, ес-

ли:

а) для всех x и y из 1V yx + также принадлежит 1V ;

б) для всех x из 1V и λ из R или C

xλ принадлежит 1V .

В зависимости от величины n

вектор x можно рассматривать в двумер-

ном, трехмерном и т.д., n -мерном прост-

ранстве. В двумерном пространстве два

параллельных вектора 1u и 2u линейно-

зависимы, т.к. между ними существует

очевидная линейная связь 12 uu λ= . Два пересекающихся вектора – линей-

но-независимы, так как между ними нет такой связи, но любой третий век-
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тор x можно представить в виде линейной комбинации 2211 uux λλ +=

(рис. 1.12).

Легко видеть, что в трехмерном пространстве будут линейно-

независимы только три вектора, в четырехмерном – четыре и т.д. Макси-

мально возможное число линейно-независимых векторов определяет раз-

мерность пространства.

Если углы между базисными векторами равны 2π , то такая система

координат является декартовой, а базисная система ортогональной.

Вектор x , говорят, ортогонален множеству векторов { }iyV =1 , если

0=iyx, для всех i . Это обозначают как 1Vx⊥ . Два подпространства 1V и

2V называются ортогональными, если все векторы из 1V ортогональны

всем векторам из 2V , это записывают как 21 VV ⊥ .

Пусть векторы iu в (1.13) образуют линейно-независимую систему.

Тогда для определения iα умножим скалярно левую и правую части (1.13)

на векторы mv попарно ортогональные iu , т.е.

mimi v,u δ= , (1.15)

где miδ – символ Кронекера, 1=miδ для mi = и 0=miδ для mi ≠

i

n

i
mim v,uv,x λ∑

=

=
1

. (1.16)

Для iα , с учетом (1.15), получаем

ii v,x=α . (1.17)

Коэффициенты iα называются коэффициентами Фурье в базисе { }iu ,

а базис { }mv , удовлетворяющий (1.15), называется взаимным базисом. Не-

трудно видеть, что:

∑∑
==

==
n

i
ii

n

i
ii vuxuvxx

11

,, (1.18)
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для любого Vx∈ и любой пары взаимных базисов для V .

Если система координатных векторов { }niui ,...,,; 21= ортогональна,

то такой базис называется самовзаимным (самодуальным) и

∑
=

=
n

i
ii uuxx

1

, . (1.19)

Ортогональный базис с нормой координатных векторов, равных еди-

нице, называется ортонормальным.

.
mi,

,mi,
u,u mi





≠
=

=
при

при

0

1

В случае ортонормального базиса в евклидовом пространстве легко

вычисляется скалярное произведение векторов через их проекции на коор-

динатные оси

∑∑∑
=

∗

==

==
n

i
ii

n

m
mm

n

i
ii Vuyx

111

βαβα ,, (1.20)

и норма

∑
=

==
n

i
ixxx

1

2α, . (1.21)

Расстояние между двумя точками в таком пространстве равно:

( )∑
=

−=−
n

i
iiyx

1

2βα . (1.22а)

Неравенство Коши-Буняковского (1.10) имеет вид:

∑∑∑
===

≤
n

i
i

n

i
i

n

i
ii

1

2

1

2

2

1

βαβα (1.22б)

Конечномерное векторное пространство, для которого справедливо

соотношение
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Рис. 1.13.
Представление трехмерного

вектора x на плоскости ( )21 uu , ;
ε – ошибка представления

∞<= ∑
=

n

i
ix

1

2α ,

обозначают ( )nl2 .

Бесконечномерное векторное пространство, для которого справедливо

соотношение

∑
∞

=

∞<
1

2

i
iα ,

обозначают 2l .

Ясно, что если x и y входят в 2l , то и xy λ= входит в 2l при лю-

бом λ , и сумма векторов yx + входит в 2l . Для 2l справедливы соотно-

шения (1.20), (1.21) и (1.22) при замене n на ∞ .

1.4. Полнота базиса

Базисная система { }nu называется полной, если размерность соответ-

ствующего пространства равна размерности представляемых в этой систе-

ме векторов. Например, если в трехмерном пространстве задан базис

{ 1u , 2u }, то все векторы, не лежащие в плоскости этого базиса и, следова-

тельно, не принадлежащие двумерному

пространству, будут представлены не точ-

но, так как для их точного представления

необходим еще третий базисный вектор

3u (рис. 1.13). Однако, иногда для упро-

щения приходится идти на сокращение

размерности пространства, представляя в

них векторы с большей размерностью. Это
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достигается с помощью процедуры ортогонального проектирования век-

тора, не принадлежащего заданному пространству nV , на это пространство.

Теорема проектирования утверждает, что для любого вектора Vx ∈ суще-

ствует единственный вектор x̂ в nV , задаваемый разложением (см. 1.18)

∑
=

=
n

i
ii uvxx

1

,ˆ , (1.23)

так что разность ( )xx ˆ− ортогональна ко всем векторам из nV , так как

.,,;,,

,,,,ˆ

nivxvx

vuvxvxvxx

ii

n

m
immii

K210
1

==−=

=−=− ∑
=

Более того, для любого x~ из nV : .~ˆ xxxx −<−

Вектор x̂ называется ортогональной проекцией x на nV , xx ˆ−=ε –

погрешность приближения x вектором x̂ . Точность приближения ε , или

полнота базиса, характеризуется нормой

2222
xxxx ˆˆ −=−=ε . (1.24)

Более точное определение полноты базиса и соответствующего ему

пространства заключается в следующем. Пусть мы имеем последователь-

ность векторов { }nx в nV , которую называют сходящейся к x в V , если

0→− nxx при ∞→n . Последовательность векторов { }nx называется

последовательностью Коши, если 0→− mn xx при ∞→m,n . Если каж-

дая последовательность Коши из nV сходится к вектору из V , то простран-

ство V называется полным. Полное бесконечномерное нормированное

пространство, в котором норма порождена скалярным произведением, на-

зывается Гильбертовым пространством H .
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1.5. Функциональное пространство

Эквивалентность пространств. Рассмотрим множество сигналов с

ограниченной энергией, заданных на конечном (или бесконечном) интерва-

ле времени, и покажем, что на основе линейного векторного пространства

2l может быть сконструировано функциональное пространство, обозначим

его 2L , в котором каждой точке соответствует определенная функция вре-

мени. Два таких нормированных пространства называются алгебраически

изоморфными и изометрическими, если между их элементами можно ус-

тановить взаимнооднозначное соответствие, такое что:

а) алгебраическим операциям над элементами из 2l соответствуют те

же операции над их образами в 2L ;

б) нормы соответствующих друг другу элементов из обоих про-

странств равны.

Можно показать, что всякое бесконечномерное сепарабельное гиль-

бертово пространство H алгебраически изоморфно и изометрично про-

странству 2l .

Таким образом, множество сигналов 2L с ограниченной энергией

(или мощностью) образует пространство 2L на основе его эквивалентно-

сти с 2l .

Скалярное произведение в 2L определяется как

( ) ( ) tdtgtfg,f ∫
∞

∞−

∗= , (1.25а)

норма

( )∫
∞

∞−

== dttffff
2

, , (1.25б)
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а неравенство Коши - Буняковского имеет вид:

( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

⋅≤ dttgdttfdttgtf
22

2

. (1.25в)

Проиллюстрируем изоморфизм на примере конечномерных про-

странств. Если в векторном пространстве ( )nl2 существует ортонормиро-

ванный базис { }ku , то в изоморфном ему пространстве сигналов ( )TL2 бу-

дет существовать ортонормальная базисная система функций, обозначим

ее ( ){ } 110 −== n,...,,k,t)k,t( kϕϕ , т.е.

( ).tu kk ϕ↔

Знак (↔ ) означает взаимное и однозначное соответствие.

Тогда, в соответствии с (1.13), будет существовать разложение сигна-

ла ( ) xts ↔ по системе функций ( ){ }tkϕ :

( ) ( )∑
−

=

=
1

0

n

k
kk tts ϕλ , (1.26а)

где при условии ортонормальности ( )tkϕ аналогично (1.17)

( ) ( )tts kk ϕλ ,= . (1.26б)

Определим норму сигнала как

( )∫=
T

dttss
2

(1.27)

и покажем, что с учетом (1.26) она совпадает с (1.21).

Действительно,

( ) ( )

( ) ( ) ( ) .dtttdtt

dttdtts

T

mk

mk

n

k

n

m
mk

T

k

n

k
k

T

n

k
kk

T

∫∑∑∫∑

∫∑∫

≠

−

=

−

==

−

=

+=

==

ϕϕλλϕλ

ϕλ

1

0

1

0

2

0

2

21

0

2
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С учетом ортонормальности базисной системы, имеем

( )

.∑

∑∫

−

=

−

=

=

=

1

0

2

1

0

22

n

k
k

n

k
k

T

s

dtts

λ

λ

и (1.28)

Т.е. норма сигнала, определенная через его энергию, эквивалентна

норме евклидового векторного пространства:

x)t(s ↔ .

Аналогично можно показать, что скалярное произведение двух сигна-

лов равно сумме произведения их проекций на координатные оси

( ) ( ) ∑∫
=

∗∗ ==
n

k
kk

T

dttstss,s
0

2121 βλ , (1.29)

что эквивалентно (1.20)

yxss ,, ↔21 ,

а расстояние между двумя сигналами равно

( )∑
−

=

−=−
1

0

2
21

n

k
kkss βλ , (1.30)

что эквивалентно (1.22а):

yxss −↔− 21 .

Выражения (1.28) и (1.29) называются равенствами Парсеваля.

Таким образом, пространства ( )TL2 и ( )nl2 полностью эквивалентны.

Эта эквивалентность пространств порождает функциональное пространст-

во, базисом в котором является система линейно-независимых функций

( ){ }tkϕ .

Так как ( )TL2 образовано множеством ( )TL E2 , то его называют еще

пространством квадратично интегрируемых функций:
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Рис. 1.14.
Представление сигнала ( )ts

в n -мерном функциональном про-
странстве

Рис. 1.15.
Представление смеси сигнала )t(s

с шумом ( )tn

( ) ∞<∫
∈Tt

dttf
2

.

Условно любой сигнал в таком пространстве графически можно изо-

бразить, как показано на рис. 1.14.

Аналогично, можно геометрически представить сумму сигнала и шу-

ма ( )tξ с дисперсией
2σ (см. рис. 1.15):

( ) ( ) ( )tntstx += .

Так как ( )tn – случайный вектор, то конец вектора ( )tx будет лежать

на гиперсфере радиуса σ .

1.6. Дискретное представление сигналов

Таким образом, в основе представления и, как будет видно из даль-

нейшего, анализа сигналов лежит понятие многомерного пространства, в

котором определены алгебраические операции над его элементами. Коор-

динатными осями в таком пространстве служит система линейно-

независимых функций ( ){ }tkϕ , которая может быть или не быть

ортогональной (ортонормированной). Если эта система функций ортонор-

мирована, то проекции любого сигнала ( )ts вычисляются наиболее просто



42

по формуле (1.26.б). Дискретное представление целесообразно рассматри-

вать для сигналов, заданных на конечном интервале времени T . Увеличе-

ние интервала ведет неизбежно к увеличению числа базисных функций

(так как возрастает число точек исходной функции), что делает такое пред-

ставление громоздким. В частности, для финитных сигналов интервал

представления T целесообразно ограничивать областью, в которой они от-

личны от нуля.

Подпространства из ( )TL2 . Пусть nV – n -мерное подпространство

из ( )TL2 , натянутое на базис ( )tkϕ . Если сигнал принадлежит nV , то он

единственным образом может быть представлен в виде:

( ) ( )

( ) ,,

,

TtVts

tts

n

n

i
ii

∈∈

=∑
−

=

1

0

ϕλ
(1.31)

где вектор-строка ( )1210 −= nλλλλ ,,, ,Kλ является искомым представлением

сигнала уже в пространстве вещественных
nR (или комплексных

nC ) чи-

сел.

Выражение (1.31) может быть записано в матричном виде:

( ) ( )tt ϕϕϕϕλλλλ ′=s , (1.32)

где ( )tϕϕϕϕ′ – вектор-столбец базисных функций (((( )))))(,),(),( ttt nϕϕϕ K21====ϕϕϕϕ .

Для определения λ умножим скалярно левые и правые части выра-

жения (1.32) на ( )tϕ , получим:

( ) ( ) ( ) ( ) ,,, ttstt ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ =′λ

где всевозможные скалярные произведения ( ) ( )tt ϕϕϕϕϕϕϕϕ ,′ образуют матрицу

скаляров nn × , обозначим ее G .

Если существует обратная матрица
1−G , то

( ) 1−= G,tsλ

или
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( ) ( ) ( ) ( )∫==
T

kkk dtttst,ts ΦΦλ , (1.33)

где )t(kΦ имеет смысл взаимного базиса (аналогично базису kv в (1.17)).

Причем,

( ) ( ) 110
1

0

−==∑
−

=

nitt
n

k
kiki ...,,,,ϕγΦ ,

где ikγ – элементы матрицы
1G−−−−
и

( ) ( ) ( ) ( )∑
−

=

==
1

0

n

k
ikkiikki tttt δΦϕγΦϕ ,, * .

Выражения (1.31) и (1.33) носят названия, соответственно, прямого и

обратного обобщенного преобразования Фурье. Коэффициенты iλ назы-

вают спектром сигнала ( )ts в базисе ( ){ }tkϕ . Если функции

( ){ }K,,, 21=ktkϕ ортонормированы, то формулы (1.31) и (1.33) совпадают

с (1.26). Представление сигнала в виде (1.31) иногда называют аппрокси-

мацией сигнала обобщенным рядом Фурье или просто представлением

сигнала в виде ряда.

Если функции ( ){ }K,,,, 210=ktkϕ ортогональны, то формулы обоб-

щенного преобразования Фурье приобретают вид:

( ) ( )∑
−

=

=
1

0

n

k
kk tts ϕλ , (1.34a)

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ==
T

k

T

kk dttts
TP

dttts
E

ϕϕλ
ϕϕ

11
, (1.34б)

где: ( )∫=
T

k dttE
2ϕϕ – энергия базисной функции,

T

E
P ϕ
ϕ = – мощность базисной функции.
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Напомним, что для ортонормированных систем 1=ϕP .

Ортогональное проектирование. Рассмотрим случай, когда сигнал

( )ts не принадлежит подпространству nV . В этом случае аналогично с

теоремой проектирования для векторов (1.23) может быть получен един-

ственный сигнал ( )tŝ , являющийся ортогональной проекцией ( )ts на nV

( ) ( ) ( ) ( )∑
−

=

=
1

0

n

i
iii tttsts ϕΦ,ˆ .

Так же как и в случае векторов, разность ( ) ( )tsts ˆ− ортогональна ко

всем сигналам из nV и

( ) ( ) ( ) ( )ts-tsts-ts ~ˆ < ,

где ( )ts~ любой другой сигнал из nV .

Погрешность приближения численно характеризуется нормой

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .ˆˆ

ˆˆ

2222

2

1

222

tstsdttsdtts

dttts

dttstststs

TT

T

n

i
ii

T

−=−=

=−=

=−=−=

∫∫

∫ ∑

∫

=

ϕλ

ε

(1.35)

Приближение с нормой (1.35) называется приближением в средне-

квадратическом.

Естественным путем уменьшения ошибки приближения ε является

увеличение размерности пространства nV путем увеличения числа базис-

ных функций в представлении (1.31), тогда оказывается, что

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).,limˆlim tstttsts i

n

i
i

nn
== ∑

=
∞→∞→

ϕΦ
1

Такой способ уменьшения погрешности возможен только тогда, когда

по каким-либо соображениям число базисных функций можно увеличи-
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вать. Чаще всего возникает другая задача: каким образом выбрать базис-

ную функцию, чтобы минимизировать число коэффициентов iλ в (1.31),

достигнув при этом наилучшего приближения.

Из (1.35) для ортонормированных систем следует, что:

( ) ( ) ( ) ( ) 2

1

22
∑
=

−=−
n

i
ii ttstŝts ϕλ

или

( ) 22

1

ts
n

i
i ≤∑

=

λ . (1.36а)

Соотношение (1.36а) носит название неравенства Бесселя, утвер-

ждающее, что сумма квадратов коэффициентов разложения ограничена

сверху энергией сигнала.

Последовательность

( ) ( )∑
=

=
n

i
iin tts

1

ϕλ

является последовательностью Коши; если ( ){ }tiϕ полная ортонормиро-

ванная система, то эта последовательность сходится к ( )ts . Для полной ор-

тонормированной системы неравенство Бесселя (1.36) переходит в равен-

ство Парсеваля:

( ) 2

1
∑
=

=
n

k
kts λ . (1.36б)

Нетрудно убедиться в том, что для ортогональных систем равенство

Парсеваля будет иметь вид:

k

n

k
k Es ∑

=

=
0

22 λ . (1.36в)

Это обстоятельство подчеркивает важность ортонормированных (ор-

тогональных) базисных систем для представления сигналов. Здесь нужно
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отметить, что всегда можно подобрать такое число базисных функций 0n ,

чтобы для заданной величины ошибки 00 >ε выполнялось неравенство:

( ) ( ) ( ) ( ) 0
1

εϕϕ <−∑
=

n

i
ii tttsts , (1.37)

при 0nn > .

Ортогонализация. Не всякая линейно-независимая система функций,

образующая базис, является ортогональной. Однако, с помощью, например

процедуры Грама-Шмидта, из этой системы можно синтезировать ортого-

нальный базис.

Пусть ( ){ }tuk – система линейно-независимых функций, из которой

требуется синтезировать ортогональный базис ( ){ }tkϕ . Способ Грама-

Шмидта основан на применении следующих рекуррентных формул:

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
........

,

,

,

, tutttt

tuttt

tutt

tut

mmmmmmm ++++=

++=
+=

=

−− 111100

21210202

10101

00

ϕγϕγϕγϕ

ϕγϕγϕ
ϕγϕ

ϕ

K

(1.38)

Найдем скалярное произведение произвольной функции ( )trϕ с функ-

цией ( )tmϕ . Получим (опустив для простоты переменную t ):

.,,

,,,

, mrmrmm

rmrmomr

uϕϕϕγ

ϕϕγϕϕγϕϕ

+++

++=

−− 11

110

K

Так как мы хотим, чтобы функции ( ){ }trϕ были ортогональны, то их

скалярные произведения с разными индексами должны быть равны нулю.

Отсюда получим:

mrrrmr u,, ϕϕϕγ +=0

и
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rr

mr
mr

u

ϕϕ
ϕ

γ
,

,
−= . (1.39)

Придавая в (1.39) индексу r значения 1210 −= mr ,,,, K , получим все

коэффициенты 110 −mmmm ,,,, γγγ K , необходимые для определения функции

( )tmϕ .

Примеры ортогональных систем. Применение процедуры Грама-

Шмидта к системе функций K,,, 21 ttt на интервале [ ]11,− дает полную ор-

тогональную систему, порождаемую полиномами Лежандра ( )tPm :

( )

( )

( )

( )

( ) ( ),

.....

;

;

;

;

tP
n

t

ttt

tt

tt

t

nn 2

12

2

3

2

5

2

7

2

1

2

3

2

5

2

3

2

1

2
3

2
2

1

0

+=








 −=








 −=

=

=

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

где ( ){ }tPn – полином Лежандра ( ) ( )n
n

n

nn t
dt

d

n
tP 1

2

1 2 −=
!

.

Интересные результаты дает применение процедуры Грама-Шмидта к

этой же системе функций, дополненной неотрицательной весовой функци-

ей ( )tw . В этом случае ортогонализации подвергается система функций

( ){ }mttw ⋅ на различных интервалах. Получаемые при этом ортогональ-

ные многочлены ортогональны с весом ( )tw . К ним относятся хорошо

известные многочлены Чебышева (весовая функция ( ) 2
1

21 t− , интервал

[ ]11,− ), Эрмита ( ( )+∞∞−− ,,
2te ), Лагерра ( ( )+∞− ,, 0te ).
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Целый ряд ортогональных систем порождается решением дифферен-

циального уравнения второго порядка:

( ) ( ) 0212

2

=⋅++ ytf
dt

dy
tf

dt

yd
.

Это линейное уравнение с переменными коэффициентами имеет

множество решений в зависимости от выбора функций ( )tf1 и ( )tf2 . В ча-

стности, одним из решений этого уравнения является набор функций, ко-

торый является основой базиса Фурье:

( ){ } { }ktBktAtyk sincos += ,

где A и B определенные константы.

Одно время большой популярностью пользовались функции типа

"прямоугольной волны" – система функций Уолша, образующая полную

ортонормированную систему на интервале 




−
2

1
,

2

1
с весом ( ) 1=tw .

Функции Уолша, в свою очередь, образуются перемножением функции

Радемахера: ( ) ( ) K,,,,sinsign 3212 == nttr n
n π .

Функции Уолша, как и функции Радемахера принимают только два

значения 1− и 1 (sign – функция знака аргумента).

Важным свойством базисных систем является свойство мультиплика-

тивности, заключающееся в следующем:

а) базисная система ( ){ }tkϕ вместе с функциями ( )tmϕ и ( )tnϕ содер-

жит также функцию, образованную их произведением

( ) ( ) ( )ttt kmr ϕϕϕ = ;

б) помимо функции ( )tkϕ система содержит также функцию

( ) ( )tt kl ϕϕ /1= .

Свойство мультипликативности базисных систем особенно ценно для

решения различных задач обработки сигналов. Таким свойством, в частно-
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сти, обладает комплексный базис Фурье { }tjk oe ω , так как для всех

Zknm ∈,,

( ) tnmjtjntjm ooo eee ωωω +=⋅

и

( ) tkj
tjk

o

o
e

e

ω
ω

−=1
.

Причем, это свойство для базиса Фурье проявляется как по перемен-

ной k , так и по переменной t . Мультипликативными свойствами обладает

также базис Уолша.

Некоторые замечания. При дискретном представлении сигналов не-

обходимо, чтобы базисные функции отвечали следующим условиям:

1. Интервал определения сигнала и интервал ортогональности базис-

ных функций должны совпадать. В противном случае какая-то часть сиг-

нала никак не будет представлена коэффициентами в выбранном базисе.

Для того, чтобы привести интервал определения сигнала ( )ts (пусть он бу-

дет равным T ) и интервал ортогональности ( ){ }tkϕ (пусть он будет рав-

ным X ), можно воспользоваться следующим приемом. Выполним замену

переменных x
X

T
t = . Тогда базисная функция 







 x
X

T
kϕ "растянется" (или

"сожмется") так, что ее начало и конец совпадут с сигналом. При такой

операции мощность функции ( )xkϕ останется неизменной, а энергия уве-

личится (уменьшится) в X
T раз.

2. Система функций ( ){ }tkϕ должна быть упорядоченной (по индексу,

показателю степени и т.п.), что позволяет определить ее место в ряду ба-

зисных функций. Примером такого упорядочения является система

KK ,sin,,sin,sin, tktt ωωω 21 .
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3. Базисные функции ( ){ }tkϕ на конечном интервале ортогональности

T должны иметь конечную энергию

( )∫ ∞<=
T

k dttE
2ϕϕ (1.41)

и, соответственно, конечную мощность

( )∫=
T

k dtt
T

P 21 ϕϕ . (1.42)

На бесконечном интервале ∞→T энергия базисных функций беско-

нечно велика (помимо тех, у которых интервал ортогональности бесконе-

чен). Поэтому для таких базисных функций имеет смысл ортогональности

по мощности.

4. Желательно, чтобы базисная система ( ){ }tkϕ была нормирована по

энергии, тогда 1=ϕE , или по мощности (для бесконечного интервала ор-

тогональности), тогда 1=ϕP .

5. Система функций ( ){ }tkϕ на интервале определения должна быть

ортогональной, т.е. взаимная энергия (или мощность) двух различных ба-

зисных функций должна быть равна нулю:

( ) ( ) ( )∫




=
≠

−===
T

lklk lkE

lk
lkEdtttE

lk ,,

,,
,, *

,
ϕ

ϕϕϕ δϕϕϕϕ
0

(1.43)

где ( )kδ – символ Кронекера: ( )


 =

=
случаях,остальныхв,

,,

1

00 k
kδ
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Рис.1.16.
Иллюстрация эффекта

деформации базисной функции

при увеличении интервала

определения сигнала

1.7. Непрерывное (интегральное)

представление сигналов

Дискретное представление сигна-

лов, рассмотренное в предыдущем

пункте, удобно для решения задач об-

работки сигналов, так как каждый сиг-

нал может быть представлен конечным

числом компонентов.

Однако, в теоретических исследо-

ваниях, особенно при рассмотрении

сигналов на бесконечном интервале,

такое представление либо недоста-

точно, либо невозможно.

Ниже покажем, что непрерывное

представление сигнала ( )ts вытекает из

дискретного аналога при ∞→T и вве-

дении вместо индекса k частоты ω , а

вместо коэффициентов разложения kλ

– спектральной плотности ( )ωS .

Рассмотрим непрерывный сигнал,

заданный на интервале 




−
22

TT
, и

представим себе, что этот интервал

увеличивается (расширяется) (см.

рис. 1.16).

Предположим, что разложение

этого сигнала производится по системе
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Рис.1.17.
Увеличение числа спектральных

составляющих при растяжении

интервала

базисных функций ( ){ }xkϕ с интервалом ортогональности 




−
22

X
,

X
. Как

было отмечено выше, чтобы совместить этот интервал с интервалом опре-

деления функции, необходимо выполнить замену переменной x
X

T
t = . Эта

замена неизбежно приведет к деформации базисной функции: при увели-

чении Т она растягивается (см. рис. 1.16, где в качестве базисной для на-

глядности выбрана некоторая гармоническая функция).

Рассмотрим теперь выражение для аппроксимации функции рядом, в

котором удержано n членов

( ) ( )∑
=

=
n

k
kkn tts

1

ϕλ . (1.43)

При увеличении числа членов ряда ( )tsn будет сходиться к ( )ts в

среднеквадратическом смысле. Ошиб-

ка приближения может оказаться не-

удовлетворительной при увеличении

интервала и некотором фиксированном

0nn = (см. 1.37). Дело в том, что

вследствие эффекта растяжения базис-

ной функции ее средняя частота

уменьшается и в результате оказывает-

ся, что даже базисная функция высше-

го порядка ( )tnϕ не способна аппрок-

симировать быстрые изменения сигна-

ла. Следовательно, для сохранения

точности приближения необходимо

одновременно с увеличением интерва-

ла добавлять следующие по порядку
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базисные функции. Это приводит к увеличению числа спектральных ком-

понентов и к уменьшению их интенсивности (рис. 1.17), в связи с тем, что

при этом должно соблюдаться равенство Парсеваля (1.36б). Сохранить

точность приближения можно, поддерживая отношение Tn приблизи-

тельно постоянным (увеличивая непрерывно T , приходится дискретно,

"шажками" увеличивать n ).

В пределе, появляются базисные функции бесконечного порядка и ну-

левые коэффициенты разложения в ряд, что, в общем, вызывает большие

трудности в понимании. Чтобы избежать этих трудностей, вводят понятие

частоты ω (для обобщенного преобразования Фурье – обобщенной часто-

ты, которую можно трактовать как среднее число знакоперемен базисной

функции в единицу времени) и спектральной плотности ( )ωS . Частота ω

при этом имеет размерность радиан/сек, fπω 2= , где f имеет размер-

ность Гц.

Обобщенная частота

T

πk
ω

2= . (1.44)

Частота ω принимает любые (не только целочисленные) значения, но

с ростом k она составляет упорядоченную последовательность

K,,,,
TTT

πππω 642
0 ±±±=

с интервалом .
To
πω 2=

Теперь в систему базисных функций ( ){ }xkϕ может быть введена час-

тота:

( ){ }















== t
T

X
,T)k,x(xk ωϕϕϕ .

Коэффициенты разложения kλ для ортогональных систем будут иметь

вид:
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( ) ( ) ( )∫
∗⋅=

T

.dtt,ts
TP

ωϕωλ
ϕ

11

Как было отмечено, ( )ωλ уменьшается с увеличением T , поэтому,

если ввести произведение ( ) ( )TS ωλω = , называемое спектральной плот-

ностью, ее величина уже не будет стремиться к нулю при ∞→T . Спек-

тральная плотность имеет смысл доли коэффициента разложения в частот-

ном интервале
To
πω 2= :

( ) ( )
.

o

S
ω
ωλπω 2=

Итак, при ∞→T спектральная плотность дискретного спектра будет

равна:

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

∗= dttts
P

S ,ωϕω
ϕ

1
.

Для ряда Фурье функции ( )ts при ∞→T будем иметь

( ) ( ) ( )∑∑
∞

=
∞→

∞

=
∞→

==
00

2

2

1

k
k

T
k

kk
T T

t,kTlimtlimts
πϕλ

π
ϕλ .

Учитывая, что

( ) ( )

( ) ( ) ωπωϕϕ

ωωλλ

d
T

tt

STT

T
k

Tk

T
k

Tk

==

==

∞→∞→

∞→∞→

2
lim,,lim

,limlim

,

,

и сумма переходит в интеграл, получим пару преобразований:

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

= ωωϕω
π

dtSts ,
2

1
, (1.45а)

( ) ( ) ( ) .,∫
∞

∞−

∗= dttts
P

S ωϕω
ϕ

1
(1.45б)

Для ортонормированных по мощности базисных систем 1=ϕP .
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Выражение (1.45а) является искомым представлением сигнала ( )ts ,

принадлежащем 2L , а (1.45б) – непрерывным преобразованием Фурье это-

го сигнала. Выражение (1.45а) является формулой обращения, а (1.45б) –

формулой разложения; ( )ωS – образ Фурье в базисе ( ){ }t,ωϕ .

Выражения (1.45) получены в предположении, что породившая их

система базисных функций ( ){ }tkϕ ортогональна. В биортогональном слу-

чае вместо (1.45) будем иметь:

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

= ωωϕω
π

dtsts ,
2

1
, (1.46а)

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

∗= dtttsS ,ωΦω , (1.46б)

где ( )t,ωΦ – взаимный базис.

Иногда, пользуясь терминологией интегральных уравнений, функцию

( )t,ωϕ называют базисным ядром интегрального преобразования, а функ-

цию )t,(ωΦ – сопряженным базисным ядром. Функция ( )ωS характеризу-

ет распределение ( )ts относительно ( )t,ωϕ .

Если базисные функции ( ) ( ){ }tt kk Φϕ , отвечают условию биортого-

нальности (1.34), то базисные ядра ( ) ( ){ }tt ,,, ωΦωϕ должны отвечать этому

же условию:

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

∗ −= τδΦωϕ tω,τt, , (1.47)

где ( )tδ – дельта-функция Дирака (см. ниже).
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Рис. 1.18.
Пример анализатора

дискретного спектра

1.8. Представление и анализ сигналов

Формулы (1.31) и (1.46а) позволяют представить сложный сигнал из

2L в виде некоторой комбинации компонентов – более простых колебаний

(сигналов). Если эти колебания имеют ясный физический смысл, то свой-

ства самого сигнала могут быть объяснены в терминах самих колебаний.

Это подводит нас к понятию анализа сигналов. Анализом сигналов называ-

ется процесс определения и оценки величины компонентов, осуществляе-

мый некоторыми техническими средствами по формулам (1.33) и (1.46б).

Наибольшее распространение в радиотехнике получили гармониче-

ские колебания, которые легко генерируются, наглядны, понятны и объяс-

няют многие свойства технических систем. Поэтому представление сигна-

лов в системе гармонических колебаний (синусов и косинусов) и их анализ

(традиционный Фурье или частотный анализ), получили наибольшее рас-

пространение. При изучении свойств других базисных систем используют

так же традиционный анализ Фурье, позволяющий сравнить базисные сис-

темы между собой и объяснить механизм их взаимодействия с сигналами.

Приборы, которые осуществляют анализ сигналов, называются анали-

заторами спектра. В соответствии с формулой (1.33) такие анализаторы

строятся по схеме рис. 1.18.

Аналогично строятся анализаторы для

оценки спектральной плотности ( )ωS

по (1.46б). Генератор базисных

функций в этом случае генерирует

множество функций ( ),tk∆
ω

ϕ с шагом

ω∆ по частоте ω .
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