
�åïòéñ ðòåäåìï÷ ðï âáúå æéìø�òá, þáó�ø Iðï�åðõî á.÷.Contents1. ðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅ. 12. íÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. 23. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÒÅÄÅÌÁ. 54. ó×ÏÊÓÔ×Á �ÒÅÄÅÌÏ×, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ. 215. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ É ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. 336. ó×ÏÊÓÔ×Á �ÒÅÄÅÌÁ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ. 407. ðÒÉÎ�É� ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. 431. ðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅ.üÔÏ ËÕÒÓ ÌÅË�ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÊ Ñ ÞÉÔÁÌ ÎÁ 1 ËÕÒÓÅ. �ÅÏÒÉÑ �ÒÅÄÅÌÏ× ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å�ÒÅÄÅÌÁ �Ï ÂÁÚÅ ("ÂÁÚÉÓ ÆÉÌØÔÒÁ" âÕÒÂÁËÉ). ðÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ËÁË ÉÚÌÁ-ÇÁÔØ �ÒÅÄÅÌÙ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ, ÎÏ ××ÅÄÅÎÉÅ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÏÂÝÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ�ÏÚ×ÏÌÑÅÔ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÉÚÌÁÇÁÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ, ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÅ ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Á ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ëÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ | ÉÚÌÏÖÅÎÏ �ÏÓÌÅ ÇÌÁ×Ù Ï�ÒÅÄÅÌÁÈ. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÏ×ÏÅ: Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÉÌÉ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ�Ï ÂÁÚÅ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÆÕÎË�ÉÑ, ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ Ó�ÒÁ×Á ÏÔ ÔÏÞËÉ a, ÏËÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ �Ï ÂÁÚÅ �ÒÏÍÅÖÕÔËÏ× ×ÉÄÁ (a; a + Æ). îÁ ÜÔÏÊ ÏÓÎÏ×Å ÔÁËÖÅÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÌÉÎÁ �ÕÔÉ ËÁË �ÒÅÄÅÌ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÄÌÉÎ ÌÏÍÁÎÙÈ. åÝ£: Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÉÊ É ÎÉÖÎÉÊ �ÒÅÄÅÌÙ ÆÕÎË�ÉÉ �Ï ÂÁÚÅ, ÓÈÏ-ÄÉÍÏÓÔØ × ÓÅÂÅ É ÏÂÝÉÊ �ÒÉÎ�É� ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ âÏÌØ�ÁÎÏ-ëÏÛÉ.ðÏÓÌÅ ÇÌÁ×Ù Ï �ÒÅÄÅÌÁÈ ÉÚÌÏÖÅÎÙ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ËÕÓËÉ ËÕÒÓÁ | �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ×ÙÛÅÉÚÌÏ-ÖÅÎÎÏÇÏ.ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×Ï ××ÏÄÎÏÊ ÇÌÁ×Å �ÏÌÕÞÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ (ÉÓ�ÏÌØÚÕ-ÀÔÓÑ �ÒÉ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÅÌÏ×):1) íÎÏÖÅÓÔ×Á É Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ É �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÅ-ÍÅÊÓÔ×.2) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ: ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ, ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÅ, ÂÉÅËÔÉ×ÎÙÅ, ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÊ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÕÖÅÎÉÅ É �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:dom f (ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f), im f (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ, �ÒÉÎÉÍÁÅÍÙÈÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ f). ïÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á: f(A) = {y | ∃x ∈ A : y = f(x)} (ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÕÄÏÂÎÏÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ A ⊂ X = dom f). ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: ÅÓÌÉf : X → Y; g : Z → T , ÔÏ dom g ◦ f = {x ∈ X : f(x) ∈ Z}. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ×ÓÅÇÄÁ, ÎÏ ÂÙ×ÁÅÔ �ÕÓÔÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÆÕÎË�ÉÑ ln sin | ÜÔÏËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ sin É ln (Á ÎÅ ÓÕÖÅÎÉÑ sin). 1



2 ðï�åðõî á.÷.3) ÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ: ÁËÓÉÏÍÁ áÒÈÉÍÅÄÁ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ, ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ, sup; inf, ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ.4) ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn, Ï�ÅÒÁ�ÉÉ × ÎÉÈ, ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á. äÌÉÎÁ×ÅËÔÏÒÁ: |x| =√ n∑i=1 x2i , ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÄÌÉÎÙ:
|x| > 0; |x| = 0 ⇔ x = O

∣
∣|x|−|y|∣∣ 6 |x±y| 6 |x|+ |y|; max16i6n |xi| 6 |x| 6 |x1|+ : : :+ |xn|2. íÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1 (íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï). ðÕÓÔØ X | ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.æÕÎË�ÉÑ � : X ×X → R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ X, ÅÓÌÉ:1) ∀x; y ∈ X �(x; y) ≥ 0; �(x; y) = 0 ⇔ x = y.2) ∀x; y ∈ X �(x; y) = �(y; x) (ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ).3) ∀x; y; z ∈ X �(x; z) 6 �(x; y) + �(y; z) (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ).íÎÏÖÅÓÔ×Ï X Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ Î£Í ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: (X; �)).ðÒÉÍÅÒÙ.1) X = Rn (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, X = R ÉÌÉ C), �(x; y) = |x − y|. ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÄÌÉÎÙ×ÅËÔÏÒÁ: �(x; y) = |x− y| > 0; |x− y| = 0⇔ x− y = 0⇔ x = y:�(x; y) = |x− y| = |(−1)(y − x)| = | − 1| · |y − x| = |y − x| = �(y; x):�(x; z) = |x− z| = |x− y + y − z| 6 |x− y|+ |y − z| = �(x; y) + �(y; z):2) X = R. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ '(x) = x√1+x2 ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ R ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË (−1; 1). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, |x| < √1 + x2, �ÏÜÔÏÍÕ |'(x)| < 1, Ô.Å.'(x) ∈ (−1; 1).ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ (−1; 1) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ x ∈ R, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏy = '(x). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÅÛÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:'(x) = x√1 + x2 = y ⇔ x = y√1 + x2 ⇒ x2 = y2+y2x2 ⇔ x2(1−y2) = y2 ⇔ x2 = y21− y2 :ðÏÓËÏÌØËÕ √1 + x2 > 0, × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ x√1+x2 = y ÞÉÓÌÁ x É y | ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ. ðÏÜÔÏÍÕx2 = y21− y2 ⇒ x = y

√1− y2 :éÔÁË, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ (−1; 1) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ '(x) = y,Ô.Å. ' | ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ É '−1(y) = y√1−y2 .ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ' ÎÁ R: �ÏÌÏÖÉÍ '(−∞) = −1; '(+∞) = 1. ðÏÌÕÞÉÌÉ ÂÉÅË�ÉÀ X =
R ÎÁ [−1; 1℄. íÅÔÒÉËÕ ÎÁ R Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÔÁË: ÄÌÑ ∀x; y ∈ R �(x; y) = |'(x) − '(y)|.ðÒÏ×ÅÒÑÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×Á:�(x; y) = |'(x)−'(y)| > 0; |'(x)−'(y)| = 0⇔ '(x) = '(y) ⇔ x = '−1('(x)) = '−1('(y)) = y:ïÓÔÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ Rn (×ÍÅÓÔÏ x; y; z | '(x); '(y); '(z)).



�åïòéñ ðòåäåìï÷ ðï âáúå æéìø�òá, þáó�ø I 33) X | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,�(x; y) = {0; ÅÓÌÉ x = y;1; ÅÓÌÉ x 6= y: (ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ):ðÒÏ×ÅÒÉÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÅÔÒÉËÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ.(ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ ÄÌÑ ÌÅËÔÏÒÁ: × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÊ Ë ÇÌÁ×Å Ï �ÒÅÄÅÌÁÈ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÍÅÔÒÉËÁ × C É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÛÁÒ Ó �ÅÎÔÒÏÍ ×∞ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ {z ∈ C : |z| > p}∪{∞}).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2 (ûÁÒÙ É ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å). ðÕÓÔØ(X; �) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, a ∈ X; r ∈ R; r > 0.íÎÏÖÅÓÔ×Ï B(a; r) = {x ∈ X : �(x; a) < r} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÛÁÒÏÍ Ó �ÅÎ-ÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ a É ÒÁÄÉÕÓÏÍ r.íÎÏÖÅÓÔ×Ï B(a; r) = {x ∈ X : �(x; a) 6 r} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÛÁÒÏÍ Ó �ÅÎ-ÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ a É ÒÁÄÉÕÓÏÍ r.íÎÏÖÅÓÔ×Ï V ⊂ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ a, ÅÓÌÉ ∃r > 0: B(a; r) ⊂ V(ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: V (a)).úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1) �(a; a) = 0 < r ⇒ a ∈ B(a; r) ⊂ V (a) (Ô.Å. ÔÏÞËÁ a �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔÌÀÂÏÊ Ó×ÏÅÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ).2) ðÏÓËÏÌØËÕ B(a; r) ⊂ B(a; r), ÏÔËÒÙÔÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÛÁÒÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏ-ÓÔÑÍÉ Ó×ÏÅÇÏ �ÅÎÔÒÁ.3) åÓÌÉ 0 < r1 6 r2, ÔÏ �(x; a) < r1 ⇒ �(x; a) < r2, Ô.Å. B(a; r1) ⊂ B(a; r2) (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏB(a; r1) ⊂ B(a; r2)).ðÒÉÍÅÒÙ. 1) ûÁÒ × R2 | ÜÔÏ ËÒÕÇ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × a (ÏÔËÒÙÔÙÊ | ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÚÁÍËÎÕÔÙÊ | ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ).2) ûÁÒ × R3 | ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÛÁÒÏÍ (ÏÔËÒÙÔÙÊ | ÎÅ ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÉÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ, ÚÁÍËÎÕÔÙÊ | ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÓÆÅÒÕ).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ: Ï�ÉÓÁÔØ ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÛÁÒÏ× × ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 2.1 (óÔÒÏÅÎÉÅ ÛÁÒÏ× × R É ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÛÁÒÏ× × R).1) ÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R B(a; r) = (a− r; a+ r); B(a; r) = [a− r; a+ r℄:2) åÓÌÉ 0 < r < 2, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ p ∈ R, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å RB(+∞; r) = (p; +∞℄; B(+∞; r) = [p; +∞℄É ÌÀÂÏÊ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË ×ÉÄÁ (p; +∞℄ ÉÌÉ [p; +∞℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÛÁÒÏÍ Ó �ÅÎÔÒÏÍ× +∞.3) åÓÌÉ 0 < r < 2, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ q ∈ R, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å RB(−∞; r) = [−∞; q) B(−∞; r) = [−∞; q℄É ÌÀÂÏÊ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË ×ÉÄÁ [−∞; q) ÉÌÉ [−∞; q℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÛÁÒÏÍ Ó �ÅÎÔÒÏÍ× −∞.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R x ∈ B(a; r) ⇔ |x − a| < r (ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ×ÅÌÉÞÉÎÁ). åÓÌÉ x− a > 0 ⇔ x > a, ÔÏ x− a < r ⇔ x < a+ r, Ô. Å. a 6 x < a+ r. åÓÌÉx − a < 0 ⇔ x < a, ÔÏ −(x − a) < r ⇔ x − a > −r ⇔ x > a − r, Ô. Å. a − r < x < a.ïÂßÅÄÉÎÑÑ ÏÂÁ ÓÌÕÞÁÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍ |x− a| < r ⇔ a− r < x < a+ r.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ '−1 É ' ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ. ðÒÉ y ∈ (−1; 1) '−1(y) = y√1−y2 ;ÅÓÌÉ y ∈ [0; 1), ÔÏ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÄÒÏÂÉ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, y2 ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, 1 − y2



4 ðï�åðõî á.÷.É √1− y2 ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÔ, �ÏÜÔÏÍÕ '−1 ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ [0; 1). ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ0 6 y1 < y2 < 1, ÔÏ '−1(y1) < '−1(y2). åÓÌÉ−1 < y1 < 0 6 y2, ÔÏ '−1(y1) < 0 6 '−1(y2).åÓÌÉ −1 < y1 < y2 < 0, ÔÏ1 > −y1 > −y2 > 0⇒ '−1(−y1) > '−1(−y2) ⇒'−1(y1) = −'−1(−y1) < −'−1(−y2) = '−1(y2):ðÏÌÕÞÁÅÍ × ÉÔÏÇÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ y1; y2 ∈ [−1; 1℄, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ y1 < y2:
−∞ = '−1(−1) 6 '−1(y1) < '−1(y2) 6 '−1(1) = +∞:Ô. Å. '−1 ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ [−1; 1℄.äÏËÁÖÅÍ ÓÔÒÏÇÏÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅ ' ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ. ðÕÓÔØ −∞ 6 x1 < x2 6= ∞, ÎÏ'(x1) > '(x2). �ÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ '−1x1 = '−1('(x1)) > '−1('(x2)) = x2 | �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.2) ðÏÓËÏÌØËÕ 0 < r < 2, ÔÏ −1 < 1− r < 1 ⇒ '−1(1− r) ∈ R.x ∈ B(+∞; r) ⇔ �(x;+∞) = |'(x) − '(+∞)| = |'(x) − 1| = 1− '(x) < r;�ÏÓËÏÌØËÕ '(x) 6 1: ðÏÜÔÏÍÕ x ∈ B(+∞; r) ⇔ 1− '(x) < r ⇔ '(x) > 1− r:ðÏÓËÏÌØËÕ '−1 É ' ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ,'(x) > 1− r ⇔ x = '−1('(x)) > '−1(1− r) ⇔ x ∈ (p; +∞℄; ÇÄÅ p = '−1(1− r) ∈ R:òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ p ∈ R, ÔÏÇÄÁ −1 < '(p) < 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ r = 1− '(p) ⇒ 0 <r < 2 É p = '−1(1 − r). ÷ÙÛÅ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ x ∈ (p; +∞℄ ⇔ x ∈ B(+∞; r), Ô. Å.(p; +∞℄ = B(+∞; r).äÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÛÁÒÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 1 − '(x) < r ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÎÁ 1 − '(x) 6 r É × ÄÁÌØ-ÎÅÊÛÅÍ �ÏÌÕÞÁÅÍ x > '−1(1− r) ⇔ x ∈ [p; +∞℄.3) ðÏÓËÏÌØËÕ 0 < r < 2, ÔÏ −1 < r − 1 < 1 ⇒ '−1(r − 1) ∈ R.x ∈ B(−∞; r) ⇔ �(x;−∞) = |'(x) − '(−∞)| = |'(x) − (−1)| = '(x) + 1 < r;�ÏÓËÏÌØËÕ '(x) > −1: ðÏÜÔÏÍÕ x ∈ B(−∞; r) ⇔ '(x) + 1 < r ⇔ '(x) < r − 1:ðÏÓËÏÌØËÕ '−1 É ' ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ,'(x) < r − 1 ⇔ x = '−1('(x)) < '−1(r − 1) ⇔ x ∈ [−∞; q); ÇÄÅ q = '−1(r − 1) ∈ R:òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ q ∈ R, ÔÏÇÄÁ −1 < '(q) < 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ r = '(q) + 1 ⇒ 0 <r < 2 É q = '−1(r − 1). ÷ÙÛÅ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ x ∈ [−∞; q) ⇔ x ∈ B(−∞; r), Ô. Å.[−∞; q) = B(−∞; r).äÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÛÁÒÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '(x) + 1 < r ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÎÁ '(x) + 1 6 r É × ÄÁÌØ-ÎÅÊÛÅÍ �ÏÌÕÞÁÅÍ x 6 '−1(r − 1) ⇔ x ∈ [−∞; q℄.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ p < a < q, ÔÏ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË 〈p; q〉 ⊂ R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀÔÏÞËÉ a (× R).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ r = min{a− p; q − a}, ÔÏÇÄÁ r > 0.

{ r 6 a− pr 6 q − a ⇒
{ p 6 a− ra+ r 6 q :�ÏÇÄÁ x ∈ B(a; r) ⇒ p 6 a− r < x < a+ r 6 q ⇒ x ∈ 〈p; q〉 Ô. Å. B(a; r) ⊂ 〈p; q〉:



�åïòéñ ðòåäåìï÷ ðï âáúå æéìø�òá, þáó�ø I 5úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÏÍÅÖÕÔÏË [p; q℄ ⊂ R ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ Ó×ÏÉÈ ËÏÎ�Ï× (ÔÏÞÅËp É q). 3. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÒÅÄÅÌÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1 (âÁÚÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×). îÅ�ÕÓÔÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÎÏÖÅÓÔ× A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÂÁÚÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÅÓÌÉ: 1) ∀A ∈ A A 6= ∅;2) ∀A;B ∈ A ∃C ∈ A : C ⊂ A ∩B.úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1) ðÕÓÔØ A | ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×, X | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÄÌÑ ∀A ∈ A A ∩X 6= ∅, ÔÏ {A ∩X : A ∈ A} | ÔÏÖÅ ÂÁÚÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.äÌÑ ∀A ∩X;B ∩X ∃C ⊂ A ∩B ⇒ C ∩X ⊂ (A ∩B) ∩X = (A ∩X) ∩ (B ∩X):2) åÓÌÉ A1; : : : ; An ∈ A, ÔÏ ∃C ∈ A : C ⊂
n⋂k=1Ak .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï n. n = 1: C = A1 ⊂ A1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ n, ÄÏËÁÖÅÍ ÄÌÑ n+ 1.ðÕÓÔØ A1; : : : An; An+1 ∈ A: �ÏÇÄÁ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ ∃B ∈ A : B ⊂

n⋂k=1Ak ⇒(�Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ 2 ÉÚ Ï�ÒÅÌÅÌÅÎÉÑ) ∃C ∈ A : C ⊂ B ∩An+1 ⊂ n⋂k=1Ak ∩ An+1 = n+1⋂k=1Ak:ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ (X; �) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, a ∈ X . �ÏÇÄÁ {B(a; r)} (ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÛÁÒÏ× Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ a) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 1 Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÛÁÒÏ×, ÄÌÑ ∀r > 0 a ∈ B(a; r) ⇒B(a; r) 6= ∅.äÌÑ ÌÀÂÙÈ B(a; r1); B(a; r2) �ÏÌÏÖÉÍ r = min{r1; r2} > 0.r 6 r1; r2 ⇒ B(a; r) ⊂ B(a; r1) É B(a; r2) (�Ï ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 3 Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÛÁÒÏ×);Ô. Å. B(a; r) ⊂ B(a; r1) ∩B(a; r2).ðÒÉÍÅÒ 2. {B(a; r) : a | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ} | ÂÁÚÁ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ).ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ X = Rn; a = (a1; : : : ; an); r > 0; P (a; r) = n∏k=1(ak − r; ak + r).P (a; r) | ÏÔËÒÙÔÙÊ n-ÍÅÒÎÙÊ ËÕÂ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × a: x ∈ P (a; r) ⇔
∀k = 1; : : : ; n a−rk < xk < a+rk ⇔ ∀k = 1; : : : ; n |xk−ak| < r ⇔ max16k6n{|xk−ak|} < r:�ÏÇÄÁ {P (a; r) : r > 0; a | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ} | ÂÁÚÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ r1; r2 > 0; r = min{r1; r2}, ÔÏ(ak−r; ak+r) ⊂ (ak−r1; ak+r1)∩(ak−r2; ak+r2) (�ÒÉÍÅÒ 1 | ÂÁÚÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÛÁÒÏ×).ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÅËÁÒÔÏ×Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ P (a; r) ⊂P (a; r1) ∩ P (a; r2) É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, a ∈ P (a; r);⇒ P (a; r) 6= ∅.ðÒÉÍÅÒ 4. A = {V (a)} | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÔÏÞËÉ a × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.



6 ðï�åðõî á.÷.1. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 1.2 (ÛÁÒÙ É ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ) É ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ Ë ÎÅÍÕ,
∃B(a; r) : a ∈ B(a; r) ⊂ V (a) ⇒ V (a) 6= ∅:2: {V1(a) ⊃ B(a; r1)V2(a) ⊃ B(a; r2) ⇒ V1(a) ∩ V2(a) ⊃ B(a; r1) ∩B(a; r2) ⊃ B(a; r);Ô. Å. V1(a) ∩ V2(a) | ÔÏÖÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ.ðÒÉÍÅÒ 5. A = {AN : N ∈ R}, ÇÄÅAN = {n ∈ N : n > N; N ∈ R; N | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ}.1. ðÏ ÁËÓÉÏÍÅ áÒÈÉÍÅÄÁ, ÄÌÑ ∀N ∈ R ∃n ∈ N : n > N ⇒ AN 6= ∅. ðÒÉ N < 1×ÓÅ n ∈ N ×ÈÏÄÑÔ × AN , Ô. Å. AN = {1; 2; : : :}, �ÒÉ N > 1 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ n0 = [N + 1℄(�ÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ N + 1). �ÏÇÄÁ n0 6 N + 1 < n0 + 1 ⇒ n0 > N; n0 − 1 6 N , Ô. Å.n0 | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á AN ⇒ AN = {n0; n0 + 1; : : :}. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÍÎÏÖÅÓÔ×Á AN �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ "È×ÏÓÔÙ" ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ.2: åÓÌÉ N = max{N1; N2}; ÔÏ n > N ⇒

{ n > N1n > N2 ⇒ n ∈ AN1 ∩ AN2 ;Ô. Å. AN ⊂ AN1 ∩AN2 .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2 (ðÒÅÄÅÌ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å).ðÕÓÔØ (Y; �) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, f : X → Y | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, A | ÂÁÚÁÍÎÏÖÅÓÔ×. �ÏÞËÁ l ∈ Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f �Ï ÂÁÚÅ A, ÅÓÌÉ:
∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A �(f(x); l) < ":ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ ÄÌÑ ÌÅËÔÏÒÁ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ A f(x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ �Ï ÕÍÏÌ-ÞÁÎÉÀ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ A ⊂ X = dom f , ÎÏ ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ A ∈ A| ÜÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X . üÔÏ ÄÁ£Ô × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ�ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Á × ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÔÅÏÒÅÍÁÈ Ï �ÒÅÄÅÌÅ ÓÕÍÍÙ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÉÞÁÓÔÎÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: l = limA f; l = limA f(x); f(x) −→

A

l.ðÒÉÍÅÒ 1. ðÒÅÄÅÌ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.ðÕÓÔØ f : X → Y ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ∀x ∈ X f(x) = l (onst.), A | ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÔÁËÁÑ,ÞÔÏ ∃A ∈ A : A ⊂ X . �ÏÇÄÁ ∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A �(f(x); l) = �(l; l) = 0 < ", Ô. Å.l = limA f �Ï ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÅ.ðÒÉÍÅÒ 2. ðÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.ðÕÓÔØ (X; �) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : N → X ÎÁÚÙÁÅÔÓÑ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (X; �). åÓÌÉ n ∈ N, ÔÏ f(n) = xn(ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ). ÷ÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ: {xn}n∈N ÉÌÉ {xn}∞n=1. ðÒÅÄÅÌÏÍ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f �ÏÂÁÚÅ A = {AN : N ∈ R}, ÇÄÅ AN = {n ∈ N : n > N}. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 2.2l = limxn ⇔ ∀" > 0 ∃AN ∈ A : ∀n ∈ AN �(xn; l) < " ⇔
∀" > 0 ∃N ∈ R : ∀n > N �(xn; l) < ":÷ÁÖÎÙÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ: X = R; l ∈ R.l = limxn ⇔ ∀" > 0 ∃N ∈ R : ∀n > N |xn − l| < "(ËÏÎÅÞÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ).



�åïòéñ ðòåäåìï÷ ðï âáúå æéìø�òá, þáó�ø I 7ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ: ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÕÄÏÂÎÅÅ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÄÌÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÎÑÔÉÊ) × Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÉ �ÒÅÄÅÌÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ N ÂÙÌÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉ-ÓÌÏÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 3.1 (üË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÅÄÅÌÁ). õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ l = limA f ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ:1) ∀B(l; ") ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) ∈ B(l; ").2) ∀B(l; ") ∃A ∈ A : f(A) ⊂ B(l; ").3) åÓÌÉ g(x) = �(f(x); l) (Ô. Å. g : X → R), ÔÏ limA g = 0, Ô. Å. �(f(x); l) −→
A

0.4) îÅÓÔÒÏÇÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: ∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A �(f(x); l) 6 ".5) äÌÑ ÍÁÌÙÈ ": ∀" : 0 < " < "0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A �(f(x); l) < ".6) ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ: ∀V (l) ∃A ∈ A : f(A) ⊂ V (l).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÛÁÒÁ (1.2) f(x) ∈ B(l; ") ⇔ �(f(x); l) < ".2) ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÂÒÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, f(A) = {y ∈ Y : y = f(x); x ∈ A}, Ô. Å.f(A) ⊂ B(l; ") ⇔ ∀x ∈ A y = f(x) ∈ B(l; ")⇔ ∀x ∈ A �(f(x); l) < ":3) l = limA f ⇔ ∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A |g(x)− 0| = g(x) = �(f(x); l) < ", Ô. Å.
∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A |g(x)− 0| = �(g(x); 0) < " �Ï ÍÅÔÒÉËÅ × R ⇔ lim

A

g = 0:4) Á) åÓÌÉ ∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A �(f(x); l) < ", ÔÏ ÄÌÑ ÔÅÈ ÖÅ x ∈ A ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ�(f(x); l) 6 ", Ô. Å. ÎÅÓÔÒÏÇÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.Â) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ " > 0, ÔÏÇÄÁ "2 > 0. ðÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ Ó ÎÅÓÔÒÏÇÉÍÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ, ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ "2 > 0 ∃A1 ∈ A : ∀x ∈ A1 �(f(x); l) 6
"2 < ", Ô. Å.

∀" > 0 ∃A1 ∈ A : ∀x ∈ A1 �(f(x); l) < " ⇒ l = lim
A

f:5) Á) åÓÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ∃A ∈ A : ∀x ∈ A �(f(x); l) < " ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0,ÔÏ ÏÎÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ∀" : 0 < " < "0.Â) äÌÑ ∀" > 0 �ÏÌÏÖÉÍ "1 = min{"; "02 }, ÔÏÇÄÁ "1 6 "; "1 6
"02 < "0.�Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ (5), ÄÌÑ "1 ∃A1 ∈ A : ∀x ∈ A1 �(f(x); l) < "1 6 "Ô. Å. ∀" > 0 ∃A1 ∈ A : ∀x ∈ A1 �(f(x); l) < " ⇒ l = lim

A

f:6) Á) åÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ: ∀V (l) ∃A ∈ A : f(A) ⊂ V (l), ÔÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ ÛÁÒB(l; ") Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (2), Ô. Å. �Ï ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ,l = limA f .Â) ðÕÓÔØ l = limA f , ÔÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (2). ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏËÒÅÓÔ-ÎÏÓÔÅÊ (1.2), ÄÌÑ ∀V (l) ∃" > 0: B(l; ") ⊂ V (l). ðÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ (2), ÄÌÑ ÜÔÏÇÏB(l; ") ∃A ∈ A : f(A) ⊂ B(l; ") ⊂ V (l). ðÏÌÕÞÉÌÉ: ∀V (l) ∃A ∈ A : f(A) ⊂ V (l):�ÅÏÒÅÍÁ 3.2 (åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ �ÒÅÄÅÌÁ). åÓÌÉ l1 = limA f; l2 = limA f , ÔÏ l1 = l2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ l1 6= l2. �ÏÇÄÁ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÀ ÍÅÔÒÉËÉ (1.1) �(l1; l2) > 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ " = �(l1;l2)2 > 0. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÅÄÅÌÁ,



8 ðï�åðõî á.÷.ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ " {

∃A1 ∈ A : ∀x ∈ A1 �(f(x); l1) < "
∃A2 ∈ A : ∀x ∈ A2 �(f(x); l2) < ":ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÙ (2.1), ∃A ∈ A : A ⊂ A1 ∩A2; A 6= ∅. �ÏÇÄÁ

∃x ∈ A ⊂ A1 ∩ A2 ⇒ { x ∈ A1x ∈ A2 ⇒
{ �(f(x); l1) < "�(f(x); l2) < "2" = �(l1; l2) 6 �(l1; f(x))+ �(f(x); l2) = �(f(x); l1)+ �(f(x); l2) < 2"(�Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÍÅÔÒÉËÉ | ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ), Ô. Å. 2" < 2" |�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ðÏÌÕÞÉÌÉ: l1 = l2.



�åïòéñ ðòåäåìï÷ ðï âáúå æéìø�òá, þáó�ø I 9ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3 (ëÏÎÅÞÎÙÊ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ).1) ðÕÓÔØ f : X → Y , ÇÄÅ Y = R; C ÉÌÉ Rn, l ∈ Y , A | ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ðÏ ÏÂÝÅÍÕÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÅÄÅÌÁ 2.2 É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÅÔÒÉËÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ylim
A

f = l ⇔ ∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A �Y (f(x); l) = |f(x)− l| < ":2) ðÕÓÔØ f : X → R; l = +∞, A | ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ðÏ ÏÂÝÅÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÅÄÅÌÁlim
A

f = +∞ ⇔ ∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A �
R

(f(x);+∞
) < ":ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2.1 (ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÅÄÅÌÁ), �. 5 × ÜÔÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ " : 0 < " < 2. �

R
(f(x);+∞) < " ⇔ f(x) ∈ B(+∞; "). ðÏÔÅÏÒÅÍÅ 1.1 (ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÛÁÒÏ×) �ÒÉ 0 < " < 2 B(+∞; ") = (p; +∞℄, ÇÄÅ p ∈ R É ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ p ∈ R ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (p; +∞℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÛÁÒÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕlim

A

f = +∞ ⇔ ∀p ∈ R ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) > p:3) ðÕÓÔØ f : X → R; l = −∞, A | ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �. 2, × ÏÂÝÅÍÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ �ÒÅÄÅÌÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ " : 0 < " < 2 É �ÒÉ ÔÁËÉÈ " ÛÁÒB(−∞; ") = [−∞; q), �ÏÜÔÏÍÕlim
A

f = −∞ ⇔ ∀q ∈ R ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) < q:ðÏÓËÏÌØËÕ R ⊂ R, × R Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ Ä×Å ÍÅÔÒÉËÉ: ÄÌÑ x; y ∈ R �R(x; y) = |x − y|É ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÉÚ R: �
R
(x; y) = |'(x) − '(y)|. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉË ËÏÎÅÞÎÏÍÕ �ÒÅÄÅÌÕ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ Ä×Á Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: �ÒÅÄÅÌ �Ï ÍÅÔÒÉËÅ �R É �ÒÅÄÅÌ �ÏÍÅÔÒÉËÅ �

R
. ïËÁÚÙ×ÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ:�ÅÏÒÅÍÁ 3.3 (óÈÏÄÉÍÏÓÔØ Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÕ �ÒÅÄÅÌÕ × ÍÅÔÒÉËÁÈ R É R).ðÕÓÔØ f : X → R; A | ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×, l ∈ R. �ÏÇÄÁl = lim

A

f �Ï ÍÅÔÒÉËÅ R ⇔ l = lim
A

f �Ï ÍÅÔÒÉËÅ R:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.Á) ðÕÓÔØ l = limA f �Ï ÍÅÔÒÉËÅ R. äÌÑ ∀" > 0 l−" < l < l+". ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÑ 'ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ (ÄÏËÁÚÁÎÏ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1.1 Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÛÁÒÏ×), '(l−") < '(l) < '(l+").ðÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1,
∃"1 > 0: '(l − ") 6 '(l)− "1 < '(l) + "1 6 '(l + "): (1)ðÏÓËÏÌØËÕ l = limA f �Ï ÍÅÔÒÉËÅ R, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ "1

∃A ∈ A : ∀x ∈ A �
R

(f(x); l) = ∣∣'(f(x))− '(l)∣∣ < "1 ⇔ '(l)− "1 < '(f(x)) < '(l) + "1:�ÏÇÄÁ �Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (1)
∃A ∈ A : ∀x ∈ A '(l − ") < '(f(x)) < '(l + "):ðÏÓËÏÌØËÕ '−1 ÔÏÖÅ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ (× ÔÅÏÒÅÍÅ 1.1), ÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÓÌÅÄÕÅÔ:

∀x ∈ A '−1('(l−")) < '−1('(f(x))) < '−1('(l+"))⇒ l−" < f(x) < l+"⇒ |f(x)−l| < ":ðÏÌÕÞÉÌÉ:
∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A |f(x)− l| < " ⇒ l = lim

A

f �Ï ÍÅÔÒÉËÅ R



10 ðï�åðõî á.÷.(�Ï " ÎÁÈÏÄÉÍ "1 × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (1), ÚÁÔÅÍ �Ï "1 ÎÁÈÏÄÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A).Â) ðÕÓÔØ l = limA f �Ï ÍÅÔÒÉËÅ R. ÷ �ÒÉÍÅÒÅ 2 �ÏÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ' ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ R ÎÁ (−1; 1). ðÏÓËÏÌØËÕ l ∈ R,'(l) ∈ (−1; 1). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ "0 = min{1− '(l); '(l) + 1}, ÔÏÇÄÁ"0 6 1− '(l) ⇒ '(l) + "0 6 1; "0 6 '(l) + 1 ⇒ −1 6 '(l)− "0: (2)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ∀" : 0 < " < "0, ÔÏÇÄÁ �Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ (2)
− 1 6 '(l)− "0 < '(l)− " < '(l) < '(l) + " < '(l) + "0 6 1:'(l)− "; '(l) + " ∈ (−1; 1) ⇒ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ '−1('(l)− "); '−1('(l) + ") ∈ R:ðÏÓËÏÌØËÕ '−1 ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, ÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÓÌÅÄÕÅÔ'−1('(l)− ") < '−1('(l)) = l < '−1('(l) + "):ðÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1 (ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÛÁÒÏ×):

∃"1 > 0: '−1('(l)− ") 6 l − "1 < l < l + "1 6 '−1('(l) + "): (3)ðÏÓËÏÌØËÕ l = limA f �Ï ÍÅÔÒÉËÅ R,ÄÌÑ "1 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A |f(x)− l| < "1 ⇔ l− "1 < f(x) < l + "1ïÔÓÀÄÁ �Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ (3)'−1('(l)− ") 6 l− "1 < f(x) < l + "1 6 '−1('(l) + "):æÕÎË�ÉÑ ' ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× �ÏÌÕÞÁÅÍ'('−1('(l)− ")) < '(f(x)) < '('−1('(l) + "))⇒ '(l)− " < '(f(x)) < '(l) + " ⇒
∣
∣'(f(x))− '(l)∣∣ = �

R

(f(x); l) < ";Ô. Å. ∀" : 0 < " < "0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A �
R

(f(x); l) < ":(�Ï " ÎÁÈÏÄÉÍ "1 × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (3), ÚÁÔÅÍ �Ï "1 ÎÁÈÏÄÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ2.1 (ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÅÄÅÌÁ, �. 5), ÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔl = limA f �Ï ÍÅÔÒÉËÅ R.÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÅÓÌÉ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÒÅÄÅÌÙ,�Ï ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÍÅÔÒÉËÕ R, Á ÅÓÌÉ ËÏÎÅÞÎÙÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ �ÒÅÄÅÌÙ | ÔÏÍÅÔÒÉËÕ R.ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ: íÏÖÎÏ ÓÅÊÞÁÓ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á É ÄÏ-ËÁÚÁÔØ Å£ × ÇÌÁ×Å Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ' É '−1. äÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÁÍ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÏÝÅ É ÂÙÓÔÒÅÅ (ÓÍ. × ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑÈ Ë ÇÌÁ×Å "îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ").ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.4 (ðÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á).ðÕÓÔØ (X; �) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, E ⊂ X; a ∈ X. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ _B(a; r) =B(a; r)\{a} ("�ÒÏËÏÌÏÔÙÊ ÛÁÒ"). �ÏÞËÁ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁE, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ∀B(a; r) _B(a; r) ∩ E 6= ∅.úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1) åÓÌÉ E = ∅, ÔÏ _B(a; r) ∩ E = ∅, Ô. Å. �ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ ÉÍÅÅÔ�ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË.2) åÓÌÉ a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ E; E1 ⊃ E, ÔÏ a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ É ÄÌÑ E1:
∀B(a; r) _B(a; r) ∩ E1 ⊃ _B(a; r) ∩ E 6= ∅.



�åïòéñ ðòåäåìï÷ ðï âáúå æéìø�òá, þáó�ø I 113) åÓÌÉ a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ E, ÔÏ ÄÌÑ ∀V (a) _V (a) ∩ E 6= ∅ (�ÏÓËÏÌØËÕ, �Ï Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ∃B(a; r) ⊂ V (a); _V (a) ∩ E ⊃ _B(a; r) ∩ E 6= ∅.úÁÄÁÞÁ ÎÁ ÜËÚÁÍÅÎÅ ÄÌÑ ÏÔÌÉÞÎÉËÏ×: ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ ÉÍÅÅÔ�ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË (ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÉÅË�ÉÑ ÎÁ {1; 2; : : : ; n}).ìÅÍÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ (X; �) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, a ∈ X; {xn}∞n=1 | �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × X. åÓÌÉ ÄÌÑ ∀n ∈ N �(xn; a) < 1n , ÔÏ xn → a.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ∀" > 0 ∃N = 1" > 0; N ∈ R. �ÏÇÄÁ
∀n > N = 1" n > 1" ⇔ 1n < "; �(xn; a) < 1n ⇒ �(xn; a) < ":ðÏÌÕÞÉÌÉ:

∀" > 0 ∃N ∈ R : ∀n > N �(xn; a) < " ⇒ xn → a:�ÅÏÒÅÍÁ 3.4 (èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ).ðÕÓÔØ (X; �) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, a ∈ X; E ⊂ X:(a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ E) ⇔ (∃{xn}∞n=1 : ∀n ∈ N xn ∈ E; xn 6= a; xn → a):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. Á) "⇒":ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÄÌÑ ∀n ∈ N _B(a; 1n ) ∩E 6= ∅, Ô. Å.
∃x′ ∈ E : x′ ∈ _B(a; 1n) ⇒ { �(x′; a) < 1nx′ 6= a :úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ x′ Ó ÜÔÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ xn. ðÏÌÕÞÉÌÉ {xn}∞n=1ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

∀n ∈ N xn ∈ E; xn 6= a; �(xn; a) < 1n ⇒ (�Ï ÌÅÍÍÅ) xn → a:Â) "⇐":ðÕÓÔØ ∃{xn}∞n=1 : ∀n ∈ N xn ∈ E; xn 6= a; xn → a. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ limxn,
∀" > 0 ∃N ∈ R : ∀n > N �(xn; a) < "; xn 6= a; xn ∈ E ⇒xn ∈ _B(a; ") ∩ E ⇒ ∀" > 0 _B(a; ") ∩ E 6= ∅;Ô. Å. a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ E.ðÒÉÍÅÒÙ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË.ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ E ⊂ R; E 6= ∅. åÓÌÉ supE =∈ E (Ô. Å. × E ÎÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏÜÌÅÍÅÎÔÁ), ÔÏ supE | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ E. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ inf E =∈ E (Ô. Å. × E ÎÅÔÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ), ÔÏ inf E | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ E.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ðÕÓÔØ supE = −∞: ∀x ∈ E x 6 −∞; E 6= ∅ ⇒ x = −∞, Ô. Å.E = {−∞}, supE ∈ E | �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ, Ô. Å. ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ.2) ðÕÓÔØ supE = M ∈ R. ðÏÓËÏÌØËÕ M | ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎÉ�Á E, ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ n ∈ N ÞÉÓÌÏ M − 1n ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ, Ô. Å.

∃x ∈ E : M− 1n < x 6 M <M+ 1n ⇒ |x−M | < 1n: ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ x ÞÅÒÅÚ xn:ðÒÉ ÜÔÏÍ xn ∈ E; M = supE =∈ E ⇒ xn 6=M . ðÏÌÕÞÉÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
{xn}∞n=1 : ∀n ∈ N xn ∈ E; xn 6=M; |xn −M | < 1n:



12 ðï�åðõî á.÷.ðÏ ÌÅÍÍÅ 2.1 ÔÏÇÄÁ xn → M �Ï ÍÅÔÒÉËÅ × R, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ (�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 2.3 Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉË ËÏÎÅÞÎÏÍÕ �ÒÅÄÅÌÕ × R É R), É �Ï ÍÅÔÒÉËÅ × R. ðÏÌÕÞÉÌÉ:
∃{xn}∞n=1 : ∀n ∈ N xn ∈ E; xn 6=M; xn → M �Ï ÍÅÔÒÉËÅ × R:�ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 2.4 M = supE | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ E.3) ðÕÓÔØ supE = +∞. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r > 0 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ r1 : 0 < r1 < min{r; 2}, ÔÏÇÄÁr1 < r; 0 < r1 < 2. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.1 Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÛÁÒÏ× B

R
(+∞; r1) = (p; +∞℄, ÇÄÅ p ∈ R.ðÏÓËÏÌØËÕ p < +∞ = supE; p ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ E, Ô. Å. ∃x ∈ E : x > p.ðÒÉ ÜÔÏÍ +∞ =∈ E; x ∈ E ⇒ x 6= +∞, Ô. Å.x ∈ (p; +∞) ∩ E = _B

R
(+∞; r1) ∩ E ⊂ _B

R
(+∞; r) ∩ E (�ÏÓËÏÌØËÕ r1 < r) ⇒_B

R
(+∞; r) ∩ E 6= ∅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r > 0 ⇒ +∞ | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ E:äÌÑ inf E | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (ÓÌÕÞÁÊ inf E = +∞ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ, × ÓÌÕÞÁÅ inf E = m ∈ R

∃x ∈ E : x < m+ 1n , × ÓÌÕÞÁÅ inf E = −∞ B
R
(−∞; r1) = [−∞; q); ∃x ∈ E : x < q).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ E ⊂ R; E 6= ∅, ÔÏ:

∃{xn}∞n=1 : ∀n ∈ N xn ∈ E; xn → supE; ∃{yn}∞n=1 : ∀n ∈ N yn ∈ E; yn → inf E:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ supE =∈ E, ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn}∞n=1 Ó ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 2.4 Ï ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË (�ÏÓËÏÌØËÕsupE | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ E), Á ÅÓÌÉ supE ∈ E, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ∀n ∈ N xn = supE(ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ). �ÏÇÄÁ xn → supE (�ÒÉÍÅÒ 1 �ÏÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ�ÒÅÄÅÌÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ). äÌÑ inf | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ a; b ∈ R; a < b; E = 〈a; b〉. �ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ  ∈ [a; b℄, ÔÏ | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑÔÏÞËÁ E.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ  > a;  6 b, ÔÏÇÄÁ  = sup〈a; ) (ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,  | ÎÁÉÍÅÎØ-ÛÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎÉ�Á 〈a; )), �ÒÉ ÜÔÏÍ  =∈ 〈a; ) ⇒  |�ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ 〈a; ). ðÏ-ÓËÏÌØËÕ 〈a; ) ⊂ 〈a; b〉, �Ï ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 2 Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ  |�ÒÅÄÅÌØÎÁÑÔÏÞËÁ 〈a; b〉.ðÕÓÔØ  = a = inf(a; b〉; a =∈ (a; b〉 ⇒ a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ (a; b〉 ⊂ 〈a; b〉 ⇒ a |�ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ 〈a; b〉.ðÒÉÍÅÒ 3. E = N. äÌÑ ∀a ∈ R ∃n ∈ N : n > a (ÁËÓÉÏÍÁ áÒÈÉÍÅÄÁ) ⇒ a ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÄÌÑ N ⇒ supN = +∞ =∈ N ⇒ +∞ | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ N.úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÏÔÌÉÞÎÉËÏ× ÎÁ ÜËÚÁÍÅÎÅ:1) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Õ N ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË, ËÒÏÍÅ +∞.2) îÁÊÔÉ ×ÓÅ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ Z.ðÕÓÔØ (X; �) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, E ⊂ X; a ∈ X | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ E.�ÏÇÄÁ ∀ _B(a; r) ∩ E 6= ∅._B(a; r) ∩ E = {x ∈ X : x ∈ B(a; r); x 6= a; x ∈ E} = B(a; r) ∩ (E \ {a}):íÎÏÖÅÓÔ×Ï {B(a; r) : r > 0} | ÂÁÚÁ (�ÒÉÍÅÒ 1 �ÏÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÁÚÙ), ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁB(a; r) ∩ (E \ {a}) 6= ∅, ÔÏÇÄÁ �Ï ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 1 �ÏÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÁÚÙ, ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁB(a; r) ∩ (E \ {a}) = _B(a; r) ∩ E ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÕ, �ÒÉ ÜÔÏÍ _B(a; r) ∩ E ⊂ E.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.5 (ðÒÅÄÅÌ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ × ÔÏÞËÅ).ðÕÓÔØ (X; �X); (Y; �Y ) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, E ⊂ X; a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ



�åïòéñ ðòåäåìï÷ ðï âáúå æéìø�òá, þáó�ø I 13E; f : E → Y . åÓÌÉ b ∈ Y | �ÒÅÄÅÌ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f �Ï ÂÁÚÅ { _B(a; r) ∩E : r > 0}, ÔÏÇÏ×ÏÒÑÔ. ÞÔÏ b | �ÒÅÄÅÌ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f × ÔÏÞËÅ a.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: b = limx→a f(x) ÉÌÉ b = lima f .ðÏ ÏÂÝÅÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÅÄÅÌÁ 2.2:b = limx→a f(x) ⇔ ∀" > 0 ∃ _B(a; Æ) ∩ E : ∀x ∈ _B(a; Æ) ∩ E �Y (f(x); b) < ":x ∈ _B(a; Æ) ∩ E ⇔







x ∈ Ex 6= a�X(x; a) < Æ ; �ÏÜÔÏÍÕb = limx→a f(x) ⇔ ∀" > 0 ∃Æ > 0: ∀x ∈ E : x 6= a É �X(x; a) < Æ �Y (f(x); b) < "É a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ E:þÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ.1) X = Y = R; E ⊂ R; f : E → R (ÆÕÎË�ÉÑ ÏÄÎÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ,a; b ∈ R).b = limx→a f(x) ⇔ {a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ E
∀" > 0 ∃Æ > 0: ∀x ∈ E : x 6= a É |x− a| < Æ |f(x) − b| < ""ËÏÎÅÞÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ × ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞËÅ". üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ëÏÛÉ.�ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÁ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÄÌÑ X = R

m; Y = R
n (�ÒÅÄÅÌ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ). ðÒÉ ÜÔÏÍ |x−a| É |f(x)−b| | ÄÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÏ× x−aÉ f(x) − b. åÝ£ ÏÄÉÎ ÓÌÕÞÁÊ | X = C; Y = C (ÆÕÎË�ÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ),ÚÄÅÓØ |x− a| É |f(x)− b| | ÍÏÄÕÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.2) X = R ÉÌÉ Rm; Y = R; b = +∞. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 2.3 ÄÌÑ �ÒÅÄÅÌÁ, ÒÁ×ÎÏÇÏ +∞limx→a f(x) = +∞ ⇔

{a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ E = dom f
∀p ∈ R ∃Æ > 0: ∀x ∈ E : x 6= a É |x− a| < Æ f(x) > p:áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ �ÒÅÄÅÌÁ, ÒÁ×ÎÏÇÏ −∞limx→a f(x) = −∞ ⇔

{a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ E = dom f
∀q ∈ R ∃Æ > 0: ∀x ∈ E : x 6= a É |x− a| < Æ f(x) < q:(ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÔÏ, ÞÔÏ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 1.1 �ÒÉ 0 < " < 2 B(−∞; ") = [−∞; q)).3) X = R; Y = R; Rn; a = +∞; b ∈ Y (ËÏÎÅÞÎÏ).limx→+∞

f(x) = b ⇔ {+∞ | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ E = dom f
∀" > 0 ∃ _B(+∞; Æ) ∩ E : ∀x ∈ _B(+∞; Æ) ∩ E |f(x)− b| < ":åÓÌÉ 0 < Æ1 < min{Æ; 2}, ÔÏ _B(+∞; Æ1) ⊂ _B(+∞; Æ) (�Ï ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 3 Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀÛÁÒÏ×, �ÏÓËÏÌØËÕ Æ1 < Æ), �ÏÜÔÏÍÕ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ _B(+∞; Æ1) ∩ E |f(x) − b| < ".ðÏÌÕÞÁÅÍ:limx→+∞

f(x) = b⇔ {+∞ | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ E = dom f
∀" > 0 ∃Æ1 : 0 < Æ1 < 2 É ∀x ∈ _B(+∞; Æ1) ∩ E |f(x)− b| < ":



14 ðï�åðõî á.÷.ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.1 B(+∞; Æ1) = (p; +∞℄, ÇÄÅ p ∈ R. ÷ ÉÔÏÇÅ:limx→+∞
f(x) = b⇔ {+∞ | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ E = dom f

∀" > 0 ∃p ∈ R : ∀x ∈ E : x 6= +∞ É x > p |f(x)− b| < ":áÎÁÌÏÇÉÞÎÏlimx→−∞
f(x) = b ⇔ {

−∞ | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ E = dom f
∀" > 0 ∃q ∈ R : ∀x ∈ E : x 6= −∞ É x < q |f(x)− b| < ":(�ÏÓËÏÌØËÕ B(−∞; Æ1) = [−∞; q)).óÌÕÞÁÉ a = ±∞; b = ±∞ (ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ) | ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.�ÅÏÒÅÍÁ 3.5 (ó×ÑÚØ �ÒÅÄÅÌÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É �ÒÅÄÅÌÏ× ÅÇÏ ÓÕÖÅÎÉÊ).ðÕÓÔØ (Y; �) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, f : X → Y; b ∈ Y; A | ÂÁÚÁ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×.1) ðÕÓÔØ X0 ⊂ X; f0 = f |X0 (ÓÕÖÅÎÉÅ f ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X0).åÓÌÉ ÄÌÑ ∀A ∈ A A ∩X0 6= ∅ É lim

A

f = b; ÔÏ lim f0 = b �Ï ÂÁÚÅ {A ∩X0 : A ∈ A}:2) ðÕÓÔØ X1 ∪X2 = X; f1 = f |X1 ; f2 = f |X2 .åÓÌÉ lim f1 = b �Ï ÂÁÚÅ {A ∩X1 : A ∈ A}; lim f2 = b �Ï ÂÁÚÅ {A ∩X2 : A ∈ A};ÔÏ lim f = b �Ï ÂÁÚÅ {A ∩X : A ∈ A}:÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �. 2 ∃A0 ∈ A : A0 ⊂ X; ÔÏ lim
A

f = b:3) ðÕÓÔØ X0 ⊂ X; f0 = f |X0 . åÓÌÉ ∃A0 ∈ A : A0 ⊂ X0, ÔÏlim
A

f = b ⇔ lim f0 = b �Ï ÂÁÚÅ {A ∩X0 : A ∈ A}:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ∀A ∈ A A ∩ X0 6= ∅ ⇒ {A ∩ X0 : A ∈ A} | ÔÏÖÅ ÂÁÚÁ(�Ï ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 1 Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÙ). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÁ ÂÁÚÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X0. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2.1 (ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÅÄÅÌÁ), �. 2lim
A

f = b ⇒ ∀B(b; ") ∃A ∈ A : f(A) ⊂ B(b; "):ðÏÓËÏÌØËÕ A ∩X0 ⊂ X0, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÕÖÅÎÉÑÄÌÑ ∀x ∈ A ∩X0 f0(x) = f(x) ⇒ f0(A ∩X0) = f(A ∩X0) ⊂ f(A) ⊂ B(b; "):ðÏÌÕÞÉÌÉ:
∀B(b; ") ∃A∩X0 : ∀x ∈ A∩X0 f(A∩X0) ⊂ B(b; ") ⇒ lim f0 = b �Ï ÂÁÚÅ {A∩X0 : A ∈ A}(ÓÎÏ×Á �Ï �. 2 ÔÅÏÒÅÍÙ 2.1).2) lim f1 = b �Ï ÂÁÚÅ {A ∩X1 : A ∈ A} ⇒

∀B(b; ") ∃A1 ∩X1 : ∀x ∈ A1 ∩X1 f(x) = f1(x) ∈ B(b; ")lim f2 = b �Ï ÂÁÚÅ {A ∩X2 : A ∈ A} ⇒
∀B(b; ") ∃A2 ∩X2 : ∀x ∈ A2 ∩X2 f(x) = f2(x) ∈ B(b; ")



�åïòéñ ðòåäåìï÷ ðï âáúå æéìø�òá, þáó�ø I 15ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÙ A; ∃B ∈ A : B ⊂ A1∩A2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ∀x ∈ B∩X = B∩(X1∪X2) =(B ∩X1) ∪ (B ∩X2), ÔÏÇÄÁ x ∈ B ∩X1 ÉÌÉ x ∈ B ∩X2.åÓÌÉ x ∈ B ∩X1; ÔÏ x ∈ A1 ∩X1 ⇒ f(x) ∈ B(b; ");ÅÓÌÉ x ∈ B ∩X2; ÔÏ x ∈ A2 ∩X2 ⇒ f(x) ∈ B(b; "):ðÏÌÕÞÉÌÉ:
∀B(b; ") ∃B ∩X : ∀x ∈ B ∩X f(x) ∈ B(b; ") ⇒ lim f = b �Ï ÂÁÚÅ {A ∩X : A ∈ A}:åÓÌÉ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �. 2 ÔÅÏÒÅÍÙ ∃A0 ∈ A : A0 ⊂ X , ÔÏ, �Ï ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 2 Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀÂÁÚÙ (2.1), ∃B ∈ A : B ⊂ A1 ∩ A2 ∩A0. �ÏÇÄÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ A0 ⊂ X = X1 ∪X2,B ⊂ A1 ∩ A2 ∩ (X1 ∪X2) = (A1 ∩A2 ∩X1) ∪ (A1 ∩ A2 ∩X2) ⊂ (A1 ∩X1) ∪ (A2 ∩X2):ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ B ÅÓÔØ Ä×Å ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ: x ∈ A1∩X1 ÉÌÉ x ∈ A2∩X2, × ÏÂÏÉÈÓÌÕÞÁÑÈ f(x) ∈ B(b; "). ÷ ÉÔÏÇÅ:

∀B(b; ") ∃B ∈ A : ∀x ∈ B f(x) ∈ B(b; ") ⇒ lim
A

f = b:3) " ⇒ ": ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÙ, ∀A ∈ A ∃B ∈ A : B ⊂ A ∩A0 ⊂ A ∩X0; B 6= ∅ ⇒A ∩X0 6= ∅. �ÏÇÄÁ �Ï �. 1 ÔÅÏÒÅÍÙ lim
A

f = b ⇒ lim f0 = b �Ï ÂÁÚÅ {A ∩X0 : A ∈ A}."⇐ ":lim f0 = b �Ï ÂÁÚÅ {A ∩X0 : A ∈ A} ⇒ ∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A ∩X0 �(f0(x); b) < ":ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÙ, ∃B ∈ A : B ⊂ A ∩ A0 ⊂ A ∩X0. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ∀x ∈ B �ÏÌÕÞÉÍ:x ∈ B ⇒ x ∈ A ∩X0 ⇒ f0(x) = f(x) É �(f(x); b) = �(f0(x); b) < ":× ÉÔÏÇÅ:
∀" > 0 ∃B ∈ A : ∀x ∈ B �(f(x); b) < " ⇒ lim

A

f = b:óÌÅÄÓÔ×ÉÑ. 1) ìÏËÁÌØÎÏÓÔØ �ÒÅÄÅÌÁ × ÔÏÞËÅ.ðÕÓÔØ (X; �X); (Y; �Y ) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, E ⊂ X; f : E → Y; a ∈ X,V (a) | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a; f0 = f | _V (a)∩E. �ÏÇÄÁ limx→a f(x) = b ⇔ limx→a f0(x) = b(ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ É ×ÅÌÉÞÉÎÁ �ÒÅÄÅÌÁ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ × ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏÍÁÌÏÊ ÏËÒÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a).2) ðÒÅÄÅÌ "È×ÏÓÔÁ" �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.limxn = b⇔ limn>n0 xn = b ({xn}n>n0| ÓÕÖÅÎÉÅ {xn}n∈N ÎÁ {n0; n0 + 1; : : :} ∈ A):3) ðÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó Þ£ÔÎÙÍÉ É ÎÅÞ£ÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ.limxn = b ⇔ (limx2k = b É limx2k−1 = b)(ÓÕÖÅÎÉÑ {xn}n∈N ÎÁ X1 = {2; 4; : : : ; 2k; : : :} É X2 = {1; 3; : : : ; 2k − 1; : : :}ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ: ÜÔÉ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÂÙ×ÁÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÎÑ-ÔÉÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.6 (ïÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÅ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ).ðÕÓÔØ X ⊂ R; a ∈ R; Xa+ = X ∩ [a;+∞℄ = {x ∈ X : x > a}; Xa− = X ∩ [−∞; a℄ =
{x ∈ X : x 6 a}. �ÏÞËÁ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÁ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á X, ÅÓÌÉ a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÄÌÑ Xa+. �ÏÞËÁ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ



16 ðï�åðõî á.÷.�ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X, ÅÓÌÉ a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÄÌÑ Xa−. åÓÌÉ a | ÏÄ-ÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÒÁ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ É ÌÅ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ X, ÔÏ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÄ×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ.ðÒÉÍÅÒÙ. 1) åÓÌÉ X 6= ∅ É supX =∈ X , ÔÏ supX | ÌÅ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ, ÎÏ ÎÅ �ÒÁ×ÏÓÔÏ-ÒÏÎÎÑÑ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ X (ÅÓÌÉ a = supX , ÔÏ ÄÌÑ ∀x ∈ X x 6 a ⇒ Xa− = X , Á ÔÁËËÁË a | ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎÉ�Á É a =∈ X , ÔÏ Xa+ = ∅). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ X 6= ∅ É inf X =∈ X ,ÔÏ inf X | �ÒÁ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ, ÎÏ ÎÅ ÌÅ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ X (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅXa+ = X; Xa− = ∅).2) åÓÌÉ a; b ∈ R; a < b, ÔÏ a | �ÒÁ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ, ÎÏ ÎÅ ÌÅ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑÔÏÞËÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ 〈a; b〉, b| ÌÅ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ, ÎÏ ÎÅ �ÒÁ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ�ÒÏÍÅÖÕÔËÁ 〈a; b〉 É ÌÀÂÏÅ  ÔÁËÏÅ,ÞÔÏ a <  < b | Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÑÑ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ
〈a; b〉.3) +∞ | ÌÅ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÄÌÑ N.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.7 (ïÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÙ).ðÕÓÔØ (Y; �) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, X ⊂ R; f : X → Y . åÓÌÉ a | �ÒÁ×Ï-ÓÔÏÒÏÎÎÑÑ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ limx→a f |Xa+ (�ÒÅÄÅÌ ÓÕÖÅÎÉÑf ÎÁ Xa+), ÔÏ ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÁ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÉÍ �ÒÅÄÅÌÏÍ (ÉÌÉ �ÒÅÄÅÌÏÍ Ó�ÒÁ×Á) ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ f × ÔÏÞËÅ a.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: lima+ f = limx→a+ f(x) = limx→ax>a f(x) = f(a+ 0)åÓÌÉ a | ÌÅ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ limx→a f |Xa−(�ÒÅÄÅÌ ÓÕÖÅÎÉÑ f ÎÁ Xa−), ÔÏ ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÉÍ �ÒÅÄÅÌÏÍ (ÉÌÉ �ÒÅÄÅÌÏÍÓÌÅ×Á) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f × ÔÏÞËÅ a.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: lima− f = limx→a− f(x) = limx→ax<a f(x) = f(a− 0)ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ �ÒÅÄÅÌÏ× ÎÁ ÑÚÙËÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×:ðÕÓÔØ a ∈ R (ËÏÎÅÞÎÏ), a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Xa+; f : X → Y .limx→a+ f(x) = b⇔ ∀" > 0 ∃Æ > 0: ∀x ∈ Xa+ : |x− a| < Æ É x 6= a �Y (f(x); b) < ":Xa+ = {x ∈ X : x > a}, �ÏÜÔÏÍÕ







x ∈ Xa+
|x− a| < Æx 6= a ⇔







x ∈ X; x > aa− Æ < x < a+ Æx 6= a ⇔
{ x ∈ Xa < x < a+ Ælimx→a+ f(x) = b⇔ ∀" > 0 ∃Æ > 0: ∀x ∈ X : a < x < a+ Æ �Y (f(x); b) < ":áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÌÅ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ (a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ Xa−):







x ∈ Xa−
|x− a| < Æx 6= a ⇔







x ∈ X; x 6 aa− Æ < x < a+ Æx 6= a ⇔
{ x ∈ Xa− Æ < x < alimx→a− f(x) = b ⇔ ∀" > 0 ∃Æ > 0: ∀x ∈ X : a− Æ < x < a �Y (f(x); b) < ":�ÅÏÒÅÍÁ 3.6 (ïÂ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ �ÒÅÄÅÌÁÈ).ðÕÓÔØ (Y; �) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, X ⊂ R; f : X → Y b ∈ Y .



�åïòéñ ðòåäåìï÷ ðï âáúå æéìø�òá, þáó�ø I 171) åÓÌÉ a| �ÒÁ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ X, ÔÏ limx→a f(x) = b ⇒ limx→a+ f(x) = b.åÓÌÉ a | ÌÅ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ X, ÔÏ limx→a f(x) = b ⇒ limx→a− f(x) = b.2) åÓÌÉ a | Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÑÑ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ X É limx→a+ f(x) = limx→a− f(x) = b, ÔÏlimx→a f(x) = b.óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.5 Ï �ÒÅÄÅÌÁÈ ÓÕÖÅÎÉÊ:1) | ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1 ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÓÕÖÅÎÉÊ ÎÁ Xa+ É Xa−.2) | ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2 ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ Xa+ ∪Xa− = X .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.8 (âÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ). ðÕÓÔØ f : X → R ÉÌÉ C. æÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ �Ï ÂÁÚÅ A, ÅÓÌÉ limA |f | = +∞. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, f |ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÁÑ × ÔÏÞËÅ a, ÅÓÌÉ limx→a |f(x)| = +∞ (�Ï ÂÁÚÅ { _B(a; Æ) ∩ dom f}).ðÒÉÍÅÒÙ. 1) æÕÎË�ÉÑ f(x) = 1x | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÁÑ × ÔÏÞËÅ 0: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏp ∈ R �ÏÌÏÖÉÍ Æ = 1
|p|+1 > 0. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ∀x : |x− 0| = |x| < Æ É x 6= 0 | 1x | > |p|+ 1 > p,Ô. Å. limx→0 ∣∣ 1x ∣∣ = +∞.2) äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ limx→0+ 1x = +∞. äÌÑ ∀p ∈ R �ÏÌÏÖÉÍ Æ = 1

|p|+1 > 0. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ
∀x : 0 < x < Æ 1x > |p|+ 1 > p, Ô. Å. limx→0+ 1x = +∞.3) äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ limx→0− 1x = −∞. äÌÑ ∀p ∈ R �ÏÌÏÖÉÍ Æ = 1

|p|+1 > 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
∀x : − Æ < x < 0. äÅÌÉÍ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ −x > 0, �ÏÌÕÞÉÍ Æx < −1, ÄÅÌÉÍ ÎÁ Æ > 0,�ÏÌÕÞÉÍ 1x < − 1Æ = −|p| − 1 < p. ÷ ÉÔÏÇÅ:

∀p ∈ R ∃Æ = 1
|p|+ 1 > 0: ∀x : − Æ < x < 0 1x < p⇒ limx→0− 1x = −∞:úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ limx→0+ 1x 6= limx→0− 1x , ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ �ÒÅ-ÄÅÌÁÈ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ �ÒÅÄÅÌ limx→0 1x × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.4) äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ limx→+∞

1x = 0. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 �ÏÌÏÖÉÍ p = 1" > 0. �ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉx > p > 0, ÔÏ 0 < 1x < 1p = " ⇒ ∣
∣ 1x − 0∣∣ < ", Ô. Å. ∀" > 0 ∃p ∈ R : ∀x > p ∣

∣ 1x − 0∣∣ < " ⇒limx→+∞
1x = 0.5) äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ limx→−∞

1x = 0. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 �ÏÌÏÖÉÍ p = − 1" < 0. �ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉx < p < 0, ÔÏ ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ xp > 0. ðÏÌÕÞÉÍ: 1p = −" < 1x < 0 ⇒
∣
∣ 1x − 0∣∣ < ", Ô. Å. ∀" > 0 ∃p ∈ R : ∀x < p ∣

∣ 1x − 0∣∣ < " ⇒ limx→−∞
1x = 0.�ÅÏÒÅÍÁ 3.7 (ðÅÒ×ÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï �ÒÅÄÅÌÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ).ðÕÓÔØ (Y; �Y ); (Z; �Z) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, f : X → Y; E ⊂ Y; g : E → Z; A| ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×. åÓÌÉ:1) limA f(x) = b ∈ Y ;2) limy→b g(y) = ;3) ∀A ∈ A A ∩ dom (g ◦ f) 6= ∅;4) ∀x ∈ dom (g ◦ f) f(x) 6= bÔÏ lim(g ◦ f) =  �Ï ÂÁÚÅ {A ∩ dom (g ◦ f) : A ∈ A}.



18 ðï�åðõî á.÷.ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ: ÅÓÌÉ f(x) → b; g(y) →  �ÒÉ y → b, ÔÏ, × �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÉ ÓÏ "ÚÄÒÁ×ÙÍÓÍÙÓÌÏÍ", ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ g(f(x)) → , ÎÕÖÎÙ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ. ðÒÉÍÅÒ |× ÚÁÄÁÞÅ 607 ÉÚ ÚÁÄÁÞÎÉËÁ äÅÍÉÄÏ×ÉÞÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ. ∀A ∈ A A∩dom (g◦f) 6= ∅ ⇒ {A∩dom(g◦f) : A ∈ A}| ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ× (�Ï ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 1 Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÙ).ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 2.4 (�ÒÅÄÅÌ × ÔÏÞËÅ)limy→b g(y) =  ⇒ ∀" > 0 ∃Æ > 0: ∀y ∈ E = dom g : �Y (y; b) < Æ; y 6= b �Z(g(y); ) < ": (∗)ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 2.2 (�ÒÅÄÅÌ �Ï ÂÁÚÅ)lim
A

f(x) = b ⇒ ÄÌÑ Æ > 0 ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (*) ∃A ∈ A : ∀x ∈ A �Y (f(x); b) < Æ: (∗∗)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ∀x ∈ A ∩ dom(g ◦ f). ðÏÓËÏÌØËÕ dom (g ◦ f) = {x ∈ X : f(x) ∈ E},x ∈ A ∩ dom (g ◦ f) ⇒ {x ∈ Af(x) ∈ E ⇒ (�Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (**){�Y (f(x); b) < Æf(x) ∈ EðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ 4: x ∈ dom(g ◦ f)⇒ f(x) 6= b. �ÏÇÄÁ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (*) ÄÌÑ y = f(x)






f(x) ∈ E�Y (f(x); b) < Æf(x) 6= b ⇒ �Z(g(y); ) < ":ðÏÌÕÞÉÌÉ:
∀" > 0 ∃A ∩ dom (g ◦ f) : ∀x ∈ A ∩ dom(g ◦ f) �Z(g(f(x)); ) < "

⇒ lim g ◦ f = C �Ï ÂÁÚÅ {A ∩ dom (g ◦ f) : A ∈ A}:úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1) åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ × ÔÏÞËÅ b (Ô. Å. b =∈ E = dom g),ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ 4 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ: ÅÓÌÉ f(x) = b, ÔÏ f(x) =∈ E ⇒ x =∈ dom (g ◦ f).2) õÓÌÏ×ÉÅ 4 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÌÁÂÌÅÎÏ:4′) ∃A0 ∈ A : ∀x ∈ A0 ∩ dom(g ◦ f) f(x) 6= b,�ÏÓËÏÌØËÕ �Ï �. 3 ÔÅÏÒÅÍÙ 2.5 Ï �ÒÅÄÅÌÁÈ ÓÕÖÅÎÉÊlim g ◦ f |A0∩dom (g◦f) =  ⇔ lim g ◦ f =  (�ÒÅÄÅÌÙ �Ï ÂÁÚÅ {A ∩ dom(g ◦ f) : A ∈ A}):óÌÅÄÓÔ×ÉÅ (ðÅÒ×ÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï �ÒÅÄÅÌÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ × ÔÏÞËÅ).ðÕÓÔØ (X; �X); (Y; �Y ); (Z; �Z) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, E1 ⊂ X; E2 ⊂ Y ,f : E1 → Y; g : E2 → Z; a ∈ X; b ∈ Y;  ∈ Z. åÓÌÉ:1) limx→a f(x) = b;2) limy→b g(y) = ;3) a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ dom (g ◦ f);4) ∀x ∈ dom (g ◦ f) f(x) 6= b,ÔÏ limx→a g(f(x)) = .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.9 (ðÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ).ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn}∞n=1 É ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ {nk}∞k=1 (Ô. Å. n1 < n2 < : : : < nk < : : : ). �ÏÇÄÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
{xnk}∞k=1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {xn}∞n=1.÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ: xn = f(n), ÇÄÅ f : N → X , nk = '(k), ÇÄÅ ' : N → N, ÔÏÇÄÁxnk = f(nk) = f('(k)), Ô. Å. �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ | ÜÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ f ◦ '.



�åïòéñ ðòåäåìï÷ ðï âáúå æéìø�òá, þáó�ø I 19ìÅÍÍÁ 3.2. åÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ {nk}∞k=1 ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ,ÔÏ limk→+∞
nk = +∞.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ∀k ∈ N nk > k �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ.1) n1 ∈ N ⇒ n1 > 1.2) nk > k; nk; nk+1 ∈ N; nk+1 > nk ⇒ nk+1 > nk + 1 > k + 1.äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ p ∈ R �ÏÌÏÖÉÍ N = p. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ∀k > N = p nk > k > p, Ô. Å.

∀p ∈ R ∃N : ∀k > N nk > p ⇒ limk→+∞
nk = +∞:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ (ðÒÅÄÅÌ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ).åÓÌÉ limn→+∞

xn = a, ÔÏ limk→+∞
xnk = a.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ f(k) = nk; f : N → N; g(n) = xn; g : N → X , ÔÏÇÄÁxnk = g(f(k)). ðÒÏ×ÅÒÑÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï �ÒÅÄÅÌÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ × ÔÏÞËÅ:1) limk→+∞

f(k) = +∞ (ÌÅÍÍÁ 2.2); 2) limn→+∞
g(n) = a;3) dom (g ◦ f) = N; +∞ | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ N; 4) ∀k f(k) = nk 6= +∞

⇒(�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÒÅÄÅÌÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ × ÔÏÞËÅ) limk→+∞
g(f(k)) = limk→+∞

xnk = a.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ nk → +∞ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÑ), ÔÏ ÔÁËÖÅ limk→+∞
xnk = a.�ÅÏÒÅÍÁ 3.8 (òÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ �ÒÅÄÅÌÁ × ÔÏÞËÅ).ðÕÓÔØ (X; �X); (Y; �Y ) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, E ⊂ X; a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁE, f : E → Y . òÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ:1) limx→a f(x) = b;2) äÌÑ ∀{xn}∞n=1 : (∀n ∈ N xn ∈ E; xn 6= a; xn → a) f(xn) → b(Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÁ "ÎÁ ÑÚÙËÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ").úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÅÌÁ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÅÊ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (2) f(xn) ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ �ÒÅÄÅÌÕ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ. (1) ⇒ (2):òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ∀{xn}∞n=1 : ∀n ∈ N xn ∈ E; xn 6= a; xn → a. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ | ÜÔÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : N → E; '(n) = xn. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, xn → a, Ô. Å. limn→+∞

'(n) = a.ðÏ (1), limx→a f(x) = b.äÌÑ ∀n ∈ N xn = '(n) ∈ E = dom f ⇒ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ f(xn) = f('(n)), Ô. Å. dom (f ◦ ') =
N, +∞ | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ N.ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÎÁ {xn}∞n=1, ÄÌÑ ∀n ∈ N '(n) = xn 6= a.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï �ÒÅÄÅÌÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ × ÔÏÞËÅ (ÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.7). ðÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, limn→+∞

f('(n)) = b, Ô. Å. f(xn) → b | ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÅ (2) ÄÏËÁÚÁÎÏ.(2) ⇒ (1): ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ (2), ÎÏ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ (1). ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÅÄÅÌÁ ×ÔÏÞËÅlimx→a f(x) = b ⇔ {a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ E = dom f
∀" > 0 ∃Æ > 0: ∀x ∈ E : (�X (x; a) < Æ; x 6= a) �Y (f(x); b) < "



20 ðï�åðõî á.÷.(1) ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, ÎÏ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ E, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ
∀" > 0 ∃Æ > 0: ∀x ∈ E : (�X (x; a) < Æ; x 6= a) �Y (f(x); b) < ":üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ
∃" > 0: ∀Æ > 0 ∃x ∈ E : (�X (x; a) < Æ; x 6= a); �Y (f(x); b) > "(× ÌÅË�ÉÉ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂßÑÓÎÑÌ, ËÁË ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÉ�ÁÎÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ó Ë×ÁÎÔÏÒÁÍÉ).�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ∀n ∈ N É Æ = 1n ∃x ∈ E : (�X(x; a) < 1n; x 6= a); �Y (f(x); b) > ": (∗)÷ÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ N ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ xn. ðÏÌÕÞÉÌÉ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn}∞n=1 ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:
∀n ∈ N xn ∈ E; xn 6= a; �X(xn; a) < 1n ⇒ xn → a �Ï ÌÅÍÍÅ 2.1,Ô. Å. �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (2). �ÏÇÄÁ f(xn) → b,ÎÏ, �Ï (*), ÄÌÑ ∀n ∈ N �Y (f(xn); b) > " | �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ limn→+∞

f(xn).ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ E ⊂ R; f : E → R | �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ T > 0, Ô.Å. ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ:1) x ∈ E ⇒ x+ T ∈ E; x− T ∈ E; 2) ∀x ∈ E f(x+ T ) = f(x):åÓÌÉ ∃x0; x′0 ∈ E : f(x0) 6= f(x′0) (Ô. Å. f 6= onst.), ÔÏ limx→+∞
f(x) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ xn = x0 + nT; x′n = x′0 + nT . �ÏÇÄÁ

∀n ∈ N xn ∈ E; x′n ∈ E; f(xn) = f(x0); f(x′n) = f(x′0)(ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ).
∀p ∈ R ∃N = p− x0T : ∀n > N xn = x0 + nT > x0 + p− x0T · T = p;Ô. Å. xn → +∞ (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, x′n → +∞). f(xn) = f(x0) = onst. ⇒ f(xn) → f(x0).áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, f(x′n) → f(x′0), ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ 2.8, �ÏÓËÏÌØËÕf(x0) 6= f(x′0).áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ limx→−∞

f(x) (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ xn = x0−nT ,x′n = x′0 − nT ). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÕÎË�ÉÉ sin, os, tg, tg ÎÅ ÉÍÅÀÔ �ÒÅÄÅÌÏ× �ÒÉ x → ±∞.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.10 (÷ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ É Å£ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ).ðÕÓÔØ f : X → Rn (×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ∀x ∈ X f(x) = y = (y1; : : : ; yn).k-Ê ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ fk : X → R, ÇÄÅfk(x) = yk (k-Ñ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ×ÅËÔÏÒÁ y = f(x)). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f(x) = (f1(x); : : : ; fn(x))É ÄÌÑ ∀k = 1; : : : ; n dom fk = dom f = X.�ÅÏÒÅÍÁ 3.9 (�ÅÏÒÅÍÁ Ï �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ).ðÕÓÔØ f : X → Rn | ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ, f1; : : : ; fn | Å£ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, A |ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×. �ÏÇÄÁlim
A

f = b = (b1; : : : ; bn) ⇔ ∀k = 1; : : : ; n lim
A

fk = bk:
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A

f = b ⇒ ∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A �(f(x); b) = |f(x)− b| < ":f(x)− b = (f1(x) − b1; : : : ; fn(x)− bn);
∀k = 1; : : : ; n |fk(x)− bk| 6 |f(x)− b| (Ó×ÏÊÓÔ×Á ÄÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÁ)

⇒ ∀k = 1; : : : ; n; ∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A |fk(x)−bk| < "; Ô. Å. ∀k = 1; : : : ; n lim
A

fk = bk:"⇐ ":òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ∀" > 0 ⇒ "√n > 0.
∀k = 1; : : : ; n lim

A

fk = bk ⇒ ÄÌÑ "√n > 0 ∃Ak ∈ A : ∀x ∈ Ak |fk(x) − bk| < "√n:ðÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 2 Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÙ (2.1), ∃A ∈ A : A ⊂
n⋂k=1Ak. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ∀x ∈ A.x ∈ A ⇒ ∀k = 1; : : : ; n x ∈ Ak ⇒ ∀k = 1; : : : ; n |fk(x) − bk| < "√n:�ÏÇÄÁ |f(x)− b| =√√√√ n∑k=1 (fk(x)− bk)2 <√√√√ n∑k=1 "2n = √"2 = ":ðÏÌÕÞÉÌÉ: ∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A |f(x)− b| < " ⇒ limA f = b.þÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. åÓÌÉ f : X → C (ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ), ÔÏlim

A

f = a+ bi ⇔ lim
A

Re f = a É lim
A

Im f = b:4. ó×ÏÊÓÔ×Á �ÒÅÄÅÌÏ×, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ.ìÅÍÍÁ 4.1 (ä×Á Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ × R).E ⊂ R ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ (Ó×ÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ) ⇔ ∃M ∈ R : ∀x ∈ E |x| 6 M .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. "⇒ ":E ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ ⇒ ∃a; b ∈ R : ∀x ∈ E a 6 x 6 b. ðÕÓÔØ M =max{|a|; |b|}. �ÏÇÄÁ −M = min{−|a|;−|b|}.
∀x ∈ E −M 6 −|a| 6 a 6 x 6 b 6 |b| 6 M ⇒ −M 6 x 6 M ⇒ |x| 6 M:"⇐ ":

∀x ∈ E |x| 6 M ⇒ −M 6 x 6 M ⇒ E ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1 (ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å).íÎÏÖÅÓÔ×Ï E ⊂ C;Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ∃M ∈ R : ∀x ∈ E |x| 6 M(ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØÀ × R).æÕÎË�ÉÑ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × R, ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÁÑ, ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÎÏÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A ⊂ dom f , ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Å£ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A (Ô.Å. f(A)) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ∃M ∈ R : ∀x ∈ A |f(x)| 6 M . æÕÎË�ÉÑ fÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ dom f .ðÒÉÍÅÒÙ. sin; os | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ (M = 1). æÕÎË�ÉÑ f(x) = x |ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÈ É ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ R.



22 ðï�åðõî á.÷.�ÅÏÒÅÍÁ 4.1 (ï�ÅÎËÉ ÆÕÎË�ÉÉ, ÉÍÅÀÝÅÊ �ÒÅÄÅÌ).ðÕÓÔØ f | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × R; C ÉÌÉ R
n, A | ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×.1) åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ limA f , ÔÏ ∃A ∈ A : f | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ A.2) åÓÌÉ im f ⊂ R; ∃ limA f = b; b > p, ÔÏ ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) > p. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,ÅÓÌÉ b < p, ÔÏ ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) < p.3) åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ limA f 6= 0 (ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÌÉ ±∞) ÉÌÉ f | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÁÑ,ÔÏ ∃M ∈ R; M > 0; ∃A ∈ A : ∀x ∈ A |f(x)| > M (f "ÏÔÄÅÌÅÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ" ÎÁ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Å A).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) limA f = b (ËÏÎÅÞÎÙÊ)⇒ ∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A |f(x)−b| < ".�ÏÇÄÁ �Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÄÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÁ |f(x)| = |b+ (f(x)− b)| 6 |b|+ |f(x)− b| < |b|+ ", Ô.Å. ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A É M = |b|+ ".2) limA f = b ∈ R; b > p. åÓÔØ ÔÁËÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ: Á) b; p | ËÏÎÅÞÎÙ. Â) b |ËÏÎÅÞÎÏ, p = −∞. ×) b = +∞, p | ËÏÎÅÞÎÏ. Ç) b = +∞; p = −∞.Á) ðÏÌÏÖÉÍ " = b− p. ðÏÓËÏÌØËÕ limA f = b, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ, ÄÌÑÜÔÏÇÏ " > 0

∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) ∈ B(b; ") = (b− "; b+ ") ⇒ ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) > b− " = p:Â) ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ
∀" > 0∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) ∈ B(b; ") = (b−"; b+")⇒ ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) > b−" > −∞ = p:×) ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ limA f = +∞ (ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÅÄÅÌÁ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×)

∀p ∈ R ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) > p:Ç) ðÏÓËÏÌØËÕ limA f = +∞,
∀p1 ∈ R ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) > p1 > −∞ = p:óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ limA f < p | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á) b; p | ËÏÎÅÞÎÙ. Â) b| ËÏÎÅÞÎÏ, p = +∞. ×) b = −∞, p | ËÏÎÅÞÎÏ. Ç) b = −∞; p = +∞ É × ÓÌÕÞÁÅ Á)" = p− b > 0).3) limA f = b 6= O.Á) b | ËÏÎÅÞÎÏ, b 6= O ⇒ |b| > 0. ðÏÌÏÖÉÍ " = |b|2 > 0.äÌÑ ÜÔÏÇÏ " > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A |f(x)− b| < |b|2 :ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÄÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÁ

∀x ∈ A |f(x)| = |b+ (f(x)− b)| > |b| − |f(x)− b| > |b| − |b|2 = |b|2 ;Ô. Å. ∃A ∈ A : ∀x ∈ A |f(x)| > M = |b|2 :Â) limA f = +∞ ∈ R ⇒ ∀M > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) > M > 0⇒ |f(x)| = f(x) > M .×) limA f = −∞ ∈ R ⇒ ∀M > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) < −M ⇒ |f(x)| = −f(x) > M .Ç) f | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÁÑ, ÔÏÇÄÁ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ
∀M > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A |f(x)| > M:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. óÔÁÂÉÌÉÚÁ�ÉÑ ÚÎÁËÁ ÆÕÎË�ÉÉ.åÓÌÉ limA f > 0, ÔÏ ∃M > 0; ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) > M > 0É ÅÓÌÉ limA f < 0, ÔÏ ∃M < 0; ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) < M < 0.



�åïòéñ ðòåäåìï÷ ðï âáúå æéìø�òá, þáó�ø I 23äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ M ∈ R : 0 < M < limA f ÉÌÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ, limA f < M < 0 (ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ, ËÏÎÅÞÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ), ÄÁÌÅÅ �ÒÉ-ÍÅÎÑÅÍ �. 2 ÔÅÏÒÅÍÙ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. åÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ�ÒÅÄÅÌ, ÔÏ ÏÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ("× �ÅÌÏÍ").äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ �. 1 ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {xn}∞n=1, ∃M ∈ R,A ∈ {AN : N ∈ R} : ∀n ∈ A |xn| 6 M . ÷ �ÒÉÍÅÒÅ 5 �ÏÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 2.1 (�ÒÉÍÅÒÙÂÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×) ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÉÚ ÂÁÚÙ {AN : N ∈ R} ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ A =
{n0; n0+1; : : :}, ÇÄÅ n0 ∈ N. åÓÌÉ n0 = 1, ÔÏ ×Ó£ ÄÏËÁÚÁÎÏ (∀n ∈ N |xn| 6 M). åÓÌÉ n0 > 1,ÔÏ ÎÏÍÅÒÏ× n < n0 | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ M1 = max{|x1|; : : : ; |xn0−1|;M}.�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ N |xn| 6 M1 (ÅÓÌÉ n > n0, ÔÏ |xn| 6 M 6 M1, Á ÅÓÌÉ n 6 n0 − 1,ÔÏ |xn| | ÏÄÎÏ ÉÚ |x1|; : : : ; |xn0−1|, Ô. Å. É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ |xn| 6 M1).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. åÓÌÉ limA f > −∞, ÔÏ ∃M ∈ R, ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) > M(Ô. Å. f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÎÉÚÕ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A) É ÅÓÌÉ limA f < +∞, ÔÏ ∃M ∈ R,
∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) < M (Ô. Å. f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. limA f > −∞ (Ô. Å. ËÏÎÅÞÅÎ ÉÌÉ +∞) ⇒ ∃M ∈ R : −∞ < M <limA f (M = 0, ÅÓÌÉ limA f = +∞). �ÏÇÄÁ �Ï �. 2 ÔÅÏÒÅÍÙ ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) > M .2-Å ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (∃M ∈ R : limA f < M < +∞).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.2 (âÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÅ). ðÕÓÔØ f |ÆÕÎË�ÉÑ, ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ ÉÌÉ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ, A | ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×. f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÊ �ÏÂÁÚÅ A, ÅÓÌÉ limA f = 0 (ÔÏ ÅÓÔØ ∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A |f(x)| < ").úÁÍÅÞÁÎÉÅ. (ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ, ÎÏ ×ÁÖÎÏÅ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ).äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ f ÉÍÅÌÁ ËÏÎÅÞÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ b, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ f − bÉÌÉ |f − b| ÂÙÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÍÉ (ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ × Rn).ìÅÍÍÁ 4.2 (ó×ÏÊÓÔ×Á ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈ).1) åÓÌÉ f1; : : : ; fm | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÅ �Ï ÂÁÚÅ A (É �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÏÄÎÏÍÉ ÔÏÍ ÖÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å), ÔÏ f1 + : : :+ fm | ÔÏÖÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ �Ï ÂÁÚÅ A.2) åÓÌÉ f | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ �Ï ÂÁÚÅ A, g | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Å A ∈ A É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ f · g Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ (f É g | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ ÉÌÉ ÏÄÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ É ÄÒÕÇÁÑ | ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ), ÔÏ f · g | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÁÌÁÑ �Ï ÂÁÚÅ A.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) " > 0 ⇒ "m > 0.

∀k = 1; : : : ;m lim
A

fk = O ⇒ ÄÌÑ "m > 0 ∃Ak ∈ A : ∀x ∈ Ak |fk(x)| < "m:ðÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 2 Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÙ (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1), ∃A ∈ A : A ⊂
m⋂k=1Ak. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ

∀x ∈ A ⇒ ∀k = 1; : : : ;m x ∈ Ak ⇒ |fk(x)| < "m ⇒

|f1(x) + : : :+ fm(x)| 6 |f1(x)|+ : : :+ |fm(x)| < "m + : : :+ "m
︸ ︷︷ ︸m ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ = ":ðÏÌÕÞÉÌÉ:

∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A |(f1 + : : :+ fm)(x)| < "⇒f1 + : : :+ fm | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ �Ï ÂÁÚÅ A:



24 ðï�åðõî á.÷.2) g ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A ∈ A ⇒ ∃M > 0: ∀x ∈ A |f(x)| 6 M . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
∀" > 0 ⇒ "M > 0.f | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ �Ï ÂÁÚÅ A ⇒ ÄÌÑ "M > 0 ∃B ∈ A : ∀x ∈ B |f(x)| < "M :ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÙ 2.1 ∃C ∈ A : C ⊂ A ∩B. �ÏÇÄÁ
∀x ∈ C ⇒ x ∈ A É x ∈ B ⇒ |g(x)| 6 M É |f(x)| < "M ⇒

|f(x)g(x)| = |f(x)| · |g(x)| < "M ·M = ":ðÏÌÕÞÉÌÉ:
∀" > 0 ∃C ∈ A : ∀x ∈ C |f(x)g(x)| < " ⇒ f · g | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ �Ï ÂÁÚÅ A:ìÅÍÍÁ 4.3 (ïÂ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÚÎÁËÁ).ðÕÓÔØ f | ÆÕÎË�ÉÑ (×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ, ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ) ÉÌÉ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ.1) (ÄÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ) ∀x ∈ A f(x) > M ⇔ ∀x ∈ A − f(x) 6 −M ;

∀x ∈ A f(x) 6 M ⇔ ∀x ∈ A − f(x) > −M ;2) ∃ limA f = a (ËÏÎÅÞÎÙÊ)⇔ ∃ limA(−f) = −a;3) (ÄÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ) ∃ limA f = +∞ ⇔ ∃ limA(−f) = −∞;
∃ limA f = −∞ ⇔ ∃ limA(−f) = +∞.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÁ×ÉÌ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ Ó ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ �ÒÉÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÚÎÁËÁ.2) ðÏ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÏÄÕÌÅÍËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÌÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ |f(x) − a| = |(−1)(−f(x) + a)| =

| − 1| · |(−f)(x)− (−a)| = |(−f)(x)− (−a)|. �ÏÇÄÁ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁlim
A

f = a ⇔ ∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A |f(x)− a| < " ⇔
∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A |(−f)(x)− (−a)| < " ⇔ lim

A

(−f) = −a:3) ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ 2.3lim
A

f = +∞ ⇔ ∀p ∈ R ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) > p ⇔

∀(−p) ∈ R ∃A ∈ A : ∀x ∈ A (−f)(x) < −p ⇔ lim
A

(−f) = −∞:2-Å ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �. 3 | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.�ÅÏÒÅÍÁ 4.2 (ðÒÅÄÅÌ ÓÕÍÍÙ).ðÕÓÔØ f; g | ÆÕÎË�ÉÉ (×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ, ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ) ÉÌÉ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÉ ÓÏ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑÍÉ × ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, A | ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×.1) åÓÌÉ ∃ limA f = a; limA g = b (ÏÂÁ ËÏÎÅÞÎÙ), ÔÏ ∃ limA(f + g) = a+ b.2) åÓÌÉ f; g | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÎÉÚÕ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A ∈ A (×ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ∃ limA f > −∞) É ∃ limA g = +∞, ÔÏ ∃ limA(f + g) = +∞.3) åÓÌÉ f; g | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A ∈ A(× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ∃ limA f < +∞) É ∃ limA g = −∞, ÔÏ ∃ limA(f + g) = −∞.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �(x) = f(x) − a; �(x) = g(x) − b. ðÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ ËÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈ, � É � | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÅ �Ï ÂÁÚÅ A. (f+g)−(a+b) =(f − a) + (g− b) = �+� | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ �Ï ÂÁÚÅ A (�Ï ÌÅÍÍÅ Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈ).óÎÏ×Á �Ï ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈ, ∃ limA(f + g) = a+ b.



�åïòéñ ðòåäåìï÷ ðï âáúå æéìø�òá, þáó�ø I 252) åÓÌÉ ∃ limA f > −∞, ÔÏ �Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 3 ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1 ÏÂ Ï�ÅÎËÁÈ ÆÕÎË�ÉÉ,ÉÍÅÀÝÅÊ �ÒÅÄÅÌ, ∃M ∈ R; A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) > M , Ô. Å. f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÎÉÚÕ ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Å A. éÔÁË, × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �. 2 ∃M ∈ R; A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) > M . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
∀p ∈ R ⇒ p−M ∈ R.lim

A

g = +∞ ⇒ ÄÌÑ p−M ∈ R ∃B ∈ A : ∀x ∈ B g(x) > p−M:ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÙ, ∃C ∈ A : C ⊂ A ∩B. �ÏÇÄÁ
∀x ∈ C ⇒ x ∈ A É x ∈ B ⇒ f(x) > M É g(x) > p−M ⇒ f(x) + g(x) > M + p−M = p:ðÏÌÕÞÉÌÉ:

∀p ∈ R ∃C ∈ A : ∀x ∈ C : f(x) + g(x) > p⇒ ∃ lim
A

(f + g) = +∞:3) åÓÌÉ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ ÎÁ A ∈ A, ÔÏ −f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÎÉÚÕ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å(ÌÅÍÍÁ ÏÂ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÚÎÁËÁ) É ÅÓÌÉ ∃ limA f < +∞, ÔÏ �Ï ÔÏÊ ÖÅ ÌÅÍÍÅ ∃ limA(−f) =
− limA f > −∞ É �Ï �.2 −f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÎÉÚÕ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ A ∈ A. ∃ limA g = −∞ ⇒
∃ limA(−g) = +∞ (�Ï ÌÅÍÍÅ). ðÏÌÕÞÉÌÉ: ÆÕÎË�ÉÉ −f É −g ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ �.2. ðÏ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ∃ limA(−f − g) = +∞ ⇒ ∃ limA(f + g) = −∞ (ÌÅÍÍÁ).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ × ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÍÏÖÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÑÍÉ: �ÏÌÏÖÉÍ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀÄÌÑ a ∈ R a+(+∞) = +∞; a+(−∞) = −∞; (+∞)+(+∞) = +∞; (−∞)+(−∞) = −∞:óÉÍ×ÏÌÕ (+∞)+ (−∞) ÎÅÌØÚÑ �ÒÉÄÁÔØ ÒÁÚÕÍÎÙÊ ÓÍÙÓÌ, ÞÔÏ ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ �ÒÉ-ÍÅÒÏ×:1) f(x) = x+a; g(x) = −x. �ÏÇÄÁ limx→+∞

f(x) = +∞ (�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ, �. 2), limx→+∞
g(x) =

−∞ (�Ï ÌÅÍÍÅ ÏÂ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÚÎÁËÁ) É limx→+∞

(f(x) + g(x)) = a.2) f(x) = 2x; g(x) = −x. �ÏÇÄÁlimx→+∞
f(x) = +∞ (∀p ∈ R ∃q = p2 : ∀x > q f(x) > p); limx→+∞

g(x) = −∞É limx→+∞

(f(x) + g(x)) = limx→+∞
x = +∞.3) f(x) = x; g(x) = −2x. �ÏÇÄÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �. 2limx→+∞

f(x) = +∞; limx→+∞
g(x) = −∞ (∀p ∈ R ∃q = p2 : ∀x < q g(x) < p)É limx→+∞

(f(x) + g(x)) = limx→+∞
(−x) = −∞.4) f(x) = x+ sinx; g(x) = −x. �ÏÇÄÁlimx→+∞

f(x) = +∞ (�Ï �. 2 ÔÅÏÒÅÍÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ sin ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÓÎÉÚÕ), limx→+∞
g(x) = −∞É limx→+∞

(f(x) + g(x)) = limx→+∞
sinx | ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (�ÒÉÍÅÒ �ÏÓÌÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.8 ÏÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ �ÒÅÄÅÌÁ × ÔÏÞËÅ).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ limA f = +∞ É limA g = −∞, ÔÏ Ï limA(f + g) ÎÉÞÅÇÏ ÓËÁÚÁÔØÎÅÌØÚÑ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ "ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔØ ÔÉ�Á ∞ − ∞" ÉÔÅÏÒÅÍÁ Ï �ÒÅÄÅÌÅ ÓÕÍÍÙ ÎÅ �ÒÉÍÅÎÉÍÁ. ÷ ÉÔÏÇÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï �ÒÅÄÅÌÅ ÓÕÍÍÙËÏÒÏÔËÏ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ limA f É limA g É limA f+limA gÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ limA(f+g) = limA f+limA g. ðÏ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÌÅÇËÏ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ (ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ) ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ (Õ�ÒÁÖ-ÎÅÎÉÅ).



26 ðï�åðõî á.÷.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ (ðÒÅÄÅÌ ÒÁÚÎÏÓÔÉ).åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ limA f É limA g É limA f − limA g ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔlimA(f − g) = limA f − limA g.(ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ f − g = f + (−g) É ÌÅÍÍÁ ÏÂ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÚÎÁËÁ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.3 (âÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ).ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : R
m × R

n → R
p ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ1) ÄÌÑ ∀x; y ∈ Rm; z ∈ Rn F (x+ y; z) = F (x; z) + F (y; z).2) ÄÌÑ ∀x ∈ Rm; y ∈ Rn; � ∈ R F (�x; y) = �F (x; y).3) ÄÌÑ ∀x ∈ Rm; y; z ∈ Rn F (x; y + z) = F (x; y) + F (x; z).4) ÄÌÑ ∀x ∈ Rm; y ∈ Rn; � ∈ R F (x; �y) = �F (x; y).ìÅÍÍÁ 4.4. åÓÌÉ F : Rm×Rn → Rp | ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ∃C > 0: ∀x ∈ Rm,y ∈ Rn |F (x; y)| 6 C · |x| · |y|.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ Ó×ÏÊÓÔ×1 É 3: F( l∑k=1 xk; y) = l∑k=1F (xk ; y); F(x; l∑k=1 yk) = l∑k=1F (x; yk):ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ei = (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0) ∈ Rm (1 | ÎÁ i-Í ÍÅÓÔÅ), i = 1; : : : ;m. �ÏÇÄÁx = (x1; : : : ; xm) = m∑i=1xiei. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ e′j = (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0) ∈ R

n (1 | ÎÁ j-ÍÍÅÓÔÅ), j = 1; : : : ; n, ÔÏ y = (y1; : : : ; yn) = n∑j=1 yje′j . ðÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÍ Ó×ÏÊÓÔ× 1 É 3:F (x; y) = F( m∑i=1 xiei; n∑j=1 yje′j) = m∑i=1 F(xiei; n∑j=1 yje′j) = m∑i=1 n∑j=1 F (xiei; yje′j):ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ 2 É 4 F (xiei; yje′j) = xiyjF (ei; e′j). ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÄÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÁ
|F (x; y)| = ∣∣∣ m∑i=1 n∑j=1 xiyjF (ei; e′j)∣∣∣ 6

m∑i=1 n∑j=1 |xiyjF (ei; e′j)| =m∑i=1 n∑j=1 |xi| · |yj | · |F (ei; e′j)| 6

m∑i=1 n∑j=1 |x| · |y| · |F (ei; e′j)| = ( m∑i=1 n∑j=1 |F (ei; e′j)|)|x| · |y|:ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ (C = m∑i=1 n∑j=1 |F (ei; e′j)| | ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ x É y). äÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÂÉÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ.ðÒÉÍÅÒÙ. 1) x ∈ R; y ∈ R; F (x; y) = xy. ó×ÏÊÓÔ×Á 1 | 4 ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÄÉÓÔÒÉÂÕ-ÔÉ×ÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ É ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÇÏ É ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÏ× ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈÞÉÓÅÌ. |xy| = |x||y|; C = 1.2) x; y ∈ Rn; F (x; y) = 〈x; y〉 (ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ×). ó×ÏÊÓÔ×Á 1 | 4ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×Ï ××ÏÄÎÏÊ ÇÌÁ×Å. |〈x; y〉| 6 |x||y| (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ëÏÛÉ), Ô. Å.ÚÄÅÓØ C = 1.3) x; y ∈ R3; F (x; y) = x × y ∈ R3 (×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ). ó×ÏÊÓÔ×Á 1 | 4 |× ËÕÒÓÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ (ÉÌÉ ÉÚ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ x × y × ×ÉÄÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ). ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,
|x× y| = |x||y| sin �, ÇÄÅ � | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ x É y, �ÏÜÔÏÍÕ É ÚÄÅÓØ C = 1.



�åïòéñ ðòåäåìï÷ ðï âáúå æéìø�òá, þáó�ø I 274) � ∈ R; x ∈ Rn; F (�; x) = �x (ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ). ó×ÏÊÓÔ×Á 1 |4 | �Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÁ × ×ÅËÔÏÒÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn. äÌÉÎÁ |�x| = |�||x|, Ô. Å. C = 1.5) x; y ∈ C; F (x; y) = x · y (�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ). ó×ÏÊÓÔ×Á 1 | 4 | ÉÚÓ×ÏÊÓÔ× Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÁÄ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÌÅ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅF ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ËÁË ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ R2 × R2 × R2. ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÍÏÄÕÌÑ
|xy| = |x||y|, C = 1.�ÅÏÒÅÍÁ 4.3 (ðÒÅÄÅÌ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ).ðÕÓÔØ f : X1 → R

m; g : X2 → R
n; A | ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×, F : R

m × R
n → R

p | ÂÉ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ limA f = a, limA g = b (ÏÂÁ ËÏÎÅÞÎÙ), ÔÏÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ limA F (f(x); g(x)) = F (a; b).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ 1 É 3 ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑF (f(x); g(x)) = F (f(x)− a+ a; g(x)) = F (f(x)− a; g(x))+ F (a; g(x)) == F (f(x)− a; g(x))+F (a; g(x)− b+ b) = F (f(x)− a; g(x))++F (a; g(x)− b)+F (a; b):ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÄÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÁ É ÌÅÍÍÅ 3.4 Ï ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ
|F (f(x); g(x)) − F (a; b)| = |F (f(x) − a; g(x))+ F (a; g(x)− b)| 6

6 C|f(x)− a| · |g(x)|+ C|a| · |g(x) − b|: (∗)limA f = a (ËÏÎÅÞÎÙÊ)⇒ |f(x)− a| | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ (ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈ). limA g = b (ËÏÎÅÞÎÙÊ)⇒ g(x) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ A ∈ A �ÏÔÅÏÒÅÍÅ 3.1 ÏÂ Ï�ÅÎËÁÈ ÆÕÎË�ÉÉ, ÉÍÅÀÝÅÊ �ÒÅÄÅÌ (ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉC · |g(x)). limA g = b (ËÏÎÅÞÎÙÊ)⇒ |g(x) − b| | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ (ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ Ë Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈ), C · |a| =onst. | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. �ÏÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ3.2 Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈC|f(x)− a| · |g(x)|+ C|a| · |g(x)− b| | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ
∀" > 0 ∃B ∈ A : ∀x ∈ B C|f(x)− a| · |g(x)|+ C|a| · |g(x)− b| < ":ðÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (*) ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÔÅÈ ÖÅ x ∈ B |F (f(x); g(x))− F (a; b)| < ", Ô. Å.

∀" > 0 ∃B ∈ A : ∀x ∈ B |F (f(x); g(x)) − F (a; b)| < " ⇒ ∃ lim
A

F (f(x); g(x)) = F (a; b):�ÅÏÒÅÍÁ 4.4 (ðÒÅÄÅÌ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ). ðÕÓÔØ f; g | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ, A | ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×.1) åÓÌÉ ∃ limA f = a; limA g = b (ÏÂÁ ËÏÎÅÞÎÙ), ÔÏ ∃ limA fg = ab.2) ðÕÓÔØ f; g | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. åÓÌÉ
∃A ∈ A; M > 0: ∀x ∈ A f(x) > M > 0 ÉÌÉ ∃A ∈ A; M < 0: ∀x ∈ A f(x) 6 M < 0(× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÓÝÅÓÔ×ÕÅÔ limA f 6= 0) É ∃ limA g = ±∞, ÔÏ ∃ limA fg = ±∞ (�Ï�ÒÁ×ÉÌÕ ÚÎÁËÏ×).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) | ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï �ÒÅÄÅÌÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ (�ÒÉÍÅÒÙ 1 É 5).2) åÓÌÉ limA f 6= 0, ÔÏ ÌÉÂÏ limA f > 0, ÌÉÂÏ limA f < 0. ðÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1 ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ3.1 ÏÂ Ï�ÅÎËÁÈ (ÓÔÁÂÉÌÉÚÁ�ÉÑ ÚÎÁËÁ) × �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ∃A ∈ A; M > 0: ∀x ∈ A f(x) >M > 0, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ∃A ∈ A; M < 0: ∀x ∈ A f(x) < M < 0, Ô. Å. ×Ù�ÏÌÎÅÎÙÕÓÌÏ×ÉÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2.



28 ðï�åðõî á.÷.ðÕÓÔØ f(x) > M > 0; limA g = +∞. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ∀p ∈ R, ÔÏÇÄÁ |p|+1M > 0.lim
A

g = +∞ ⇒ ÄÌÑ |p|+ 1M ∈ R ∃B ∈ A : ∀x ∈ B g(x) > |p|+ 1M > 0:ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÙ, ∃C ∈ A : C ⊂ A ∩B. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ∀x ∈ C.x ∈ C ⇒ x ∈ A É x ∈ B ⇒ f(x) > M > 0 É g(x) > |p|+ 1M > 0 ⇒ f(x)g(x) > |p|+ 1 > p:ðÏÌÕÞÉÌÉ:
∀p ∈ R ∃C ∈ A : ∀x ∈ C f(x)g(x) > p⇒ ∃ lim

A

fg = +∞:åÓÌÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A f(x) 6 M < 0, ÔÏ (−f)(x) > (−M) > 0. åÓÌÉ limA g = +∞, ÔÏ�Ï ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ
∃ lim

A

(−f)g = +∞ ⇒ ∃ lim
A

fg = −∞ �Ï ÌÅÍÍÅ 3.3 ÏÂ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÚÎÁËÁ:åÓÌÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A f(x) 6 M < 0 É limA g = −∞, ÔÏ �Ï ÌÅÍÍÅ ÏÂ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÚÎÁËÁlimA(−g) = +∞ É �Ï ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ
∃ lim

A

(−f)(−g) = +∞ ⇒ ∃ lim
A

fg = +∞:óÌÕÞÁÊ f(x) > M > 0; limA g = −∞ | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ Ó ±∞: ÅÓÌÉa ∈ R; a > 0, ÔÏ a · (±∞) = ±∞, Á ÅÓÌÉ a < 0, ÔÏ a · (+∞) = −∞, a · (−∞) = +∞;(±∞) · (±∞) = ±∞ (ÚÎÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ ÚÎÁËÏ×).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÉÍ×ÏÌÁÍ 0 · (±∞) ÎÅÌØÚÑ �ÒÉÄÁÔØ ÒÁÚÕÍÎÙÊ ÓÍÙÓÌ, ÞÔÏ ×ÉÄÎÏ ÉÚÓÌÅÄÕÀÝÉÈ �ÒÉÍÅÒÏ×:1) f(x) = x; g(x) = 1x2 . �ÏÇÄÁ limx→+∞
f(x) = +∞, limx→+∞

g(x) = limx→+∞
1x · 1x = 0 (�Ï�ÒÉÍÅÒÕ 4 �ÏÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ (2.8) É ÔÅÏÒÅÍÅ, �. 1)É limx→+∞

(f(x) · g(x)) = limx→+∞
1x = 0.2) f(x) = x2; g(x) = 1x . �ÏÇÄÁ limx→+∞

f(x) = +∞ (ÔÅÏÒÅÍÁ, �. 2) limx→+∞
g(x) = 0 Élimx→+∞

(f(x) · g(x)) = limx→+∞
x = +∞.3) f(x) = x; g(x) = 1x . �ÏÇÄÁ limx→+∞

f(x) = +∞; limx→+∞
g(x) = 0É limx→+∞

(f(x) · g(x)) = 1.4) f(x) = x · (2 + sinx); g(x) = 1x . �ÏÇÄÁlimx→+∞
f(x) = +∞ (�Ï �. 2 ÔÅÏÒÅÍÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ 2 + sinx > 1 > 0; limx→+∞

g(x) = 0É limx→+∞

(f(x) · g(x)) = limx→+∞
(2 + sinx) | ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (�ÒÉÍÅÒ �ÏÓÌÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.8 ÏÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ �ÒÅÄÅÌÁ × ÔÏÞËÅ).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ limA f = +∞ É limA g = 0, ÔÏ Ï limA(f · g) ÎÉÞÅÇÏ ÓËÁÚÁÔØÎÅÌØÚÑ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ "ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔØ ÔÉ�Á ∞ · 0" É ÔÅ-ÏÒÅÍÁ Ï �ÒÅÄÅÌÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅ �ÒÉÍÅÎÉÍÁ. ÷ ÉÔÏÇÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï �ÒÅÄÅÌÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÒÏÔËÏ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ limA f É limA gÉ limA f · limA g ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ limA(f · g) = limA f · limA g. ðÏ ÉÎÄÕË-�ÉÉ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÌÅÇËÏ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ (ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ) ÞÉÓÌÏÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ (Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ).



�åïòéñ ðòåäåìï÷ ðï âáúå æéìø�òá, þáó�ø I 29ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.4. ðÕÓÔØ f : X → R; limA f = 0. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ A ∈ A : ∀x ∈ Af(x) > 0, ÔÏ �ÉÛÅÍ limA f = 0+. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) 6 0, ÔÏ�ÉÛÅÍ limA f = 0−.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, limA f = 0+⇔ limA(−f) = 0−.ìÅÍÍÁ 4.5. ðÕÓÔØ f : X → R ÉÌÉ C, A | ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×.1) åÓÌÉ limA f = b 6= 0, (b | ËÏÎÅÞÎÏ), ÔÏ limA
1f = 1b ;2) ðÕÓÔØ f : X → R É ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) 6= 0.åÓÌÉ lim

A

f = 0+; ÔÏ lim
A

1f = +∞; Á ÅÓÌÉ lim
A

f = 0−; ÔÏ lim
A

1f = −∞:3) ðÕÓÔØ f : X → R. åÓÌÉ limA f = ±∞, ÔÏ limA
1f = 0±.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) limA f = b, (b | ËÏÎÅÞÎÏ) ⇒ f − b | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ (ÚÁÍÅ-ÞÁÎÉÅ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 3.2 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈ).b 6= 0 ⇒ 1f − 1b = b− fbf = − 1bf (f − b);lim

A

f 6= 0 ⇒ ∃M > 0; B ∈ A : ∀x ∈ B |f(x)| > M (ÔÅÏÒÅÍÁ 3.1 ÏÂ Ï�ÅÎËÁÈ, �. 3):�ÏÇÄÁ
∀x ∈ B ⇒ f(x) 6= 0 É ∣∣∣

∣
− 1b · f(x) ∣∣∣∣ = 1

|b| · 1
|f(x)| < 1

|b| ·M ;Ô. Å. − 1bf ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ B; f − b ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ �Ï ÂÁÚÅ A:�ÏÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 3.2 Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈ1f − 1b = − 1bf (f − b) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ �Ï ÂÁÚÅ A ⇒ ∃ lim
A

1f = 1b :2) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ∀p ∈ R ⇒ 1
|p|+1 > 0. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ limA f = 0+, Ô. Å.ÄÌÑ 1

|p|+ 1 > 0 ∃B ∈ A : ∀x ∈ B |f(x)| < 1
|p|+ 1 É ∃C ∈ A : ∀x ∈ C f(x) > 0:ðÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 2 Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÙ, ∃D ∈ A : D ⊂ A ∩B ∩ C. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ∀x ∈ Dx ∈ A É x ∈ B É x ∈ C ⇒ f(x) 6= 0 É |f(x)| < 1
|p|+ 1 É f(x) > 0

⇒ 0 < f(x) < 1
|p|+ 1 ⇒ 1f(x) > |p|+ 1 > p:ðÏÌÕÞÉÌÉ:

∀p ∈ R ∃D ∈ A : ∀x ∈ D 1f(x) > p ⇒ lim
A

1f = +∞:åÓÌÉ limA f = 0−, ÔÏ limA(−f) = 0+ (�Ï ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 3.4). �ÏÇÄÁ �ÏÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ limA
1
−f = +∞ ⇒ limA

1f = −∞ (�Ï ÌÅÍÍÅ 3.3 ÏÂ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÚÎÁËÁ).3) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ∀" > 0⇒ 1" > 0.lim
A

f = +∞ ⇒ ÄÌÑ 1" ∃B ∈ A : ∀x ∈ B f(x) > 1" > 0 ⇒
∣
∣
∣
∣

1f(x) ∣∣∣∣ = 1f(x) < " ⇒ lim
A

1f = 0:



30 ðï�åðõî á.÷.ðÒÉ ÜÔÏÍ ∀x ∈ B 1f(x) > 0 ⇒ limA
1f = 0+.lim

A

f = −∞ ⇒ lim
A

(−f) = +∞ ⇒ lim
A

1
−f = 0+⇒ lim

A

1f = 0−(�ÒÉÍÅÎÑÅÍ ÌÅÍÍÕ ÏÂ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÚÎÁËÁ É ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 3.4).�ÅÏÒÅÍÁ 4.5 (ðÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÎÏÇÏ).1) ðÕÓÔØ f; g | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, A | ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×.åÓÌÉ ∃ limA f = a; limA g = b 6= 0 (ÏÂÁ ËÏÎÅÞÎÙ), ÔÏ ∃ limA
fg = ab .2) ðÕÓÔØ f; g | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. åÓÌÉ ∃ limA f = ±∞; limA g = b 6= 0(ËÏÎÅÞÎÏ), ÔÏ ∃ limA

fg = ±∞ (�Ï �ÒÁ×ÉÌÕ ÚÎÁËÏ× �ÒÅÄÅÌÏ× ÆÕÎË�ÉÊ f É g).3) ðÕÓÔØ f; g | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. åÓÌÉ ∃ limA f = a (ËÏÎÅÞÎÏ), limA g = ±∞,ÔÏ ∃ limA
fg = 0.4) ðÕÓÔØ f; g | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. åÓÌÉ ∃ limA f 6= 0 (ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÌÉ ±∞),limA g = 0± É ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) 6= 0, ÔÏ ∃ limA

fg = ±∞ (�Ï �ÒÁ×ÉÌÕ ÚÎÁËÏ×�ÒÅÄÅÌÏ× ÆÕÎË�ÉÊ f É g).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ðÏ ÌÅÍÍÅ 3.5 �.1 ∃ lim 1g = 1b . �ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 3.4 Ï �ÒÅÄÅÌÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, �.1 ∃ lim fg = lim(f · 1g) = a · 1b = ab .2) ðÏ ÌÅÍÍÅ 3.5 �.1 ∃ lim 1g = 1b . �ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 3.4 Ï �ÒÅÄÅÌÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, �.2
∃ lim fg = lim(f · 1g) = ±∞ (�Ï �ÒÁ×ÉÌÕ ÚÎÁËÏ× �ÒÅÄÅÌÏ× ÆÕÎË�ÉÊ f É g).3) ðÏ ÌÅÍÍÅ 3.5 �.3 ∃ lim 1g = 0. �ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 3.4 Ï �ÒÅÄÅÌÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, �.1
∃ lim fg = lim(f · 1g) = a · 0 = 0.4) ðÏ ÌÅÍÍÅ 3.5 �.2 ∃ lim 1g = ±∞. �ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 3.4 Ï �ÒÅÄÅÌÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, �.2
∃ lim fg = lim(f · 1g) = ±∞. (�Ï �ÒÁ×ÉÌÕ ÚÎÁËÏ× �ÒÅÄÅÌÏ× ÆÕÎË�ÉÊ f É g).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ:�ÒÉ b 6= 0 (ËÏÎÅÞÎÏÍ) ±∞b = ±∞ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ ÚÎÁËÏ×, �ÒÉ a | ËÏÎÅÞÎÏÍ a

±∞ = 0;�ÒÉ a 6= 0 (ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÌÉ ±∞) a0± = ±∞ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ ÚÎÁËÏ×:óÉÍ×ÏÌÁÍ 00 É ±∞
±∞ ÎÅÌØÚÑ �ÒÉÄÁÔØ ÒÁÚÕÍÎÙÊ ÓÍÙÓÌ.ðÒÉÍÅÒ. f(x) = x(2 + sinx); limx→+∞

f(x) = +∞ (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï �ÒÅÄÅÌÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ,�.2), g(x) = x; limx→+∞
g(x) = +∞, ÎÏ f(x)g(x) = 2 + sinx | ÎÅ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌÁ × +∞.ïÓÔÁÌØÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÉÚ �ÒÉÍÅÒÏ× �ÏÓÌÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï �ÒÅÄÅÌÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (ÓÌÕÞÁÉ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ 0 · ∞), fg = f · 1g . ÷ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÇÏ×ÏÒÑÔ,ÞÔÏ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ "ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ × ÞÁÓÔÎÏÍ" ÔÉ�Ï× 00 É ∞

∞ É ÔÅÏÒÅÍÁ Ï �ÒÅÄÅÌÅÞÁÓÔÎÏÇÏ ÎÅ �ÒÉÍÅÎÉÍÁ. ðÏÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÑÍÉ × ÞÁÓÔÎÏÍ É ÓÎÕÌ£Í × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï �ÒÅÄÅÌÅ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ËÏÒÏÔËÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË:ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ limA f É limA g É ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÏ× ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔlimA
fg = limA flimA g .



�åïòéñ ðòåäåìï÷ ðï âáúå æéìø�òá, þáó�ø I 31ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.5 (áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ).1) ðÕÓÔØ f; g | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ, ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÉÌÉ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÉ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ× ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. óÕÍÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÊ f É g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÍÁÑ f + g Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑdom (f + g) = dom f ∩ dom g É ∀x ∈ dom (f + g) (f + g)(x) = f(x) + g(x):òÁÚÎÏÓÔØÀ ÆÕÎË�ÉÊ f É g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÁÑ f − g Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑdom (f − g) = dom f ∩ dom g É ∀x ∈ dom (f − g) (f − g)(x) = f(x)− g(x):2) ðÕÓÔØ f; g | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÉÌÉ ÏÄÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÁÑ, Á ÄÒÕÇÁÑ | ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÊ f É g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ,ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÁÑ f · g Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑdom (f · g) = dom f ∩ dom g É ∀x ∈ dom (f · g) (f · g)(x) = f(x) · g(x):3) ðÕÓÔØ f; g | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÉÌÉ f | ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ,Á g | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ. þÁÓÔÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÊ f É g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÁÑ fgÓ ÏÂÌÁÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑdom(fg) = {x ∈ dom f ∩ dom g : g(x) 6= 0} É ∀x ∈ dom(fg) (fg) (x) = f(x)g(x) :åÓÌÉ f1; : : : ; fm | ÆÕÎË�ÉÉ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÔÏdom (f1+ : : :+fm) = m⋂k=1 dom fk; ∀x ∈ dom (f1+ : : :+fm) (f1+ : : :+fm)(x) = m∑k=1 fk(x):åÓÌÉ f1; : : : ; fm | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÔÏdom (f1 · : : : · fm) = m⋂k=1 dom fk; ∀x ∈ dom (f1 · : : : · fm) (f1 · : : : · fm)(x) = m∏k=1 fk(x):�ÅÏÒÅÍÁ 4.6 (áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁÄ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, ÉÍÅÀÝÉÍÉ �ÒÅÄÅÌ × ÔÏÞËÅ).ðÕÓÔØ (X; �) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, f; g | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ, ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÉÌÉ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÉ, dom f , dom g ⊂ X.1) ðÕÓÔØ f; g | ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. åÓÌÉ
∃ limx→a f(x); limx→a g(x); lima f + lima g ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ É a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ dom(f + g);ÔÏ ∃ limx→a(f(x) + g(x)) = limx→a f(x) + limx→a g(x) (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ f − g).2) ðÕÓÔØ f; g | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÉÌÉ ÏÄÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ,Á ÄÒÕÇÁÑ | ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ. åÓÌÉ
∃ limx→a f(x); limx→a g(x); lima f · lima g ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ É a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ dom(f · g);ÔÏ ∃ limx→a(f(x) · g(x)) = limx→a f(x) · limx→a g(x).3) ðÕÓÔØ f; g | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÉÌÉ f | ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ,Á g | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ. åÓÌÉ

∃ limx→a f(x); limx→a g(x); lima flima g ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ É a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ dom(fg) ;



32 ðï�åðõî á.÷.ÔÏ ∃ limx→a f(x)g(x) = limx→a f(x)limx→a g(x) .4) (äÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÌÅÍÍÅ Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈ). ðÕÓÔØ f; g | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÌÉËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÉÌÉ ÏÄÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ, Á ÄÒÕÇÁÑ | ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ. åÓÌÉ f |ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ × ÔÏÞËÅ a, g | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å _B(a; Æ)∩dom gÉ a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ dom(f · g), ÔÏ f · g | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ × ÔÏÞËÅ a.ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ ÄÌÑ ÌÅËÔÏÒÁ: ÓÔÏÉÔ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ �ÒÅÄÅÌÙ ÄÌÑ ÆÕÎË-�ÉÊ f É g | �Ï ÒÁÚÎÙÍ ÂÁÚÁÍ, �ÏÜÔÏÍÕ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈÄÅÊÓÔ×ÉÑÈ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÅ �ÒÉÍÅÎÉÍÙ É �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅÕÓÌÏ×ÉÅ Ï �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ëÓÔÁÔÉ, ÎÁ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÎÑÔÉÑÈ ÏÂÙÞÎÏ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ ÓÆÕÎË�ÉÑÍÉ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, Á × ÌÅË�ÉÑÈ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÉÚÌÏÖÅ-ÎÉÑ ÏÂÙÞÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 3) ðÏÓËÏÌØËÕ a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ dom( fg ), ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
∀{xn}∞n=1 : ∀n ∈ N xn ∈ dom(fg) ; xn 6= a; xn → a:ðÏÓËÏÌØËÕ dom(fg ) ⊂ dom f , ∀n ∈ N xn ∈ dom f; xn 6= a; xn → a. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2.8 Ï ÒÁ×-ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ �ÒÅÄÅÌÁ, ∃ limx→a f(x) ⇒ f(xn) → limx→a f(x). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,dom(fg ) ⊂ dom g ⇒ g(xn) → limx→a g(x). ∀n ∈ N xn ∈ dom(fg )⇒ g(xn) 6= 0.ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ lima flima g = lim f(xn)lim g(xn) ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, Á ÔÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÒÅÄÅÌÅ ÞÁÓÔÎÏÇÏÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ {f(xn)}∞n=1 É {g(xn)}∞n=1 f(xn)g(xn) → lima flima g . ðÏÌÕÞÉÌÉ:

∀{xn}∞n=1 : ∀n ∈ N xn ∈ dom(fg) ; xn 6= a; xn → a (fg) (xn) → lima flima g :óÎÏ×Á �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ �ÒÅÄÅÌÁ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
∃ limx→a f(x)g(x) = limx→a f(x)limx→a g(x) .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÕÎËÔÏ× 1 É 2 ÄÌÑ f ± g É f · g | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. éÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏdom(f ± g) É dom(f · g) ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × dom f É dom g.4) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ∀{xn}∞n=1 : ∀n ∈ N xn ∈ dom(fg); xn 6= a; xn → a ⇒ xn ∈ dom f . f| ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ × ÔÏÞËÅ a ⇒ lima f = 0 ⇒ f(xn) → 0 (�Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ �ÒÅÄÅÌÁ), Ô. Å. {f(xn)}∞n=1 | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ �.4
|g(x)| 6 M ÎÁ _B(a; Æ)∩dom g: ∀n ∈ N xn ∈ dom(fg) ⊂ dom g ⇒ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ {g(xn)}∞n=1:xn → a ⇒ ÄÌÑ Æ > 0 ∃N ∈ N : ∀n > N xn ∈ B(a; Æ); xn ∈ dom g; xn 6= a ⇒

∀n > N xn ∈ _B(a; Æ) ∩ dom g ⇒ ∀n > N |g(xn)| 6 M:ðÏÌÕÞÉÌÉ:
{f(xn)}∞n=1 | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ ; {g(xn)}∞n=1 | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ �ÒÉ n > N ⇒ �Ï ÌÅÍÍÅ ÏÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈ {f(xn) · g(xn)}∞n=1 | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ, Ô. Å. f(xn) · g(xn) → 0:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ �ÒÅÄÅÌÁ
∀{xn}∞n=1 : ∀n ∈ N xn ∈ dom(fg); xn 6= a; xn → a f(xn) · g(xn) → 0 ⇒

∃ limx→a f(x) · g(x) = 0; Ô. Å. f · g | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ × ÔÏÞËÅ a:



�åïòéñ ðòåäåìï÷ ðï âáúå æéìø�òá, þáó�ø I 33óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÕÓÔØ f1; : : : ; fm | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. åÓÌÉ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÀÔ lima f1; : : : ; lima fm; m∑k=1 lima fk ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ É a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁdom(f1 + : : :+ fm), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ lima m∑k=1 fk = m∑k=1 lima fk.åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ lima f1; : : : ; lima fm; m∏k=1 lima fk ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ É a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑÔÏÞËÁ dom(f1 · : : : · fm), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ lima m∏k=1 fk = m∏k=1 lima fk.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ). äÌÑ m = 1 | ÜÔÏ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÑ:(lima f1 = lima f1). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ m, ÄÏËÁÖÅÍ ÄÌÑ m + 1.ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, m+1∏k=1 lima fk ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ⇒
m∏k=1 lima fk ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ.a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ dom(m+1∏k=1 fk) = m+1⋂k=1 dom fk ⊂

m⋂k=1 dom fk = dom( m∏k=1 fk)⇒a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ dom( m∏k=1 fk) (�Ï ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 2 Ï ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁË Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 2.4 �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ).ðÏ ÉÎÄÕË�ÉÏÎÎÏÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ, ∃ lima( m∏k=1 fk) = m∏k=1 lima fk. a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑÔÏÞËÁ dom( m∏k=1 fk · fm+1), m∏k=1 lima fk · lima fm+1 ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ. �ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ
∃ lima ( m∏k=1 fk · fm+1) = m∏k=1 lima fk · lima fm+1; Ô. Å. lima (m+1∏k=1 fk) = m+1∏k=1 lima fk:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ | ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙÆÕÎË�ÉÊ ÔÏÖÅ ÒÁ×ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ).ðÒÉÍÅÒ (ÒÏÌØ ÕÓÌÏ×ÉÑ Ï �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ).ðÕÓÔØ f(x) = √x; f : [0; +∞) → R; limx→0√x = 0 (�Ï " ÎÁÈÏÄÉÍ Æ = "2); g(x) = √

−x;g : (−∞; 0℄ → R, limx→0√−x = 0. îÏ dom(f + g) = {0} | ÎÅ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË,�ÏÜÔÏÍÕ limx→0(√x+√
−x) | ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î.5. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ É ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.1. ðÕÓÔØ f; g | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, A | ÂÁÚÁÍÎÏÖÅÓÔ×. æÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÆÕÎË�ÉÉ g �Ï ÂÁÚÅ

A, ÅÓÌÉ
∃A ∈ A É ÆÕÎË�ÉÑ � : ∀x ∈ A f(x) = �(x) · g(x) É ÆÕÎË�ÉÑ � ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ A:ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f = O(g) (A). åÓÌÉ f = O(g) É g = O(f), ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ f É g |ÏÄÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �Ï ÂÁÚÅ A. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f ≍ g (A).



34 ðï�åðõî á.÷.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ∀x ∈ A g(x) 6= 0, ÔÏ f = O(g) (A) ⇔ fg ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÎÁ A (ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,�(x) = f(x)g(x) ).þÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ. åÓÌÉ a ∈ R; A = {(a; b) : b > a}, ÔÏ �ÉÛÕÔ f(x) = O(g(x)) (x → a+).åÓÌÉ A = {(b; a) : b < a}, ÔÏ �ÉÛÕÔ f(x) = O(g(x)) (x → a−). åÓÌÉ A = { _B(a; ") : " > 0},ÔÏ �ÉÛÕÔ f(x) = O(g(x)) (x → a). åÓÌÉ A = {(b; +∞) : b ∈ R}, ÔÏ �ÉÛÕÔf(x) = O(g(x)) (x → +∞). åÓÌÉA = {(−∞; b) : b ∈ R}, ÔÏ �ÉÛÕÔ f(x) = O(g(x)) (x → −∞).ðÒÉÍÅÒÙ. 1) f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ A ∈ A ⇔ f = O(1) (A) (�Ï ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ).2) P (x) = anxn + : : :+ a0, ÔÏÇÄÁ P (x) = O(xn) (x → ±∞).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.limx→+∞
x = +∞ ⇒ limx→+∞

xk = +∞ (�ÒÅÄÅÌ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ) ⇒ limx→+∞
akxk = 0 (�ÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÎÏÇÏ):�ÏÇÄÁ limx→+∞

P (x)xn = limx→+∞

(an + an−1x + : : :+ a0xn ) = an (�ÒÅÄÅÌ ÓÕÍÍÙ):ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÅÄÅÌ ËÏÎÅÞÅÎ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 3.1 ÏÂ Ï�ÅÎËÁÈ ÆÕÎË�ÉÉ, ÉÍÅÀÝÅÊ �ÒÅÄÅÌ, P (x)xnÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (p; +∞) ∈ A ⇒ P (x) = O(xn) (x → +∞). äÌÑx → −∞: limx→−∞
xk = ±∞ (× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ Þ£ÔÎÏÓÔÉ k), ÏÓÔÁÌØÎÏÅ | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ. åÓÌÉ an 6= 0, ÔÏ P (x) ≍ xn (x → ±∞).3) P (x) = amxm + am+1xm+1 + : : : anxn (n > m), ÔÏÇÄÁ P (x) = O(xm) (x → 0).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.limx→0 am+kxk = 0⇒ limx→0 P (x)xm = limx→0 (am + am+1x+ : : :+ anxn−m) = am:ïÓÔÁÌØÎÏÅ | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÉÍÅÒÕ 2.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.2. ðÕÓÔØ f; g | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, A | ÂÁÚÁÍÎÏÖÅÓÔ×. æÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÊ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÆÕÎË�ÉÉ g �ÏÂÁÚÅ A, ÅÓÌÉ

∃A ∈ A É ÆÕÎË�ÉÑ � : ∀x ∈ A f(x) = �(x) · g(x) É lim
A

� = 0:ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f = o(g) (A). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÑÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 4.1 ÓÍÙÓÌ�ÒÉÄÁ£ÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍ f = o(g) (x → a+), f = o(g) (x → a−) É Ô. Ä. (�Ï ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÂÁÚÁÍ).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ∀x ∈ A g(x) 6= 0, ÔÏ f = o(g) (A) ⇔ limA
fg = 0 (ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,�(x) = f(x)g(x) ).ðÒÉÍÅÒÙ. 1) f | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ �Ï ÂÁÚÅ A ⇔ f = o(1) (A) (�Ï ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ).2) åÓÌÉ �; � ∈ R; � > �, ÔÏ x� = o(x�) (x → 0+); x� = o(x�) (x → +∞).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. limx→0+ x�x� = limx→0+x�−� = 0 (ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ × ÇÌÁ×Å Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈÆÕÎË�ÉÑÈ �ÏÓÌÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ). ðÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ, ÔÏÇÄÁ x� = o(x�) (x → 0+). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,limx→+∞

x�x� = limx→+∞
x�−� = 0 ⇒ x� = o(x�) (x → +∞). ("÷ ÎÕÌÅ �ÒÅÏÂÌÁÄÁÀÔ ÍÌÁÄÛÉÅÓÔÅ�ÅÎÉ, Á × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ | ÓÔÁÒÛÉÅ").3) ∀� > 0 a > 1 x� = o(ax) (x → +∞) ("ÓÔÅ�ÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁÓÔ£Ô ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ�ÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ").

∀� > 0 (loga x)� = o(x�) (x → +∞) ("ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÒÁÓÔ£Ô ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ").



�åïòéñ ðòåäåìï÷ ðï âáúå æéìø�òá, þáó�ø I 35üÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÄÏËÁÚÁÎÙ × ÇÌÁ×Å "ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ". úÄÅÓØÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ ÄÌÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÎÑÔÉÑÈ.úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÏÔÌÉÞÎÉËÏ×. äÏËÁÚÁÔØ:f = O(g) (A) ⇔ ∃A ∈ A; M > 0: ∀x ∈ A |f(x)| 6 M |g(x)|;f = o(g) (A) ⇔ ∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A |f(x)| 6 "|g(x)|:(ÏÂÙÞÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÎÏË). ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ � ×ÚÑÔÙ ÉÚÚÁÄÁÞÎÉËÁ (÷ÉÎÏÇÒÁÄÏ×Á, ïÌÅÈÎÉË, óÁÄÏ×ÎÉÞÉÊ). ïÎÉ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈÂÙÓÔÒÅÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÂ Ï�ÅÎËÁÈ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï �ÒÅÄÅÌÁÈ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.3. ðÕÓÔØ f; g | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, A | ÂÁÚÁÍÎÏÖÅÓÔ×. æÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÒÁ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g �Ï ÂÁÚÅ A, ÅÓÌÉ
∃A ∈ A É ÆÕÎË�ÉÑ � : ∀x ∈ A f(x) = �(x) · g(x) É lim

A

� = 1:ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f ∼ g (A). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÑÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 4.1 ÓÍÙÓÌ �ÒÉÄÁ-£ÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍ f ∼ g (x → a+), f ∼ g (x → a−) É Ô. Ä. (�Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÂÁÚÁÍ).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ∀x ∈ A g(x) 6= 0, ÔÏ f ∼ g (A) ⇔ limA
fg = 1(ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �(x) = f(x)g(x) ).ðÒÉÍÅÒÙ. 1) åÓÌÉ limA f = A; A 6= 0; ±∞, ÔÏ f ∼ A (A) (�Ï ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ, �ÏÓËÏÌØËÕlimA

fA = 1).÷ ÇÌÁ×Å Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ:2) sinx ∼ x (x → 0).3) ln(1 + x) ∼ x (x → 0).4) ex − 1 ∼ x (x → 0).5) ðÒÉ � 6= 0 (1 + x)� − 1 ∼ �x (x → 0).(ÄÌÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÎÑÔÉÑÈ).úÁÍÅÞÁÎÉÅ (ËÏ ×ÓÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ 4.1 | 4.3). õ ×ÓÅÈ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÈ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈÆÕÎË�ÉÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ, ÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ ÂÁÚÙ A, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ. ðÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀÂÁÚÙ (2.1), ÄÌÑ ∀A1; : : : ; An ∈ A ∃A ∈ A : A ⊂
n⋂k=1Ak. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏÎÁÂÏÒÁ ÆÕÎË�ÉÊ, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÈ × ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÈ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÝÅÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ∈ A, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÎÁ Î£Í Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ×ÓÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ. îÁ �ÒÏ-ÔÑÖÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØÓÑ �Ï ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ.ìÅÍÍÁ 5.1 (ó×ÑÚØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÈ Ï�ÅÎÏË).1) åÓÌÉ f = o(g) (A), ÔÏ f = O(g) (A).2) åÓÌÉ f ∼ g (A), ÔÏ f ≍ g (A).3) f ∼ g (A) ⇔ f − g = o(g) (A).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.1) f = o(g) (A) ⇒ ∃A ∈ A É ÆÕÎË�ÉÑ � : ∀x ∈ A f(x) = �(x) · g(x) É lim

A

� = 0:ðÏÓËÏÌØËÕ limA � ËÏÎÅÞÅÎ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 3.1 ÏÂ Ï�ÅÎËÁÈ ÆÕÎË�ÉÉ, ÉÍÅÀÝÅÊ �ÒÅÄÅÌ, ∃B ∈
A, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ � ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ B ⊂ A = dom�, Ô.Å. f = O(g) (A).2) f ∼ g (A) ⇒ ∃A ∈ A É ÆÕÎË�ÉÑ � : ∀x ∈ A f(x) = �(x) · g(x) É lim

A

� = 1:



36 ðï�åðõî á.÷.�ÏÇÄÁ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÅÄÅÌÁ �Ï ÂÁÚÅÄÌÑ " = 12 ∃B ∈ A : B ⊂ A = dom�; ∀x ∈ B |�(x) − 1| < 12 :ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÄÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÁ, ÔÏÇÄÁ:Á) ∀x ∈ B |�(x)| = |�(x) − 1 + 1| 6 |�(x) − 1|+ 1 < 32 ;Ô. Å. ÆÕÎË�ÉÑ � ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ B ⇒ f = O(g) (A):Â) ∀x ∈ B |�(x)| = |1+�(x)−1| > 1−|�(x)−1| > 12 > 0⇒ ∀x ∈ B �(x) 6= 0; ∣∣∣
∣

1�(x) ∣∣∣∣ < 2:
∀x ∈ B f(x) = �(x) · g(x) ⇒ g(x) = 1�(x) · f(x); ∣∣∣∣ 1�(x) ∣∣∣∣ < 2 ⇒ g = O(f) (A):(Á) É (Â)⇒ f ≍ g (A).3) f ∼ g ⇒ ∃A ∈ A É ÆÕÎË�ÉÑ � : ∀x ∈ A f(x) = �(x) · g(x) É lim

A

� = 1 ⇒

∀x ∈ A f(x)− g(x) = (�(x) − 1)g(x); lim
A

(�− 1) = 0 (�ÒÅÄÅÌ ÒÁÚÎÏÓÔÉ) ⇒ f − g = o(g):f − g = o(g) ⇒ ∃A ∈ A É ÆÕÎË�ÉÑ � : ∀x ∈ A f(x)− g(x) = �(x) · g(x) É lim
A

� = 0⇒

∀x ∈ A f(x) = (�(x) + 1)g(x); lim
A

(� + 1) = 1 (�ÒÅÄÅÌ ÓÕÍÍÙ) ⇒ f ∼ g:úÁÍÅÞÁÎÉÅ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÏÂÒÁÔÎÙÅ (1) É (2) ÎÅ×ÅÒÎÙ: ÔÁË, sin(x) = O(1) (x → +∞);ÎÏ sin(x) 6= o(1) (x → +∞); �ÒÉ f(x) 6= 0 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A ∈ A f ≍ 2f , ÎÏ f ≁ 2f .�ÅÏÒÅÍÁ 5.1 (ó×ÏÊÓÔ×Á Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÁÄ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÍÉ Ï�ÅÎËÁÍÉ). ðÕÓÔØ A | ÂÁÚÁÍÎÏÖÅÓÔ×, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ×ÓÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÅ Ï�ÅÎËÉ.1) åÓÌÉ f1 = O(g); f2 = O(g), ÔÏ f1 ± f2 = O(g); ÅÓÌÉ f1 = o(g); f2 = o(g), ÔÏf1 ± f2 = o(g).2) åÓÌÉ f1 = O(g1); f2 = O(g2), ÔÏ f1 · f2 = O(g1 · g2); ÅÓÌÉ f1 = o(g1); f2 = O(g2),ÔÏ f1 · f2 = o(g1 · g2); ÅÓÌÉ f1 = o(g1); f2 = o(g2), ÔÏ f1 · f2 = o(g1 · g2).3) åÓÌÉ ∃A ∈ A : A ⊂ domh É f = O(g), ÔÏ f · h = O(g · h); ÅÓÌÉ f = o(g), ÔÏf · h = o(g · h).4) ðÕÓÔØ C =onst. �ÏÇÄÁ: ÅÓÌÉ f = O(g), ÔÏ C · f = O(g); ÅÓÌÉ f = o(g), ÔÏC · f = o(g); ÅÓÌÉ f = O(C · g), ÔÏ f = O(g); ÅÓÌÉ f = o(C · g), ÔÏ f = o(g) ("�ÒÉÎ�É��ÒÅÎÅÂÒÅÖÅÎÉÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ").5) åÓÌÉ f = O(g); g = O(h), ÔÏ f = O(h); ÅÓÌÉ f = o(g); g = O(h), ÔÏ f = o(h);ÅÓÌÉ f = O(g); g = o(h), ÔÏ f = o(h); ÅÓÌÉ f = o(g); g = o(h), ÔÏ f = o(h).6) åÓÌÉ g ≍ h, ÔÏ: f = O(g) ⇔ f = O(h), f = o(g) ⇔ f = o(h); ÅÓÌÉ g ∼ h, ÔÏ:f = O(g) ⇔ f = O(h), f = o(g) ⇔ f = o(h).ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ ÄÌÑ ÌÅËÔÏÒÁ: ÎÁ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ Ñ ÓÓÙÌÁÌÓÑ ÎÁ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÎÑÔÉÑÈ.âÙÌÏ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ Å£ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ �ÒÅÄÅÌÏ× × ×ÉÄÅ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉÈ "ÒÁ-×ÅÎÓÔ×":1) O(f)±O(f) = O(f), o(f)± o(f) = o(f).2) O(f) · O(g) = O(fg), o(f) · O(g) = o(fg), o(f) · o(g) = o(fg).3) h · O(g) = O(hg); h · o(g) = o(hg).4) C ·O(g) = O(g); C · o(g) = o(g); O(Cg) = O(g); o(Cg) = o(g).5) O(O(h)) = O(h); o(O(h)) = o(h); O(o(h)) = o(h); o(o(h)) = o(h).6) f ≍ g ⇒ O(f) = O(g) É o(f) = o(g); f ∼ g ⇒ O(f) = O(g) É o(f) = o(g).



�åïòéñ ðòåäåìï÷ ðï âáúå æéìø�òá, þáó�ø I 37äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ �ÏÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ 4.1 | 4.3 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï B ∈ A ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÎÁ Î£Í Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ×ÓÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÅ × ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÆÕÎË�ÉÉ É×ÓÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ B.1) f1 = O(g); f2 = O(g) ⇒ ∃�1; �2 : f1(x) = �1(x)g(x); f2(x) = �2(x)g(x);�ÒÉ ÜÔÏÍ |�1(x)| 6 M1; |�2(x)| 6 M2: �ÏÇÄÁ f1(x)± f2(x) = (�1(x)± �2(x))g(x)É |�1(x)± �2(x)| 6 |�1(x)|+ |�2(x)| 6 M1 +M2 ⇒ f1 ± f2 = O(g):f1 = o(g); f2 = o(g) ⇒ ∃�1; �2 : f1(x) = �1(x)g(x); f2(x) = �2(x)g(x);�ÒÉ ÜÔÏÍ lim
A

�1 = 0; lim
A

�2 = 0: �ÏÇÄÁ f1(x)± f2(x) = (�1(x) ± �2(x))g(x)É lim
A

(�1 ± �2) = 0 ⇒ f1 ± f2 = o(g):2) f1 = O(g1); f2 = O(g2) ⇒ ∃�1; �2 : f1(x) = �1(x)g1(x); f2(x) = �2(x)g2(x);�ÒÉ ÜÔÏÍ |�1(x)| 6 M1; |�2(x)| 6 M2: �ÏÇÄÁ f1(x)f2(x) = (�1(x)�2(x))g1(x)g2(x)É |�1(x)�2(x)| 6 |�1(x)| · |�2(x)| 6 M1M2 ⇒ f1f2 = O(g1g2):f1 = o(g1); f2 = O(g2) ⇒ ∃�1; �2 : f1(x) = �1(x)g1(x); f2(x) = �2(x)g2(x);�ÒÉ ÜÔÏÍ lim
A

�1 = 0; |�2(x)| 6 M: �ÏÇÄÁ f1(x)f2(x) = (�1(x)�2(x))g1(x)g2(x)É lim
A

(�1�2) = 0 (�Ï ÌÅÍÍÅ Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈ)⇒ f1f2 = o(g1g2):åÓÌÉ f1 = o(g1); f2 = o(g2), ÔÏ �Ï ÌÅÍÍÅ 4.1 (Ó×ÑÚØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÎÏË) ÉÚf2 = o(g2) ÓÌÅÄÕÅÔ f2 = O(g2), Á ÔÏÇÄÁ �Ï ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ f1f2 = o(g1g2).3) ïÞÅ×ÉÄÎÏ, h = O(h) (�ÏÓËÏÌØËÕ � ≡ 1 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A), �ÏÜÔÏÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ �.3| ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ �.2.4) ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÏÊ C, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, C = O(1), ÔÏ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑ f = O(g) ⇒ Cf = O(g) É f = o(g) ⇒ Cf = o(g) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ �.2 ÄÌÑ f2 ≡ C; g2 ≡ 1.ðÒÉ C 6= 0 ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÏÊ 1C , ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, 1 = O( 1C ), ÔÏÇÄÁ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑ f = O(Cg) ⇒ f = O(g) É f = o(Cg) ⇒ f = o(g) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ �.2 ÄÌÑ f2 ≡ 1; g2 ≡ 1C . åÓÌÉ C = 0, ÔÏ Cg ≡ 0, Á ÔÏÇÄÁ ÉÚ f = O(Cg) ÉÌÉf = o(Cg) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f ≡ 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ f = O(g) É f = o(g) (ÄÌÑ � ≡ 0).5) f = O(g); g = O(h) ⇒ ∃�; � : f(x) = �(x)g(x); g(x) = �(x)h(x); �ÒÉ ÜÔÏÍ
|�(x)| 6 M1; |�(x)| 6 M2: �ÏÇÄÁ f(x) = �(x)�(x)h(x) É |�(x)�(x)| 6 M1 ·M2 ⇒ f = O(h):f = O(g); g = o(h) ⇒ ∃�; � : f(x) = �(x)g(x); g(x) = �(x)h(x); �ÒÉ ÜÔÏÍ

|�(x)| 6 M1; lim
A

�(x) = 0: �ÏÇÄÁ f(x) = �(x)�(x)h(x) É lim
A

�(x)�(x) = 0(�Ï ÌÅÍÍÅ Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈ) ⇒ f = o(h):óÌÕÞÁÊ f = o(g); g = O(h) | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ: (limA �(x) = 0; |�(x)| 6 M2).åÓÌÉ f = o(g); g = o(h), ÔÏ �Ï ÌÅÍÍÅ 4.1 Ï Ó×ÑÚÉ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÎÏË g = o(h) ⇒g = O(h) É, �Ï ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, f = o(h).6) ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 4.1 g ≍ h ⇒ g = O(h). �ÏÇÄÁ �Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 5 f = O(g) ⇒f = O(h) É f = o(g) ⇒ f = o(h). ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ g ≍ h ⇔ h ≍ g, ÔÏ Éf = O(g) ⇔ f = O(h), f = o(g) ⇔ f = o(h).



38 ðï�åðõî á.÷.ðÏ ÌÅÍÍÅ Ï Ó×ÑÚÉ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÎÏË f ∼ g ⇒ f ≍ g É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ f = O(g) ⇔f = O(h), f = o(g) ⇔ f = o(h) ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 5.2 (áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ËÁË ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ).ðÕÓÔØ A | ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×, f; g; h | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ,ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ A. �ÏÇÄÁ1) f ∼ f (A).2) f ∼ g (A) ⇒ g ∼ f (A).3) f ∼ g (A) É g ∼ h (A) ⇒ f ∼ h (A).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ðÕÓÔØ A ∈ A | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ×ÓÅ ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. �ÏÇÄÁ ÅÓÌÉ
∀x ∈ A �(x) = 1, ÔÏ f(x) = �(x)f(x); limA � = 1⇒ f ∼ f (A).2) f ∼ g (A) ⇒ ∃� : f(x) = �(x)g(x); lim

A

� = 1: �ÏÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 3.5 Ï �ÒÅÄÅÌÅ 1�
∃B ∈ A : ∀x ∈ B 1�(x) 6= 0⇒ g(x) = 1�(x) · f(x); limA 1� = 1 ⇒ g ∼ f (A):3) f ∼ g (A); g ∼ h (A) ⇒ ∃�; � : f(x) = �(x)g(x); g(x) = �(x)h(x); lim

A

� = 1; lim
A

� = 1:�ÏÇÄÁ f(x) = �(x)�(x)h(x); lim
A

�� = 1 (�ÒÅÄÅÌ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ) ⇒ f ∼ h (A):ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ: ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÎÁ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÎÑÔÉÑÈ �É-ÓÁÔØ �Å�ÏÞËÉ f1 ∼ f2 ∼ : : : ∼ fn (ÌÀÂÁÑ �ÁÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �Å�ÏÞËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ).�ÅÏÒÅÍÁ 5.3 (õÍÎÏÖÅÎÉÅ É ÄÅÌÅÎÉÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×).ðÕÓÔØ f1 ∼ g1; f2 ∼ g2 �Ï ÂÁÚÅ A. �ÏÇÄÁ:1) f1f2 ∼ g1g2 (A);2) åÓÌÉ ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f2(x) 6= 0, ÔÏ f1f2 ∼ g1g2 (A).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.f1 ∼ g1; f2 ∼ g2 ⇒ ∃�; � : f1(x) = �(x)g1(x); f2(x) = �(x)g2(x); lim
A

� = 1; lim
A

� = 1: �ÏÇÄÁ1) f1(x)f2(x) = �(x)�(x)g1(x)g2(x); lim
A

�� = 1 (�ÒÅÄÅÌ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ) ⇒ f1f2 ∼ g1g2:2) lim
A

� = 1 6= 0 ⇒ ∃B ∈ A : ∀x ∈ B �(x) 6= 0 (�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 3.1 ÏÂ Ï�ÅÎËÁÈ, �.3).ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÙ, ∃C ∈ A : C ⊂ A ∩B: �ÏÇÄÁ ∀x ∈ C f2(x) 6= 0 É �(x) 6= 0⇒ g2(x) 6= 0:ðÏÌÕÞÉÌÉ: ∀x ∈ C f1(x)f2(x) = �(x)�(x) · g1(x)g2(x) ; limA �� = 1 (�ÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÎÏÇÏ)⇒ f1f2 ∼ g1g2 (A):�ÅÏÒÅÍÁ 5.4 (úÁÍÅÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ × ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÎËÁÈ).ðÕÓÔØ A | ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ' | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, f; g |ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ R ÉÌÉ C. åÓÌÉ:1) limA ' = a;2) f(x) = O(g(x)) (x → a) ÉÌÉ f(x) = o(g(x)) (x → a) ÉÌÉ f(x) ∼ g(x) (x → a);3) ∃A0 ∈ A : ∀x ∈ A0 '(x) 6= a,ÔÏ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, f ◦' = O(g ◦') (A) ÉÌÉ f ◦' = o(g ◦') (A) ÉÌÉ f ◦' ∼ g ◦') (A).åÓÌÉ 2') f(x) = O(g(x)) ÉÌÉ f(x) = o(g(x)) ÉÌÉ f(x) ∼ g(x) �ÒÉ (x → a+);3') ∃A0 ∈ A : ∀x ∈ A0 '(x) > a,ÔÏ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ Ï�ÅÎËÉ �ÒÉ x → a− É ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Å A0 '(x) < a.



�åïòéñ ðòåäåìï÷ ðï âáúå æéìø�òá, þáó�ø I 39äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.f(x) = O(g(x)) (x → a) ⇒ ∃ _B(a; ") : ∀x ∈ _B(a; ") f(x) = �(x)g(x); |�(x)| 6 M:lim
A

' = a ⇒ ÄÌÑ " > 0 ∃A ∈ A : ∀t ∈ A �('(t); a) < "⇒ '(t) ∈ B(a; "):ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÙ, ∃B ∈ A : B ⊂ A ∩ A0: �ÏÇÄÁ
∀t ∈ B t ∈ A É t ∈ A0 ⇒ '(t) ∈ B(a; ") É '(t) 6= a ⇒ '(t) ∈ _B(a; "):ðÏÌÕÞÉÌÉ: ∃B ∈ A : ∀t ∈ B x = '(t) ∈ _B(a; ") ⇒ f('(t)) = �('(t))g('(t));

|�('(t))| 6 M ⇒ f ◦ ' = O(g ◦ ') (A):f(x) = o(g(x)) (x → a) ⇒ ∃ _B(a; Æ0) : ∀x ∈ _B(a; Æ0) f(x) = �(x)g(x); limx→a�(x) = 0:�ÏÇÄÁ ∀" > 0 ∃Æ > 0: ∀x : x ∈ dom� = _B(a; Æ0) É �(x; a) < Æ |�(x)| < ":�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ Æ1 = min{Æ; Æ0}; ÔÏ ∀x ∈ _B(a; Æ1) |�(x)| < ":lim
A

' = a ⇒ ÄÌÑ Æ1 > 0 ∃A ∈ A : ∀t ∈ A �('(t); a) < Æ1 ⇒ '(t) ∈ B(a; Æ1):ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÙ, ∃B ∈ A : B ⊂ A ∩ A0: �ÏÇÄÁ
∀t ∈ B t ∈ A É t ∈ A0 ⇒ '(t) ∈ B(a; Æ1) É '(t) 6= a ⇒ '(t) ∈ _B(a; Æ1):ðÏÌÕÞÉÌÉ: ∃B ∈ A : ∀t ∈ B x = '(t) ∈ _B(a; Æ1) ⇒ f('(t)) = �('(t))g('(t));

|�('(t))| 6 "; Ô. Å. lim
A

(� ◦ ') = 0 ⇒ f ◦ ' = O(g ◦ ') (A):äÌÑ f(x) ∼ g(x) (x → a) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (�ÏÓËÏÌØËÕ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅlimx→a�(x) = 1, ×ÍÅÓÔÏ |�(x)| < "; |�('(t))| 6 " �ÏÑ×ÉÔÓÑ |�(x) − 1| < "; |�('(t)) − 1| 6 "É limA(� ◦ ') = 1.÷ ÓÌÕÞÁÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÎÏË �ÒÉ x → a+ ÉÌÉ x → a− É ÕÓÌÏ×ÉÊ 2′); 3′) ×ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ×ÍÅÓÔÏ _B(a; ") ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÂÁÚ: �ÒÏ-ÍÅÖÕÔËÉ ×ÉÄÁ (a; b) ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ x → a+ É �ÒÏÍÅÖÕÔËÉ ×ÉÄÁ (b; a) ÄÌÑ x → a−.ðÒÉÍÅÒ. sinx ∼ x (x → 0); limt→+∞
1t = 0; 1t 6= 0⇒ sin 1t ∼ 1t (t → +∞).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÒÕÇÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ ÍÏÇÕÔ �ÒÉ×Ï-ÄÉÔØ Ë ÎÅ×ÅÒÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ. åÓÌÉ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ × ÄÒÕÇÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, ÞÅÍ× ÔÅÏÒÅÍÅ 4.4, Ô. Å. ÅÓÌÉ f ∼ g (A), ÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ' ◦ f ≁ ' ◦ g (A), ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,x+ 1 ∼ x (x → +∞), �ÏÓËÏÌØËÕ limx→+∞
x+1x = 1, ÎÏ limx→+∞

ex+1ex = e 6= 1 ⇒ ex+1 ≁ ex.�ÁËÖÅ ÅÓÌÉ f1 ∼ g1; f2 ∼ g2 (A), ÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ f1 + f2 ≁ g1 + g2 (A), ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,�ÕÓÔØ f1(x) = ln(1 + x), f2(x) = ln(1 − x + x2). �ÏÇÄÁ ln(1 + x) ∼ x = g1(x) (x → 0),ln(1 − x + x2) ∼ −x + x2 = g2(x) (x → 0). f1(x) + f2(x) = ln ((1 + x)(1 − x + x2)) =ln(1 + x3) ∼ x3. ðÒÉ ÜÔÏÍ g1(x) + g2(x) = x2, Ô. Å. f1 + f2 ≁ g1 + g2. îÏ ÅÓÔØ ÈÏÒÏÛÁÑÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÏÔÌÉÞÎÉËÏ×:åÓÌÉ f1 > 0; f2 > 0; f1 ∼ g1 (A) É f2 ∼ g2 (A); ÔÏ f1 + f2 ∼ g1 + g2 (A):îÁ ÍÏÊ ×ÚÇÌÑÄ, ÄÌÑ ÜËÚÁÍÅÎÁ ÏÎÁ ÔÒÕÄÎÏ×ÁÔÁ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÎÁ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈÚÁÎÑÔÉÑÈ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 5.5 (òÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÅÄÅÌÏ× ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÒÁ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ).åÓÌÉ f ∼ g (A), ÔÏ limA f É limA g ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ (ÉÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ) ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ,É ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÔÏ ÒÁ×ÎÙ.



40 ðï�åðõî á.÷.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.f ∼ g (A) ⇒ ∃A ∈ A É ÆÕÎË�ÉÑ � : ∀x ∈ A f(x) = �(x)g(x); lim
A

� = 1:
∃ lim

A

g (ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÌÉ ±∞) ⇒ ∃ lim
A

f = lim
A

� · lim
A

g = lim
A

g (�ÒÅÄÅÌ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ):ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 4.2 ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ "∼" ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, Ô. Å. f ∼ g ⇒ g ∼ f É, �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ f É g,�ÏÌÕÞÁÅÍ: ∃ limA f ⇒ ∃ limA g = limA f .6. ó×ÏÊÓÔ×Á �ÒÅÄÅÌÁ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ.÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ×ÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ | ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × R ÉÌÉ R (Ô. Å. f(x) ∈ R ÉÌÉf(x) = ±∞).�ÅÏÒÅÍÁ 6.1 (ðÅÒÅÈÏÄ Ë �ÒÅÄÅÌÕ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å).ðÕÓÔØ A | ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ A0 ∈ A : ∀x ∈ A0 f(x) 6 g(x) É
∃ limA f = a; limA g = b, ÔÏ a 6 b.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a > b, ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ p ∈ R : a > p > b.lim

A

f = a > p ⇒ ∃A1 ∈ A : ∀x ∈ A1 f(x) > p; lim
A

g = b < p⇒ ∃A2 ∈ A : ∀x ∈ A2 g(x) < p(�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 3.1 ÏÂ Ï�ÅÎËÁÈ). �ÏÇÄÁ �Ï ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 2 Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÙ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔA ∈ A : A ⊂ A0 ∩ A1 ∩ A2.A 6= ∅ ⇒ ∃x0 ∈ A ⇒
{x0 ∈ A1 ⇒ f(x0) > px0 ∈ A2 ⇒ g(x0) < p ⇒ f(x0) > g(x0):ðÒÉ ÜÔÏÍ x0 ∈ A0 ⇒ f(x0 6 g(x0) | �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ïÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ: a 6 b.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ A0 f(x) < g(x), ÔÏ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅÌØÚÑ ÓÄÅÌÁÔØ×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ limA f < limA g.ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ∀n ∈ N xn = − 1n ; yn = 1n , ÔÏÇÄÁ xn < yn, ÎÏ lim xn = lim yn = 0.�ÅÏÒÅÍÁ 6.2 (ï ÚÁÖÁÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ).ðÕÓÔØ A | ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×, f; g; h | ÆÕÎË�ÉÉ.åÓÌÉ ∃A0 ∈ A : ∀x ∈ A0 f(x) 6 g(x) 6 h(x) É ∃ lim

A

f = lim
A

h = b; ÔÏ ∃ lim
A

g = b:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2.1 (ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÅÄÅÌÁ, �.5):lim
A

f = b⇒ ∀" : 0 < " < 2 ∃A1 ∈ A : ∀x ∈ A1 f(x) ∈ B(b; ");lim
A

h = b⇒ ∀" : 0 < " < 2 ∃A2 ∈ A : ∀x ∈ A2 h(x) ∈ B(b; "):ðÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 2 Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÙ, ∃A ∈ A : A ⊂ A0 ∩ A1 ∩ A2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÀÂÏÅx ∈ A: x ∈ A ⇒







x ∈ A1 ⇒ f(x) ∈ B(b; ");x ∈ A2 ⇒ h(x) ∈ B(b; ");x ∈ A0 ⇒ f(x) 6 g(x) 6 h(x):íÎÏÖÅÓÔ×Ï B(b; ") | ÜÔÏ ×ÓÅÇÄÁ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË. á ÉÍÅÎÎÏ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 1.1 Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉÛÁÒÏ× × R É R: ÅÓÌÉ b ∈ R, ÔÏ B(b; ") = (b− "; b+ "); ÅÓÌÉ b = +∞, ÔÏ B(b; ") = (p; +∞℄(ÄÌÑ 0 < " < 2); ÅÓÌÉ b = −∞, ÔÏ B(b; ") = [−∞; q) (ÄÌÑ 0 < " < 2).



�åïòéñ ðòåäåìï÷ ðï âáúå æéìø�òá, þáó�ø I 41ðÏÓËÏÌØËÕ f(x) É h(x) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÜÔÏÍÕ �ÒÏÍÅÖÕÔËÕ É f(x) 6 g(x) 6 h(x), ÔÏ Ég(x) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÜÔÏÍÕ ÖÅ �ÒÏÍÅÖÕÔËÕ. ðÏÌÕÞÉÌÉ:
∀" : 0 < " < 2 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A g(x) ∈ B(b; ") ⇒ lim

A

g = b:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.1 (ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÅ �Ï ÂÁÚÅ).ðÕÓÔØ f | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × R ÉÌÉ R, A | ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×. îÁÚÏ×£ÍÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍ �Ï ÂÁÚÅ A, ÅÓÌÉ
∀x ∈ X = dom f ∃A ∈ A : ∀x′ ∈ A f(x′) > f(x):îÁÚÏ×£Í ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÕÂÙ×ÁÀÝÉÍ �Ï ÂÁÚÅ A, ÅÓÌÉ
∀x ∈ X = dom f ∃A ∈ A : ∀x′ ∈ A f(x′) 6 f(x):÷ÏÚÒÁÓÔÀÝÅÅ ÉÌÉ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÏ×£Í ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÍ �Ï ÂÁÚÅ A.ðÒÉÍÅÒÙ. 1) ðÕÓÔØ X = dom f ⊂ [−∞; a); f ր (×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, Ô.Å. x1 6 x2 ⇒ f(x1) 6 f(x2)) É a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X . �ÏÇÄÁ f ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ�Ï ÂÁÚÅ { _B(a; Æ) ∩X}.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ X ⇒ X 6= ∅ (ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 1 Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 2.4�ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ∀x ∈ X ⊂ [−∞; a) ⇒ x < a. åÓÌÉ a ∈ R, ÔÏx < a < a+ 1⇒ (x; a+ 1) | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1 Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉÛÁÒÏ×) ⇒ ∃B(a; Æ) ⊂ (x; a + 1). �ÏÇÄÁ ∀x′ ∈ _B(a; Æ) ∩ X x′ ∈ (x; a + 1) ⇒ x′ > x ⇒f(x′) > f(x), Ô. Å. f ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �Ï ÂÁÚÅ { _B(a; Æ) ∩X}.åÓÌÉ a = +∞, ÔÏ (x; +∞℄ | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ +∞ (ÄÁÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÛÁÒ �ÒÉx > −∞, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 1.1) ⇒ ∀x′ ∈ _B(a; Æ) ∩ X x′ > x ⇒ f(x′) > f(x), Ô. Å. f×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �Ï ÂÁÚÅ { _B(a; Æ) ∩X}.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ: ÅÓÌÉ X = dom f ⊂ [−∞; a); f ց (ÕÂÙ×ÁÅÔ × ÏÂÙÞÎÏÍÓÍÙÓÌÅ, Ô. Å. x1 6 x2 ⇒ f(x1) > f(x2)) É a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X , ÔÏÇÄÁ fÕÂÙ×ÁÅÔ �Ï ÂÁÚÅ { _B(a; Æ) ∩X}.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn}∞n=1 ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ (n1 6 n2 ⇒ xn1 6 xn2),ÔÏ ÏÎÁ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �Ï ÂÁÚÅ { _B(+∞; Æ) ∩ N} = {AN}, ÇÄÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á AN = {n ∈ N : n >N} = {n0; n0 + 1; : : :} (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ).2) ðÕÓÔØ X = dom f ⊂ (a; +∞℄; f ր (×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, Ô. Å. x1 6x2 ⇒ f(x1) 6 f(x2)) É a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X . �ÏÇÄÁ f ÕÂÙ×ÁÅÔ �Ï ÂÁÚÅ

{ _B(a; Æ) ∩X}.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ X ⇒ X 6= ∅ (ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 1 Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 2.4�ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ∀x ∈ X ⊂ (a; +∞℄ ⇒ x > a. åÓÌÉ a ∈ R, ÔÏa− 1 < a < x ⇒ (a− 1;x) | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.1 Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉÛÁÒÏ×) ⇒ ∃B(a; Æ) ⊂ (a − 1;x). �ÏÇÄÁ ∀x′ ∈ _B(a; Æ) ∩ X x′ ∈ (a − 1;x) ⇒ x′ < x ⇒f(x′) 6 f(x), Ô. Å. f ÕÂÙ×ÁÅÔ �Ï ÂÁÚÅ { _B(a; Æ) ∩X}.åÓÌÉ a = −∞, ÔÏ [−∞;x) | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ −∞ (ÄÁÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÛÁÒ �ÒÉx < +∞, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 1.1) ⇒ ∀x′ ∈ _B(a; Æ) ∩X x′ < x ⇒ f(x′) 6 f(x), Ô. Å. f ÕÂÙ×ÁÅÔ�Ï ÂÁÚÅ { _B(a; Æ) ∩X}.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ: ÅÓÌÉ X = dom f ⊂ (a; +∞℄; f ց (ÕÂÙ×ÁÅÔ × ÏÂÙÞÎÏÍÓÍÙÓÌÅ, Ô. Å. x1 6 x2 ⇒ f(x1) > f(x2)) É a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X , ÔÏÇÄÁ f×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �Ï ÂÁÚÅ { _B(a; Æ) ∩X}.



42 ðï�åðõî á.÷.3) f(x) = 1x2 ; X = R \ {0}. �ÏÇÄÁ f ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �Ï ÂÁÚÅ { _B(0; Æ)} É ÕÂÙ×ÁÅÔ �Ï ÂÁÚÅ
{(−∞;−p) ∪ (p; +∞)} (ÄÏËÁÚÁÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ).4) f(x; y) = 1

|x|+|y| , ÔÏÇÄÁ f ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �Ï ÂÁÚÅ { _B((0; 0); Æ)} (Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ).ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ: ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ �Ï ÂÁÚÅ | "ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÕÍÅÎØ-ÛÁÅÔÓÑ, ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ Î£Í Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÀÔÓÑ".�ÅÏÒÅÍÁ 6.3 (ðÒÅÄÅÌ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ).åÓÌÉ f : X → R ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �Ï ÂÁÚÅ A, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ limA f = sup{f(x) : x ∈ X}.ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ f : X → R, É f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ, ÔÏ limA f ËÏÎÅÞÅÎ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÕÂÙ×ÁÅÔ �Ï ÂÁÚÅ A, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ limA f = inf{f(x) : x ∈ X}.ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ f : X → R, É f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÓÎÉÚÕ, ÔÏ limA f ËÏÎÅÞÅÎ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ b = sup{f(x) : x ∈ X}.1) b ∈ R. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ sup, ÄÌÑ ∀" > 0 ÞÉÓÌÏ b− " ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊÍÎÏÖÅÓÔ×Á {f(x) : x ∈ X}, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ x0 ∈ X : f(x0) > b− ". ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ �Ï ÂÁÚÅ, ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) > f(x0) > b − ". ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, b |×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎÉ�Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {f(x) : x ∈ X}, �ÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ∀x ∈ A f(x) 6 b < b + ".ðÏÌÕÞÉÌÉ:
∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A b− " < f(x) < b+ " ⇒ |f(x)− b| < "; Ô. Å. ∃ lim

A

f = b:2) b = +∞ = sup{f(x) : x ∈ X}, ÔÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ p ∈ R ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊÍÎÏÖÅÓÔ×Á {f(x) : x ∈ X}, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ x0 ∈ X : f(x0) > p. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ �Ï ÂÁÚÅ, ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) > f(x0) > p. ðÏÌÕÞÉÌÉ:
∀p ∈ R ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) > p; Ô. Å. ∃ lim

A

f = +∞:3) b = −∞ = sup{f(x) : x ∈ X} ⇒ ∀x ∈ X f(x) = −∞ ⇒ ∃ limA f = −∞ (�ÒÅÄÅÌ�ÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ).åÓÌÉ f : X → R, ÔÏ {f(x) : x ∈ X} ⊂ R É ÅÓÌÉ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ (Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
{f(x) : x ∈ X} ⊂ R ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ), ÔÏ limA f = sup{f(x) : x ∈ X} ∈ R (ËÏÎÅÞÎÙÊ).äÌÑ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ: ×ÍÅÓÔÏ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÙÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎÉ�Á, ×ÍÅÓÔÏ b− " ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ b+ " É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ×ÓÅ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó f(x), ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ.÷ÁÖÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ.1) åÓÌÉ f ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ (× ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÎÁ (−∞; a) ∩ dom f É a | ÌÅ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ�ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ X = dom f , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ limx→a− f(x) = sup{f(x) : x ∈ X; x < a}.2) åÓÌÉ f ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ (× ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÎÁ (a; +∞)∩ dom f É a | �ÒÁ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ�ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ X = dom f , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ limx→a+ f(x) = inf{f(x) : x ∈ X; x > a}.ðÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÉ 3) É 4) ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ,ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÁ (−∞; a)∩dom f É ÎÁ (a; +∞)∩dom f .5) ðÕÓÔØ 〈a; b〉 ⊂ R; a < b; f : 〈a; b〉 → R. åÓÌÉ f ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ ÎÁ 〈a; b〉, ÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ËÏÎÅÞÎÙ ÏÂÁ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ �ÒÅÄÅÌÁ:ÅÓÌÉ a <  < b É f ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, ÔÏ limx→− f(x) 6 f() 6 limx→− f(x); ÅÓÌÉ f ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÔÏlimx→− f(x) > f() > limx→− f(x) (ÅÓÌÉ a ÉÌÉ b ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ × 〈a; b〉, ÔÏ �ÒÅÄÅÌÙ × ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÎÏ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ).6) åÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn}∞n=1 ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ (n1 6 n2 ⇒ xn1 6 xn2 ), ÔÏ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ limn→∞

xn = sup{xn : n ∈ N}; ÅÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ {xn}∞n=1 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ, ÔÏ Å£



�åïòéñ ðòåäåìï÷ ðï âáúå æéìø�òá, þáó�ø I 43�ÒÅÄÅÌ ËÏÎÅÞÅÎ. åÓÌÉ {xn}∞n=1 ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ limn→∞
xn = inf{xn : n ∈ N}; ÅÓÌÉ�ÒÉ ÜÔÏÍ {xn}∞n=1 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÎÉÚÕ, ÔÏ Å£ �ÒÅÄÅÌ ËÏÎÅÞÅÎ.7. ðÒÉÎ�É� ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.1 (÷ÅÒÈÎÉÊ É ÎÉÖÎÉÊ �ÒÅÄÅÌÙ ÆÕÎË�ÉÉ).ðÕÓÔØ f : X → R, A | ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ× É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ A0 ∈ A : A0 ⊂ X. �ÏÇÄÁ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ A ∈ A f(A) ⊂ R É × R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞÎÙÅ ÇÒÁÎÉ�Ù sup f(A) É inf f(A).÷ÅÒÈÎÉÍ �ÒÅÄÅÌÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ f �Ï ÂÁÚÅ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ inf{sup f(A) : A ∈ A}. îÉÖÎÉÍ�ÒÅÄÅÌÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ f �Ï ÂÁÚÅ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ sup{inf f(A) : A ∈ A}.ïÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ: ×ÅÒÈÎÉÊ �ÒÅÄÅÌ limA f , ÎÉÖÎÉÊ �ÒÅÄÅÌ lim
A
f . åÓÌÉ (Y; �) | ÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, X ⊂ Y; a | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ X , ÔÏ ×ÅÒÈÎÉÊ É ÎÉÖÎÉÊ �ÒÅÄÅÌÙ× ÔÏÞËÅ a (�Ï ÂÁÚÅ { _B(a; r) ∩X}) ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ lima f = limx→a f(x) É lima f = limx→a f(x).äÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {xn}n∈N, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, limxn É limxn (�ÏÓËÏÌØËÕ +∞ |ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ N, ÏÂÙÞÎÏ ÎÅ �ÉÛÕÔ n→ ∞).ðÒÉÍÅÒÙ. 1) f(x) = sinx; A = {(p; +∞)}. �ÏÇÄÁsup f(A) = sup{sinx : x ∈ (p; +∞)} = 1; inf f(A) = inf{sinx : x ∈ (p; +∞)} = −1(ÎÁÉÂÏÌØÛÉÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ (p; +∞) ÄÏÓÔÉÇÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÁÈ �=2 + 2�n É

−�=2 + 2�n). ðÏÌÕÞÁÅÍ:limx→+∞
sinx = infA∈A

{sup f(A)} = 1; limx→+∞
sinx = supA∈A

{inf f(A)} = −1:2) f(n) = xn = n(−1)n; A = {{m;m+ 1; : : :} : m ∈ N
}. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ A = {m;m+ 1; : : :}sup f(A) = sup{n(−1)n : n > m} = +∞ (ÅÓÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÞÉÓÌÁ x2k = 2k);inf f(A) = inf{n(−1)n : n > m} = −∞ (ÅÓÔØ ÞÉÓÌÁ x2k−1 = −(2k − 1) ÍÅÎØÛÅ ∀p ∈ R)

⇒ lim xn = infm∈N

sup{n(−1)n : n > m} = +∞; limxn = supm∈N

inf{n(−1)n : n > m} = −∞:�ÅÏÒÅÍÁ 7.1 (ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÅÒÈÎÅÇÏ É ÎÉÖÎÅÇÏ �ÒÅÄÅÌÏ×).1) åÓÌÉ ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) 6 p, ÔÏ limA f 6 p;ÅÓÌÉ ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) > p, ÔÏ lim
A
f > p.2) åÓÌÉ limA f < p, ÔÏ ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) < p;ÅÓÌÉ lim

A
f > p, ÔÏ ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) > p.3) lim

A
f 6 limA f .4) åÓÌÉ ∃ lim f |X0 = b (�Ï ÂÁÚÅ {A ∩X0 : A ∈ A}), ÔÏ lim

A
f 6 b 6 limA f .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ∀x ∈ A f(x) 6 p ⇒ p | ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎÉ�Á ÄÌÑ f(A) ⇒sup f(A) 6 p (�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ sup)⇒ limA f = inf{sup f(B) : B ∈ A} 6 sup f(A) 6 p.äÌÑ lim

A
f = sup{inf f(B) : B ∈ A} | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ inf f(A) > p).2) limA f = inf{sup f(A) : A ∈ A} < p; inf | ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎÉ�Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

{sup f(A) : A ∈ A} ⇒ p | ÎÅ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎÉ�Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {sup f(A) : A ∈ A}. üÔÏÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ∃A1 ∈ A : sup f(A1) < p. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÙ (2.1):
∃A ∈ A : A ⊂ A0 ∩ A1: A ⊂ A0 ⊂ dom f ⇒ ∀x ∈ A f(x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ.A ⊂ A1 ⇒ ∀x ∈ A f(x) ∈ f(A1) ⇒ f(x) 6 sup f(A1) < p:ðÏÌÕÞÉÌÉ: ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) < p:



44 ðï�åðõî á.÷.äÌÑ lim | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (×ÍÅÓÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�Ù | ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑÇÒÁÎÉ�Á É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ).3) äÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ: �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ limA f < lim
A
f , ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔp ∈ R : limA f < p < lim

A
f . ðÏ �ÕÎËÔÕ 2lim

A

f < p ⇒ ∃A1 ∈ A : ∀x ∈ A1 f(x) < p; lim
A

f > p ⇒ ∃A2 ∈ A : ∀x ∈ A2 f(x) < pðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÙ ∃B ∈ A : B ⊂ A1 ∩ A2; B 6= ∅ ⇒ ∃x0 ∈ B.x0 ∈ B ⇒ x0 ∈ A1 É x0 ∈ A2 ⇒ f(x0) < p É f(x0) > p | �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ:4) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ f0 = f |X0 . ïÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ: �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ limA f < b = lim{A∩X0} f0,ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ p ∈ R : limA f < p < b. ðÏ �ÕÎËÔÕ 2
∃A0 ∈ A : ∀x ∈ A0 f(x) < p: X0 ⊂ X = dom f ⇒ ∀x ∈ A0 ∩X0 f(x) = f0(x) < p:ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 5.1 (�ÒÅÄÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å Ó g(x) ≡ p) ÔÏÇÄÁlim{A∩X0} f0 = b 6 p | �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó p < b.ï�ÅÎËÕ lim

A
f 6 b ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ lim

A
f > p > b É ÓÎÏ×Á ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÕÎËÔ2 (ÄÌÑ lim).�ÅÏÒÅÍÁ 7.2 (÷ÅÒÈÎÉÊ É ÎÉÖÎÉÊ �ÒÅÄÅÌÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ).ðÕÓÔØ {xn}∞n=1 | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × R, yn = sup{xm | m > n},zn = inf{xm | m > n}. �ÏÇÄÁ yn ց; yn → lim xn; zn ր; zn → lim xn:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. {xm | m > n + 1} ⊂ {xm | m > n}. yn | ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎÉ�ÁÍÎÏÖÅÓÔ×Á {xm | m > n} ⇒ yn | ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎÉ�Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {xm | m > n+ 1}. �ÏÇÄÁyn+1 = sup{xm | m > n+1} 6 yn (�ÏÓËÏÌØËÕ sup{xm | m > n+1}| ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑÇÒÁÎÉ�Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {xm | m > n+1}). ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {yn}∞n=1 ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÔÏÇÄÁ �ÏÔÅÏÒÅÍÅ 5.3 (�ÒÅÄÅÌ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ)

∃ lim yn = inf{yn | n ∈ N} = infn∈N

{ sup{xm | m > n}} = lim xn:äÌÑ {zn}∞n=1 | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ:zn | ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎÉ�Á ÄÌÑ {xm | m > n+ 1} ⇒ zn+1 = inf{xm | m > n+ 1} > zn:�ÅÏÒÅÍÁ 7.3 (ðÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë lim É lim).ðÕÓÔØ {xn}∞n=1 | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × R. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÏÄ-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {xnk}∞k=1 : xnk → limxn É {xnm}∞m=1 : xnm → limxn.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.1) ðÕÓÔØ limxn = inf{yn | n ∈ N} = +∞ ⇒ ∀n ∈ N yn = sup{xm | m > n} = +∞: (1)ðÏÓÔÒÏÉÍ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ n1 < n2 < : : : < nk < : : : : ∀k ∈ N xnk > k.sup{xm | m > 1} = +∞ ⇒ 1 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ {xm | m > 1} ⇒ ∃ xn1 > 1.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÕÖÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ n1 < n2 < : : : < nk ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ xnk > k. ðÏ (1)ynk+1 = sup{xm | m > nk + 1} = +∞ ⇒ k + 1 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊÍÎÏÖÅÓÔ×Á {xm | m > nk + 1} ⇒ ∃m > nk + 1: xm > k + 1:÷ÙÂÅÒÅÍ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ m É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ nk+1. �ÏÇÄÁnk+1 > nk + 1 > nk É xnk+1 > k + 1; Ô. Å. nk+1 | ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ:



�åïòéñ ðòåäåìï÷ ðï âáúå æéìø�òá, þáó�ø I 45ðÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xnk}∞k=1 ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ +∞ > xnk > k → +∞. �ÏÇÄÁ �ÏÔÅÏÒÅÍÅ 5.2 Ï ÚÁÖÁÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ xnk → +∞ = limxn.2) ðÕÓÔØ limxn = b ∈ R. ðÏÓÔÒÏÉÍ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØn1 < n2 < : : : < nk < : : : : ∀k ∈ N b− 1k < xnk < b+ 1k :ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6.2 b = lim yn = inf{yn | n ∈ N}. �ÏÇÄÁÄÌÑ " = 1k > 0 ∃Nk : ∀n > Nk |yn − b| < 1k ⇒ b− 1k < yn < b+ 1k :b = inf{yn | n ∈ N} ⇒ ∀n > Nk b 6 yn < b+ 1k ;yn = sup{xm | m > n} > b > b− 1k ⇒ b− 1k ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊÍÎÏÖÅÓÔ×Á {xm | m > n} ⇒ ∃m > n : xm > b− 1k :ðÏÌÕÞÉÌÉ: ∀k ∈ N ∃Nk : ∀n > Nk ∃m > n : b− 1k < xm 6 yn < b+ 1k : (2)åÓÌÉ ×ÚÑÔØ k = 1, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ m > n > N1 ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ (2). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ n1ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ m, ÔÏÇÄÁ b− 1 < xn1 < b+ 1:ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ n1 < n2 < : : : < nk−1 ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍb− 1p < xnp < b+ 1p ; p = 1; : : : ; k − 1ÕÖÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ∀n > max{Nk; nk−1} > Nk ∃m > n ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ (2). ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ nk ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ m, ÔÏÇÄÁnk > n > nk−1; b− 1k < xnk < b+ 1k :ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xnk}∞k=1 �ÏÓÔÒÏÅÎÁ.b− 1k < xnk < b+ 1k ; b− 1k → b; b+ 1k → b ⇒ xnk → b = limxn�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 5.2 Ï ÚÁÖÁÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.3) limxn = −∞ = lim yn ⇒ ∀p ∈ R ∃N : ∀n > N yn < p:xn 6 sup{xm | m > n} = yn ⇒ ∀n > N xn < p ⇒ xn → −∞(Ô. Å. × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÁÍÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ xn → −∞ = limxn).äÌÑ lim | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (3 ÓÌÕÞÁÑ: 1) lim = −∞; 2) lim = b ∈ R; 3) lim = +∞.éÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ zn ×ÍÅÓÔÏ yn, sup ×ÍÅÓÔÏ inf). òÅËÏÍÅÎÄÁ�ÉÑ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× | ÚÁ�ÉÓÁÔØÜÔÕ ÞÁÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ. îÁ ÜËÚÁÍÅÎÅ ÄÌÑ ÏÔÌÉÞÎÉËÏ× | �ÒÏ×ÅÓÔÉÜÔÕ ÞÁÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ ÎÁ ÌÅË�ÉÉ: �ÏÓËÏÌØËÕ ÅÓÌÉ xnk → , ÔÏ limxn 6  6 limxn É
∃{xnk}∞k=1 : xnk → lim xn, {xnm}∞m=1 : xnm → limxn, ÔÏ limxn É limxn ÅÝ£ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ É ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ �ÒÅÄÅÌÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÂÁÚÙ A, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ-×ÏÒÑ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á X1; X2 ⊂ dom f ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ lim{A∩X1} f |X1 = limA fÉ lim{A∩X2} f |X2 = lim

A
f . îÏ ÅÓÌÉ ∃{An}∞n=1 : ∀An ∈ A É ∀A ∈ A ∃An ⊂ A, ÔÏ ÔÁËÉÅ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ (ÎÅ�ÌÏÈÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÏÔÌÉÞÎÉËÏ×, ÎÏ ÄÌÑ ÜËÚÁÍÅÎÁ ÓÌÏÖÎÏ-×ÁÔÁ).



46 ðï�åðõî á.÷.�ÅÏÒÅÍÁ 7.4 (ðÒÉÚÎÁË ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �ÒÅÄÅÌÁ × R).ðÕÓÔØ f : X → R; A | ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×. �ÏÇÄÁ ∃ limA f = b ∈ R ⇔ lim
A
f = limA f = b.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. "⇒"1) b ∈ R. limA f = b ⇒ ∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x ∈ A |f(x) − b| < " ⇔ b − " < f(x) < b + ".ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ A f(x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ, A ⊂ dom f , Ô. Å. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ lim f Élim f . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6.1, �.1 É 3 (Ó×ÏÊÓÔ×Á lim f É lim f)

∀x ∈ A b− " < f(x) < b+ "⇒ b− " 6 lim f 6 lim f 6 b+ ":÷ ÜÔÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å �ÅÒÅÊÄ£Í �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉ " → 0 (ÔÅÏÒÅÍÁ 5.1 É �ÒÅÄÅÌ ÓÕÍÍÙ É ÒÁÚ-ÎÏÓÔÉ): b 6 lim f 6 lim f 6 b ⇒ lim f = lim f = b:2) b = +∞. limA f = +∞ ⇒ ∀p ∈ R ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) > p. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6.1, �.1 É 3
∀x ∈ A p < f(x) ⇒ p 6 lim f 6 lim f 6 +∞:÷ ÜÔÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å �ÅÒÅÊÄ£Í �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉ p → +∞:+∞ 6 lim f 6 lim f 6 +∞ ⇒ lim f = lim f = +∞:3) b = −∞ | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (�ÏÌÕÞÉÔØ −∞ 6 lim f 6 lim f 6 −∞)."⇐"1) lim f = lim f = b; b ∈ R. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6.1, �.2 (Ó×ÏÊÓÔ×Á lim f É lim f)

∀" > 0 {limA f = b < b+ " ⇒ ∃A1 ∈ A : ∀x ∈ A1 f(x) < b+ "lim
A
f = b > b− " ⇒ ∃A2 ∈ A : ∀x ∈ A2 f(x) > b− "ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÙ, ∃B ∈ A : B ⊂ A1 ∩ A2. �ÏÇÄÁ

∀x ∈ B ⇒ x ∈ A1 É x ∈ A2 ⇒ b− " < f(x) < b+ " ⇒ |f(x)− b| < ": ðÏÌÕÞÁÅÍ:
∀" > 0 ∃B ∈ A : ∀x ∈ B |f(x)− b| < " ⇒ lim

A

f = b:2) b = +∞; ∀p ∈ R limA f = lim
A
f = +∞ > p ⇒ ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) > p (�ÏÔÅÏÒÅÍÅ 6.1, �.2), Ô. Å.

∀p ∈ R ∃A ∈ A : ∀x ∈ A f(x) > p ⇒ ∃ lim
A

f = +∞:3) b = −∞ | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (∀p ∈ R limA f = −∞ < p).ðÒÉÍÅÒ. åÝ£ ÒÁÚ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ �ÒÅÄÅÌÁ Õ sin �ÒÉ x → +∞, �ÏÓËÏÌØËÕlimx→+∞
sinx = −1, limx→+∞

sinx = 1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.2 (óÈÏÄÉÍÏÓÔØ × ÓÅÂÅ).ðÕÓÔØ (Y; �) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, f : X → Y; A | ÂÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×. çÏ×Ï-ÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÓÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÅÂÅ �Ï ÂÁÚÅ A, ÅÓÌÉ
∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x; x′ ∈ A �(f(x); f(x′)) < ":ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ: ÚÎÁÞÅÎÉÑ f ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÉÚ A ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ "ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÉ"ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 7.5 (ðÒÉÎ�É� ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ).åÓÌÉ Y = R; C, ÉÌÉ Rn, ÔÏ ∃ limA f ∈ Y ⇔ f ÓÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÅÂÅ �Ï ÂÁÚÅ A.



�åïòéñ ðòåäåìï÷ ðï âáúå æéìø�òá, þáó�ø I 47äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. "⇒". ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÅÔÒÉËÉ × Y , �(a; b) = |a− b| (ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ÍÏÄÕÌØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÌÉ ÄÌÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ∀" > 0 ⇒ "2 > 0.
∃ lim

A

f = b ∈ Y ⇒ ÄÌÑ "2 > 0 ∃A ∈ A : ∀x; x′ ∈ A |f(x)− b| < "2 É |f(x′)− b| < "2 :�ÏÇÄÁ �Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÄÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÁ
|f(x)−f(x′)| = |f(x)−b+b−f(x′)| 6 |f(x)−b|+|(−1)(f(x′)−b)| = |f(x)−b|+|f(x′)−b| < ";Ô. Å. ∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x; x′ ∈ A �(f(x); f(x′)) = |f(x)− f(x′)| < ":"⇐"1) f : X → R; f ÓÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÅÂÅ.

∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x; x′ ∈ A |f(x)− f(x′)| < " ⇒ f(x′)− " < f(x) < f(x′) + ":ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ x′ ∈ A �ÒÁ×ÁÑ É ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ,�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ R. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6.1 (Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÅÒÈÎÅÇÏ É ÎÉÖÎÅÇÏ �ÒÅÄÅÌÏ×, �.1 É 3)ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ:f(x′)− " 6 lim
A

f 6 lim
A

f 6 f(x′) + " ⇒ lim
A

f; lim
A

f ∈ R É 0 6 lim
A

f − lim
A

f 6 2":ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë �ÒÅÄÅÌÕ × ÜÔÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å �ÒÉ "→ 0+ (ÔÅÏÒÅÍÁ 5.1), �ÏÌÕÞÉÍ:0 6 lim
A

f − lim
A

f 6 0⇒ lim
A

f = lim
A

f ∈ R ⇒ �Ï �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ 6.4 ∃ lim
A

f ∈ R:ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ: ÈÏÒÏÛÉÊ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÎÁ ÌÅË�ÉÉ | ÎÅÌØÚÑ ÌÉ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï É �ÅÒÅÊÔÉ Ë �ÒÅÄÅÌÕ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å f(x′) − " 6 lim
A
f 6limA f 6 f(x′) + " É �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÔÒÁÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ limA f = f(x′)? çÒÁÍÏÔÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ:�ÏÓËÏÌØËÕ x′ ∈ A É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A, ××ÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ", ÔÏ f(x′) �ÒÉ �ÒÅÄÅÌØÎÏÍ�ÅÒÅÈÏÄÅ "→ 0 ÎÅÌØÚÑ ÓÞÉÔÁÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.2) f : X → C ÉÌÉ Rn (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ C ËÁË R2), f ÓÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÅÂÅ.

∀" > 0 ∃A ∈ A : ∀x; x′ ∈ A |f(x)− f(x′)| < ":f(x)− f(x′) = (f1(x)− f1(x′); : : : ; fn(x)− fn(x′)); f1; : : : ; fn | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ:ðÏ Ï�ÅÎËÅ ÄÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÁ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (××ÅÄÅÎÉÅ):
∀k = 1; : : : ; n; ∀x; x′ ∈ A |fk(x)− fk(x′)| 6 |f(x)− f(x′)| < "

⇒ ∀k = 1; : : : ; n fk ÓÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÅÂÅ:ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ × �. 1 ∀k = 1; : : : ; n ∃ limA fk = bk ∈ R. �ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 2.9 Ï�ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ∃ limA f = (b1; : : : ; bn) ∈ Rn.îÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ.1) ðÒÉÎ�É� ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (âÏÌØ�ÁÎÏ-ëÏÛÉ).
∃ limxn ∈ R ⇔ ∀" > 0 ∃N ∈ R : ∀m;n > N |xm − xn| < ":úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ m = n |xm−xn| = 0 < " É �ÒÉ m 6= n ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ m > n, �ÒÉÎ�É� ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË:
∃ limxn ∈ R ⇔ ∀" > 0 ∃N ∈ R : ∀m > n > N |xm − xn| < "(ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÕÄÏÂÎÁ ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ÒÑÄÏ×).2) ðÒÉÎ�É� ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ âÏÌØ�ÁÎÏ-ëÏÛÉ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ × ÔÏÞËÅ b ∈ R ÓÌÅ×Á.

∃ limx→b− f(x) ∈ R ⇔ ∀" > 0 ∃B < b : ∀x; x′ ∈ dom f : B < x < x′ < b |f(x′)− f(x)| < "



48 ðï�åðõî á.÷.(ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÕÄÏÂÎÁ ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 2.7 �ÒÅÄÅÌ ÓÌÅ×Á | ÜÔÏ �ÒÅÄÅÌ �Ï ÂÁÚÅ { _B(b; Æ)∩Xb−}(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ × ÓÅÂÅ | �Ï ÜÔÏÊ ÖÅ ÂÁÚÅ). åÓÌÉ b ∈ R, ÔÏ _B(b; Æ)∩Xb− =(b − Æ; b) ∩ X (ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÙ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×, �ÏÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 2.7).åÓÌÉ b = +∞, ÔÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÅÄÅÌÁ × ÔÏÞËÅ +∞ _B(+∞; Æ) ∩ X = (p; +∞) ∩ X .ïÂÏÚÎÁÞÉÍ: B = b− Æ ÄÌÑ b ∈ R É B = p ÄÌÑ b = +∞, ÔÏÇÄÁ × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ_B(b; Æ) ∩Xb− = (B; b) ∩X É x; x′ ∈ (B; b) ∩X ⇔ B < x; x′ < b É x; x′ ∈ X:áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x < x′.úÁÄÁÎÉÅ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×: ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ�ÒÅÄÅÌÁ Ó�ÒÁ×Á.


