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Íàñòî ÿùèé òåêñòÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåííûì êîíñïåêòîì ëåêöèé,êîòîðûå ÷èòàþòñÿ ñòóäåí-
òàì ìàòåìàòèê î-ìåõ àíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà.

Îñíîâíàÿ ÷àñòüòåêñòà � ýòî êóðñ,÷èòàåìûé ñòóäåíòàì ïî ñïåöèàëüíîñòè "Ïðèêëàäíàÿ
ìàòåìàòèê à è èíôîðìàòèê à". Òåêñòû x 3.4, 4.2 è ãëàâû 6 îáû÷íî âûíîñ ÿòñÿ â ñïåöêóðñ,
÷èòàåìûé íà êàôåäðå òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè.
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Ã ë à â à 1

ÐÅÃÓ ËßÒÎÐ ÓÀÒÒÀ
È ÌÀ ÒÅÌÀ ÒÈ×ÅÑÊÀß ÒÅÎÐÈß
ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÄÂÈÆÅÍÈß

Ÿ 1.1. Ðåãóëÿòîð Óàòòà è åãî ìî äèôèê àöèè

Ïåðâûì òåõíè÷åñêèâàæíûì óïðàâëÿþùèì óñòðîéñòâîì áûë ðåãóëÿòîð Óàòòà. Îí áûë
èçîáðåòåí àíãëèéñêèì ìåõ àíèê îì Äæåéìñîì Óàòòîì è ïðåäíàçíà ÷åí äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïî-
ñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ âàëàíåêîòîðîé ìàøèíû (êëàññè÷åñêîé ïàðîâîé ìà-
øèíû, ïàðîâîé èëè ãèäðàâëè÷åñêîé òóðáèíû, äèçåëüíîé óñòàíîâêè ò. ä.). Ïðèíöèïèàëüíàÿ
ñõåìà òàêîãî ðåãóëÿòîðà ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.1.

Ðàáî÷åå âåùåñòâî (ïàð, âîäà, äèçåëüíîå òîïëèâî) ïîñòóïàåò ïî òðóáîïðîâî äó, ñíàáæåí-
íîìó çàñëîíê îé. Ýòî ðàáî÷åå âåùåñòâî, ïîñòóïàÿ â ìàøèíó , ñîçäàåòâðàùàþùèé ìîìåíò
F äëÿ âàëàV, íà êîòîðîì ðàñïîëî æåí ðåãóëÿòîð Óàòòà. Íàïðèìåð, â ñëó÷àåïàðîâîé òóð-
áèíû ñòðóÿ ïàðà âîçäåéñòâóåòíà òóðáèííûå ëîïàòêè, íàñàæåííûå íà âàëV, è ñîçäàåòòåì
ñàìûì ñèëîâîé ìîìåíò F . Åñëèîáîçíà ÷èòü÷åðåç! (t) óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âàëàV,
òî ìî æíî çàïèñàòü óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ñèëîâîé ìîìåíò F è óãëîâóþ ñêîðîñòü ! (t)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

J
d!
dt

= F � G: (1:1)

ÇäåñüJ � ìîìåíò èíåðöèè âðàùàþùåãîñ ÿ òâåðäîãî òåëàV (â ñëó÷àåòóðáîãåíåðàòîðà ýòî
âàë è æåñòêî ñâÿçàííûé ñ íèì ðîòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ãåíåðàòîðà). Ìû ïðåíåáðåãàåì çäåñü
ìàññàìè, ñîñðåäîòî÷åííûìè â ðåãóëÿòîðå Óàòòà, � îíè î÷åíü ìàëû

Ðèñ.1.1
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ïî îòíîøåíèþ ê J . Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (1.1) õîðîøî èçâåñòíî â òåîðåòè÷åñêîé ìåõ àíè-
êå, à îïðåäåëåíèå ìîìåíòîâ èíåðöèè ÿâëÿåòñÿ î äíîé èç ïðèêëàäíûõ çàäà÷ èíòåãðàëüíîãî
èñ÷èñëåíèÿ.

Ñèëîâîé ìîìåíò G ñîñòîèò èç ïîëåçíîé íàãðóçêè è ìîìåíò à ñîïðîòèâëåíèÿ. Íàïðèìåð,
íà ýëåêòðîñòàíöèÿõ ìîìåíò G ôîðìèðó åò ìîùíîñòü ýëåêòðè÷åñêîé ñåòè.

Ðåãóëÿòîð Óàòòà ñëóæèòäëÿ ïî ääåðæàíèÿ çàäàííîé óãëîâîé ñêîðîñòè ! (t) = ! 0. Íà-
ïðèìåð, äëÿ òóðáîãåíåðàòîðà ýòî î÷åíü âàæíîå óñëîâèå: ÷àñòîòà ïåðåìåííîãî òîêà â ñåòè
ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòîé ! 0.

Ðåãóëÿòîð Óàòòà ïðåäñòàâëÿåòñîáîé ÷àñòüâàëàV, íà âåðõíåì êîíöå êîòîðîãî øàðíèð-
íî çàêðåïëåíû äâà î äèíàê îâûõ ñòåðæíÿ l1 è l2 ñ î äèíàê îâûìè ãðóçàìè íà êîíöàõ. Ýòè
ñòåðæíè ñîåäèíåíû äîïîëíèòåëüíûìè øàðíèðàìè òàê, ÷òî îòêëîíÿòüñ ÿ îò âåðòèêàëüíîãî
ïîëî æåíèÿ îíè ìîãóò íà î äèí è òîò æå óãîë ' , íàõ î äÿñü â î äíîé è òîé æå âåðòèêàëüíîé
ïëîñê îñòè, ïðî õî äÿùåé ÷åðåçâàë V. Êîã äà ñòåðæíè l1 è l2 îòêëîíÿþòñ ÿ îò ñâîåãî âåðòè-
êàëüíîãî ïîëî æåíèÿ íà óãîë ' , îíè ïðè ïîìîùè øàðíèðîâ ïðèâî äÿò â äâèæåíèå ìóôòó
M , íàäåòóþ íà ñòåðæåíü V.

Ðàáîòà ðåãóëÿòîðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè çíà÷åíèå ! (t) ïðåâûøàåò
! 0, òî öåíòðîáåæíàÿ ñèëàè, ñëåäîâàòåëüíî, óãîë ' (t) âåëèêèíàñòîëüêî, ÷òî ìóôò à íàõ î-
äèòñÿ äîñòàòî÷íî âûñîê î, ÷òîáû ïîçâîëèòü çàñëîíê å îïó ñòèòüñÿ â òðóáîïðîâî ä è îòñå÷ü
èçëèøíþþ ÷àñòüïîñòóïàþùåãî ðàáî÷åãî âåùåñòâà.Óìåíüøåíèå îáúåìà ðàáî÷åãî âåùå-
ñòâà,ïîñòóïàþùåãî â ìàøèíó , ïðèâî äèò ê óìåíüøåíèþ ! (t). È íàîáîðîò , åñëè! (t) óìåíü-
øàåòñÿ, òî öåíòðîáåæíàÿ ñèëà è, ñëåäîâàòåëüíî, óãîë ' (t) òàêæå óìåíüøàþòñ ÿ, ìóôò à
îïó ñêàåòñÿ è çàñëîíê à, ïî äíèìàÿñü, îòêðûâàåò äîñòóï ê ìàøèíå áîëüøåìó îáúåìó ðàáî-
÷åãî âåùåñòâà.

Òàêîé ñïîñîá ðåãóëèðîâàíèÿ íîñèò íàçâàíèå îòðèöàòå ëüíîé îáðàòíîé ñâÿçè. Åñëè çíà-
÷åíèå ðåãóëèðóåìîé âåëè÷èíû ïðåâûøàåò çàäàííîå, òî ðåãóëÿòîð äåéñòâóåò òàê, ÷òîáû
óìåíüøèòü ýòó âåëè÷èíó, è, íàîáîðîò , åñëè çíà÷åíèå ýòîé âåëè÷èíû ìåíüøå çàäàííîãî,
ðåãóëÿòîð âîçäåéñòâóåò òàê, ÷òî ýòà âåëè÷èíà âîçðàñòàåò.

Ðèñ.1.2
×àñòî óäîáíî èñïîëüçîâàòü áëîê-ñõåìó , êîòîðàÿ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1.2. Ïð ÿìîóãîëü-

íèêè íà ýòîé ñõåìå ìî æíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íåêîòîðûå îïåðàòîðû, êîòîðûå îòîá-
ðàæàþò ýëåìåíòû î äíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå. Çäåñüîïåðàòîð �ìà-
øèíà� îòîáðàæàåò ýëåìåíòû f ' g â f ! g, à îïåðàòîð �ðåãóëÿòîð Óàòòà� � ýëåìåíòû f ! g
â f ' g. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî íàçâàòü ôóíêöèè ' (t) âõî äàìè áëîêà �ìàøèíà�, à ôóíêöèè
! (t) � âûõî äàìè ýòîãî áëîêà. Äëÿ áëîêà �ðåãóëÿòîð Óàòòà� âõî äîì ÿâëÿåòñÿ ! (t), à âûõî-
äîì ' (t). Óæå èç óðàâíåíèÿ (1.1) âûòåêàåò, ÷òî íå âñåãäà ïî âõî äó î äíîçíà ÷íî îïðåäåëÿ-
åòñÿ âûõî ä. Íóæíî åùå çàôèêñèðîâàòü íåêîòîðûå �íà ÷àëüíûå óñëîâèÿ�, èëè �íà ÷àëüíûå
ñîñòîÿíèÿ�, êîòîðûå çäåñüîïðåäåëÿþòñ ÿ êàê ! (0).

Âî âòîðîé ïîëîâèíå XIX âåêà áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ðåãóëÿòîðû Óàòòà íå âñåãäà äîñòè-
ãàþò ïîñò àâëåííîé öåëè � îòñëåæèâàþò âåëè÷èíó ! (t). Òåõíèêà è òåõíîëîãèÿ äîñòèãëè
íîâûõ ðóáåæåé, è ïî ÿâèëèñüíîâûå âèäû ïàðîâûõ ìàøèí, äëÿ êîòîðûõ ðåãóëÿòîðû Óàòòà
îê àçàëèñüíåðàáîòîñïîñîáíûì è.
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Èññëåäîâàíèå ïðîáëåìû ðàáîòû ðåãóëÿòîðà Óàòòà âûäàþùèìèñ ÿ ó÷åíûìè � È. À. Âûø-
íåãðàäñêèì, Äæ. Ìàê ñâåëëîì, À. Ñòîäîëîé � ïðèâåëî ê âûâî äàì, íåî æèäàííûì äëÿ èíæ å-
íåðîâ è íåòðèâèàëüíûì äëÿ ìàòåìàòèê îâ è ìåõ àíèê îâ. Ýòè ðàáîòû çàëîæèëè ôóíäàìåíò
êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû èçëîæèòü çäåñüîñíîâíûå èäåè ýòèõ ðàáîò ðàññìîòðèì âìåñòî êëàññè-
÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà Óàòòà íåêîòîðóþ åãî ìî äèôèêàöèþ.

Ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì ñèñòåìó ðåãóëèðîâàíèÿ âàëàòóðáèíû, êîòîðàÿ ÷àñòî ïðè-
ìåíÿåòñ ÿ â íàñòî ÿùåå âðåìÿ â òóðáîñòðîåíèè. Ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà òàêîé ñèñòåìû èçîá-
ðàæåíà íà ðèñ. 1.3.

Çäåñüâìåñòî øàðíèðîâ èñïîëüçóåòñÿ ñòåðæåíü, íà êîòîðûé íàñàæåíû ãðóçèêèìàññîé m.
Óäåðæèâàåìûå ïðóæèíàìè ãðóçèêèìîãóò ñêîëüçèòü âäîëü ýòîãî ñòåðæíÿ. Îíè ñîåäèíåíû
äðóã ñ äðóãîì ìåìáðàíîé, êîòîðàÿ, ïðîãèáàÿñü è èçìåíÿÿ òåì ñàìûì ðàçìåðû ðàñïîëî-
æåííîãî íàä íåé âûïó ñêíîãî îêíà, óâåëè÷èâàåòèëè óìåíüøàåò (â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê
äâèæóòñÿ ãðóçèêèâäîëü ñòåðæíÿ) ðàñõî ä ìàñëà, âûòåêàþùåãî èç ýòîãî îòâåðñòèÿ. Ñïå-
öèàëüíîå ìàñëî, êîòîðîå çàïîëíÿåò ïîëîñòü óñòðîéñòâà,ðàñïîëî æåííîãî íàä ìåìáðàíîé è
íàçûâàåìîãî ñåðâîìåõàíèçìîì, âûïîëíÿåò äâå ôóíêöèè: ïðîèçâî äèò ïîñòî ÿííóþ ñìàçêó
âñåõäâèæóùèõñÿ ÷àñòåéñèñòåìû è îñóùåñòâëÿåòäâèæåíèå öèëèíäðà, æåñòêî ñâÿçàííîãî
ñ çàñëîíê îé. Çà ñ÷åòïîñòî ÿííîãî íàïîðíîãî äàâëåíèÿ p îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðèòîê ìàñëà,
êîòîðîå ìî æíî ðàññìàòðèâàòüêàê íåñæèìàåìóþ æèäêîñòü.

Åñëè óãëîâàÿ ñêîðîñòü ! (t) âàëàóìåíüøàåòñ ÿ, òî öåíòðîáåæíàÿ ñèëà,äåéñòâóþùàÿ íà
ãðóçèêè,óìåíüøàåòñ ÿ, è ïðóæèíû ïî äòÿãèâàþò ãðóçèêèáëèæå ê öåíòðó âðàùåíèÿ âàëà.
Ìåìáðàíà â ýòîì ñëó÷àåáîëüøå èçãèáàåòñÿ, è ðàçìåðû âûïó ñêíîãî

Ðèñ.1.3

îêíà ñòàíîâÿòñ ÿ ìåíüøå. Ñëåäîâàòåëüíî, ìåíüøå æèäêîñòè âûòåêàåòèç ýòîãî îêíà è áîëü-
øèé ååîáúåì, îñòàâàÿñüâ ïîëîñòè ñåðâîìåõàíèçìà, çàñòàâëÿåòöèëèíäð äâèãàòüñÿ ââåðõ,
ïðèïî äíèìàÿ çàñëîíêó è îòêðûâàÿ äîñòóï áîëüøåìó êîëè÷åñòâóðàáî÷åãî âåùåñòâà.
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Åñëè æå óãëîâàÿ ñêîðîñòü ! (t) óâåëè÷èâàåòñÿ, òî, ïðîâî äÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ,
ëåãêî, ïîê àçàòü,÷òî çàñëîíê à, äâèãàÿñüâíèç, îòñåêàåòèçëèøíåå êîëè÷åñòâî ðàáî÷åãî âå-
ùåñòâà.

Òàêèåðåãóëÿòîðû óñòàíàâëèâàëèñüíà òóðáèíû íà ÷èíàÿ ñ 1952ãîäà, íà Ëåíèíãðàäñêîì
Ìåò àëëè÷åñêîì çàâîäå [37].

Îïèñàííûé âûøå êîíòóð óïðàâëåíèÿ âðàùåíèåì âàëàòóðáèíû ñêîíñòðóèðîâàí ïî ïðèí-
öèïó îòðèöàòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçè. Ðåàãèðóÿ íà ïîëî æèòåëüíîå ïðèðàùåíèå óãëîâîé
ñêîðîñòè � ! (t) = ! (t) � ! 0, ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ñòðåìèòñÿ óìåíüøèòü âåëè÷èíó ! çà
ñ÷åòîòñå÷åíèÿ èçëèøíåãî êîëè÷åñòâàðàáî÷åãî âåùåñòâà,ïî äâîäèìîãî ê òóðáèíå. Ïðè îò-
ðèöàòåëüíîé âåëè÷èíå � ! (t) óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèåäîëæíî ïðèâåñòè ê óâåëè÷åíèþ
êîëè÷åñòâàðàáî÷åãî âåùåñòâàè, ñëåäîâàòåëüíî, ê óâåëè÷åíèþ ðåãóëèðóåìîé âåëè÷èíû ! .

Ðàññìàòðèâàÿ îïèñàííûé âûøå êîíòóð óïðàâëåíèÿ, ìî æíî ðàçáèòüåãî êîìïîíåíòû íà
ñëåäóþùèå ñîñòàâëÿþùèå: ñìåùàþùèåñ ÿ ãðóçèêèíà ïðóæèíàõ ìî æíî ðàññìàòðèâàòüêàê
äàò÷èêè (èçìåðèòåëè) óãëîâîé ñêîðîñòè ! (t) (òàõîìåòðû). Êîíñòðóêöèÿ ìåìáðàíû, âû-
ïó ñêíîãî îêíà è îïðåäåëåííûå ñâîéñòâàæèäêîñòè (íàïðèìåð, åå âÿçêîñòü) ôîðìèðóþò
îïðåäåëåííûé àëãîðèòì (çàêîí) óïðàâëåíèÿ. Ñàì ñåðâîìåõàíèçì ìî æíî ðàññìàòðèâàòü
êàê èñïîëíèòåëüíîå óñòðîéñòâî, óñèëèâàþùåå ïîëó÷åííûé ñèãíàë óïðàâëåíèÿ. (×àñòî äëÿ
ñóùåñòâåííîãî óñèëåíèÿ óïðàâëÿþùåãî ñèãíàëà èñïîëüçóþò êàñêàäû ñåðâîìåõàíèçìîâ.)

Ðàçáèåíèåêîíòóðîâ óïðàâëåíèÿ íà äàò÷èêè,èñïîëíèòåëüíûå óñòðîéñòâàè óñòðîéñòâà,
îáðàáàòûâàþùèå ñèãíàëû äàò÷èêîâ è ôîðìèðóùèå àëãîðèòìû (çàêîíû) óïðàâëåíèÿ, õà-
ðàêòåðíî äëÿ ñîâðåìåííûõ ó÷åáíèêîâ è ðóêîâî äñòâïî òåîðèè óïðàâëåíèÿ.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê èçó÷åíèþ óñòðîéñòâàóïðàâëåíèÿ, êîòîðîå âûïîëíÿåò ôóíêöèè, àíà-
ëîãè÷íûå ôóíêöèÿì ðåãóëÿòîðîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 1.1 è 1.3, è ìàòåìàòè÷åñêîå îïè-
ñàíèå êîòîðîãî ñ ìåòî äè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðîùå, ÷åì îïèñàíèå ðàññìîòðåííûõ âûøå
ðåãóëÿòîðîâ.

Èòàê, ðàññìîòðèì ðåãóëÿòîð, ïðèâåäåííûé íà ðèñ. 1.4.
Ôóíêöèîíèðîâàíèå ñèñòåìû, èçîáðàæåííîé íà ðèñ.1.4, îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîãî ðå-

ãóëÿòîðà Óàòòà ëèøü òåì, ÷òî íà ìàññû m, ñêîëüçÿùèå âäîëü ñòåðæíÿ è ñîåäèíåííûå ñ
âàëîì V ïðóæèíàìè, äåéñòâóåò öåíòðîáåæíàÿ ñèëà f . Ýòà ñèëà â ìîìåíò âðåìåíè t îò-
êëîíÿåò ìàññû íà âåëè÷èíó x(t) îò íåíàïð ÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðóæèíû. Òàêèì îáðàçîì,
çäåñüâûõî äîì ìî äèôèöèðîâàííîãî ðåãóëÿòîðà Óàòòà ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà x(t), êîòîðàÿ
ïî äàåòñÿ íà óñòðîéñòâî, ïåðåäâèãàþùåå çàñëîíêó íà ðàññòîÿíèå u â çàâèñèìîñòè îò âåëè-
÷èíû x. Òåõíè÷åñêèåïî äðîáíîñòè, êàñàþùèåñÿ ýòîãî óñòðîéñòâà,äëÿ íàñ ñåé÷àñíåâàæíû.
Ñóùåñòâåííûì äëÿ íàñ ÿâëÿåòñÿ ëèøü íàëè÷èå íåêîòîðîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè
u(x).

Ðèñ.1.4
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Èç êóðñàìåõ àíèêè ìî æíî âñïîìíèòü, ÷òî âåëè÷èíû x(t) è f ñâÿçàíû ñëåäóþùèìè ñî-
îòíîøåíèÿìè:

f = � m(x + r )! 2; (1:2)

m•x + � _x + 
 x = f : (1:3)
Çäåñü� ; � ; 
 ; r � íåêîòîðûå ïîëî æèòåëüíûå ÷èñëà.Âåëè÷èíà � 
 x ñîîòâåòñòâóåò óïðóãîé
âîññòàíàâëèâàþùåé ñèëåïðóæèíû (çàêîí Ãóêà), âåëè÷èíà � � _x ñîîòâåòñòâóåòñèëåòðåíèÿ.
Çäåñüìû ïðèíèìàåì, ÷òî ñïðàâåäëèâçàêîí âÿçêîãî òðåíèÿ: ñèëàòðåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà
ñêîðîñòè _x(t) è ÷èñëî � � ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñò è. Äðóãèìè âèäàìè
òðåíèÿ, êðîìå âÿçêîãî, ìû çäåñüïðåíåáðåãàåì. ×èñëó r ñîîòâåòñòâóåò äëèíà ïðóæèíû â
íåíàïð ÿæåííîì ñîñòîÿíèè.

Ïðèíèìàÿ âåëè÷èíó G ïîñòî ÿííîé è âåëè÷èíó F ôóíêöèîíàëüíî çàâèñÿùåé îò u: F =
F (u), ïîëó÷àåì èç óðàâíåíèé (1.1)�(1.3) ñëåäóþùóþ ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ ïðîöåññ ðå-
ãóëèðîâàíèÿ âåëè÷èíû ! (t):

J _! = F (u(x)) � G;
m•x + � _x + 
 x = � m(x + r )! 2:

(1:4)

Åñòåñòâåííî, ÷òî äëÿ íîðìàëüíîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû íåîá õî-
äèìî, ÷òîáû óðàâíåíèÿ (1.4) èìåëè ñëåäóþùåå ðåøåíèå:

! (t) � ! 0; x(t) � x0: (1:5)

Çäåñü! 0 � òðåáóåìàÿ ÷àñòîòà âðàùåíèÿ âàëà,x0 � íåêîòîðîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî âûïîë-
íåíû ðàâåíñòâà

F (u(x0)) = G;

 x0 = � m(x0 + r )! 2

0:
(1:6)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàâåíñòâà(1.6) íåîá õî äèìû è äîñòàòî÷íû äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîîòíîøåíèÿ
(1.5) îïðåäåëÿëè ðåøåíèå ñèñòåìû (1.4). Êàê ïðàâèëî, ïîëó÷åíèÿ ýòèõñîîòíîøåíèé äîáè-
âàþòñÿ çà ñ÷åòñïåöèàëüíîé êîíñòðóêöèè ðåãóëÿòîðà: èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî,
÷òî ïåðâîå óðàâíåíèå (1.6) èìååò íåêîòîðûé êîðåíü x0, à âòîðîå óðàâíåíèå (1.6) ìî æíî
óäîâëåòâîðèòü, íàïðèìåð, ïðè óæå çàôèêñèðîâàííîì x0 çà ñ÷åòâûáîðà æåñòêîñòè ïðóæè-
íû.

Öåíòðàëüíîé íà ó÷íî-òåõíè÷åñêîé ïðîáëåìîé çäåñüñòàëàóñòîé÷èâîñòüòðèâèàëüíîãî ðå-
øåíèÿ (1.5). È ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû îê àçàëîñü âåñüìà íåòðèâèàëüíûì è ñîâåðøåííî
íåî æèäàííûì äëÿ èíæ åíåðíîé ïðàêòèêè.

Ïðîâåäåì âíà÷àëåëèíåàðèçàöèþ ñèñòåìû (1.4) â îêðåñòíîñòè ðåøåíèé (1.5), ó÷èòûâàÿ,
÷òî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà(1.6), è ïðåäïîëàã àÿ äîñòàòî÷íóþ ãëàäêîñòü ôóíêöèè F (u(x)).
Îáîçíà ÷àÿ � x(t) = x(t) � x0 è � ! (t) = ! (t) � ! 0 ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó

J (� ! )� = F0(� x);
m(� x)�� + � (� x) � + 
 � x = � m! 2

0� x + 2� m! 0(x0 + r )� ! : (1:7)

ÇäåñüF0 = F 0(u(x0))u0(x0). Òàêèì îáðàçîì, â (1.7) îòáðîøåíû ÷ëåíû áîëåå âûñîê îãî ïî-
ðÿäêà ìàëîñòè è ôóíêöèè çàìåíåíû ñâîèìè ëèíåéíûìè ïðèáëèæåíèÿìè.

Îáû÷íî ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì ëèíåàðèçàöèè òèïà (1.7) íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè
ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Èçó÷èì âíà÷àëåóðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ (1.7), à óæå çàòåì çàéìåìñ ÿ âîïðîñîì
î âçàèìîîòíîøåíèÿõ ýòèõóðàâíåíèé è èñõî äíûõ óðàâíåíèé (1.4).

Ñèñòåìà (1.7) ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ òðåòüåãîïîð ÿäêà

(� ! )��� +
�
m

(� ! )�� +

 � � m! 2

0

m
(� ! )� �

f 0F0

Jm
� ! = 0; (1:8)
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ãäå f 0 = 2� m! 0(x0 + r ). Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì òàêîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

Q(p) = p3 +
�
m

p2 +

 � � m! 2

0

m
p �

f 0F0

Jm
: (1:9)

Èç ýëåìåíò àðíîé òåîðèè èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (1.8) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû ëþ-
áîå ðåøåíèå � ! (t) îñòàâàëîñü ìàëûì ïðè ìàëûõ íà ÷àëüíûõ óñëîâèÿõ � ! (0), (� ! (0)) � ,
(� ! (0)) �� è ñòðåìèëîñü ê íó ëþ ïðè t ! + 1 , íåîá õî äèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ñëå-
äóþùåãî óñëîâèÿ: âñåíó ëè ïîëèíîìà Q(p) èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè.Â
ýòîì ñëó÷àåãîâîð ÿò, ÷òî ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. ×àñòî
ïîëèíîì Q(p), èìåþùèé âñåíó ëè ñ îòðèöàòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè, íàçûâàþò
óñòîé÷èâûì.

Ÿ 1.2. Êðèòåðèé Ýðìèò à�Ìèõ àéëîâà

Ìî æíî ëè, íå íàõ î äÿ íó ëè ïîëèíîìà Q(p), ñóäèòü î åãî óñòîé÷èâîñòè? Ýòîò âîïðîñ
áûë ïîñò àâëåí ïåðåä ìàòåìàòèê àìè â 60-õ ãîäàõ XIX âåêà. È î äíîé èç îñíîâíûõ ìîòèâà-
öèé áûëà ïðîáëåìà èññëåäîâàíèÿ ðåãóëÿòîðà Óàòòà. Åñëè äëÿ ïîëèíîìà âòîðîé ñòåïåíè
Q(p) = p2 + � p + � âîïðîñ ðåøàåòñÿ î÷åíü ïðîñòî: äëÿ ýòîãî íåîá õî äèìî è äîñòàòî÷íî
ïîëî æèòåëüíîñòè � è � , òî äëÿ ïîëèíîìà òðåòüåéñòåïåíè âèäà (1.9) ýòî óæå ãîðàçäî
ñëîæíåå.

Â íàñòî ÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ ìíîãî ðàçëè÷íûõ êðèòåðèåâóñòîé÷èâîñòè ïîëèíîìîâ: êðè-
òåðèè Ãóðâèöà, Ðàóñà, Ëüåíàðà. Îïèñàíèå èõ ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â çàìå÷àòåëüíîé
êíèãå [10]. Ìû ïðèâåäåì çäåñüî äèí èç íàèáîëåå ïðîñòûõ è ïîïó ëÿðíûõ â èíæ åíåðíîé
ïðàêòèêå êðèòåðèåâ� êðèòåðèéÝðìèò à�Ìèõ àéëîâà.

Ðàññìîòðèì ïîëèíîì ñòåïåíè n ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíò àìè

f (p) = pn + an� 1pn� 1 + : : : + a0:

Âíà ÷àëåïðèâåäåì î äèí ïðîñòîé ôàêò, êîòîðûé èíîã äà íàçûâàþò òåîðåìîé Ñòîäîëû.

Ïðåäëî æåíèå 1.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïî ëèíî ì f (p) èìå ë âñåíóëè ñ îòðèöàòå ëüíûìè
âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñåêîýôôèöèåíòû ai áûëè ïî ëîæèòå ëüíû.

Ä î ê àçàòåë üñòâî. Îáîçíà ÷èì ÷åðåç� j âåùåñòâåííûå íó ëè f (p) è ÷åðåç� k � êîì-
ïëåêñíûå íó ëè f (p). Ïîñê îëüêó ai âåùåñòâåííûå, âåëè÷èíû �� k ÿâëÿþòñÿ òàêæå íó ëÿìè
f (p).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëèíîì f (p) ìî æåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäåïðîèçâåäåíèÿ:

f (p) =
Y

j

(p � � j )
Y

k

(p � � k)(p � �� k) =

=
Y

j

(p � � j )
Y

k

�
p2 � 2(Re� k)p + j� k j2

�
:

ßñíî, ÷òî åñëèäëÿ âñåõj è k âûïîëíåíû óñëîâèÿ � j < 0 è Re� k< 0, òî ïðîèçâåäåíèÿ
Y

j

(p � � j );
Y

k

�
p2 � 2(Re� k)p + j� k j2

�

ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè ñ ïîëî æèòåëüíûìè êîýôôèöèåíò àìè. Ñëåäîâàòåëüíî, è ïîëèíîì
f (p) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñ ïîëî æèòåëüíûìè êîýôôèöèåíò àìè.
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Îáîçíà ÷èì òåïåðü ÷åðåçm ÷èñëî íó ëåé f (p) c ïîëî æèòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿ-
ìè. Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòüçíà÷åíèÿ ïîëèíîìà f (p) íà ìíèìîé îñè:

f (i! ); ! 2 R1:

Êðèâàÿ íà êîìïëåê ñíîé ïëîñê îñòè, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ìíî æåñòâàòî÷åê f p = f (i! )j ! 2
R1g íàçûâàåòñÿ ãîäîãðàôîì ïîëèíîìà f (p). Èíîã äà ýòîò ãîäîãðàô íàçûâàþò ãîäîãðàôîì
Ìèõ àéëîâà, èëè àìïëèòó äíî-ôàçîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ïîëèíîìà f (p).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

' (! ) = Arg f (i! ):

ÇäåñüArg z � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ âåòâüìíîãîçíà ÷íîé ôóíêöèè êîìïëåê ñíîãî àðãó-
ìåíò à z:

argz + 2k� ; (1:10)
ãäå k � öåëûå ÷èñëà è argz � ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíò à: � � < argz � � . Áóäåì
äëÿ îïðåäåëåííîñòè, íàïðèìåð, ñ÷èòàòü,÷òî ' (0) = 0. Ïðè ïåðåõî äå ãîäîãðàôà ÷åðåçëó÷
íà êîìïëåê ñíîé ïëîñê îñòè f Im z = 0; Rez � 0g â íåêîòîðîé òî÷êå ! = ! 0 áåðåì òó âåòâü
ôóíêöèè (1.10), êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåòíåïðåðûâíîñòü òàêîãî ïåðåõî äà, ò. å. íåïðåðûâíîñòü
ôóíêöèè ' (! ) â òî÷êå ! 0.

Îáîçíà ÷èì ÷åðåç � ' (! )
�
�+ 1

�1
ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ' (! ), êîãäà àðãóìåíò ! ïðîáåãàåò

âåùåñòâåííóþ ïð ÿìóþ R1 îò �1 äî + 1 .

Ïðåäëî æåíèå 1.2. Ïóñòü f (i! )6= 0 8 ! 2 R1. Òîãäà ñïðàâåäëèâàôîð ìóëà Ýðìèòà�
Ìèõàéëîâà

� ' (! )
�
�+ 1

�1
= � (n � 2m):

Ä î ê àçàòåë üñòâî. Îáîçíà ÷èì ÷åðåç� j íó ëè ïîëèíîìà ñ îòðèöàòåëüíûìè è ÷åðåç� k

� íó ëè ïîëèíîìà ñ ïîëî æèòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè. Ïî ñäåëàííîìó ïðåäïîëî-
æåíèþ ïîëèíîì f (p) íå èìååò íó ëåé íà ìíèìîé îñè.

Çàïèñàâ ïîëèíîì f (p) â âèäåïðîèçâåäåíèÿ

f (p) =
Y

j

(p � � j )
Y

k

(p � � k)

è ïðèìåíèâ èçâåñòíûå òåîðåìû îá àðãóìåíòå ïðîèçâåäåíèÿ êîìïëåê ñíûõ ÷èñåë,ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

� ' (! )
�
�+ 1

�1
=

X

j

� Arg (i! � � j )

�
�
�
�

+ 1

�1

+
X

k

� Arg (i! � � k)

�
�
�
�

+ 1

�1

: (1:11)

Âû÷èñëèì òåïåðü âåëè÷èíû

� Arg (i! � � j )
�
�+ 1

�1
; � Arg (i! � � k)

�
�+ 1

�1
:

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì íà êîìïëåê ñíîé ïëîñê îñòè (ðèñ. 1.5) ÷èñëà� j , i! , i! � � j è ñîîò-
âåòñòâóþùèåèì âåêòîðû.
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Ðèñ.1.5 Ðèñ.1.6
Âåêòîð ÷èñëài! � � j ïðè óâåëè÷åíèè ! îò �1 äî + 1 ìîíîòîííî ââåðõ ñêîëüçèò ñâîèì

êîíöîì ïî ïð ÿìîé Rez = � Re� j , ïîâîðà ÷èâàÿñüïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêèòàê, êàê ýòî
ïîê àçàíî íà ðèñ. 1.5. Îòñþ äà ñëåäóåò, ÷òî

� Arg (i! � � j )
�
�+ 1

�1
= � :

Ðàññìîòðèì òåïåðü íà êîìïëåê ñíîé ïëîñê îñòè (ðèñ. 1.6) ÷èñëà � k , i! , i! � � k è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì âåêòîðû.

Âåêòîð ÷èñëài! � � k ïðè óâåëè÷åíèè! îò �1 äî + 1 ìîíîòîííî ââåðõ ñêîëüçèò ñâîèì
êîíöîì ïî ïð ÿìîé Rez = � Re� k , ïîâîðà ÷èâàÿñüïî ÷àñîâîé ñòðåëêå òàê, êàê ýòî ïîê àçàíî
íà ðèñ. 1.6. Ñëåäîâàòåëüíî,

� Arg (i! � � k)
�
�+ 1

�1
= � � :

Îòñþ äà è èç ðàçëîæåíèÿ (1.11) ñëåäóåò, ÷òî

� ' (! )
�
�+ 1

�1
= (n � m)� � m� = � (n � 2m):

Ïðåäëî æåíèå äîê àçàíî.
Èç ïðåäëî æåíèÿ 1.2 ñðàçóâûòåêàåò
Êðèòåðèé Ýðìèò à�Ìèõ àéëîâà. Ïóñòü f (i! ) 6= 0 8 ! 2 R1. Òîãäà äëÿ óñòîé÷èâî-

ñòè ïî ëèíî ìà f (p) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

� ' (! )
�
�+ 1

�1
= n� ; (1:12)

×àñòî äëÿ óïðîùåíèÿ ïðîâåðêè ôîðìó ëû (1.12) ïîëåçíî ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå. Â ñèëó
âåùåñòâåííîñòè êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ïîëèíîìà f (p) ñïðàâåäëèâû î÷åâèäíûå ðàâåíñòâà

Ref (� i! ) = Ref (i! ); Im f (� i! ) = � Im f (i! ):

Îòñþ äà ñëåäóåò, ÷òî ãîäîãðàô f (p) ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè (ðèñ.1.7).
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Ðèñ.1.7
Ïîýòîìó âìåñòî ðàâåíñòâà(1.12) ìî æíî çàïèñàòüñëåäóþùåå óñëîâèå:

� ' (! )
�
�+ 1

0
=

n�
2

:

Çàìåòèì, ÷òî, äîê àçàâïðåäëî æåíèå 1.2, ìû äîê àçàëèòàêæå, ÷òî äëÿ óñòîé÷èâûõ ïîëè-
íîìîâ ôóíêöèÿ ' (! ) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Ïîýòîìó ãîäîãðàô f (p) ïðè ! � 0, âûõî äÿ èç
òî÷êè ! = 0 íà ïîëî æèòåëüíîé ïîëó îñè f Rez> 0; Im z=0g, ïðè âîçðàñòàíèè ! ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïåðåñåêàåò ïîëó îñè f Rez = 0; Im z > 0g, f Im z = 0; Rez < 0g,... , ïðî õî äÿ ÷åðåç
n êâàäðàíòîâ. È îáðàòíî, åñëè f (i! ) 6= 0 8 ! 2 Rn è ãîäîãðàô f (p) ïðè ! � 0, âûõî äÿ
èç òî÷êè íà ïîëó îñè f Rez > 0; Im z = 0g, ïðè âîçðàñòàíèè ! ïîñëåäîâàòåëüíî ïî î äíîìó
ðàçó ïåðåñåêàåò ïîëó îñè f Rez = 0; Im z > 0g, f Rez < 0; Im z = 0g, ..., àñèìïòîòè÷åñêè
ñòðåìÿñü ê n-é ïîëó îñè, òî f (p) ÿâëÿåòñÿ (â ñèëóôîðìó ëû (1.12)) óñòîé÷èâûì ïîëèíîìîì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîëèíîì òðåòüåãîïîð ÿäêà

f (p) = p3 + � p2 + � p + 
 : (1:13)

Â ñèëó ïðåäëî æåíèÿ 1.1 äëÿ óñòîé÷èâîñòè f (p) íåîá õî äèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ
� > 0, � > 0, 
 > 0.

Çäåñü
f (i! ) = (
 � � ! 2) + (� � ! 2)! i:

Ïîýòîìó ïðè ! � 0 òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãîäîãðàôà f (p) ñ ïîëó îñÿìè f Rez > 0; Im z = 0g,
f Rez = 0; Im z > 0g, f Rez < 0; Im z = 0g ñîîòâåòñòâóþòòî÷êàì

! 1 = 0; ! 2 =
p


 =� ; ! 3 =
p

� ;

Ïðè ýòîì f (0) = 
 , f (! 2) =
�
� � 


�

� p 

� i , f (! 3) = 
 � � � .

Îòñþ äà, ó÷èòûâàÿ âûøåñêàçàííîå, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ óñòîé÷èâûõ ïîëèíîìîâ íåîá õî äè-
ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

� �


�

> 0; 
 � � � < 0: (1:14)

Êðîìå òîãî,
Ref (i! )
Im f (i! )

! 0 (1:15)

ïðè ! ! + 1 . Ïîýòîìó ïðè âûïîëíåíèè (1.14), (1.15) ãîäîãðàô f (p) ïðè ! � 0, âûõî äÿ èç
òî÷êè íà ïîëó îñè f Rez > 0; Im z = 0g, ïðè âîçðàñòàíèè ! ïîñëåäîâàòåëüíî ïî î äíîìó ðàçó
ïåðåñåêàåòïîëó îñè f Rez = 0; Im z > 0g, f Rez < 0; Im z = 0g, àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìÿñü
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ê òðåòüåéïîëó îñè f Rez = 0; Im z < 0g. È îáðàòíî, òàêîå ïîâåäåíèå ãîäîãðàôà âîçìî æíî
òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè (1.14).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëèíîìà (1.13) íåîá õî äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âû-
ïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

� > 0; � > 0; 
 > 0; � � > 
 : (1:16)

Ýòè íåðàâåíñòâà èíîã äà íàçûâàþò óñëîâèÿìè Âûøíåãðàäñêîãî.
Èòàê, òåïåðü åñòüâîçìî æíîñòü, èñïîëüçóÿ êðèòåðèéóñòîé÷èâîñòè (1.16), èññëåäîâàòü

ëèíåàðèçîâàííóþ ñèñòåìó (1.7) èëè ýêâèâàëåíòíîå åé óðàâíåíèå (1.8).
Îäíàê î èñõî äíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé. Ïîýòîìó íåîá õî äèìî ðàçâèòüíåëèíåé-

íóþ ëîê àëüíóþ òåîðèþ, êîòîðàÿ ðàçðåøèëà áû íàøó çàäà÷ó. Òàêàÿ òåîðèÿ � òåîðèÿ
óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ � áûëà ðàçâèòà â êîíöå ïðîøëîãî âåêà â òðóäàõ À. Ì. Ëÿïóíîâà,
Í. Å. Æóêîâñêîãî, À. Ïó àíê àðå. Ïåðåéäåì ñåé÷àñê èçëîæåíèþ íåîá õî äèìûõ äëÿ íàñ ðå-
çóëüòàòîâ.

Ÿ 1.3. Òåîðåìà îá óñòîé÷èâîñòè
ïî ïåðâîìó ïðèáëèæ åíèþ

Ðàññìîòðèì âíà÷àëåî äíó âñïîìîã àòåëüíóþ çàäà÷ó î ðàçðåøèìîñòè ìàòðè÷íîãî óðàâíå-
íèÿ

A � H + H A = G; (1:17)

êîòîðîå ÷àñòî íàçûâàþò óðàâíåíèåì Ëÿïóíîâà, ãäå A è G � çàäàííûå n � n-ìàòðèöû, H
� èñêîìàÿ n � n-ìàòðèöà. Áóäåì ðàññìàòðèâàòüçäåñüâåùåñòâåííûé ñëó÷àé,ïðåäïîëàã àÿ,
÷òî H è G � ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû.

Ë å ì ì à 1.1. Ïóñòü âñåñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A èìåþò îòðèöàòå ëüíûå
âåùåñòâåííûå ÷àñòè è G < 0. Òîãäà óðàâíåíèå (1.17) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

H = �

+ 1Z

0

eA � tGeAt dt: (1:18)

Íàïîìíèì, ÷òî íåðàâåíñòâî G < 0 îçíà ÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
z� Gz ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî èç (1.18) ñðàçóñëåäóåò,
÷òî H > 0. Â ñàìîì äåëå,èç íåâûðî æäåííîñòè ìàòðèöû eAt ïðè ëþáîì t âûòåêàåò, ÷òî

� (eAt )� GeAt > 0 8 t � 0:

Îòñþ äà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x 2 Rn

� x � (eAt )� GeAt x > 0 8 t � 0:

Íî òîãäà

x � H x = �

+ 1Z

0

x � (eAt )� GeAt x dt > 0:

Ä î ê àçàòåë üñòâî ë åì ì û 1.1.Èç ïðåäïîëî æåíèÿ î ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ ìàòðèöû
A ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî èíòåãðàëà(1.18).

Î÷åâèäíî, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

d
dt

(eA � tGeAt ) = A � (eA � tGeAt ) + (eA � tGeAt )A:
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Èíòåãðèðóÿ ýòî òîæäåñòâîîò 0 äî + 1 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

lim
t ! + 1

eA � tGeAt = 0;

ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (1.17) ñ H , óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèþ (1.18).
Ïîê àæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.17). Ïðåäïîëàã àÿ ïðîòèâíîå, ò. å. ñ÷è-

òàÿ, ÷òî H1 è H2 � äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.17), ïîëó÷àåì, ÷òî H = H1 � H2 óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ

A � H + H A = 0: (1:19)

Ðàññìîòðèì âåêòîð-ôóíêöèþ
x(t) = eAt x0;

ãäå x0 � íåêîòîðûé âåêòîð. Èç (1.19) èìååì

d
dt

x(t)� H x(t) = x(t) � (A � H + H A)x(t) � 0:

Îòñþ äà ñëåäóåò, ÷òî
x(t)� H x(t) � x �

0H x0:

Îäíàê î x(t) ! 0 ïðè t ! + 1 â ñèëó óñëîâèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A.
Òàêèì îáðàçîì, x �

0H x0 = 0 8 x0 2 Rn . Îòñþ äà ñëåäóåò, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà H
ÿâëÿåòñÿ íó ëåâîé.

Ëåììà äîê àçàíà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dx
dt

= f (t; x); t 2 R1; x 2 Rn ; (1:20)

ãäå f (t; x) � íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ: R1 � Rn ! Rn . Áóäåì ïðåäïîëàã àòü, ÷òî âñå
ðàññìàòðèâàåìûå äàëååðåøåíèÿ x(t; t0; x0) ñ íà ÷àëüíûìè äàííûìè x(t0; t0; x0) = x0 îïðå-
äåëåíû íà èíòåðâàëå(t0; + 1 ).

Îïðåäåëåíèå 1.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå x(t; t0; x0) ñèñòåìû (1.20) óñòîé÷èâî
ïî Ëÿïóíîâó, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà " > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî � (" ) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ
âñåõy0, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó jx0 � y0j � � (" ), âûïî ëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

�
�x(t; t0; x0) � x(t; t0; y0)

�
� � " 8 t � t0: (1:21)

Îïðåäåëåíèå 1.2. Åñëè ðåøåíèå x(t; t0; x0) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è ñóùåñòâóåò ÷èñ-
ëî � 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõy0, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó jx0 � y0j � � 0, âûïî ëíåíî
ñîîòíîøåíèå

lim
t ! + 1

�
�x(t; t0; x0) � x(t; t0; y0)

�
� = 0;

òî ãîâîðÿò, ÷òî ðåøåíèå x(t; t0; x0) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèÿõ 1.1è 1.2âåëè÷èíû � (" ) è � 0, âîîáùå ãîâîð ÿ, çàâèñÿò òàêæå
îò t0: � 0 = � 0(t0), � (" ) = � ("; t0). Åñëè âîçìî æåí âûáîð � 0 è � (" ) íå çàâèñÿùèìè îò
t0, òî ãîâîð ÿò, ÷òî ðåøåíèå x(t; t0; x0) ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è ðàâíîìåðíî
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Íåó ñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó � ýòî ëîãè÷åñêîå îòðèöàíèå óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó .
Ïðèâåäåì ïðèìåð óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ðåøåíèé. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ìàÿò-

íèê à
•� + � _� +

g
l

sin� = 0: (1:22)
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Çäåñü� (t) � óãîë îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèê à îò âåðòèêàëè, m � òî÷å÷íàÿ ìàññà, l � äëèíà
ìàÿòíèê à (ðèñ. 1.8), � � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ.

Ðèñ.1.8
Óðàâíåíèå (1.22) ìî æåò áûòü çàïèñàíî â âèäå(1.20):

_� = � ;

_� = � � � �
g
l

sin� :
(1:23)

Äâóõìåðíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî, çàïîëíåííîå òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû (1.23), êîòîðîå â
èíæ åíåðíîé ïðàêòèêå ÷àñòî íàçûâàþò ôàçîâûì ïîðòðåòîì, ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíî íà
ðèñ.1.9â ñëó÷àå� = 0 è íà ðèñ.1.10� â ñëó÷àå� > 0.

Ðèñ.1.9
Â ñëó÷àå� = 0 ëåãêî âèäåòü,÷òî ñèñòåìà (1.23) èìååò ïåðâûé èíòåãðàë

V(� ; � ) = � 2 �
2g
l

cos� = C; (1:24)

ãäå C � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.
Â ñàìîì äåëå,äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ � (t); � (t) ñèñòåìû (1.23) âûïîëíÿåòñ ÿ òîæäåñòâî

d
dt

V(� (t); � (t)) = 2� (t)
�

�
g
l

sin� (t)
�

+
2g
l

(sin � (t)) � (t) � 0:

Òàêèì îáðàçîì, òðàåêòîðèèâ ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû (1.23) öåëèêîì ðàñïîëî æåíû
íà ëèíèÿõ óðîâíÿ �

� ; � j V (� ; � ) = C
	

:
Èñïîëüçó ÿ ýòîò ôàêò, ëåãêî ïîê àçàòüçàìêíóòîñòü òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàð-
íîãî ðåøåíèÿ � (t) � 0. Îòñþ äà ñëåäóåò, ÷òî ýòî ðåøåíèå óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó , íî íå
àñèìïòîòè÷åñêè.

Èñïîëüçó ÿ ïåðâûé èíòåãðàë(1.24),òàêæåëåãêî ïîê àçàòü,÷òî ê ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ
� (t) � � ; � (t) � 0 ñòðåìÿòñÿ ïðè t ! �1 äâå òðàåêòîðèè, êîòîðûå ïðè t ! + 1 , â ñâîþ
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î÷åðåäü, ñòðåìÿòñÿ ê ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ � (t) � � � , � (t) � 0 è � (t) � 3� , � (t) �
0. Òàêèå òðàåêòîðèè ÷àñòî íàçûâàþò ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè. Íàëè÷èå ãåòåðîêëèíè÷åñêîé
òðàåêòîðèè äîê àçûâàåòíåóñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó ðåøåíèÿ � (t) � � ; � (t) � 0.

Ïåðâîå, óñòîé÷èâîå ïî Ëÿïóíîâó , ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåòíèæíåìó ïîëî æå-
íèþ ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèê à. Â îêðåñòíîñòè ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ çàìêíóòûå òðàåêòî-
ðèè ñîîòâåòñòâóþò ïåðèî äè÷åñêèì êîëåáàíèÿì ìàÿòíèê à â îêðåñòíîñòè ýòîãî ïîëî æåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ.

Âòîðîå, íåóñòîé÷èâîå ïî Ëÿïóíîâó , ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåòâåðõíåìó ïîëî-
æåíèþ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ýòî ñîñòîÿíèå òåîðåòè÷åñêèñóùåñòâóåò, íî ìû åãî íå ìî æåì
íàáëþ äàòüèç-çàåãî íåóñòîé÷èâîñòè. Ýòîò ôàêò ÿâëÿåòñÿ îáùèì è äëÿ ìíîãèõ äðóãèõôè-
çè÷åñêèõ,òåõíè÷åñêèõ,áèîëîãè÷åñêèõ,ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì: íåóñòîé÷èâûå ïî Ëÿïóíîâó
ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåðåàëèçóåìûìè.

Îãðàíè÷èìñ ÿ çäåñüïîê à èíòóèòèâíûì �ìåõ àíè÷åñêèì"äîê àçàòåëüñòâîì àñèìïòîòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè íèæíåãî ïîëî æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ � (t) � 0; � (t) � 0 ïðè � > 0. Åñëè
� > 0, òî èìåþòñ ÿ ñèëû òðåíèÿ, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò çàòóõàíèå êîëåáàíèé îê îëî íèæ-
íåãî ïîëî æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè
� (t) � 0; � (t) � 0 ñòðåìÿòñÿ ê íó ëþ ïðè t ! + 1 . Ýòî è îçíà ÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå
ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî (ðèñ. 1.10).

Ðèñ.1.10

À. Ì. Ëÿïóíîâûì áûë ïðåäëî æåí ìåòî ä èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ
ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå íàçûâàþò ôóíêöèÿìè Ëÿïóíîâà. Îãðàíè÷èìñ ÿ çäåñüðàñ-
ñìîòðåíèåì ñëó÷àÿ,êîãäà èññëåäóåìîå ðåøåíèå x(t; t0; x0) ÿâëÿåòñÿ íó ëåâûì: x(t; t0; x0) �
0. Îáùèé ñëó÷àéñâîäèòñÿ ê íåìó çàìåíîé

x = y + x(t; t0; x0):

Â äàííîì ñëó÷àåïðèõ î äèì ê óðàâíåíèþ

dy
dt

= g(t; y); (1:25)

ãäå g(t; y) = f (t; y + x(t; t0; x0)) � f (t; x(t; t0; x0)) .
Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (1.25) èìååò òàêóþ æå ñòðóêòóðó, êàê è (1.20), è ïðè ýòîì

g(t; 0) � 0. Çàìåòèì, î äíàê î, ÷òî òàêàÿ ïî äñòàíîâê à íà ïðàêòèêå íå âñåãäà ýôôåêòèâíà,
ïîñê îëüêó ìû äîëæíû çíàòü âèä ðåøåíèÿ x(t; t0; x0).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äèôôåðåíöèðó åìóþ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0 ôóíê-
öèþ V(x) (V : Rn ! R1), äëÿ êîòîðîé V(0) = 0. Â äàëüíåéøåì áóäåì, êàê ïðàâèëî,
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èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà ÷åíèå:

_V(x) := ( gradV(x)) � f (t; x) =
X

i

@V
@x i

f i (t; x):

×àñòî _V(x) íàçûâàþò ïðîèçâî äíîé ôóíêöèè V(x) â ñèëó ñèñòåìû (1.20). Çäåñüx i � i -ÿ
êîìïîíåíò à âåêòîðà x è f i � i -ÿ êîìïîíåíò à âåêòîð-ôóíêöèè f . ßñíî, ÷òî åñëè âìåñòî
x ïî äñòàâèòü ðåøåíèå x(t; t0; x0), òî ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè
áóäåì èìåòü òîæäåñòâî

d
dt

V(x(t; t0; x0)) =
�

gradV(x(t; t0; x0))
� �

f
�
t; x(t; t0; x0)

�
:

Ò å î ð å ì à 1.1 (îá àñèìïòîòè÷åñê îé óñòîé÷èâîñòè). Ïóñòü ñóùåñòâóþò äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V(x) è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ W(x), äëÿ êîòîðûõ â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè x = 0 âûïî ëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) V(x) > 0 ïðè x 6= 0, V(0) = 0.
2) _V(x) � W(x) < 0 ïðè x 6= 0.
Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.20) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Ä î ê àçàòåë üñòâî. Ðàññìîòðèì ñôåðó f xj jxj = "g, êîòîðàÿ öåëèêîì âìåñòå ñ øàðîì
f xj jxj � "g íàõ î äèòñÿ â ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè. Ââåäåì ÷èñëî

� = inf
f x j jx j= " g

V(x): (1:26)

Ïîñê îëüêó ñôåðà çàìêíóò à, èç óñëîâèÿ 1) âûòåêàåò, ÷òî � > 0.
Âûáåðåì òåïåðü ÷èñëî � òàêèì, ÷òîáû

sup
f x j jx j� � g

V(x) < � : (1:27)

Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî � ñëåäóåò èç ðàâåíñòâàV(0) = 0 è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè V(x).
Äîê àæåì, ÷òî ïðè íà ÷àëüíîì óñëîâèè x0, äëÿ êîòîðîãî jx0j � � , âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
jx(t; t0; x0)j � " 8 t � t0, ò. å. èìååò ìåñòî óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó .

Ïðåäïîëàã àÿ ïðîòèâíîå è èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèÿ x(t; t0; x0), óñòàíàâëèâàåì
ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà� > t0, äëÿ êîòîðîãî jx(� ; t0; x0)j = " è

�
�x(t; t0; x0)j � " 8 t 2 [t0; � ]:

Â ýòîì ñëó÷àå,èñïîëüçóÿ óñëîâèå 2), èìååì

V
�
x(� ; t0; x0)

�
� V (x0): (1:28)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ (1.26) è (1.27), íàõ î äèì

V(x(� ; t0; x0)) � � > V(x0): (1:29)

Ïîñê îëüêó (1.28) è (1.29) ïðîòèâîðå÷àò äðóãäðóãó, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî jx(t; t0; x0)j � "
8 t � t0.

Äîê àæåì òåïåðü àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü.
Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ÷èñëî " 0, äëÿ êîòîðîãî øàð f xj jxj � " 0g ïîëíîñòüþ

ðàñïîëàãàåòñÿ â ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0. Ïî " 0 âûáåðåì � 0 òàê, ÷òîáû
jx(t; t0; x0)j � "0 8 t � t0, 8 x0 2 f xj jxj � � 0g.

Èç óñëîâèÿ 2) â ýòîì ñëó÷àåñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x0 èç øàðà f xj jxj � � 0g ñóùåñòâóåò
ïðåäåë

lim
t ! + 1

V(x(t; t0; x0)) = � (1:30)

è V(x(t; t0; x0)) � � 8 t � t0.
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Ïîê àæåì, ÷òî � = 0. Ïðåäïîëî æèâ ïðîòèâíîå, ò. å. � > 0, ïîëó÷èì, ÷òî è ðåøåíèå
x(t; t0; x0) îòäåëåíî îò íó ëÿ, ò. å. ñóùåñòâóåò ÷èñëî 
 òàêîå, ÷òî

jx(t; t0; x0)j � 
 8 t � t0: (1:31)

Íàïîìíèì, ÷òî êðîìå íåðàâåíñòâà (1.31) âûïîëíåíî è óñëîâèå

jx(t; t0; x0)j � "0 8 t � t0: (1:32)

Èç ñîîòíîøåíèé (1.31), (1.32), íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè W(x) è íåðàâåíñòâà W(x) < 0
8 x 2 f xj 
 � jxj � "0g ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà� , äëÿ êîòîðîãî

W(x(t; t0; x0)) � � :

Îòñþ äà è èç óñëîâèÿ 2) ïîëó÷àåì

V(x(t; t0; x0)) � V (x0) +

tZ

t0

W(x(� ; t0; x0)) d� �

� V(x0) + � (t � t0) !
t ! + 1

�1 :

Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó V(x(t; t0; x0)) � � > 0. Òàêèì îáðàçîì, � = 0. Îòñþ-
äà, èç ñîîòíîøåíèÿ (1.30) è íåïðåðûâíîñòè V(x) çàêëþ÷àåì, ÷òî

lim
t ! + 1

jx(t; t0; x0)j = 0:

Òåîðåìà äîê àçàíà.

Ò å î ð å ì à 1.2 (î íåóñòîé÷èâîñòè). Ïóñòü ñóùåñòâóþò äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ
V(x) è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ W(x), äëÿ êîòîðûõ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0
âûïî ëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) V(0) = 0 è äëÿ íåêîòîðîé ïîñ ëåäîâàòåëüíîñòè xk ! 0 ïðè k ! 1 âûïî ëíåíû
íåðàâåíñòâà V(xk) < 0,

2) _V(x) � W(x) < 0 ïðè x 6= 0.
Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.20) íåóñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.

Ä î ê àçàòåë üñòâî. Ïðåäïîëî æèì ïðîòèâíîå, ò. å. ïî ÷èñëó" > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî � (" ),
äëÿ êîòîðîãî

jx(t; t0; x0)j � " 8 t � t0

è ïðè âñåõx02f xj jxj� � (" )g. Â ýòîì ñëó÷àåâ ñèëó óñëîâèÿ 1) òåîðåìû ìî æíî âûáðàòüx0

òàê, ÷òîáû V(x0) < 0. Òîãäà èç óñëîâèÿ 2) ñëåäóåò, ÷òî

V(x(t; t0; x0)) � V (x0) < 0;

è, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ÷èñëî 
 > 0, äëÿ êîòîðîãî

jx(t; t0; x0)j � 
 8 t � t0:

Èç íåïðåðûâíîñòè W(x) ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî � , äëÿ êîòîðîãî
W(x) � � 8 x 2 f xj 
 � jxj � "g. Ïîýòîìó

W(x(t; t0; x0)) � � 8 t � t0:

Îòñþ äà è èç óñëîâèÿ 2) òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

V(x(t; t0; x0)) � V (x0) +

tZ

t0

W(x(� ; t0; x0)) d� �

� V(x0) + � (t � t0) !
t ! + 1

�1 :
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Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëî æåíèþ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó . Òåîðåìà äîê àçàíà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó (1.20), ïðåäñòàâëåííóþ â ñëåäóþùåé ôîðìå:

dx
dt

= Ax + g(t; x): (1:33)

ÇäåñüA � ïîñòî ÿííàÿ n � n-ìàòðèöà, g(t; x) � íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ: R� Rn ! R.
Áóäåì ïðåäïîëàã àòü,÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

jg(t; x)j � � jxj 8 t 2 R1; 8 x 2 Rn : (1:34)

Çäåñü� � íåêîòîðîå ÷èñëî. Ïðåäïîëàã àÿ, ÷òî ìàòðèöà A íå èìååò ÷èñòî ìíèìûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïîñò àðàåìñÿ ïîñòðîèòü ôóíêöèè V(x) è W(x), óäîâëåòâîðÿþùèå ëèáî
òåîðåìå 1.1, ëèáî òåîðåìå 1.2.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé,êîãäà âñåñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A èìåþò îòðèöàòåëüíûå
âåùåñòâåííûå ÷àñòè.Òîãäà äëÿ G = � I ïî ëåììå 1.1íàéäåòñÿ ìàòðèöà H > 0, äëÿ êîòîðîé

A � H + H A = � I : (1:35)

Ðàññìîòðèì äàëååêâàäðàòè÷íóþ ôîðìó V(x) = x � H x, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëî æèòåëüíî
îïðåäåëåííîé:

V(x) = x � H x > 0 8 x 6= 0:

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ V(x) âûïîëíåíî óñëîâèå 1) òåîðåìû îá àñèìïòîòè÷åñê îé óñòîé÷èâî-
ñòè.Ðàâåíñòâî (1.35) ìî æíî ïåðåïèñàòü â âèäå2x � H Ax = �j xj2. Ïîýòîìó , ó÷èòûâàÿ (1.33)
è (1.34), ïîëó÷àåì

_V(x) = 2x � H (Ax + g(t; x)) � �j xj2 + 2jx � H j jxj� :

Òàêèì îáðàçîì, åñëè� óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

� < (4jH j) � 1; (1:36)

òî âûïîëíåíî è óñëîâèå 2) òåîðåìû îá àñèìïòîòè÷åñê îé óñòîé÷èâîñòè ñ W(x) = �j xj2=2.
Èòàê, ìî æíî ñôîðìó ëèðîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 1.1. Åñëè A � óñòîé÷èâàÿ ìàòðèöà, ò. å. âñååå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
èìåþò îòðèöàòå ëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè è âûïî ëíåíî óñëîâèå (1.36), òî íóëåâîå ðå-
øåíèå ñèñòåìû (1.33) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Ðàññìîòðèì òåïåðüñëó÷àé,êîãäà ìàòðèöà A íå èìååò ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé è ååm ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èìåþò ïîëî æèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè.Íå óìàëÿÿ
îáùíîñòè, ìî æíî ñ÷èòàòü,÷òî ìàòðèöà A èìååò ñëåäóþùèé áëî÷íûé âèä:

A =
�

A1 0
0 � A2

�
;

ãäå A1 � óñòîé÷èâàÿ (n � m) � (n � m)-ìàòðèöà, A2 � óñòîé÷èâàÿ m � m-ìàòðèöà.
Ïðèìåíÿÿ âíîâü ëåììó 1.1, ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå ïîëî æèòåëüíûõ ñèììåòðè÷íûõ

ìàòðèö H1 è H2 ðàçìåðíîñòè (n � m) � (n � m) è m � m ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

A �
1H1 + H1A1 = � I ;

A �
2H2 + H2A2 = � I : (1:37)

Ðàññìàòðèâàÿôóíêöèþ V(x) = x �
1H1x1 � x �

2H2x2, ãäå

x =
�

x1

x2

�
; x1 2 Rn� m ; x2 2 Rm ;
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èìååì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 1) òåîðåìû î íåóñòîé÷èâîñòè. Êðîìå òîãî, èñïîëüçóÿ (1.37),
ïîëó÷àåì

_V(x) = �j xj2 + 2x �
1H1g1(t; x) � 2x �

2H2g2(t; x); (1:38)
ãäå g1(t; x) è g2(t; x) òàêîâû, ÷òî

g(t; x) =
�

g1(t; x)
g2(t; x)

�
:

Çäåñüg1(t; x) : R1 � Rn ! Rn� m , g2(t; x) : R1 � Rn ! Rm .
Èç (1.38) ñëåäóåò, ÷òî

_V � �j xj2 + 2jH1x1j jg1(t; x)j + 2jH2x2j jg2(t; x)j � �j xj2+
+2( jH1x1j + jH2x2j) jg(t; x)j � �j xj2 + 2(jH1x1j + jH2x2j) � jxj:

Îòñþ äà ñëåäóåò, ÷òî ïðè
� < (4(jH1j + jH2j)) � 1 (1:39)

áóäåòâûïîëíåíî óñëîâèå 2) òåîðåìû î íåóñòîé÷èâîñòè ñ ôóíêöèåé W(x) = �j xj2=2.
Òàêèì îáðàçîì, ìî æíî ñôîðìó ëèðîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 1.2. Åñëè ìàòðèöà A íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íà ìíèìîé îñè
è íåóñòîé÷èâà, ò. å. ñðåäèåå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èìåþòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ
ïî ëîæèòå ëüíûìè âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè, òî ïðè âûïî ëíåíèè íåðàâåíñòâà (1.39) íó-
ëåâîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.

Äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû
dx
dt

= f (x); x 2 Rn ; f (0) = 0 (1:40)

ñ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó åìîé âåêòîð-ôóíêöèåé f (x) ñëåäñòâèÿ1.1 è 1.2 ìî æíî ïåðå-
ôîðìó ëèðîâàòü â òåðìèíàõ ìàòðèöû ßêîáè:

@f (x)
@x

=

0

B
B
B
B
@

@f 1

@x1
: : :

@f 1

@xn
...

...
...

@f n

@x1
: : :

@f n

@xn

1

C
C
C
C
A

;

âçÿòîé â òî÷êå x = 0:

A =
@f
@x

�
�
�
�
x=0

:

Â ÷àñòíîñòè, èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ò å î ð å ì à 1.3 (îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ). Ïóñòü ìàòðèöà A íå
èìååò ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Åñëè A óñòîé÷èâà, òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.40) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Åñëè A íåóñòîé÷èâà, òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.40) íåóñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.

Â êà÷åñòâåïðèìåðà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ìàÿòíèê à (1.23).Â òî÷êå� = 0; � = 0 ìàòðèöà
ßêîáè èìååò âèä

A =

 
0 1

�
g
l

� �

!

:

Åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèéïîëèíîì çàïèñûâàåòñÿ êàê

p2 + � p +
g
l
:
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ßñíî, ÷òî ïðè � > 0 ìàòðèöà A óñòîé÷èâà, ò. å. îáà åå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ èìåþò îò-
ðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè.Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàåìîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ � = � ; � = 0. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèìåíèòü
òåîðåìó , âûïîëíèì çàìåíó � = e� + � , � = e� , ïîëó÷èâ ñèñòåìó

_e� = e� ;
_e� = � � e� �

g
l

sin(e� + � );

ìàòðèöà ßêîáè êîòîðîé â òî÷êå e� = 0; e� = 0 èìååò âèä

A =

 
0 1
g
l

� �

!

:

Åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèéïîëèíîì çàïèñûâàåòñÿ êàê

p2 + � p �
g
l
:

ßñíî, ÷òî ïðè � � 0 î äíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A ïîëî æèòåëüíî, à äðóãîå �
îòðèöàòåëüíî. Èñïîëüçó ÿ òåîðåìó , ïîëó÷àåì íåóñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó äëÿ ðàññìàòðè-
âàåìîãî ðåøåíèÿ.

Âåðíåìñ ÿ òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ ðåãóëÿòîðà Óàòòà. Ñîãëàñíî ðàçâèòîé íàìè òåîðèè
õàðàêòåðèñòè÷åñêèéïîëèíîì ìàòðèöû ßêîáè ñèñòåìû (1.4) èìååò âèä (1.9). Èñïîëüçó ÿ
òåîðåìó îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ è óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëèíîìà òðå-
òüåãî ïîð ÿäêà (1.16), îê îí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå (1.5) àñèìïòîòè-
÷åñêèóñòîé÷èâî, åñëèâûïîëíåíû íåðàâåíñòâàF0 < 0,

� (
 � � m! 2
0)J > � F0f 0m; (1:41)

è íåóñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó , åñëè

� (
 � � m! 2
0)J < � F0f 0m: (1:42)

Ýòîò âûâî ä, âïåðâûå ñäåëàííûé È.À.Âûøíåãðàäñêèì â 1876ãîäó íà îñíîâå íåñòðîãèõ ðàñ-
ñóæäåíèé î ëèíåàðèçàöèè (òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ ïî ÿâèëèñü
ïîç-
æå � â 1892 ãîäó), ïðîèçâåë áîëüøîå âïå÷àòëåíèå íà ñîâðåìåííèê îâ. Íåòðèâèàëüíîñòü
ýòèõ óñëîâèé çàêëþ÷àëàñüâ òîì, ÷òî èç èíæ åíåðíîé èíòóèöèè è ïðàêòèêè ñîâåðøåííî
íå ñëåäîâàëî, ÷òî êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì â îáåñïå÷åíèè óñòîé÷è-
âîé ðàáîòû ðåãóëÿòîðà. Â òåõñëó÷àÿõ,êîãäà òðåíèå íåäîñòàòî÷íî è âûïîëíÿåòñ ÿ (1.42),
âîçíèê àåòýôôåêò, êîòîðûé ìî æíî ñðàâíèòüñ íåðåàëèçóåìîñòüþ âåðõíåãî ïîëî æåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ ìàÿòíèê à. Æåëàåìûé ðåæèì ðàáîòû ðåãóëÿòîðà ñòàíîâèòñÿ íåðåàëèçóåìûì èç-çà
ñâîåé íåóñòîé÷èâîñòè.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñäåëàòüýòîò âûâî ä äîñòóïíûì äëÿ èíæ åíåðîâ, È.À.Âûøíåãðàäñêèé
ñôîðìó ëèðîâàë ñâîé çíàìåíèòûé �òåçèñ":

Òðåíèå åñòü ñóùåñòâåííàÿ ïðèíàäëåæíîñòü ÷óâñòâèòåëüíîãî è ïð àâèëüíî ðàáîòàþ-
ùåãî ðåãóëÿòîðà, êîðî÷å: �áåç òðåíèÿ íåò ðåãóëÿòîðà".

Íàðóøåíèÿ â ðàáîòå ðåãóëÿòîðîâ â ñåðåäèíåXIX âåêà îáúÿñíÿëèñü òåì, ÷òî â ñâÿçèñ
âîçðàñòàíèåì ìîùíîñòè ìàøèí ñòàëè ïðèìåíÿòü áîëåå òÿæåëûå çàñëîíêè è äëÿ èõ óïðàâ-
ëåíèÿ ïîòðåáîâàëèñü áîëåå çíà÷èòåëüíûå ìàññû øàðîâ m. Ñîâåðøåíñòâîâàíèå îáðàáîòêè
ïîâåð õíîñòåé ïðèâî äèëî ê óìåíüøåíèþ êîýôôèöèåíò à òðåíèÿ � . Óâåëè÷åíèåðàáî÷åé ñêî-
ðîñòè ìàøèí ñäåëàëî íåîá õî äèìûì óìåíüøåíèå ìîìåíòîâ èíåðöèè J âàëàè ñâÿçàííûõ ñ
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íèì äåòàëåé.Çàìåòèì, ÷òî â ñîâðåìåííûõ òóðáîãåíåðàòîðàõ ìîìåíò èíåðöèè J ÿâëÿåòñÿ
íàñòîëüêî áîëüøîé âåëè÷èíîé, ÷òî íåðàâåíñòâà (1.41) âñåãäà âûïîëíèìû.

Òàêèì îáðàçîì, íàìè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îáåñïå÷èâàåòñÿ ðàáî÷èé ðåæèì
ñèñòåìû ìàøèíà�ðåãó ëÿòîð Óàòòà. ×àñòî òàêèå ðåæèìû íàçûâàþò ñòàöèîíàðíûìè ðå-
æèìàìè, ðåæèìàìè ñëåæåíèÿ, ðåæèìàìè óäåðæàíèÿ. Îäíàê î ïðè âêëþ÷åíèè ñèñòåìû ê
òàêîìó ðåæèìó êàæäûé ðàç íåîá õî äèìî ïåðåéòè èç ñîâñåì äðóãîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.
Ðåæèìû ïî äîáíîãî ïåðåõî äà íàçûâàþòñÿ ïåðåõî äíûìè ðåæèìàìè.

Ÿ 1.4. Ïåðåõ î äíûå ðåæèìû äëÿ
ðåãóëÿòîðà Óàòòà

Èçó÷èì ïåðåõî äíîé ðåæèì äëÿ ðåãóëÿòîðà Óàòòà. Ïðè ýòîì áóäåì èñïîëüçîâàòü îñíîâ-
íûå èäåèìåòî äà ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà. Áóäåì òàêæåïðåäïîëàã àòü,÷òî ôóíêöèÿ
F (u(x)) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé:

F (u(x)) � G = F0� x = F0(x � x0)

(ñì. ñîîòíîøåíèÿ (1.4)�(1.7)). Òàêîå ïðåäïîëî æåíèå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì, åñëèæåñò-
êîñòü ïðóæèíû 
 äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ è äèàïàçîí èçìåíåíèÿ x(t) â ïåðåõî äíîì ïðîöåññå
äîñòàòî÷íî ìàë. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå ïðèìåì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ f :
f = � mr ! 2 + � m! 2

0x.
Èòàê, ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëî æåíèÿõ èìååì óðàâíåíèÿ

J _! = F0� x;
m(� x)�� + � (� x) � + 
 0(� x) = � mr ! 2 � 
 0x0

(1:43)

è íà ÷àëüíûå óñëîâèÿ ! (0) = 0, � x(0) = � x0, (� x(0)) � = 0, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþòâêëþ-
÷åíèþ ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Çäåñü
 0 = 
 � � m! 2

0.
Ââåäåì îáîçíà ÷åíèÿ

y =
F0

J
� x; z =

F0

J
(� x)� ; a =

�
m

; b=

 0

m
;

' (! ) =
(� F0)
mJ

(� mr ! 2 � 
 0x0):

Óðàâíåíèÿ (1.43) â ýòèõ îáîçíà ÷åíèÿõ ìî æíî çàïèñàòüñëåäóþùèì îáðàçîì:

_! = y;
_y = z;
_z = � az � by� ' (! ):

(1:44)

Äëÿ èçó÷åíèÿ ýòîé ñèñòåìû ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

V(! ; y; z) = a

!Z

0

' (x) dx + ' (! )y +
by2

2
+

(z + ay)2

2
:

Ýòà ôóíêöèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàì ôóíêöèé V(x) â òåîðåìàõ
Ëÿïóíîâà îá àñèìïòîòè÷åñê îé óñòîé÷èâîñòèè íåóñòîé÷èâîñòè. Ïîýòîìó ôóíêöèþ V(! ; y; z)
áóäåì òàêæå íàçûâàòü ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà.

Ëåãêî âèäåòü,÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ! (t); y(t); z(t) ñèñòåìû (1.44) âûïîëíåíî ñîîòíî-
øåíèå

_V(! (t); y(t); z(t)) = (' 0(! (t)) � ab)y(t)2: (1:45)
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Ë å ì ì à 1.2. Ïóñòü âûïî ëíåíî íåðàâåíñòâî

m
 0 > � 2 (1:46)

è íà ïðî ìåæóòêå [0; ! 1], ãäå! 1 îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà
! 1Z

0

' (x) dx = 0;

âûïî ëíåíî óñëîâèå
ab> ' 0(! ): (1:47)

Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.44) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè ! (0) = 0, y(0) = � (F0 )
J x0,

z(0) = 0 ñïðàâåäëèâîâêëþ÷åíèå

! (t) 2 [0; ! 1] 8 t � 0: (1:48)

Ä î ê àçàòåë üñòâî. ßñíî, ÷òî ïðè t = 0 âêëþ÷åíèå (1.48) âûïîëíåíî. Èç íåïðåðûâíîé
äèôôåðåíöèðó åìîñòè ! (t) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû âêëþ÷åíèå (1.48) íå âûïîëíÿëîñü,
íåîá õî äèìî ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà� � 0, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî î äíî èç ñîîòíîøåíèé:

1) ! (� ) = 0, _! (� ) � 0, ! (t) 2 [0; ! 1] 8 t 2 [0; � ];
2) ! (� ) = ! 1, _! (� ) � 0, ! (t) 2 [0; ! 1] 8 t 2 [0; � ].
Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîì èçýòèõñëó÷àåââ ñèëó(1.47)èìååì íåðàâåíñòâî _V(! (t); y(t); z(t)) �

0 8 t 2 [0; � ]. Îòñþ äà è èç ñîîòíîøåíèé

V(! (0); y(0); z(0)) = �

 0

2m
F 2

0

J 2
x2

0 +
� 2

2m2

F 2
0

J 2
x2

0 < 0

ñëåäóåò, ÷òî
V(! (� ); y(� ); z(� )) < 0: (1:49)

Â ñëó÷àå1), ó÷èòûâàÿ,÷òî _! (t) = y(t), èìååì ' (! (t)) y(t) � 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, V(! (� ); y(� ); z(� )) �
0. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò ñîîòíîøåíèþ (1.49).

Â ñëó÷àå2) èìååì ' (! (t)) y(t) � 0, ïîñê îëüêó ! 1 > ! 0. Ïîýòîìó òàêæåV(! (� ); y(� ); z(� )) �
0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (1.49).

Ïîëó÷åííûå ïðîòèâîðå÷èÿ è äîê àçûâàþò ëåììó 1.2.

Ë å ì ì à 1.3. Ïóñòü äëÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà ïðî ìåæóòêå [0; + 1 ) ôóíê-
öèè u(t) âûïî ëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà C
j _u(t)j � C 8 t � 0;

2) u(t) � 0 8 t � 0;

3)
Z + 1

0
u(t) dt < + 1 .

Òîãäà lim
t ! + 1

u(t) = 0.

Ä î ê àçàòåë üñòâî. Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå

u(t)2 = u(0)2 + 2

tZ

0

u(� ) _u(� ) d� (1:50)

è ïðîâåäåì îöåíêó
tZ

0

ju(� ) _u(� )j d� �

tZ

0

j _u(� )j u(� ) d� � C

+ 1Z

0

u(� ) d� :
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Èç ýòîé îöåíêè è óñëîâèÿ 3) ëåììû ñëåäóåò ñõî äèìîñòü èíòåãðàëà
+ 1Z

0

u(� ) _u(� ) d� :

Íî òîãäà èç (1.50) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

lim
t ! + 1

u(t)2 = � :

Èç óñëîâèé 2) è 3) âûòåêàåò, ÷òî � = 0. Ëåììà äîê àçàíà.
Ë å ì ì à 1.4. Ïóñòü äëÿ íåïðåðûâíîé íà ïðî ìåæóòêå [0; + 1 ) ôóíêöèè u(t) âûïî ëíå-

íû óñëîâèÿ:
1) äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà C

j •u(t)j � C 8 t � 0;
2) lim

t ! + 1
u(t) = 0.

Òîãäà lim
t ! + 1

_u(t) = 0.

Ä î ê àçàòåë üñòâî. Ïðåäïîëî æèì ïðîòèâíîå, ò. å. ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñò è
tk ! + 1 , äëÿ êîòîðîé

j _u(tk)j � ":
Èç óñëîâèÿ 1) ñëåäóåò, ÷òî òîãäà

j _u(t)j �
"
2

(1:51)

íà ïðîìåæóòê àõ
�
tk ; tk + "

2C

�
.

Èç óñëîâèÿ 2) ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ìî æíî âçÿòüt1 òàêèì, ÷òî

ju(t)j �
"2

16C
8 t � t1: (1:52)

Îòñþ äà è èç (1.51) âûòåêàåò, ÷òî
�
�
�u

�
tk +

"
2C

� �
�
� �

3"2

16C
:

Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (1.52), ÷òî è äîê àçûâàåòëåììó 1.4.

Ò å î ð å ì à 1.4 ( î ïåðåõî äíîì ðåæèìå). Ïóñòü äëÿ ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà âûïî ëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

m
 0 > � 2; (1:53)

� 
 0J > �
p

3 F0f 0m: (1:54)
Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.43) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ! (0) = 0, � x(0) = � x0,

(� x(0)) � = 0 âûïî ëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

! (t) 2
�
0;

r
3
 0x0

� mr

�
=

�
0;

p
3! 0

�
; (1:55)

lim
t ! + 1

! (t) = ! 0; lim
t ! + 1

� x(t) = 0; lim
t ! + 1

(� x(t)) � = 0: (1:56)

Íàïîìíèì, ÷òî çäåñüf 0 = 2� m! 0(x0 + r ).
Ä î ê àçàòåë üñòâî. Âêëþ÷åíèå (1.55) ñëåäóåò ñðàçóèç ëåììû 1.1. Â ñàìîì äåëå, ! 1

çäåñüëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ
1
3

� mr ! 3
1 � 
 0x0! 1 = 0;
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è óñëîâèå (1.47) ïðèíèìàåò âèä

� 
 0

m2
> �

2F0

mJ
� mr ! 1:

Ýòî íåðàâåíñòâî ìî æíî çàïèñàòüâ âèäå

� 
 0J > �
p

3 F0m(f 0 � 2� m! 0x0):

ßñíî, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ (1.54).
Òàêèì îáðàçîì, çäåñüâûïîëíåíû âñåóñëîâèÿ ëåììû 1.1,è, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî

âêëþ÷åíèå (1.55).
Äëÿ äîê àçàòåëüñòâà(1.56) çàìåòèì, ÷òî èç (1.45) è âêëþ÷åíèÿ (1.55) âûòåêàåòíåðàâåí-

ñòâî
_V(! (t); y(t); z(t)) � � "y (t)2 8 t � 0; (1:57)

ãäå " � äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëî æèòåëüíîå ÷èñëî. Îòñþ äà è èç (1.55) ñëåäóåò îãðàíè÷åí-
íîñòü ôóíêöèè V(! (t); y(t); z(t)) íà [0; + 1 ). Íî òîãäà èç (1.57) ïîëó÷èì ñóùåñòâîâàíèå
íåêîòîðîãî ÷èñëàC, äëÿ êîòîðîãî

tZ

0

y(� )2d� �
1
"

�
V (! (0); y(0); z(0)) � V(! (t); y(t); z(t))

�
� C 8 t � 0:

ßñíî òàêæå, ÷òî èç îãðàíè÷åííîñòè V(! (t); y(t); z(t)) è âêëþ÷åíèÿ (1.55) ñëåäóåò, ÷òî
íà [0; + 1 ) îãðàíè÷åíû è ôóíêöèè y(t) è z(t). Íî òîãäà îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ d

dt y(t)2 =
2y(t)z(t).

Òàêèì îáðàçîì, çäåñüâûïîëíåíû âñåóñëîâèÿ ëåììû 1.2, è, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
t ! + 1

y(t) = 0: (1:58)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî
•y(t) = � az(t) � by(t) � ' (! (t)) ;

è, êàê ïîê àçàíî âûøå, z(t); y(t); ! (t) îãðàíè÷åíû íà [0; + 1 ). Îòñþ äà è èç (1.58) ïî ëåììå
1.3 ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ z(t) = _y(t) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
t ! + 1

z(t) = 0: (1:59)

Èç (1.57)�(1.59) è âèäà ôóíêöèè V çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóþòïðåäåëû

lim
t ! + 1

V(! (t); y(t); z(t)) ; lim
t ! + 1

! (t )Z

0

' (x) dx:

Ó÷èòûâàÿ âèä ôóíêöèè ' (! ), îòñþ äà äåëàåì âûâî ä, ÷òî

lim
t ! + 1

! (t) = ! 0:

Òåîðåìà äîê àçàíà.
Ñðàâíèì òåïåðü íàøè íåëîê àëüíûå óñëîâèÿ (1.53), (1.54) ïåðåõî äà ïðè âêëþ÷åíèè ñè-

ñòåìû ìàøèíà�ðåãó ëÿòîð Óàòòà îò ïåðâîíà ÷àëüíîãî íåïî äâèæíîãî ñîñòîÿíèÿ ! = 0; x =
0; _x = 0 ê ñòàöèîíàðíîìó ðàáî÷åìó ñîñòîÿíèþ ! = ! 0; x = x0; _x = 0 ñ ëîê àëüíûìè óñëîâè-
ÿìè óäåðæàíèÿ ýòîãî ðàáî÷åãî ñîñòîÿíèÿ (1.41).

Óñëîâèÿ (1.41) è (1.54) ñõî æè ïî ôîðìå, è óñëîâèå (1.54) òðåáóåò íåñêîëüêî áîëüøåãî
(íî íå î÷åíü çíà÷èòåëüíî): â ïðàâîé ÷àñòèíåðàâåíñòâà ïî ÿâèëñÿ ñîìíî æèòåëü

p
3.

Óñëîâèå (1.53) � ýòî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà æåñòêîñòü ïðóæèíû: îíà äîëæíà ïðå-
âûøàòü òðåíèå òàê, êàê ýòî ðåêîìåíäîâàíî íåðàâåíñòâîì (1.53).
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Â îòëè÷èåîò óñëîâèé (1.41), íàðóøåíèå êîòîðûõ ïðèâî äèò ê ôèçè÷åñêîé íåðåàëèçóåìî-
ñòè ðàáî÷åãî ðåæèìà (ñðàâíè ñ óñëîâèåì íåóñòîé÷èâîñòè (1.42)), óñëîâèÿ (1.53) è (1.54)
ÿâëÿþòñÿ ëèøü äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè, ïðè êîòîðûõ ïåðåõî äíûé ðåæèì ïðèâåäåòñèñòå-
ìó ìàøèíà�ðåãó ëÿòîð â ñêîëü óãîäíî ìàëóþ (ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì âðåìåíè) îêðåñò-
íîñòü ðàáî÷åãî ðåæèìà. Ïîýòîìó çäåñüâîçìî æíû äàëüíåéøèå óòî÷íåíèÿ è îñëàáëåíèå
ýòèõ óñëîâèé ñ ïîìîùüþ êàê àíàëèòè÷åñêîãî àïïàðàò à (íàïðèìåð, ìî æíî ïûò àòüñÿ ïî-
ñòðîèòü äðóãèåôóíêöèè Ëÿïóíîâà, êîòîðûå óëó÷øàò îöåíêè), òàê è ÷èñëåííîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ ðåøåíèÿ. Îäíàê î ñëåäóåò ó÷èòûâàòü,÷òî â èíæ åíåðíîé
ïðàêòèêå ÷àñòî íåâîçìî æíî òî÷íî óêàçàòüâñåïàðàìåòðû, è íåîá õî äèìî òàêæå ïîìíèòü,
÷òî ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìî äåëèâñåãäà âîçìî æíî ïðè íåêîòîðîé èäåàëèçàöèè.Ïî-
ýòîìó ÷àñòî îê àçûâàåòñÿ âïîëíå äîñòàòî÷íî èíôîðìàöèè, êîòîðóþ ïîëó÷àþò ñ ïîìîùüþ
äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé (1.53), (1.54).

Çàìåòèì, ÷òî íåëîê àëüíûé àíàëèç ïåðåõî äíîãî ïðîöåññà áûë ïðîâåäåí çäåñüâ ïðåäïî-
ëî æåíèè, ÷òî f = � m(r ! 2 + ! 2

0x). Ïðîâåäåíèå àíàëîãè÷íîãî àíàëèçà äëÿ òî÷íîé ôîðìó ëû,
îïèñûâàþùåé öåíòðîáåæíóþ ñèëó

f = � m! 2(r + x);

ÿâëÿåòñÿ íåðåøåííîé â íàñòî ÿùåå âðåìÿ çàäà÷åé. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî íåêîòîðîå óïðî-
ùåíèå íåëèíåéíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìî äåëè ïåðåä åå ñòðîãèì ìàòåìàòè÷åñêèì àíàëèçîì
ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì äëÿ ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ.

Èç óñëîâèÿ (1.55) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çäåñüóïðîùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé
ìî äåëè (1.43) âûïîëíåíî óñëîâèå

�
�� m! (t)2(r + x(t)) � � m(r ! (t)2 + ! 2

0x(t))
�
� � 2� m! 2

0jx(t)j 8 t � 0:

Ñõåìàòè÷åñêè ïåðåõî äíûé ïðîöåññ èçîáðàæåí íà ðèñ. 1.11.

Ðèñ.1.11
Â ýíåðãîóñòàíîâê àõ ÷àñòî äëÿ òîãî, ÷òîáû íå áûëî ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, ïðèìåíÿþò

ðàçëè÷íûå ñèñòåìû è ñïîñîáû çàïóñêà. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõâíà÷àëåçàïóñêàþò ìàøèíó
áåçíàãðóçêè, à ïîòîì ååíàãðóæàþò. Â î äíèõ ñëó÷àÿõíàãðóæåíèå ïðîèçâî äÿò ðåçêî, à â
äðóãèõ� ïëàâíî. Ïîñëåäíåå ìî æíî ìàòåìàòè÷åñêè èäåàëèçèðîâàòüñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðè ìàëîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òàê æå ìàëî ñìåùà-
þòñÿ óñòîé÷èâûå ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ. Ïðè ìàëîì ñêà÷êîîáðàçíîì èçìåíåíèè íàãðóçêè
ñòàðîå ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå, â ìàëóþ îêðåñòíîñòü êîòîðîãî ïðèò ÿíó ëàñüòðàåêòîðèÿ,êî-
òîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõî äíîìó ïðîöåññó, ìî æíî òðàêòîâàòüêàê íîâûå íà ÷àëüíûå äàí-
íûå äëÿ òðàåêòîðèèóðàâíåíèÿ ïîñëå íàãðóçêè. Ïîñê îëüêó ýòî íà ÷àëüíîå óñëîâèåíàõ î äèò-
ñÿ âáëèçèíîâîãî óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (òî÷íåå � â îáëàñòèåãî ïðèò ÿæåíèÿ),
òî ðàññìàòðèâàåìàÿ òðàåêòîðèÿ ïðèò ÿãèâàåòñÿ â íàïåðåä çàäàííóþ ìàëóþ îêðåñòíîñòü
óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Äàëåå íàáðàñûâàåì íàãðóçêó åùå ðàç è ïîâòîð ÿåì
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ïðåäûäóùåå ðàññóæäåíèå.Òàêîé ñïîñîá óïðàâëåíèÿ ïåðåõî äíûì ïðîöåññîì íàçûâàåòñÿ
óïðàâëåíèåì óñòàâêàìè.

Ýòîò ñïîñîá èñïîëüçîâàëñÿ âåñüìà øèðîê î ïðè óïðàâëåíèè ðîáîò àìè-ìàíèïó ëÿòîðàìè
äëÿ òîãî, ÷òîáû íå áûëî ñðûâà ñ ïðîãðàììíûõ äâèæåíèé â îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè.

Ïðè óïðàâëåíèè ñîöèàëüíî-ýê îíîìè÷åñêèìè ïðîöåññàìè íà ïåðåõî äíûõ ðåæèìàõ òàê-
æå ìîãóò ïðî ÿâëÿòüñÿ íåóñòîé÷èâîñòè è ñðûâ ñ çàðàíåå çàÿâëåííûõ è ñïëàíèðîâàííûõ
ïðîãðàììíûõ äâèæåíèé. Òàê æå, êàê è â ðåãóëÿòîðå Óàòòà, èõ íåëüçÿ îáúÿñíèòü �ñòàòè-
÷åñêè�è íà óðîâíå �çäðàâîãî ñìûñëà". Èõ ïðè÷èíû íåòðèâèàëüíû è ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì
ýâîëþöèè òîé èëè äðóãîé ñèñòåìû.
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Ã Ë À Â À 2

ËÈÍÅÉÍÛÅ ÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÖÅÏÈ,
ÏÅÐÅÄÀ ÒÎ×ÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ È ×À ÑÒÎÒÍÛÅ
ÕÀÐ ÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÁËÎÊ ÎÂ

Ÿ 2.1. Îïèñàíèå ëèíåéíûõ áëîê îâ

Â ïðåäûäóùåé ãëàâåìû ðàññìàòðèâàëèíåëèíåéíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìî äåëü, è ñóùå-
ñòâåííîé ÷àñòüþ èññëåäîâàíèÿ áûëà ïðîöåäóðà ëèíåàðèçàöèè. Çäåñüìû ïîê àæåì, ÷òî
øèðîê î ðàñïðîñòðàíåííûå ýëåêòðè÷åñêèåöåïè, ñîäåðæàùèå ñîïðîòèâëåíèÿ, êîíäåíñàòî-
ðû è èíäóêòèâíîñòè, îïèñûâàþòñ ÿ ëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîñòåéøóþ ýëåêòðè÷åñêóþöåïü � RC-öåïü, êîòîðàÿ ÷àñòî èñ-
ïîëüçó åòñÿ â ðàäèîòåõíèêå êàê íèçê î÷àñòîòíûé ôèëüòð (ðèñ. 2.1). ÇäåñüR � ñîïðîòèâëå-
íèå ðåçèñòîðà,C � åìê îñòü êîíäåíñàòîðà, u1(t) è u2(t) � ýëåêòðè÷åñêèåíàïð ÿæåíèÿ.

Âûâåäåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âåëè÷èíàìè u1(t) è u2(t). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçó åìñÿ çàêî-
íîì Îìà

R i(t) = u1(t) � u2(t): (2:1)

Çäåñüi (t) � ñèëàòîêà, ïðî õî äÿùåãî îò ëåâîé êëåììû ÷åðåçðåçèñòîðè åìê îñòü. Íàïîìíèì,
÷òî

i (t) =
dq(t)

dt
; (2:2)

ãäå q(t) � êîëè÷åñòâî ýëåêòðè÷åñòâà.Ýòî êîëè÷åñòâî ýëåêòðè÷åñòâàìû ìî æåì ðàññìîò-
ðåòüíà îáêëàäêàõ êîíäåíñàòîðà ñåìê îñòüþ C. Ïîñê îëüêó íàïð ÿæåíèå ìåæäó îáêëàäêàìè
ðàâíî u2(t), èç ñâîéñòâàåìê îñòè èìååì

q(t) = Cu2(t): (2:3)

Ïî äñòàâëÿÿ (2.3) â (2.2) è (2.2) â (2.1), ïîëó÷àåì

RC
du2

dt
+ u2 = u1: (2:4)

Ðàññìîòðèì åùå î äíó ýëåêòðè÷åñêóþñõåìó � RLC -öåïü (ðèñ. 2.2).

Ðèñ.2.1 Ðèñ.2.2
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Â ýòîì ñëó÷àåê ïàäåíèþ íàïð ÿæåíèÿ u1(t) � u2(t) äîáàâëÿåòñÿ ýëåêòðîäâèæóùàÿ ñèëà
ñàìîèíäóêöèè e(t), äëÿ êîòîðîé õîðîøî èçâåñòíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

e(t) = � L
d i (t)

dt
: (2:5)

Ïîýòîìó âìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (2.1) çäåñüèìååì

u1(t) � u2(t) + e(t) = R i(t); (2:6)

èëè, ó÷èòûâàÿ (2.5), ïîëó÷àåì

u1(t) � u2(t) � L
d i (t)

dt
= R i(t): (2:7)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àåòàêæå âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (2.2) è (2.3). Ïîýòîìó , ïî ä-
ñòàâëÿÿ (2.3) â (2.2) è (2.2) â (2.7), îê îí÷àòåëüíî íàõ î äèì

LC
d2u2

dt2
+ RC

du2

dt
+ u2 = u1: (2:8)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (2.4) è (2.8) ñâÿçûâàþò u1 è u2 ñîîòâåòñòâåííî äëÿ RC- è RCL-
öåïåé. Âåëè÷èíû u1(t) è u2(t) óäîáíî òðàêòîâàòüêàê âõî ä è âûõî ä áëîêà, ìàòåìàòè÷åñêîå
îïèñàíèå êîòîðîãî çäåñüñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèÿì (2.4) èëè (2.8) (ðèñ. 2.3).

Ðèñ.2.3.
Çàìåòèì, ÷òî â äâóõðàññìîòðåííûõ íàìè ñëó÷àÿõôîðìàëüíî ìî æíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè

âõî ä è âûõî ä. Åñëè ðàíåå ìû ïî äàâàëèíàïð ÿæåíèå íà âõî ä u1(t) è íàáëþ äàëè çà âûõî äîì
� íàïð ÿæåíèåì u2(t), òî âîçìî æíî òàêæå ïî äàâàòüíàïð ÿæåíèå u2(t) è íàáëþ äàòüçà âû-
õî äîì u1(t). Îäíàê î u2(t) â êà÷åñòâåâûõî äà áëîêà L ôîðìèðó åòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèé
(2.4) ñ íà ÷àëüíûìè äàííûìè u2(0) èëè êàê (2.8) ñ íà ÷àëüíûìè äàííûìè u2(0), _u2(0), à
âûõî ä u1(t) ôîðìèðó åòñÿ î äíîçíà ÷íî ïî ôîðìó ëàì (2.4) è (2.8).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â èíæ åíåðíîé ïðàêòèêå ðåäêî èñïîëüçóþòñÿ ñëó÷àè,êîãäà ëè-
íåéíûé áëîê ÿâëÿåòñÿ ñóììîé îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ � â ýòîì ñëó÷àåâûñîê î÷à-
ñòîòíàÿ ïàðàçèòíàÿ ïîìåõ à A sin! t (A � ìàëî è ! î÷åíü âåëèêî), íàêëàäûâàÿñü íà âõî ä
u2: u2(t) + A sin! t, â ðåçóëüòàòåäàåòäëÿ RC-öåïè âûõî ä

u1(t) = RC _u2(t) + u2(t) + RCA! cos! t + A! sin! t:

Òàê êàê âåëè÷èíà RCA! óæå íå ÿâëÿåòñÿ ìàëîé, ïîëåçíûé ñèãíàë u2(t) ïðîéäåò ÷åðåç
áëîê L ñ áîëüøèìè èñêàæåíèÿìè. Â äàëüíåéøåì ìû óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî â ñëó÷àå,êîãäà
âõî äîì ÿâëÿåòñÿ u1(t), ïðîèñ õî äèò îáðàòíûé ýôôåêò, è âûñîê î÷àñòîòíûå ïîìåõè âèäà
A sin! t ïî äàâëÿþòñÿ.

Ïîñê îëüêó óðàâíåíèÿ (2.1)�(2.3) è (2.5), (2.6) ñîõðàíÿþòñÿ è äëÿ äðóãèõýëåêòðè÷åñêèõ
ñõåì, â êîòîðûå âõî äÿò ïðîâî äíèêè, ðåçèñòîðû, êîíäåíñàòîðû è èíäóêòèâíîñòè, òàêèå
öåïè îïèñûâàþòñ ÿ ëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ïîñòî ÿííûìè êîýô-
ôèöèåíò àìè. Ïðè ýòîì ÷àñòî öåíòðàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé âîïðîñ: êàê èçìåíÿåòñÿ
ñèãíàë u1(t) ïðè ïðî õî æäåíèè ÷åðåçëèíåéíóþ öåïü L, ò. å. êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé âõî ä
u1(t) è âûõî ä u2(t) ëèíåéíîãî áëîêà L? Ïðè ýòîì ýëåêòðè÷åñêàÿ ñõåìà ìî æåò áûòü î÷åíü
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ñëîæíîé, ñ áîëüøèì ÷èñëîì ëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ � ðåçèñòîðîâ, êîíäåíñàòîðîâ è èíäóê-
òèâíîñòåé.

Èìåííî ïðè îòâåòåíà ýòîò âîïðîñ â ðàìê àõ òåîðèè ëèíåéíûõ öåïåé íà ðóáåæå XIX è XX
âåêîâ âïåðâûå ñôîðìèðîâàëèñü òàêèåôóíäàìåíò àëüíûå äëÿ òåîðèè óïðàâëåíèÿ ïîíÿòèÿ,
êàê âõî ä, âûõî ä, ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ è ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà.

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (2.4) è (2.8) äîïó ñêàþò ñëåäóþùåå åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå:

N
�

d
dt

�
u2 = M

�
d
dt

�
u1: (2:9)

ÇäåñüN
�

d
dt

�
è M

�
d
dt

�
� äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

N
�

d
dt

�
u := Nnu(n) + Nn� 1u(n� 1) + : : : + N1 _u + N0u;

M
�

d
dt

�
u := M mu(m) + M m� 1u(m� 1) + : : : + M 1 _u + M 0u;

ãäå N i è M i � íåêîòîðûå ÷èñëà. Âûñêàçàííîå ðàíåå çàìå÷àíèå î ïîìåõ îóñòîé÷èâîñòè
áëîêîâ (2.4) è (2.8) äåëàåòåñòåñòâåííûì ââåäåíèå ñëåäóþùåãî îãðàíè÷åíèÿ: m < n. Íå
óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìî æíî ñ÷èòàòü,÷òî N n = 1.

Ââåäåì òàêæå íîâûå îáîçíà ÷åíèÿ äëÿ âõî äà è âûõî äà: � = u2, � = u1.
Åùå ðàç îáñóäèì, êàê ñèãíàë � (t) ïåðåðàáàòûâàåòñÿ ëèíåéíûì áëîêîì L (ðèñ. 2.4), åñëè

ýòîò áëîê çàäàí óðàâíåíèåì

N
�

d
dt

�
� = M

�
d
dt

�
� : (2:10)

Ðèñ.2.4.
Ñíà ÷àëà îïåðàòîð M

�
d
dt

�
äåéñòâóåò íà ôóíêöèþ � (t):

f (t) = M
�

d
dt

�
� (t):

Äàëåå� (t) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå íåî äíîðî äíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

N
�

d
dt

�
� (t) = f (t): (2:11)

ßñíî, ÷òî � (t) îïðåäåëÿåòñÿ íåî äíîçíà ÷íî ïî ôóíêöèè � (t). Íåîá õî äèìî, êðîìå òîãî, çà-
äàòüíà ÷àëüíûå óñëîâèÿ

x0 =

0

B
B
@

� (0)
_� (0)

...
� (n� 1)(0)xxx

1

C
C
A :

Âåêòîð x0 áóäåì íàçûâàòü íà ÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì áëîêà L.
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Òàêèì îáðàçîì, áëîê L � ýòî îïèñàííûé âûøå îïåðàòîð, êîòîðûé äåéñòâóåò íà ïð ÿìîì
ïðîèçâåäåíèè ìíî æåñòâ

�
� (t)

	
�

�
x0

	 L!
�

� (t)
	

: (2:12)

Ìíî æåñòâî âõî äîâ f � (t)g � ýòî íåêîòîðîå ìíî æåñòâî ôóíêöèé, íà êîòîðîì ìî æíî îïðå-
äåëèòüîïåðàòîð L. Â íàøåì ñëó÷àå� ýòî ôóíêöèè, èìåþùèå â êàæäîé òî÷êå t 2 [0; + 1 )
íåïðåðûâíóþ m-þ ïðîèçâî äíóþ. Òîãäà ôóíêöèÿ f (t) = M

�
d
dt

�
� (t) áóäåò îïðåäåëåíà è

íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå t 2 [0; + 1 ). Èç íåïðåðûâíîñòè f (t) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå
ðåøåíèÿ � (t) óðàâíåíèÿ (2.11), êîòîðîå îïðåäåëåíî ïðè âñåõt � 0 è èìååò íåïðåðûâ-
íóþ n-þ ïðîèçâî äíóþ. Ìíî æåñòâî íà ÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé � ýòî íåêîòîðîå ïî äìíî æåñòâî
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Ðàññìîòðèì äðóãîå îïèñàíèå áëîêà L, êîòîðîå ïîçâîëÿåò çàäàâàòüîïåðàòîð L ëèøü
íà ìíî æåñòâåíåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f � (t)g. Èñïîëüçó ÿ ïðåæíèå îáîçíà ÷åíèÿ, íàõ î äèì
îïåðàòîð L ñëåäóþùèì îáðàçîì:

N
�

d
dt

�
� = � ; � = M

�
d
dt

�
� ; x0 =

0

B
B
@

� (0)
_� (0)

...
� (n� 1)(0)

1

C
C
A : (2:13)

Çäåñüâíà÷àëåîïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ � (t) êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

N
�

d
dt

�
� = �

ñ íà ÷àëüíûìè äàííûìè x0, à çàòåì ê ýòîé ôóíêöèè ïðèìåíÿåòñ ÿ îïåðàòîð M
�

d
dt

�
: � (t) =

M
�

d
dt

�
� (t).

ßñíî, ÷òî åñëèáëîê L çàäàí óðàâíåíèÿìè (2.13)è ôóíêöèÿ � (t) èìååò m-þ íåïðåðûâíóþ
ïðîèçâî äíóþ, òî ìî æíî ïåðåéòè ê îïèñàíèþ áëîêà óðàâíåíèÿìè (2.10). Â ñàìîì äåëå,
èìååì

N
�

d
dt

�
� = N

�
d
dt

�
M

�
d
dt

�
� = M

�
d
dt

�
N

�
d
dt

�
� = M

�
d
dt

�
� :

Ïîê àæåì òåïåðü, ÷òî îïèñàíèå (2.13) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèé

dx
dt

= Ax + b�;

x0 = x(0);
� = c� x;

(2:14)

ãäå A � ïîñòî ÿííàÿ n � n-ìàòðèöà, b è c � ïîñòî ÿííûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâåííî ðàçìåð-
íîñòè n � m è n � l. Îïåðàöèÿ � îçíà ÷àåòâ âåùåñòâåííîì ñëó÷àåòðàíñïîíèðîâàíèå, à â
êîìïëåê ñíîì ñëó÷àå� ýðìèòîâî ñîïð ÿæåíèå.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà ÷åíèÿ:

� = x1; _� = x2; : : : ; � (n� 1) = xn ; x =

0

@
x1
...

xn

1

A :
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Òîãäà óðàâíåíèÿ (2.13) çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå:

_x1 = x2;
...
_xn� 1 = xn ;
_xn = �N n� 1xn� 1 � : : : � N0x1 + � (t);

� = M mxm+1 + M m� 1xm + : : : + M 0x1:

Ïîýòîìó çäåñü

A =

0

B
B
B
B
@

0 1 0 0 : : : 0
0 0 1 0 : : : 0
0 0 0 1 : : : 0
0 0 0 0 : : : 1

�N 0 : : : : : : : : : : : : �N n� 1

1

C
C
C
C
A

; b=

0

B
B
@

0
...
0
1

1

C
C
A ;

c =

0

B
B
B
B
@

M 0
...

M m

0
0

1

C
C
C
C
A

; x0 =

0

@
x1(0)

...
xn (0)

1

A =

0

@
� (0)

...
� (n� 1)(0)

1

A :

Íàïîìíèì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.14) ìî æåòáûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåé èíòåãðàëüíîé
ôîðìå (ôîðìó ëà Êîøè):

x(t) = eAt x0 +

tZ

0

eA(t � � )b�(� )d� :

Ïîýòîìó

� (t) = c� eAt x0 +

tZ

0

c� eA(t � � )b�(� ) d� : (2:15)

Ðàññìàòðèâàÿ îïèñàíèå áëîêà L â âèäå (2.15), åñòåñòâåííî ïðèõ î äèì ê ñëåäóþùåìó åãî
îáîáùåíèþ:

� (t) = � (t) +

tZ

0


 (t; � ) � (� ) d� : (2:16)

Çäåñü� (t) � íåïðåðûâíàÿ l-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ èç íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ìíî-
æåñòâàf � (t)g, êîòîðîå íàçûâàþò ìíî æåñòâîì ñîáñòâåííûõ âûõî äîâ (ñîáñòâåííûõ ïðîöåñ-
ñîâ, ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé) áëîêà. Â òåîðèè èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ìàòðèöó-ôóíêöèþ

 (t; � ) ðàçìåðíîñòè l � m íàçûâàþò ÿäðîì èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

tZ

0


 (t; � ) � (� ) d� :

Ê îïèñàíèþ âèäà (2.16) ïðèâî äèòñÿ òàêæå îïèñàíèå áëîêîâ (2.14), êîãäà ìàòðèöû A è b
çàâèñÿò îò t. Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòüòîëüêî ñëó÷àéðàçíîñòíîãî ÿäðà


 (t; � ) = 
 (t � � ):
Îáû÷íî â òåîðèè óïðàâëåíèÿ òàêîå ÿäðî 
 (t) íàçûâàåòñÿ èìïó ëüñíîé ïåðåõî äíîé ôóíê-
öèåé áëîêà. ×àñòî ïðåîáðàçîâàíèå
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tZ

0


 (t � � )� (� ) d�

íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèåì ñâåðòêè.
Èòàê,ñðåäèðàññìîòðåííûõ âûøå îïèñàíèé áëîêà L íàèáîëåå îáùèì îïèñàíèåì ÿâëÿåòñÿ

îïèñàíèå (2.16). Â ñëó÷àåêîãäà èìååòñÿ îïèñàíèå (2.14), ïîëó÷àåì

� (t) = c� eAt x0; 
 (t; � ) = c� eA(t � � )b:

Îñò àíîâèìñ ÿ òåïåðü íà âîïðîñå î òîì, â êàêîì ñìûñëå ïîíèìàåòñ ÿ ëèíåéíîñòü âñåõ
óïîìÿíóòûõ âûøå îïèñàíèé áëîêà L. Äëÿ îïèñàíèÿ (2.10), (2.13) è (2.14) ìî æíî áûëî
ãîâîðèòü î ëèíåéíîñòè áëîêà, ïîñê îëüêó âñåâõî äÿùèå â îïèñàíèå óðàâíåíèÿ ëèíåéíû.
Îäíàê î áîëåå åñòåñòâåííî ââåñòèäðóãîå îïðåäåëåíèå ëèíåéíîñòè, ïî ä êîòîðîå ïî äïàäàåò
è îïèñàíèå (2.16).

Îïðåäåëåíèå 2.1. Áëîê L íàçîâåì ëèíåéíûì, åñëè ëþáîé ëèíåéíîé êî ìáèíàöèè ëþáûõ
âõîäîâ � 1(t) è � 2(t)

� 1� 1(t) + � 2� 2(t)

ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíàÿ êî ìáèíàöèÿ âûõîäîâ ìèíóñ � 1� 1(t) + � 2� 2(t):

� 1

�
� 1(t) � � 1(t)

�
+ � 2

�
� 2(t) � � 2(t)

�
:

Çäåñü

� i (t) = � i (t) +

tZ

0


 (t; � ) � i (� ) d� :

Ïîñê îëüêó îïèñàíèÿ (2.10), (2.13) è (2.14) áëîêà L ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ôîðìå (2.16),
à îïèñàíèå (2.16) î÷åâèäíî ëèíåéíî, òî â ñèëó ïðèâåäåííîãî çäåñüîïðåäåëåíèÿ îïèñàíèÿ
(2.10), (2.13) è (2.14) òàêæå ëèíåéíû.

Ÿ 2.2. Ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè è ÷àñòîòíûå
õàðàêòåðèñòèêè ëèíåéíûõ áëîê îâ

Äëÿ ëèíåéíûõ áëîêîâ, çàäàâàåìûõ óðàâíåíèÿìè (2.10) èëè (2.13), îïðåäåëèì ïåðåäà-
òî÷íóþ ôóíêöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé W(p) ëèíåéíîãî áëîêà íàçûâàåòñÿ äðîáíî-
ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ

W(p) = �
M (p)
N (p)

; (2:17)

çàäàííàÿ íà êî ìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé ëèíåéíîãî áëîêà, çàäàâàåìîãî óðàâíåíèÿìè
(2.14), íàçûâàåòñÿ l � n-ìàòðèöà

W(p) = c� (A � pI ) � 1b; (2:18)

ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ äðîáíî-ð àöèîíàëüíûå ôóíêöèè, çàäàííûå íà êî ìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè C.
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ßñíî, ÷òî ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ (2.17) îïðåäåëåíà âñþäó çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê C,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íó ëÿìè ïîëèíîìà N (p). Ýòè îñîáûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè äðîáíî-
ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè W(p). Àíàëîãè÷íîå ñóæäåíèåèìååò ìåñòî è äëÿ W(p), çàäàííîé â
âèäå(2.18). Èç ïðàâèëà îáðàùåíèÿ ìàòðèö ïîëó÷àåì, ÷òî ýëåìåíò àìè ìàòðèöû (A � pI ) � 1

ÿâëÿþòñÿ âûðàæåíèÿ
� ij (p)
� (p)

; i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ; n;

ãäå � (p) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèéïîëèíîì ìàòðèöû A: � (p) = det(pI � A), à � ij (p) �
íåêîòîðûå ïîëèíîìû, ñòåïåíü êîòîðûõ íå ïðåâîñõî äèò n � 1. Ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àåýëåìåíò àìè W(p) ÿâëÿþòñÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíû å ôóíêöèè

� ij (p)
� (p)

; i = 1; : : : ; l ; j = 1; : : : ; m:

Ïîëþñàìè ýòèõôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ íó ëè ïîëèíîìà � (p). Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëþñû W(p)
çäåñüñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû A.

Äëÿ êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèé 2.2è 2.3 íåîá õî äèìî ïîê àçàòü,÷òî åñëèóðàâíåíèÿ (2.10)
è (2.13) ïåðåïèñàòü â âèäå (2.14), òî ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè èç îïðåäåëåíèé 2.2 è 2.3
ñîâïàäóò äðóãñ äðóãîì. Äëÿ äîê àçàòåëüñòâàýòîãî ôàêòà âñïîìíèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå
ìàòðèöû A, b è c èìåþò âèä

A =

0

B
B
B
B
B
B
@

0 1 0 0 : : : : : : 0
0 0 1 0 : : : : : : 0
0 0 0 1 0 : : : 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 : : : 0 1
�N 0 : : : : : : : : : : : : : : : �N n� 1

1

C
C
C
C
C
C
A

;

b=

0

B
B
@

0
...
0
1

1

C
C
A ; c =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

M 0
...

M m

0
...
0

1

C
C
C
C
C
C
C
A

: (2:19)

Äëÿ òàêèõ ìàòðèö A, b, c èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìó ëà:

c� (A � pI ) � 1b= �
M 0 + M 1p + : : : + M m pm

det(pI � A)
: (2:20)

Â ñàìîì äåëå,èç âèäà âåêòîðà b ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ (A � pI ) � 1b
íåîá õî äèìî âû÷èñëèòüëèøü ïîñëåäíèé ñòîëáåöìàòðèöû (A � pI ) � 1. Èç ïðàâèëà îáðàùå-
íèÿ ìàòðèö âûòåêàåò, ÷òî ýòîò ñòîëáåöñîñòàâëåí èç àëãåáðàè÷åñêèõäîïîëíåíèé ïîñëåäíåé
ñòðîêè ìàòðèöû

�

0

B
B
B
B
@

p � 1 0 : : : 0
0 p � 1 0 : : : 0
...

...
...

...
...

...
0 : : : 0 p � 1

N0 : : : Nn� 2(Nn� 1 + p)

1

C
C
C
C
A

;

ïî äåëåííûõ íà det(pI � A).
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Ëåãêî âèäåòü,÷òî èñêîìûå àëãåáðàè÷åñêèåäîïîëíåíèÿ ðàâíû � 1; � p; : : : ; � pn� 1. Ïîýòî-
ìó

(A � pI ) � 1b= �
1

det(pI � A)

0

B
B
@

1
p
...

pn� 1

1

C
C
A :

Îòñþ äà ñðàçóñëåäóåò ôîðìó ëà (2.20).
Ïîñê îëüêó ëåãêî âèäåòü,÷òî

det(pI � A) = pn + Nn� 1pn� 1 + : : : + N0;

îê îí÷àòåëüíî ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

c� (A � pI ) � 1b= �
M (p)
N (p)

(2:21)

äëÿ ìàòðèö, çàäàííûõ â ôîðìå (2.19).
Îòìåòèì çäåñüî÷åíü âàæíîå ñâîéñòâî ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöû ñèñòåìû (2.14).

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïåðåäàòî÷íàÿ ìàòðèöà W(p) èíâàðèàíòíà îòíîñèòå ëüíî íåîñîáûõ
ëèíåéíûõ çàìåí x = Sy (detS 6= 0).

Ä î ê àçàòåë üñòâî. Âûïîëíèì ëèíåéíóþ íåîñîáóþ çàìåíó â ñèñòåìå (2.14) âèäà x =
Sy. Â ðåçóëüòàòåòàêîé çàìåíû ïîëó÷èì íîâóþ ñèñòåìó

dy
dt

= S� 1ASy + S� 1b�;

� = c� Sy:
(2:22)

Ñîñòàâèì ïåðåäàòî÷íóþ ìàòðèöó ýòîé ñèñòåìû:

W1(p) = c� S(S� 1AS � pI ) � 1S� 1b:

Ïîñê îëüêó
(S� 1AS � pI ) � 1 = (S� 1AS � pS� 1S)� 1 =
= (S� 1(A � pI )S) � 1 = S� 1(A � pI ) � 1S;

ïîëó÷èì, ÷òî
c� S(S� 1AS � pI ) � 1S� 1b= c� (A � pI ) � 1b:

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåäàòî÷íûå ìàòðèöû W(p) ñèñòåìû (2.14) è W1(p) ñèñòåìû (2.22) ñîâ-
ïàäàþò .

Èç ôîðìó ëû (2.21) è èíâàðèàíòíîñòè ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ
çàìåí ñëåäóåò êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèé 2.2 è 2.3.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ëèíåéíûé áëîê âèäà (2.16) ñ ðàçíîñòíûì ÿäðîì


 (t; � ) = 
 (t � � ):

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè òàêîãî áëîêà íåîá õî äèìî ââåñòèïðåîáðàçîâà-
íèå Ëàïëàñà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ìíî æåñòâî âåùåñòâåííûõ íåïðåðûâíûõ íà [0; + 1 )
ôóíêöèé f f (t)g, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì:

jf (t)j � � e� t 8 t � 0: (2:23)

Çäåñü÷èñëî � ìî æåò áûòü ñâîå äëÿ êàæäîé ôóíêöèè èç ìíî æåñòâàf f (t)g, à ÷èñëî � �
î äíî è òî æå äëÿ âñåãî ìíî æåñòâàf f (t)g.
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Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïðåîáð àçîâàíèåì Ëàïëàñà íàçûâàåòñÿ îïåð àòîð, çàäàííûé íà ìíî-
æåñòâå f f (t)g è îòîáð àæàþùèé êàæäûé ýëåìåíò ýòîãî ìíîæåñòâà â ìíîæåñòâî êî ì-
ïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé f g(p)g, çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå

�
p j p 2 C; Rep > �

	
(2:24)

ïî ñëåäóþùåìó ïð àâèëó:

g(p) =

+ 1Z

0

e� pt f (t) dt: (2:25)

Èç íåðàâåíñòâà (2.23) î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò ñõî äèìîñòü èíòåãðàëà(2.25).
Åñòåñòâåííûì îáðàçîì ýòî îïðåäåëåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âåêòîð-ôóíêöèè f (t). Â

ýòîì ñëó÷àåïî ä àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé j � j â ëåâîé ÷àñòèíåðàâåíñòâà (2.23) ñëåäóåò ïî-
íèìàòü åâêëèäîâó íîðìó j � j. Â ýòîì ñëó÷àåg(p) òàêæå ÿâëÿþòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿìè,
ðàçìåðíîñòü êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñò ÿìè âåêòîð-ôóíêöèè f (t).

Ñôîðìó ëèðóåì çäåñüäâàâàæíûõ ñâîéñòâàîïåðàòîðà Ëàïëàñà, îáîçíà ÷èâ ýòîò îïåðàòîð
÷åðåçL: f f (t)g ! f g(p)g.

Ïðåäëî æåíèå 2.1. Åñëè ôóíêöèÿ f (t) èç ìíîæåñòâà f f (t)g èìååò íåïðåðûâíóþ ïðî-
èçâîäíóþ â êàæäîé òî÷êå t, òî äëÿ _f (t) òàêæå ìîæåò áûòü îïðåäåëåí îïåð àòîð Ëà-
ïëàñà ïî ôîð ìóëå

L
� _f (t)

�
=

+ 1Z

0

e� pt _f (t) dt;

L
� _f (t)

�
= pL(f (t)) � f (0): (2:26)

Äîê àçàòåëüñòâîýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñîñòîèò èç ñëåäóþùåé öåïî÷êè ðàâåíñòâ:
+ 1Z

0

e� pt _f (t) dt= e� pt f (t)

�
�
�
�

+ 1

0

+ p

+ 1Z

0

e� pt f (t) dt= � f (0) + pL(f (t)) :

Òàêèì îáðàçîì, ìî æíî ðàñïðîñòðàíèòü îïåðàòîð Ëàïëàñà ñ ìíî æåñòâàf f (t)g íà ìíî-
æåñòâî f f (t)g [ f _f (t)g.

Îäíàê î ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî èíòåãðàë
+ 1Z

0

e� pt _f (t) dt

íå âñåãäà áóäåòñõî äèòüñÿ àáñîëþòíî.

Ïðåäëî æåíèå 2.2. Äëÿ ôóíêöèé f 1(t) è f 2(t) èç ìíîæåñòâà f f (t)g ñïðàâåäëèâàôîð-
ìóëà

L
� tZ

0

f 1(t � � ) f 2(� ) d�
�

= L(f 1(t)) L(f 2(t)) : (2:27)

Äîê àçàòåëüñòâîýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñîñòîèò èç ñëåäóþùåé öåïî÷êè ðàâåíñòâ:

L
� tZ

0

f 1(t � � )f 2(� ) d�
�

=

+ 1Z

0

e� pt

tZ

0

f 1(t � � )f 2(� ) d� dt =
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=
Z Z




e� pt f 1(t � � ) f 2(� ) dt d� =

+ 1Z

0

f 2(� )

+ 1Z

�

e� pt f 1(t � � ) dt d� =

=

+ 1Z

0

e� p� f 2(� )

+ 1Z

0

e� pt1 f 1(t1) dt1 d� =

=

+ 1Z

0

e� p� f 2(� ) d�

+ 1Z

0

e� pt1 f 1(t1) dt1 = L(f 2(t)) L(f 1(t)) :

Çäåñüt1 = t � � , è îáëàñòü
 èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ.2.5,ãäå 
 � ñåêòîð,ðàñïîëî-
æåííûé â ïåðâîì êâàäðàíòå,ãðàíèöàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ îñü àáñöèññè áèññåêòðèñàïð ÿ-
ìîãî óãëà
� = t.

Ðèñ.2.5
Çàìåòèì, ÷òî âñåíåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû â ýòèõðàâåíñòâàõàáñîëþòíî ñõî äÿòñÿ â ñèëó

íåðàâåíñòâà (2.23).
Ëåãêî âèäåòü,÷òî ïðåäëî æåíèÿ 2.1è 2.2ñïðàâåäëèâû è äëÿ ìíî æåñòâàìàòðèö-ôóíêöèé

èëè âåêòîð-ôóíêöèé f f (t)g. Â ýòîì ñëó÷àåâ ôîðìó ëå (2.27) ñëåäóåò ïðåäïîëî æèòü, ÷òî
f 1(t) � k � m-ìàòðèöà-ôóíêöèÿ è f 2(t) � m � l-ìàòðèöà-ôóíêöèÿ.

Ïðèìåíèì òåïåðüðàçâèòûéçäåñüàïïàðàò ê àíàëèçó óðàâíåíèé (2.13) è (2.14). Ïðè ýòîì
çàìåòèì, ÷òî åñëèðàññìàòðèâàòüâõî ä � (t), óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó

j� (t)j � � 1e� 1 t 8 t � 0;

òî ëåãêî âèäåòü,÷òî è äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè x(t), è äëÿ ôóíêöèè � (t) ìî æíî óêàçàòü÷èñëà
� 2, � 2 òàêèå,÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

jx(t)j � � 2e� 2 t ; j� (i )(t)j � � 2e� 2 t 8 t � 0: (2:28)

Çäåñüi = 0; 1; : : : ; n � 1.
Â ñàìîì äåëå,äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîê àçàòüëèøü ïåðâîå íåðàâåíñòâî, à îíî ñëåäóåò

èç îöåíîê

jx(t)j � jeAt x(0)j +

�
�
�
�

tZ

0

eA(t � � )b�(� ) d�

�
�
�
� � � e�t jx(0)j+

+

tZ

0

jeA(t � � ) j jbj j� (� )j d� � � e�t jx(0)j + � jbj � 1e�t

tZ

0

e(� 1 � � )� d� :

Çäåñü÷èñëà� è � òàêîâû, ÷òî

jeAt j � � e�t 8 t � 0:
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Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî èç îöåíîê (2.28) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå � 3, äëÿ êîòîðîãî

j� (t)j � � 3e� 2 t 8 t � 0: (2:29)

Êîíå÷íî, îöåíêè (2.28), (2.29) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû è äðóãèìè ñïîñîáàìè, óëó÷øåíû è
ò. ä. Äëÿ íàñ ñåé÷àñâàæíî, ÷òî èìåþòñ ÿ îöåíêè òàêîãî âèäà.

Â ýòîì ñëó÷àå,âûáèðàÿ � = max(� 1; � 2) è ïîëàã àÿ íà ÷àëüíûå óñëîâèÿ íó ëåâûìè:
x(0) = 0 èëè � (i )(0) = 0, i = 0; 1; : : : ; n � 1, ïîëó÷àåì â ñèëó ïðåäëî æåíèÿ 2.1 ñëåäóþ-
ùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1) äëÿ óðàâíåíèé (2.13)

L
�

N
�

d
dt

�
� (t)

�
= L(� (t)) ;

L(� (t)) = L
�

M
�

d
dt

� (t)
��

;

9
>>=

>>;

N (p) L(� (t)) = L(� (t)) ;
L(� (t)) = M (p) L(� (t)) ;

�

L(� (t)) =
M (p)
N (p)

L(� (t)) ;

L(� (t)) = � W(p) L(� (t));

(2:30)

2) äëÿ óðàâíåíèé (2.14)

L( _x(t)) = L(Ax(t) + b�(t)) ;
L(� (t)) = L(c� x(t)) ;

�

pL(x(t)) = AL (x(t)) + bL(� (t)) ;
L(� (t)) = c� L(x(t)) ;

�

L(x(t)) = � (A � pI ) � 1bL(� (t)) ;
L(� (t)) = c� L(x(t)) ;

�

L(� (t)) = � c� (A � pI ) � 1bL(� (t)) ;
L(� (t)) = � W(p) L(� (t)) :

(2:31)

Òàêèì îáðàçîì, íàìè óñòàíîâëåíà î÷åíü ïðîñò àÿ ñâÿçü ìåæäó ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëà-
ïëàñà âõî äà è âûõî äà ëèíåéíîãî áëîêà.

Åñëè ðàññìîòðåòü òåïåðü îïèñàíèå ëèíåéíîãî áëîêà (2.16) ñ ðàçíîñòíûì ÿäðîì 
 (t; � ) =

 (t � � ):

� (t) = � (t) +

tZ

0


 (t � � ) � (� ) d� ; (2:32)

ïðåäïîëî æèòü, ÷òî íà ÷àëüíîå ñîñòîÿíèå áëîêà òàêîâî, ÷òî � (t) � 0, è âîñïîëüçîâàòüñ ÿ
ïðåäëî æåíèåì 2.2, òî ïîëó÷èì ðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâàì (2.30) è (2.31):

L(� (t)) = L(
 (t)) L(� (t)) : (2:33)

Ïîýòîìó åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé (ìàòðèöåé-ôóíêöèåé ) W(p) ëèíåéíîãî áëî-
êà, îïèñûâàå ìîãî óðàâíåíèÿìè (2.32), íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà 
 (t), âçÿòîå ñ
îáðàòíûì çíàêî ì:

W(p) = � L(
 (t)) : (2:34)
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Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî äëÿ óðàâíåíèé (2.14) 
 (t) =
c� eAt b, è ïîýòîìó

L(
 (t)) = L(c� eAt b) =

+ 1Z

0

e� ptc� eAt bdt =

= c� (A � pI ) � 1e(A � pI )t b

�
�
�
�

+ 1

0

= � c� (A � pI ) � 1b:

Çäåñüìû âîñïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèåì

lim
t ! + 1

e(A � pI )t = 0;

êîòîðîå ñëåäóåòèç ïðåäïîëî æåíèÿ, ÷òî Rep > � > max
j

Re� j (A). Çäåñü� j (A) � ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A.
Çàìåòèì, ÷òî ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ W(p), îïðåäåëåííàÿ ñîîòíîøåíèåì (2.34) äëÿ èí-

òåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ (2.32), íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíî é, êàê ýòî èìååò
ìåñòî â ñëó÷àåîïåðàòîðîâ (2.13) è (2.14).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïðåäåëåíèþ ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêèëèíåéíîãî áëîêà. Äëÿ ýòîãî
ïðåäïîëî æèì, ÷òî � < 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ (ìàòðèöà-ôóíêöèÿ)
îïðåäåëåíà òàêæå è íà ìíèìîé îñè.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ôóíêöèÿ W(i! ) íàçûâàåòñÿ ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé ëèíåé-
íîãî áëîêà.

Íàð ÿäó ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà âàæíóþ ðîëü âî ìíîãèõ ðàçäåëàõïðèêëàäíîé ìà-
òåìàòèêè èãðàåòïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

×àñòî â òåîðèè óïðàâëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îïðåäåëÿåòñÿ òàê, ÷òîáû îíî ñîâïà-
äàëî ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà íà ìíèìîé îñè: p = i! , ò. å.

F (f (t)) =

+ 1Z

0

e� i! t f (t) dt: (2:35)

Òàêîå îïðåäåëåíèå ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â êíèãå [17].
Â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå (ñì. [30]) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ôóíêöèé f (t), çàäàííûõ

íà (�1 ; + 1 ), îïðåäåëÿåòñÿ êàê

F (f (t)) =
1

p
2�

+ 1Z

�1

ei! t f (t) dt: (2:36)

Ñðàâíèâàÿ (2.35) è (2.36), ìî æíî â (2.35) äîîïðåäåëèòü f (t) � 0 íà (�1 ; 0), è òîãäà
îáðàçû (F (f ))( i! ) è (F (f ))( i! ) î äíîé è òîé æå ôóíêöèè f (t) îê àçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè
ñîîòíîøåíèåì

(F (f ))( i! ) =
p

2� (F (f ))( � i! ): (2:37)

Òàêîå ðàçëè÷èåâ îïðåäåëåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî, íåñóùåñòâåííûì, è èñïîëüçî-
âàíèå òîãî èëè äðóãîãî îïðåäåëåíèÿ îáîñíîâûâàåòñ ÿ òîëüêî óäîáñòâîì èçëîæåíèÿ. Çäåñü
áóäåòóäîáíåå èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå (2.35).

Èç ôîðìó ë (2.30), (2.31), (2.33) ñðàçóñëåäóåò, ÷òî ïðè íó ëåâûõ íà ÷àëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ
áëîêà

F (� (t)) = � W(i! ) F (� (t)) : (2:38)
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Îïðåäåëåíèå 2.7. Ãîäîãðàôî ì ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè W(i! ) íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî âñåõååçíà÷åíèé íà êî ìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C.

Íà ðèñ. 2.6 ïðèâåäåí ïðèìåð ãîäîãðàôà W(i! ). Ñòðåëêàìè óêàçàíî íàïðàâëåíèå, ïî
êîòîðîìó äâèæåòñÿ çíà÷åíèå W(i! ) ïðè âîçðàñòàíèè ! .

Ðèñ.2.6
x Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé,êîãäà âõî ä � (t) ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ãàðìîíè÷åñêèì. Îãðàíè-

÷èìñ ÿ çäåñüîïèñàíèÿìè áëîêîâ (2.13)è (2.14) ñm = l = 1. Íàì óäîáíî òàêæåçàïèñàòü� (t)
â ñëåäóþùåì âèäå: � (t) = ei! t . Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ � (t) è x(t) â âèäå � (t) = V(i! )ei! t ,
x(t) = U(i! )ei! t , ãäå V(i! ) � ñêàëÿðíàÿ è U(i! ) � âåêòîðíàÿ âåëè÷èíû. Ïî äñòàâëÿÿ ýòè
âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèÿ (2.13) è (2.14), ïîëó÷àåì

V(i! ) N (i! )ei! t = ei! t ;
(A � i! I ) U(i! )ei! t + bei! t = 0:

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ áóäóò âûïîëíåíû, åñëè

V(i! ) =
1

N (i! )
; U(i! ) = � (A � i! I ) � 1b: (2:39)

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò ÷èñòî ãàðìîíè÷åñêèå ðåøåíèÿ � (t) è x(t), è âûõî ä � (t) â
ñèëó (2.39) èìååò âèä

� (t) =
M (i! )
N (i! )

ei! t ; � (t) = � c� (A � i! I ) � 1bei! t :

Ââåäÿ ÷àñòîòíóþ õàðàêòåðèñòèêóW(i! ), îê îí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

� (t) = � W(i! ) ei! t : (2:40)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè � (t) = ei! t ñóùåñòâóþò íà ÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ áëîêîâ, ïðè êîòîðûõ
âûõî ä � (t) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìó ëå (2.40).

Îãðàíè÷èìñ ÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿóñòîé÷èâûõ áëîêîâ, ò. å. áóäåì ðàññìàòðèâàòüáëîê
(2.13), êîãäà N (p) � óñòîé÷èâûé ïîëèíîì, è áëîê (2.14), êîãäà A � óñòîé÷èâàÿ ìàòðèöà
(ò. å. âñåååñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè).Â äàííîì
ñëó÷àåäëÿ äâóõ ðåøåíèé x1(t) è x2(t) ñ ðàçíûìè íà ÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x1(0) è x2(0)
èìååì �

x1(t) � x2(t)
� �

= A
�
x1(t) � x2(t)

�
:

Èç ñâîéñòâìàòðèöû A ñðàçóïîëó÷àåì, ÷òî

lim
t ! + 1

�
x1(t) � x2(t)

�
= 0:

Îòñþ äà ñëåäóåò, ÷òî è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âûõî äîâ � 1(t) è � 2(t) òàêæå èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

lim
t ! + 1

�
� 1(t) � � 2(t)

�
= 0: (2:41)
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Òàê êàê óðàâíåíèÿ (2.13) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îïèñàíèÿ (2.14), ïîëó÷àåì, ÷òî (2.41)
ñïðàâåäëèâî è äëÿ îïèñàíèÿ áëîêà (2.13).

Èç (2.40)è (2.41) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ óñòîé÷èâûõ áëîêîâ ïðè � (t) = ei! t è ëþáûõ íà ÷àëüíûõ
óñëîâèÿõ

lim
t ! + 1

�
� (t) + W(i! )ei! t

�
= 0: (2:42)

Èç ôîðìó ëû (2.42) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ óñòîé÷èâûõ áëîêîâ ÷àñòîòíóþ õàðàêòåðèñòèêóìî æíî
îïðåäåëÿòü ýêñïåðèìåíò àëüíî. Äëÿ ýòîãî íóæíî íà âõî ä áëîêà ïî äàòüãàðìîíè÷åñêèé ñèã-
íàë � (t) = ei! t . Ïîñëå ýòîãî ïî äî æäàòüíåêîòîðîå âðåìÿ, ïîê à íà âûõî äå íå óñòàíîâèòñÿ
íåêîòîðûé ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë

� (t) = A(i! )ei! t+ � (i! )i :

ÇäåñüA(i! ) � âåùåñòâåííàÿ ïîëî æèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, A(i! ) ÿâëÿåòñÿ àìïëèòó äîé ñèãíà-
ëà, � (i! ) � ñäâèãîì åãî ïî ôàçå. ßñíî, ÷òî

A(i! ) = jW(i! )j; � (i! ) = � + argW(i! ):

Ïî ýòèì ôîðìó ëàì î äíîçíà ÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êîìïëåê ñíîå ÷èñëî W(i! ). Ïðîãîíÿÿ ! îò
�1 äî + 1 , ïîëó÷àåì ãîäîãðàô W(i! ). (Íà ñàìîì äåëå,èç-çàî÷åâèäíîãî ñâîéñòâà

lim
! ! + 1

W(i! ) = 0

íåîá õî äèìî ïðîâî äèòü ýòó ïðîãîíêó òîëüêî íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòê å èçìåíåíèÿ ! ).
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ óêàçàííûì ïóòåì ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêèíå íóæíà

èíôîðìàöèÿ î êîýôôèöèåíò àõ ïîëèíîìîâ M (p) è N (p) èëè î ìàòðèöå A è âåêòîðàõ b
è c. Ïîñê îëüêó ìíîãèå ðåçóëüòàòû â òåîðèè óïðàâëåíèÿ ôîðìó ëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ ÷à-
ñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê,òî äëÿ íèõ íå òðåáóåòñÿ îïèñàíèå áëîêîâ äèôôåðåíöèàëüíûìè
èëè èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, à íóæíà êðèâàÿ íà êîìïëåê ñíîé ïëîñê îñòè, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ ãîäîãðàôîì ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè.

×àñòî îê àçûâàåòñÿ, ÷òî ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïîçâîëÿåò î äíîçíà ÷íî îïðåäåëèòü
òàêèåóðàâíåíèÿ. Ïó ñòü,íàïðèìåð, àïðèîðè èçâåñòíî, ÷òî ïîëèíîìû M (p) è N (p) â îïè-
ñàíèè (2.13) íå èìåþò îáùèõ ìíî æèòåëåé.Òîãäà ïî W(i! ) î äíîçíà ÷íî îïðåäåëÿåòñÿ W(p)
(ïðèíöèï àíàëèòè÷åñêîãî ïðî äîëæåíèÿ), à ïî äðîáíî-ðàöèîíàëüíî é ôóíêöèè W(p) î äíî-
çíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî îáùèõ ìíî æèòåëåé)îïðåäåëÿþòñ ÿ ïîëèíîìû M (p) è N (p).
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Ã ë à â à 3

ÓÏÐ ÀÂËßÅÌÎÑÒÜ, ÍÀÁËÞ ÄÀÅÌÎÑÒÜ,
ÑÒÀÁÈËÈÇÈÐÓÅÌÎÑÒÜ

Ÿ 3.1. Óïðàâëÿåìîñòü

Â ýòîé ãëàâåáóäåò ïðî äîëæåíî èçó÷åíèå ëèíåéíûõ ñèñòåì. Áóäóò ïðèâåäåíû ïîíÿòèÿ
è ðåçóëüòàòû, ñòàâøèå â íàñòî ÿùåå âðåìÿ íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ ñîâðåìåííûõ ó÷åáíèêîâ
ïî òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Ýòè êîíöåïöèè áóäóò ïðî äåìîíñòðèðîâàíû íà ëèíåéíûõ áëîêàõ,
îïèñàíèå êîòîðûõ áûëî ðàññìîòðåíî â ãëàâå2:

dx
dt

= Ax + b�;

� = c� x:
(3:1)

ÇäåñüA � ïîñòî ÿííàÿ n � n-ìàòðèöà, b � ïîñòî ÿííàÿ n � m-ìàòðèöà, c � ïîñòî ÿííàÿ
n � l-ìàòðèöà, � (t) � m-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, êîòîðóþ ìû òðàêòóåì êàê âõî ä áëîêà.
Òàêèì îáðàçîì, âûõî ä áëîêà � (t) � l -ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (3.1) âïî ëíå óïðàâëÿåìà, åñëè äëÿ
ëþáîãî ÷èñëà T > 0 è ëþáîé ïàðû âåêòîðîâ x0 2 Rn , x1 2 Rn ñóùåñòâóåò âåêòîð-
ôóíêöèÿ � (t) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ x(t) ñèñòåìû (3.1) ñ ýòîé âåêòîð-ôóíêöèåé � (t) è
íà÷àëüíûìè äàííûìè x(0) = x0 âûïî ëíåíî ðàâåíñòâî x(T) = x1.

Èòàê, ñèñòåìà (3.1) âïîëíå óïðàâëÿåìà, åñëè åå âåêòîð ñîñòîÿíèÿ x(t) ìî æíî ïåðåâå-
ñòè çà ëþáîå êîíå÷íîå âðåìÿ T èç ïðîèçâîëüíîãî íà ÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x0 â êîíå÷íîå
ñîñòîÿíèå x1 çà ñ÷åòïî äàâàåìîãî íà âõî ä óïðàâëåíèÿ � (t).

Ò å î ð å ì à 3.1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äðóãäðóãóè êàæäîå èç íèõ ÿâëÿ-
åòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ ïî ëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (3.1):

1) ðàíã n � nm-ìàòðèöû (b;Ab;: : : ; An� 1b) ðàâåí n:

rank(b;Ab;: : : ; An� 1b) = n; (3:2)

10) èç ðàâåíñòâ z� Akb= 0 8 k = 0; : : : ; n � 1, ãäåz 2 Rn , ñëåäóåò, ÷òî z = 0;
2) ëèíåéíàÿ îáî ëî÷êà L, íàòÿíóòàÿ íà n-âåêòîðû, ñîñòàâëÿþùèå ìàòðèöó eAt b ïðè

t 2 R1, ñîâïàäàåò ñ Rn :
L

�
eAt b

�
� t 2 (�1 ; + 1 )

	
= Rn ; (3:3)

20) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë � 1 < � 2

L
�

eAt bj t 2 (� 1; � 2)
	

= Rn ; (3:4)

3) äëÿ ëþáûõ ÷èñåë � 1 < � 2 ñëåäóþùàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé è ïî ëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííîé:

K =

� 2Z

� 1

e� At bb� e� A � tdt > 0: (3:5)
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Ïåðåä òåì êàê äîê àçûâàòüýòóòåîðåìó , íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíîé îáîëî÷ê îé Lf a1; : : : ; akg,
íàòÿíóòîé íà âåêòîðû a1; : : : ; ak , íàçûâàåòñÿ ìíî æåñòâî âñåâîçìî æíûõ ëèíåéíûõ êîìáè-

íàöèé ýòèõâåêòîðîâ
� kP

j =1
� j aj

�
� � j 2 R1

	
.

Âåêòîðû a1; : : :; ak ìàòðèöû eAt bçàâèñÿò îò t: a1(t); : : :; ak(t). Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèþ (3.3)
ìî æíî äàòü ñëåäóþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Êàæäîìó èç âåêòîðîâ aj (t) ñî-
îòâåòñòâóåòêðèâàÿâ Rn . Ñîîòíîøåíèå (3.3) ýêâèâàëåíòíî òîìó ôàêòó, ÷òî âñåýòèêðèâûå
íåëüçÿ öåëèêîì ðàñïîëî æèòü íà íåêîòîðîì ëèíåéíîì ïî äïðîñòðàíñòâå, ðàçìåðíîñòü êî-
òîðîãî ìåíüøå n.

Íàïîìíèì çäåñüòàêæå,÷òî ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà K íàçûâàåòñÿ ïîëî æèòåëüíî îïðåäå-
ëåííîé: K > 0, åñëèñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà z� K z ÿâëÿåòñÿ ïîëî æèòåëüíî
îïðåäåëåííîé: z� K z > 0 8 z 2 Rn , z 6= 0.

Ä î ê àçàòåë üñòâî òåî ð åì û 3.1. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ñâîéñòâî 10) ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ñòîé ïåðåôîðìó ëèðîâêîé ñâîéñòâà 1). ßñíî, ÷òî èç ñâîéñòâà 20) âûòåêàåò ñâîéñòâî 2).
Ïðåäïîëî æèì òåïåðü, ÷òî ñâîéñòâî 20) íå âûïîëíåíî. Ýòî îçíà ÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âåê-
òîð z 2 Rn , z 6= 0, äëÿ êîòîðîãî z� eAt b= 0 8 t 2 (� 1; � 2). Ïîñê îëüêó âåêòîð-ôóíêöèÿ z� eAt b
ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé, â ñèëóïðèíöèïà àíàëèòè÷åñêîãî ïðî äîëæåíèÿ èìååì òîæäåñòâî
z� eAt b= 0 8 t 2 R1. Ïîñëåäíåå îçíà ÷àåò, ÷òî íå âûïîëíåíî ñâîéñòâî 2). Èòàê, ýêâèâàëåíò-
íîñòü ñâîéñòâ2) è 20) äîê àçàíà.

Äîê àæåì òåïåðü, ÷òî èç ñâîéñòâàïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè âûòåêàåòñîîòíîøåíèå (3.3).
Ïó ñòü (3.3) íå èìååò ìåñòà. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåíó ëåâîé âåêòîð z 2 Rn òàêîé, ÷òî

z� eAt b= 0 8 t 2 R1.
Íàïîìíèì, ÷òî ðåøåíèå x(t) ñèñòåìû (3.1) ìî æíî çàïèñàòüâ ôîðìå Êîøè:

x(t) = eAt

�
x(0) +

tZ

0

e� A� b� (� ) d�
�

: (3:6)

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ÷èñëî T > 0 è ïîëî æèì â îïðåäåëåíèè ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè
x(T) = x1 = 0. Â ýòîì ñëó÷àåñîîòíîøåíèå (3.6) ìî æíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

x0 +

TZ

0

e� A� b� (� ) d� = 0: (3:7)

Óìíî æèì îáå ÷àñòèýòîãî ðàâåíñòâàíà âåêòîð z� :

z� x0 +

TZ

0

z� e� A� b� (� ) d� = 0: (3:8)

Ïîñê îëüêó z� eAt b = 0 8 t 2 R1, èç ðàâåíñòâà(3.8) ñëåäóåò, ÷òî z� x0 = 0. Ïîñëåäíåå ðàâåí-
ñòâî íå ìî æåò áûòü âûïîëíåíî, òàê êàê x0 � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç Rn .

Òàêèì îáðàçîì, åñëèíå âûïîëíåíî (3.3), òî ñèñòåìà (3.1) íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïðàâëÿå-
ìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, èç ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè âûòåêàåòðàâåíñòâî (3.3).

Äîê àæåì òåïåðü, ÷òî èç ñâîéñòâà2) ñëåäóåò ñâîéñòâî 1).
Ïðåäïîëî æèì, ÷òî ñâîéñòâî 1) íå âûïîëíåíî. Òîãäà íå âûïîëíåíî è ñâîéñòâî 10), è, ñëå-

äîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåòíåíó ëåâîé âåêòîð z 2 Rn , äëÿ êîòîðîãî z� Akb= 0 8 k = 0; : : : ; n� 1.
Ïîê àæåì, ÷òî è z� Anb= 0. Äëÿ ýòîãî ïðèâëå÷åì òîæäåñòâîÊýëè

An + � n� 1An� 1 + : : : + � 1A + � 0 I = 0; (3:9)
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ãäå � j � êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ìàòðèöû A. Èç (3.9) ñëåäóåò, ÷òî

z� Anb= � � n� 1z� An� 1b� : : : � � 0z� b= 0: (3:10)

Óìíî æàÿ îáå ÷àñòèðàâåíñòâà(3.9) íà ìàòðèöó A, èñïîëüçóÿ (3.10), ïîëó÷àåì

z� An+1 b= � n� 1z� Anb� : : : � � 0z� Ab = 0:

Ïðî äîëæàÿ àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó , äàëååïîê àæåì, ÷òî z� Akb = 0 äëÿ ëþáîãî íàòó-
ðàëüíîãî k. Îòñþ äà ñðàçóñëåäóåò, ÷òî

z� eAt b=
1X

k=0

z� (At )k

k!
b=

1X

k=0

z� Akbtk

k!
= 0:

Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî 2) òàêæå íå âûïîëíåíî.
Èòàê, äîê àçàíî, ÷òî èç ñâîéñòâà2) ñëåäóåò ñâîéñòâî 1).
Äîê àæåì òåïåðü, ÷òî èç ñâîéñòâà1) ñëåäóåò ñâîéñòâî 3).
Ïó ñòüñâîéñòâî 3) íå âûïîëíåíî, ò. å. ñóùåñòâóåòíåíó ëåâîé âåêòîð z 2 Rn , äëÿ êîòîðîãî

z� K z =

� 2Z

� 1

z� e� At bb� e� A � tz dt = 0:

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìî æíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
� 2Z

� 1

jz� e� At bj2dt = 0:

Îòñþ äà ñëåäóåò, ÷òî z� e� At b= 0 8 t 2 (� 1; � 2). Íî òîãäà, êàê óæåîòìå÷àëîñü â ñàìîì íà ÷àëå
äîê àçàòåëüñòâà,z� eAt b = 0 äëÿ âñåõt 2 R1. Ïðî äèôôåðåíöèðîâàâ âûðàæåíèå z� eAt b k
ðàç, ïîëó÷èì îòñþ äà òîæäåñòâà

z� AkeAt b= 0 8 t 2 R1; k = 0; 1; : : :

Ïîëàã àÿ çäåñüt = 0, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâàz� b= 0, z� Ab= 0; : : : ; z� An� 1b = 0. Ïîñëåäíåå
îçíà ÷àåò, ÷òî ñâîéñòâî 1) íå âûïîëíåíî.

Òàêèì îáðàçîì, èç ñâîéñòâà1) ñëåäóåò ñâîéñòâî 3).
Äîê àæåì, ÷òî èç ñâîéñòâà3) ñëåäóåò ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì óïðàâ-

ëåíèå � (t) â âèäå
� (t) = b� e� A � t � 0;

ãäå âåêòîð � 0 áóäåòîïðåäåëåí ïîçæ å.
Èç ôîðìó ëû Êîøè âûòåêàåò, ÷òî

x(T) = eAT

�
x(0) +

TZ

0

e� At bb� e� A � t � 0 dt
�

:

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìî æíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

e� AT x1 � x0 = K � 0: (3:11)

Ïîñê îëüêó ñîãëàñíî (3.5) detK 6= 0, óðàâíåíèå (3.11) âñåãäà ðàçðåøèìî è ïðè

� 0 = K � 1(e� AT x1 � x0);

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óðàâíåíèå � (t), êîòîðîå ïåðåâîäèò çà âðåìÿ T ðåøåíèå x(t) èç ñîñòî-
ÿíèÿ x(0) = x0 â ñîñòîÿíèå x(T) = x1.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ñîîòíîøåíèé:

Ïî ëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü ) 2) ) 1) ) 3) )
) ïî ëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü.

Òåîðåìà äîê àçàíà.
Ïðèâåäåì åùå íåñêîëüêî âàæíûõ ñâîéñòâïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè.

Ò å î ð å ì à 3.2. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äðóãäðóãóè êàæäîå èç íèõ ÿâëÿ-
åòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ ïî ëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (3.1):

4) ëèíåéíàÿ îáî ëî÷êà L, íàòÿíóòàÿ íà êî ìïëåêñíîçíà÷íûå n-âåêòîðû, ñîñòàâëÿþùèå
ìàòðèöó (pI � A) � 1b ïðè p 2 C, p 6= � j (A), ñîâïàäàåò ñ n-ìåðíûì óíèòàðíûì ïðîñòð àí-
ñòâî ì Cn :

L
�

(pI � A) � 1b
�
� p 2 C; p 6= � j (A)

	
= Cn : (3:12)

Çäåñü� j (A) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A.
40) äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà 
 � C, èìåþùåãî ïðåäåëüíóþ òî÷êó, îòëè÷íóþ îò � j (A),

âûïî ëíåíî ðàâåíñòâî
L

�
(pI � A) � 1b

�
� p 2 


	
= Cn ; (3:13)

5) íå ñóùåñòâóåò íåîñîáîé n � n-ìàòðèöû S òàêîé, ÷òîáû ìàòðèöû S� 1AS è S� 1b
èìå ëè ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

S� 1AS =
�

A11 A12

0 A22

�
; S� 1b =

�
b1

0

�
;

6) rank(q0; : : : ; qn� 1) = n, ãäåqj � êîýôôèöèåíòû ïî ëèíî ìà

qn� 1pn� 1 + : : : + q0 =
�

det(pI � A)
�
(pI � A) � 1b;

7) íå ñóùåñòâóåò âåêòîðà z 6= 0, äëÿ êîòîðîãî âûïî ëíåíû ðàâåíñòâà A � z = �z , z� b = 0,
ãäå� � íåêîòîðîå ÷èñëî.

Ä î ê àçàòåë üñòâî. Ñíà ÷àëàäîê àæåì ýêâèâàëåíòíîñòü ñâîéñòâ4) è 40). Äëÿ ýòîãî äî-
ñòàòî÷íî ïîê àçàòü,÷òî èç ñâîéñòâà4) ñëåäóåòñâîéñòâî 40). Ïðåäïîëàã àÿ ïðîòèâíîå, ïîëó-
÷àåì ñóùåñòâîâàíèå íåíó ëåâîãî âåêòîðà z 2 Cn , äëÿ êîòîðîãî

z� (pI � A) � 1b= 0 8 p 2 
 :

Èç àíàëèòè÷íîñòè z� (pI � A) � 1bíà 
 â ñèëóïðèíöèïà àíàëèòè÷åñêîãî ïðî äîëæåíèÿ èìååì
òîæäåñòâî

z� (pI � A) � 1b= 0 8 p 6= � j (A):

Ïîñëåäíåå îçíà ÷àåò, ÷òî ñâîéñòâî 4) íå âûïîëíåíî. Òàêèì îáðàçîì, èç ñâîéñòâà4) ñëåäóåò
ñâîéñòâî 40).

Äîê àæåì òåïåðü ýêâèâàëåíòíîñòü ñâîéñòâ10) è 4). Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëî æèì, ÷òî íå âû-
ïîëíåíî ñâîéñòâî 40) ñ 
 =

�
pj jA j

jpj < 1
	

. Â ýòîì ñëó÷àåñóùåñòâóåòíåíó ëåâîé âåêòîð z 2 Cn

òàêîé, ÷òî
z� (pI � A) � 1b= 0 8 p 2 
 : (3:14)

Ïîñê îëüêó ïðè jpj > jAj ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

1
p

z�

�
I �

A
p

� � 1

b=
1
p

z�

�
I +

A
p

+
A2

p2
+ : : :

�
b; (3:15)

èç (3.14) è (3.15) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

z� b+
z� Ab

p
+

z� A2b
p2

+ : : : = 0 8 p 2 
 : (3:16)
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Ýòî ðàâåíñòâî ìî æíî ðàññìàòðèâàòüêàê ðàçëîæåíèå íó ëÿ â ðÿä Ëîðàíà ñ êîýôôèöèåí-
òàìè z� Akb. Ïîñê îëüêó òàêîå ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî, îòñþ äà ïîëó÷àåì, ÷òî z� Akb = 0,
8 k = 0; 1; : : :

Òàêèì îáðàçîì, åñëèíå âûïîëíåíî ñâîéñòâî 4), òî íå âûïîëíåíî è ñâîéñòâî 40) ñ ââåäåí-
íûì âûøå 
 , à îòñþ äà íå âûïîëíåíî ñâîéñòâî 10).

Åñëèæå íå âûïîëíåíî ñâîéñòâî 10), òî, êàê áûëî ïîê àçàíî ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâàÊýëè â
äîê àçàòåëüñòâåòåîðåìû 3.1,ðàâåíñòâàz� Akb= 0 âûïîëíåíû íå òîëüêî äëÿ k = 0; : : : ; n� 1,
íî è äëÿ âñåõíàòóðàëüíûõ k. Îòñþ äà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (3.16). Íî òîãäà, èñïîëüçóÿ
ðàçëîæåíèå (3.15), íàõ î äèì, ÷òî

z� (pI � A) � 1b= 0 8 p 2 
 :

Òàêèì îáðàçîì, åñëèíå âûïîëíåíî ñâîéñòâî 10), òî íå âûïîëíåíî è ñâîéñòâî 40).
Ýêâèâàëåíòíîñòü ñâîéñòâ10) è 4) äîê àçàíà.
Äîê àæåì òåïåðü ýêâèâàëåíòíîñòü ñâîéñòâ1) è 5).
Ïó ñòüñâîéñòâî 5) íå âûïîëíåíî. Â ýòîì ñëó÷àå,ââåäÿîáîçíà ÷åíèÿ

~b= S� 1b; eA = S� 1AS;

ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

eA keb= S� 1AS S� 1AS : : : S� 1AS S� 1b = S� 1Akb:

Ïîýòîìó
(~b; eA~b; : : : ; eA n� 1 ~b) = S� 1(b;Ab;: : : ; An� 1b): (3:17)

Èç ïðåäïîëî æåíèé îòíîñèòåëüíî ìàòðèö eA è ~bñðàçóñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà (~b; eA~b;: : : ; eA n� 1 ~b)
èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

(~b; eA~b; : : : ; eA n� 1 ~b) =
�

Q
0

�
:

Ïîýòîìó rank(~b; eA~b;: : : ; eA n� 1 ~b) < n.
Èç ðàâåíñòâà(3.17) è íåâûðî æäåííîñòè ìàòðèöû S âûòåêàåò, ÷òî

rank(~b; eA~b;: : : ; eA n� 1 ~b) = rank(b;Ab;: : : ; An� 1b):

Ñëåäîâàòåëüíî,
rank(b;Ab;: : : ; An� 1b) < n;

è, òàêèì îáðàçîì, íå âûïîëíåíî ñâîéñòâî 1).
Ïó ñòüòåïåðü íå âûïîëíåíî ñâîéñòâî 1) è rank(b;Ab;: : : ; An� 1b) = r < n. Â ýòîì ñëó÷àå

íàéäåòñÿ íåîñîáàÿ ìàòðèöà S òàêàÿ, ÷òî

S� 1(b;Ab;: : : ; An� 1b) =
�

Q
0

�
; (3:18)

ãäå Q � íåêîòîðàÿ r � nm-ìàòðèöà, à 0 � íó ëåâàÿìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (n � r ) � nm.
Ïîê àæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àåìàòðèöû

eA = S� 1AS =
�

A11 A12

A21 A22

�
; ~b= S� 1b=

�
b1

b2

�
;

ãäå S � íåîñîáàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó(3.18), A21 � (n � r ) � r -, b2 �
(n � r ) � m-ìàòðèöû, òàêîâû, ÷òî A21 = 0 è b2 = 0.

Îòìåòèì, ÷òî çäåñüâûïîëíåíî ðàâåíñòâî (3.17). Îòñþ äà è èç (3.18) ïîëó÷àåì, ÷òî

(~b; eA~b; : : : ; eA n� 1 ~b) =
�

Q
0

�
: (3:19)
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Ñëåäîâàòåëüíî, b2 = 0, è ïîýòîìó

eA ~b=
�

A11b1

A21b1

�
:

Îòñþ äà è èç (3.19) ïîëó÷àåì, ÷òî A21b1=0. Èñïîëüçó ÿ ýòî ðàâåíñòâî, íàõ î äèì

eA 2 ~b= eA ( eA ~b) =
�

A2
11b1

A21A11b1

�
:

Îòñþ äà è èç (3.19) ïîëó÷àåì, ÷òî A21A11b1 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå

eA 3~b= eA ( eA 2~b) =
�

A3
11b1

A21A2
11b1

�
:

Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ (3.19), ïîëó÷àåì A21A2
11b1 = 0.

Ïðî äîëæàÿ ýòó ïðîöåäóðó , äàëååïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

A21Ak
11b1 = 0 8 k = 0; 1; : : : ; n � 2: (3:20)

Ïîñê îëüêó A11 � r � r -ìàòðèöà èç òîæäåñòâàÊýëè, ïîëó÷àåì, ÷òî An� 1
11 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé

êîìáèíàöèåé ìàòðèö An� 2
11 ; : : : ; A11; I . Îòñþ äà è èç (3.20) ñëåäóåò, ÷òî

A21An� 1
11 b1 = 0: (3:21)

Ïîñê îëüêó âûøå äîê àçàíî, ÷òî

Q = (b1; A11b1; : : : ; An� 1
11 b1)

è rankQ = r , èç ðàâåíñòâ(3.20) è (3.21) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà A21 àííó ëèðóåò âñåâåêòîðû
z 2 Rr :

A21 z = 0 8 z 2 Rr :
Îòñþ äà ñëåäóåò, ÷òî A21 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîê àçàíî, ÷òî åñëèíå âûïîëíåíî ñâîéñòâî 1), òî íå âûïîëíåíî è
ñâîéñòâî 5).

Ýêâèâàëåíòíîñòü ñâîéñòâ1) è 5) äîê àçàíà.
Ýêâèâàëåíòíîñòü ñâîéñòâ 4) è 6) ïî÷òè î÷åâèäíà. Åñëè íå âûïîëíåíî ñâîéñòâî 6), òî

ñóùåñòâóåò íåíó ëåâîé âåêòîð z 2 Cn òàêîé, ÷òî

z� qj = 0 8 j = 0; : : : ; n � 1: (3:22)

Íî òîãäà
z� (pI � A) � 1b= 0 8 p 6= � j (A): (3:23)

Ýòî îçíà ÷àåò, ÷òî íå âûïîëíåíî ñâîéñòâî 4). Åñëè æå íå âûïîëíåíî ñâîéñòâî 4), òî ñóùå-
ñòâóåò íåíó ëåâîé âåêòîð z 2 Cn , äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (3.23). Íî òîãäà

z� qn� 1pn� 1 + : : : + z� q0 = 0 8 p 2 C:

Îòñþ äà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (3.22) è íåâûïîëíåíèå ñâîéñòâà6).
Äîê àæåì ýêâèâàëåíòíîñòü ñâîéñòâ1) è 7).
Åñëè ñóùåñòâóåò íåíó ëåâîé âåêòîð z2Cn , äëÿ êîòîðîãî z� b= 0 è A � z = �z , òî

z� Akb= � kz� b = 0 8 k = 1; : : :

Îòñþ äà ñëåäóåò íåâûïîëíåíèå ñâîéñòâà10).
Ïó ñòüíå âûïîëíåíî ñâîéñòâî 1). Îáîçíà ÷èì ÷åðåçL ëèíåéíóþ îáîëî÷êó , íàòÿíóòóþ íà

âåêòîð-ñòîëáöû ìàòðèöû
(b;Ab;: : : ; An� 1b):

Èç òîæäåñòâàÊýëè ñëåäóåò, ÷òî AL = L, à èç íåâûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà1) âûòåêàåò, ÷òî
dim L < n.
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Îáîçíà ÷èì ÷åðåçL ? ëèíåéíîå ïî äïðîñòðàíñòâî, îðòîãîíàëüíîå ê L. ßñíî, ÷òî dim L ? >
0, A � L? = L? è z� b= 0 8 z 2 L? .

Âîñïîëüçó åìñÿ òåïåðü òåì ôàêòîì, ÷òî â èíâàðèàíòíîì ëèíåéíîì ïî äïðîñòðàíñòâå ñó-
ùåñòâóåò õîòÿ áû î äèí ñîáñòâåííûé âåêòîð z:

A � z = �z ; z 2 L? :

Îòñþ äà è èç ðàâåíñòâàz� b= 0 8 z 2 L? ñëåäóåò íåâûïîëíåíèå ñâîéñòâà7).
Òåîðåìà äîê àçàíà ïîëíîñòüþ.

Ÿ 3.2. Íàáëþ äàåìîñòü

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîíÿòèþ ïîëíîé íàáëþ äàåìîñòè.
Îïðåäåëåíèå 3.2. Ñèñòåìà (3.1) íàçûâàåòñÿ ïî ëíîñòüþ íàáëþäàåìîé, åñëè äëÿ ëþ-

áîãî ÷èñëà T > 0 èç ñîîòíîøåíèé

� (t) = 0; � (t) = 0 8 t 2 [0; T]

ñëåäóåò, ÷òî x(t) = 0 8 t 2 [0; T].

Ïî ÿñíèì ýòî îïðåäåëåíèå.
ßñíî, ÷òî ïðè � (t) = 0 íà [0; T] è íà ÷àëüíîì óñëîâèè x(0) = 0 èìååì x(t) = 0 8 t 2 [0; T]

è, ñëåäîâàòåëüíî, � (t) = c� x(t) = 0 8 t 2 [0; T]. Îäíàê î ìî æåò îê àçàòüñÿ òàê, ÷òî íó ëåâîå
ðåøåíèå x(t) ÿâëÿåòñÿ íå åäèíñòâåííûì, äëÿ êîòîðîãî âûõî ä � (t) îê àçûâàåòñÿ íó ëåâûì.
Äëÿ òàêèõ ñèñòåì ïî âûõî äó � (t) íåâîçìî æíî î äíîçíà ÷íî îïðåäåëèòü ñîñòîÿíèå x(t). Îíè
íàçûâàþòñÿ íåíàáëþ äàåìûìè.

Èíîã äà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëíîé íàáëþ äàåìîñòè èñïîëüçóþò ñëåäóþùåå ýêâèâàëåíòíîå
äàííîìó â îïðåäåëåíèè 3.2 ñâîéñòâî.

Ò å î ð å ì à 3.3. Äëÿ ïî ëíîé íàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû (3.1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû äëÿ ëþáîãî T > 0 èç ðàâåíñòâ

� 1(t) = � 2(t); � 1(t) = � 2(t) 8 t 2 [0; T]

âûòåêàëî òîæäåñòâî
x1(t) = x2(t) 8 t 2 [0; T]:

Çäåñüx1(t) � ðåøåíèå ñèñòåìû (3.1) ñ âåêòîð-ôóíêöèåé � 1(t) òàêîå, ÷òî � 1(t) = c� x1(t).
Àíàëîãè÷íî x2(t) � ðåøåíèå ñèñòåìû (3.1) ñ âåêòîð-ôóíêöèåé � 2(t) òàêîå, ÷òî � 2(t) =

c� x2(t).

Ä î ê àçàòåë üñòâî. Äëÿ äîê àçàòåëüñòâàäîñòàòî÷íî ïîê àçàòü,÷òî èç ïîëíîé íàáëþ äà-
åìîñòè ñëåäóåò ñôîðìó ëèðîâàííîå â òåîðåìå ñâîéñòâî. Äëÿ ýòîãî âû÷òåì èç ñèñòåìû

dx1

dt
= Ax 1 + b�1; � 1 = c� x1

ñèñòåìó
dx2

dt
= Ax 2 + b�2; � 2 = c� x2:

Â ðåçóëüòàòåèìååì
d(x1 � x2)

dt
= A(x1 � x2) + b(� 1 � � 2);

(� 1 � � 2) = c� (x1 � x2):
Â ñèëó ïîëíîé íàáëþ äàåìîñòè ýòîé ñèñòåìû ïîëó÷èì, ÷òî èç ðàâåíñòâ

� 1(t) � � 2(t) = 0; � 1(t) � � 2(t) = 0 8 t 2 [0; T]
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âûòåêàåòñîîòíîøåíèå
x1(t) � x2(t) = 0 8 t 2 [0; T]:

Íî òîãäà ÿñíî, ÷òî èç

� 1(t) = � 2(t); � 1(t) = � 2(t) 8 t 2 [0; T]

ñëåäóåò
x1(t) = x2(t) 8 t 2 [0; T]:

Òåîðåìà äîê àçàíà.

Êàê óæå áûëî çàìå÷åíî, ñâîéñòâî ïîëíîé íàáëþ äàåìîñòè ìî æíî ñôîðìó ëèðîâàòü òàêèì
îáðàçîì: èç ðàâåíñòâ� (t) = 0, � (t) = 0 8 t 2 [0; T] ñëåäóåò ðàâåíñòâî x(0) = 0.

Âñïîìèíàÿ, ÷òî

� (t) = c� eAt

0

@x(0) +

tZ

0

e� A� b� (� ) d�

1

A ;

îòñþ äà ïðè � (t) � 0 è � � 0 ïîëó÷àåì âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

c� eAt x(0) � 0: (3:24)

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (3.1) ïîëíîñòüþ íàáëþ äàåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç
ðàâåíñòâà(3.24) ñëåäóåò, ÷òî x(0) = 0.

Ïåðåïèñàâ (3.24) â âèäå
x(0)� eA � tc � 0

è ñðàâíèâ åãî ñî ñâîéñòâîì 2) ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè â òåîðåìå 3.1, ñðàçóïîëó÷èì ñëåäó-
þùóþ òåîðåìó .

Ò å î ð å ì à 3.4. Äëÿ ïî ëíîé íàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû (3.1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû

L
�

eA � tc
�
� t 2 (�1 ; + 1 )

	
= Rn : (3:25)

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðåçóëüòàòà ëåãêî ïåðåôîðìó ëèðîâàòü ñâîéñòâà1)�7) ïîëíîé óïðàâ-
ëÿåìîñòè â òåîðåìàõ 3.1 è 3.2 â ñâîéñòâàïîëíîé íàáëþ äàåìîñòè.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî ñâîéñòâî ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè
ìî æíî ñôîðìó ëèðîâàòü òîëüêî â òåðìèíàõ ìàòðèö A è b, à ñâîéñòâî ïîëíîé íàáëþ äà-
åìîñòè � â òåðìèíàõ A è c, àáñòðàãèðóÿñü îò ñèñòåìû (3.1). Ïîýòîìó ìî æíî ââåñòèâ
ðàññìîòðåíèå ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìûå ïàðû ìàòðèö (A; b), ïî äðàçóìåâàÿ ïðè ýòîì âûïîë-
íåíèå ñâîéñòâà1) (èëè êàêîãî-ëèáî äðóãîãî ýêâèâàëåíòíîãî ñâîéñòâà2)�7) ). Ââåäåì â
ðàññìîòðåíèå òàêæå ïîëíîñòüþ íàáëþ äàåìûå ïàðû ìàòðèö (A; c), ïî äðàçóìåâàÿ ïðè ýòîì
âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ (3.25) (èëè êàêîãî-ëèáî äðóãîãî ýêâèâàëåíòíîãî åìó ñâîéñòâà).

Â ýòîì ñëó÷àåèç òåîðåìû 3.4 âûòåêàåòñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ò å î ð å ì à 3.5 (äâîéñòâåííîñòè Êàëìàíà). Äëÿ ïî ëíîé íàáëþäàåìîñòè ïàðû (A; c)
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïî ëíîé óïðàâëÿåìîñòè ïàðû (A � ; c).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (3.1) â òîì ñëó÷àå,êîãäà m = 1, ò. å. b � âåêòîð.
Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèçíàê ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè è ïîëíîé íàáëþ äàåìîñòè,

ñôîðìó ëèðîâàííûé â òåðìèíàõ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè.

Ò å î ð å ì à 3.6. Äëÿ ïî ëíîé óïðàâëÿåìîñòè è ïî ëíîé íàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû (3.1)
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïî ëèíî ìû det(pI � A) è W(p) det(pI � A) íå èìå ëè
îáùèõ íóëåé.
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Ä î ê àçàòåë üñòâî. Ïó ñòüïîëèíîìû det(pI � A) è W(p)� � det(pI � A) èìåþò îáùèé
íó ëü p = p0. Òîãäà äëÿ ïîëèíîìà

q(p) = det(pI � A)(pI � A) � 1b

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
A q(p0) = p0 q(p0):

Åñëè ïàðà (A; b) íå ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìà, òî â î äíó ñòîðîíó òåîðåìà äîê àçàíà. Òåïåðü
ïðåäïîëî æèì, ÷òî ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü ñóùåñòâóåò. Òîãäà èç ñâîéñòâà6) ïîëíîé óïðàâ-
ëÿåìîñòè êîýôôèöèåíòû qj ïîëèíîìà q(p) � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû, è ïîýòîìó
q(p0) 6= 0.

Êðîìå òîãî,

c� q(p0) = det(p0I � A) c� (p0I � A) � 1b= � det(p0I � A) W(p0) = 0:

Èòàê, ïîëó÷åí íåíó ëåâîé âåêòîð q(p0) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

A q(p0) = p0 q(p0); c� q(p0) = 0:

Èñïîëüçó ÿ òåîðåìó äâîéñòâåííîñòè Êàëìàíà è ñâîéñòâî 7) ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè, ïîëó-
÷àåì, ÷òî ïàðà (A; c) íå ïîëíîñòüþ íàáëþ äàåìà.

Äîê àæåì òåïåðü, ÷òî åñëèñèñòåìà (3.1) íå ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìà, òî ñîîòâåòñòâóþùèé
îáùèé íó ëü p = p0 ñóùåñòâóåò.

Ïó ñòüïàðà (A; b) íå ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìà. Òîãäà â ñèëó ñâîéñòâà5) ïîëíîé óïðàâëÿ-
åìîñòè ñóùåñòâóåò íåîñîáàÿ ìàòðèöà S òàêàÿ, ÷òî

eA = S� 1AS =
�

A11 A12

0 A22

�
; ~b= S� 1b=

�
b1

0

�
:

Ïðè ýòîì

~c = S� c =
�

c1

c2

�
:

Äëÿ W(p) â ñèëóååèíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî çàìåíû A, b, c íà eA, ~b, ~c èìååì

W(p) = ~c� ( eA � pI ) � 1~b= ~c�

�
(A11 � pI ) � 1b1

0

�
= c�

1(A11 � pI ) � 1b1:

Îòñþ äà ñëåäóåò, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèÿõ çíàìåíàòåëü det(pI � A) ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè
W(p) ñîêðàòèëñÿ ñ ÷èñëèòåëåì, ïîñê îëüêó çíàìåíàòåëü det(pI � A11) èìååò ñòåïåíü, ìåíü-
øóþ, ÷åì n. Òàêèì îáðàçîì, ïîëèíîìû det(pI � A) è det(pI � A) W(p) èìåþò îáùèé íó ëü.

Ñëó÷àé,êîãäà ïàðà (A; c) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ íàáëþ äàåìîé, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî.

Îáñó äèì òåïåðü âèä ñèñòåìû (3.1), åñëèîíà íå ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìà è â ñèëóñâîéñòâà
5) ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñóùåñòâóåò ìàòðèöà S, äëÿ êîòîðîé

S� 1AS =
�

A11 A12

0 A22

�
; S� 1b =

�
b1

0

�
: (3:26)

Âûïîëíèì â ýòîì ñëó÷àåëèíåéíóþ çàìåíó

x = Sy; y =
�

y1

y2

�
; (3:27)

ãäå ðàçìåðíîñòü âåêòîðà y1 ðàâíà ðàçìåðíîñòè ñòîëáöîâ ìàòðèöû b1. Â ýòîì ñëó÷àå

_y = S� 1AS y + S� 1b�;
� = c� Sy;
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è ñ ó÷åòîì (3.26) è (3.27)
_y1 = A11y1 + A12y2 + b1� ;
_y2 = A22y2:

Òàêèì îáðàçîì, â íå ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìå ìî æåò áûòü âûäåëåíà ïî äñèñòåìà

_y2 = A22 y2;

â êîòîðîé îòñóòñòâóåò óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå.

Ÿ 3.3. Ñòàáèëèçèðó åìîñòü

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î òîì, ìî æíî ëè ñòàáèëèçèðîâàòüñèñòåìó (3.1), ò. å. ñäåëàòü
ååóñòîé÷èâîé çà ñ÷åòâûáîðà óïðàâëåíèÿ � , êîòîðîå ôîðìèðó åòñÿ êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíà-
öèÿ êîîð äèíàò âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ x:

� = S� x:
ÇäåñüS � ïîñòî ÿííàÿ n � m-ìàòðèöà. Äëÿ ýòîãî äîê àæåì ñëåäóþùåå âñïîìîã àòåëüíîå
óòâåðæäåíèå.

Ïó ñòüçàäàíû êâàäðàòíûå n � n-ìàòðèöà A è m � m-ìàòðèöà D, n � m-ìàòðèöà B è
m � n-ìàòðèöà C.

Ë å ì ì à 3.1 (ëåììà Øóðà.) Åñëè detA 6= 0, òî

det
�

A B
C D

�
= detA det(D � CA � 1B): (3:28)

Åñëè detD 6= 0, òî

det
�

A B
C D

�
= det D det(A � BD � 1C): (3:29)

Ä î ê àçàòåë üñòâî. Ïó ñòüQ = � A � 1B. Òîãäà
�

A B
C D

� �
I n Q
0 I m

�
=

�
A 0
C D � CA � 1B

�
:

Îòñþ äà ñðàçóñëåäóåò (3.28). Äîê àçàòåëüñòâîðàâåíñòâà(3.29) ïðîâî äèòñÿ àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì.

Ñ ë å ä ñò â è å 3.1. Åñëè K è M � n � m-ìàòðèöû, òî

det(I n + K M � ) = det(I m + M � K ): (3:30)

Ä î ê àçàòåë üñòâî. Èñïîëüçó ÿ (3.28), ïîëó÷àåì

det
�

I n K
� M � I m

�
= det I n det(I m + M � K ):

Èç (3.29) íàõ î äèì

det
�

I n K
� M � I m

�
= det I m det(I n + K M � ):

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâñëåäóåò (3.30).

Â ñëó÷àååñëè� = S� x,
dx
dt

= (A + bS� )x;

� = c� x
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è õàðàêòåðèñòè÷åñêèéïîëèíîì ìàòðèöû A + bS� ïðèíèìàåò âèä

det(pI � A � bS� ) = det(pI � A) det(I m + S� (A � pI ) � 1b): (3:31)

Çäåñüèñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå (3.30).
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî â ñëó÷àåm = 1 äëÿ ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìîé ñè-

ñòåìû ñòàáèëèçàöèÿïî äáîðîì S âîçìî æíà âñåãäà. Áîëåå òîãî, çà ñ÷åòâûáîðà S ìî æíî
ñäåëàòüêàêèì óãîäíî õàðàêòåðèñòè÷åñêèéïîëèíîì ìàòðèöû A + bS� .

Èòàê, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n:

 (p) = pn +  n� 1pn� 1 + : : : +  0:

Ò å î ð å ì à 3.7. Ïóñòü m = 1 è ïàðà (A; b) ïî ëíîñòüþ óïðàâëÿåìà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ïî ëèíî ìà  (p) ñóùåñòâóåò âåêòîð s 2 Rn òàêîé, ÷òî

det(pI � A � bs� ) =  (p): (3:32)

Ä î ê àçàòåë üñòâî. Íàïîìíèì îáîçíà ÷åíèå

q(p) =
�

det(pI � A)
�

(pI � A) � 1b;
q(p) = qn� 1pn� 1 + : : : + q0:

Èç (3.31) ñëåäóåò, ÷òî

det(pI � A � bs� ) = det(pI � A) � s� q(p):

Ïîýòîìó äëÿ äîê àçàòåëüñòâàòåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîê àçàòüðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû

 j = � j � s� qj ; j = 0; : : : ; n � 1: (3:33)

Çäåñü� j � êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà det(pI � A):

det(pI � A) = pn + � n� 1pn� 1 + : : : + � 0:

Òàê êàê ïàðà (A; b) ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìà ïî ñâîéñòâó6) óïðàâëÿåìîñòè, âåêòîðû qj

ëèíåéíî íåçàâèñèìû è, ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé âåêòîð s îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

s =

0

@
q�

0
...

q�
n� 1

1

A

� 1 0

@
� 0 �  0

...
� n� 1 �  n� 1

1

A :

Òåîðåìà äîê àçàíà.

×àñòî â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ ñòîëü øèðîêèé âûáîð ôîðìèðîâàíèÿ óïðàâëåíèÿ � íåâîç-
ìî æåí. Ãîðàçäî ÷àùå â íàøåì ðàñïîð ÿæåíèè èìååòñÿ èíôîðìàöèÿ òîëüêî î âûõî äå, è
ôîðìèðîâàíèå óïðàâëåíèÿ � ïðîèñ õî äèò òàê:

� = ��

(ðèñ. 3.1). Çäåñü� � íåêîòîðàÿ m � l-ìàòðèöà. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà S èìååò ñïåöè-
àëüíûé âèä

S� = �c � :
Áóäåì ïðåäïîëàã àòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèéïîëèíîì � (p) ìàòðèöû A íå èìååò íó ëåé

íà ìíèìîé îñè. ×èñëî åãî íó ëåéñïðàâà îò ìíèìîé îñè îáîçíà ÷èì ÷åðåçkp. ×èñëî kp áóäåì
íàçûâàòü ñòåïåíüþ íåóñòîé÷èâîñòè ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè óïðàâëåíèÿ ñëó÷àé,êîãäà � = 0, óäîáíî òðàêòîâàòüêàê ðàçìû-
êàíèå îáðàòíîé ñâÿçè(ñì. ðèñ. 3.1).
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Ðèñ.3.1

×èñëî íó ëåé ñïðàâà îò ìíèìîé îñè ïîëèíîìà

det(pI � A � b�c � )

áóäåì îáîçíà ÷àòü÷åðåçk3 è íàçûâàòü ñòåïåíüþ íåóñòîé÷èâîñòè çàìêíóòîé ñèñòåìû.
Ïðèìåíèâ ôîðìó ëó Ýðìèò à�Ìèõ àéëîâà (ñì. ãëàâó 1) ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà(3.31),

êîòîðîå ïåðåïèøåì â âèäå

det(pI � A � b�c � ) = � (p) det
�
I m + � W(p)

�
;

ïîëó÷èì
� (n � 2k3) = � (n � 2kp) + 2� k0:

Çäåñü

k0 =
� Arg det(I m + �W (i! )) j+ 1

�1

2�
:

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðèìåíåíèÿ ôîðìó ëû Ýðìèò à�Ìèõ àéëîâà òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

det(i! I � A � b�c � ) 6= 0 8 ! 2 R1:

Ýòî ñîîòíîøåíèå çäåñüâûïîëíåíî, åñëè

det
�
I m + � W(i! )

�
6= 0; ! 2 R1: (3:34)

Èòàê, îê îí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ò å î ð å ì à 3.8. Ïóñòü
� (i! ) 6= 0 8 ! 2 R1 (3:35)

è âûïî ëíåíî íåðàâåíñòâî (3.34). Òîãäà èìååò ìåñòî ôîð ìóëà Íàéêâèñòà

k3 = kp � k0: (3:36)

Èç ýòîé ôîðìó ëû ñëåäóåò

Êðèòåðèé Íàéêâèñò à. Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (3.1) â ïðåäïî ëîæåíèÿõ (3.34),
(3.35) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû kp = k0.

Ïîïó ëÿðíîñòü êðèòåðèÿ Íàéêâèñòà îáóñëîâëåíà åãî ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé â
ñëó÷àåm = l = 1.

Íàïîìíèì, ÷òî ÷àñòî âìåñòî îïèñàíèÿ áëîêà â âèäåäèôôåðåíöèàëüíûõ èëè èíòåãðàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ çàäàåòñÿ ãîäîãðàô ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêèíà êîìïëåê ñíîé ïëîñê îñòè
(ðèñ. 3.2).
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Ðèñ.3.2

Â ñëó÷àåm = l = 1 ÷èñëî k0 ìî æåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

k0 =
� Arg (� � 1 + W(i! ))

�
�+ 1

�1

2�
:

Îòñþ äà è èç ðèñ. 3.2 âèäíî, ÷òî k0 � ýòî ÷èñëî îáõî äîâ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêèâåêòîðà,
íà ÷àëî êîòîðîãî íàõ î äèòñÿ â òî÷êå � � � 1, à êîíåö ðàñïîëî æåí íà ãîäîãðàôå W(i! ), êîãäà
ìû ïðî õî äèì âåñüïóòü ïî ãîäîãðàôó ïðè èçìåíåíèè ! îò �1 äî + 1 .

Â ñëó÷àå,èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 3.2, k0 = 1.
Ïîñê îëüêó kp íàõ î äèòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìó ëû Ýðìèò à�Ìèõ àéëîâà, êðèòåðèéÍàéêâèñòà

ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì êðèòåðèåì ñòàáèëèçàöèèëèíåéíûõ ñèñòåì.
Â çàêëþ÷åíèå ýòîé ãëàâû çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèÿ óïðàâëÿåìîñòè è íàáëþ äàåìîñòè

ìî æíî ââåñòèè äëÿ áîëåå îáùèõ ñèñòåì, ÷åì (3.1). Â íåëèíåéíûõ îáîáùåíèÿõ ýòèõ ïîíÿ-
òèé âìåñòî ìàòåìàòè÷åñêîé òåõíèêè, îïåðèðóþùåé ëèíåéíûìè ïî äïðîñòðàíñòâàìè, âåñü-
ìà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ ãëàäêèåìíîãîîáðàçèÿ. Òàêîé ïî äõî ä èçëîæåí â êíèãàõ
[43, 46]. Êðèòåðèé Íàéêâèñòà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ëèíåéíîé òåîðèè, êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ âî
ìíîãèõ ðàáîòàõ ïî òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Óêàæåì çäåñü,íàïðèìåð, êíèãè [40�42, 45, 47, 48].
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Ã ë à â à 4

ÄÂÓÕÌÅÐÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ÓÏÐ ÀÂËÅÍÈß.
ÔÀÇÎÂÛÅ ÏÎÐÒÐÅÒÛ

Â òîì ñëó÷àå,êîãäà ðàçìåðíîñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà (ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé) ðàâ-
íà äâóì, èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå âñïîìîã àòåëüíûå ñðåäñòâà,ìî æíî íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü
ñåáåðàçáèåíèå ôàçîâîé ïëîñê îñòè íà òðàåêòîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòî-
ðûå ñîîòâåòñòâóþò òåì èëè èíûì ðåæèìàì ðàáîòû ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò
êà÷åñòâåííî (à èíîã äà è êîëè÷åñòâåííî) îïèñàòü êàê ðàáî÷èå ðåæèìû ñèñòåìû, òàê è åå
ïåðåõî äíûå ïðîöåññû.

Ÿ 4.1. Àâòîðó ëåâîé è ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ
îðèåíò àöèåé êîñìè÷åñê îãî àïïàðàò à

Íà ÷íåì íàøå ðàññìîòðåíèå ññèñòåì óãëîâîé îðèåíò àöèè.Êëàññè÷åñêèìïðèìåðîì òàêîé
ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ äâóõïîçèöèîííûé àâòîðóëåâîé.

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå âðàùåíèÿ ñóäíà âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè, ïðî õî äÿùåé ÷åðåçåãî
öåíòð òÿæåñòè,ïðåíåáðåãàÿ áîêîâûì ñíîñîì ñóäíà ïðè ðàçâîðîòàõ è ñ÷èòàÿ, ÷òî ñóäíî
äâèæåòñÿ ñ ïîñòî ÿííîé ñêîðîñòüþ:

I
d2�
dt2

+ �
d�
dt

= M ( ): (4:1)

Çäåñü� (t) � îòêëîíåíèå ñóäíà îò çàäàííîãî êóðñà,I � ìîìåíò èíåðöèè ñóäíà îòíîñèòåëüíî
åãî âåðòèêàëüíîé îñè, âåëè÷èíà � _� (t) ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó ñèë âÿçêîãî òðåíèÿ è � �
êîýôôèöèåíò âÿçêîãî òðåíèÿ, M ( ) � ìîìåíò ñèë,ñîçäàâàåìûé ðóëåì,  � óãîë ïîâîðîò à
ïåðà ðóëÿ (ðèñ. 4.1).

Ðèñ.4.1
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Ñëåäóåòîòìåòèòü, ÷òî â òîì ñëó÷àå,êîãäà ñóäíî íåóïðàâëÿåìî ( � 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
M = 0), íåòðóäíî îïðåäåëèòü òðàåêòîðèè ñîîòâåòñòâóþùåé äâóõìåðíîé ñèñòåìû

_� = x;

_x = �
�
I

x
(4:2)

íà ôàçîâîé ïëîñê îñòè f x; � g. Ëåãêî âèäåòü,÷òî íà ðåøåíèÿõ x(t), � (t) ñèñòåìû (4.2) âû-
ïîëíåíî òîæäåñòâî �

x(t) +
�
I

� (t)
� �

= _x(t) +
�
I

x(t) � 0:

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ (4.2) èìååì

x(t) +
�
I

� (t) � const:

Îòñþ äà ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ ïð ÿìàÿ

x +
�
I

� = 


öåëèêîì ñîñòîèò èç òðåõòðàåêòîðèé:ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ x=0, � = 
 I =� è ñòðåìÿùèõ ñÿ
ê ýòîìó ðàâíîâåñèþ äâóõ òðàåêòîðèé (ðèñ. 4.2).

Òàêèì îáðàçîì, îñü àáñöèññïîëíîñòüþ ñîñòîèò èç ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ.

Ðèñ.4.2
Êàæäîìó äâèæåíèþ ñóäíà ñ íà ÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

� (0) = � 0; x(0) = _� (0) = x0

ñîîòâåòñòâóåò òðàåêòîðèÿ ñ ýòèìè æå íà ÷àëüíûìè äàííûìè. Ïîýòîìó âðàùåíèå íåóïðàâ-
ëÿåìîãî ñóäíà ñî âðåìåíåì çàòóõàåòè ïðè t ! + 1

� (t) ! � 0 +
I
�

x0:

Öåëüþ óïðàâëåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àåÿâëÿåòñÿ îáåñïå÷åíèå òàêèõ óñëîâèé, ÷òîáû

lim
t ! + 1

� (t) = 0

äëÿ íåêîòîðîé çàäàííîé îáëàñòè íà ÷àëüíûõ óñëîâèé èëè ÷òîáû

lim
t ! + 1

� (t) = 2k�

äëÿ ïî÷òè âñåõòðàåêòîðèé.Ïðè ýòîì ÷èñëî k çàâèñèòîò íà ÷àëüíûõ óñëîâèé: k = k(� 0; x0).
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Äëÿ ýòîé öåëè ðàññìîòðèì äâóõïîçèöèîííûé àâòîðóëåâîé, ïðè êîòîðîì ðóëü ìî æåò
çàíèìàòü äâà ïîëî æåíèÿ:  =  0 è  = �  0, ñîçäàâàÿ â êàæäîì èç íèõ ìîìåíòû ñèë,
ðàâíûå ïî âåëè÷èíå, íî ïðîòèâîïîëî æíûå ïî íàïðàâëåíèþ.

Â íàñòî ÿùåå âðåìÿ èìåþòñ ÿ ðàçëè÷íûå äàò÷èêè(ãèðîêîìïàñû), êîòîðûå èçìåðÿþò âå-
ëè÷èíû � (t) è _� (t) è ïî äàþò ñèãíàë � (t) = � (t) + b _� (t) íà ðóëåâóþ ìàøèíêó , êîòîðàÿ â
íàøåé èäåàëèçàöèèìãíîâåííî ïåðåêëàäûâàåòðóëü â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû � (t). Çäåñü
b � ïîëî æèòåëüíîå ÷èñëî. Áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî

 (� ) = �  0 ïðè � 2 (0; � );
 (� ) =  0 ïðè � 2 (� � ; 0);
 (� + 2� ) =  (� ) 8 � 2 R1:

Åñëèæå � = 0 èëè � = � , òî ðóëåâàÿìàøèíê à âûêëþ÷åíà, è ðóëü ìî æåòïðèíèìàòü ëþáîå
ïîëî æåíèå ìåæäó �  0 è  0:  2 [�  0;  0].

Èç èçëîæåííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ãðàôèê 2� -ïåðèî äè÷åñêîé ôóíêöèè M (� )= M ( (� ))
èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 4.3.

Ðèñ.4.3
Ïî äðîáíîå îïèñàíèå òåõíè÷åñêîé ðåàëèçàöèèòàêîãî äâóõïîçèöèîííîãî àâòîðóëåâîãî

èìååòñÿ â êíèãå [3].
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à âîçíèê àåòïðè êîíñòðóèðîâàíèè àâòîïèëîòîâ,

î äíàê î àâòîïèëîòó ïðèõ î äèòñÿ îòðàáàòûâàòüíå î äèí, êàê â àâòîðóëåâîì, à òðè óãëà. Ïî-
äîáíàÿ ïðîáëåìà âîçíèê àåò òàêæå â ñèñòåìàõ îðèåíò àöèè êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ. ×à-
ñòî òàêèåáîëåå ñëîæíûå óïðàâëÿåìûå äâèæåíèÿ ìî æíî ðàññìàòðèâàòüêàê ñîâîêóïíîñòü
íåçàâèñèìûõ ïëîñêèõ âðàùåíèé. (Â ýòîì ñëó÷àåóïðàâëåíèå êàæäûì óãëîì ïðîèçâî äèòñÿ
ïî íåçàâèñèìûì êîíòóðàì óïðàâëåíèÿ.) Îñîáåííîñòü óïðàâëåíèÿ îðèåíò àöèåéêîñìè÷åñêî-
ãî àïïàðàò à îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî ðàññìîòðåíèÿ òåì, ÷òî â êîñìè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâåîòñóòñòâóþòñèëû âÿçêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ (� = 0) è âìåñòî ðóëÿ ñ ðóëåâîé ìàøèíê îé
â êà÷åñòâåèñïîëíèòåëüíîãî îðãàíà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ðåàêòèâíûå äâèãàòåëè. Ñ
öåëüþ ýêîíîìèè òîïëèâà çäåñüââîäÿòñÿ òàê íàçûâàåìûå çîíû íå÷óâñòâèòåëüíîñòè, âåëè-
÷èíû êîòîðûõ ïðèåìëåìû äëÿ çàäà÷ îðèåíò àöèè. Â ýòîì ñëó÷àåãðàôèê 2� -ïåðèî äè÷åñêîé
ôóíêöèè M (� ) èìååò âèä ãðàôèêà, ïðèâåäåííîãî íà ðèñ. 4.4.
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Ðèñ.4.4
Çäåñüèíòåðâàë (� � ; �) � çîíà íå÷óâñòâèòåëüíîñòè, ãäå ðåàêòèâíûé äâèãàòåëüíå ðà-

áîòàåò.
Èòàê, è àâòîðóëåâîé, è ñèñòåìà óãëîâîé îðèåíò àöèè êîñìè÷åñêîãî àïïàðàò à ìîãóò áûòü

îïèñàíû óðàâíåíèÿìè
I •� + � _� = M (� ); � = � + b_� ; (4:3)

ãäå ÷èñëà� , � , b òàêîâû, ÷òî � � 0 è � � 0, b> 0. Ãðàôèê M (� ) èçîáðàæåí íà ðèñ. 4.4.
Âûïîëíèâ çàìåíó � = _� , ïðèâåäåì ñèñòåìó (4.3) ê ñèñòåìåâèäà

_� = � a� + f (� );
_� = � � + bf (� ); (4:4)

ãäå a = � =I , f (� ) = M (� )=I , � = 1 � ab. Áóäåì ïîëàã àòüäàëåå,÷òî � > 0.
Ñäåëàåì î äíî çàìå÷àíèå, êàñàþùååñÿ äîîïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.4) íà ïð ÿìûõ

ðàçðûâà � 2 R1, � = � + 2� k, � = � � + 2� k, � = (2k � 1)� . Â òîì ñëó÷àå,êîãäà ðåøåíèå
� (t), � (t) ðàñïîëî æåíî â ìîìåíò âðåìåíè t íà íåêîòîðîé èç ýòèõ ïð ÿìûõ: � (t) = � � , òî
âîçìî æíû äâà ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷íûõ äðóã îò äðóãà ñëó÷àÿ:

1) [� � (t) + bf (� � � 0)] [� � (t) + bf (� � + 0)] > 0; (4.5)

2) [� � (t) + bf (� � � 0)] [� � (t) + bf (� � + 0)] � 0: (4.6)

Â ïåðâîì ñëó÷àååñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (4.4) �ïðîñê àêèâàåò"â
ìîìåíò âðåìåíè t èç ïîëóïðîñòðàíñòâà f � < � � g â ïîëóïðîñòðàíñòâî f � > � � g (èëè,
íàîáîðîò) (ðèñ. 4.5).

Ðèñ.4.5 Ðèñ.4.6
Òàêèì îáðàçîì, çäåñüäîîïðåäåëÿåì ðåøåíèå ñèñòåìû (4.4) íà ëèíèè ðàçðûâà êàê ïðå-

äåëüíûå òî÷êè òðàåêòîðèé � 1 è � 2 ñîîòâåòñòâåííî ïðè t � 0 è t + 0.
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Âî âòîðîì ñëó÷àåâåêòîðû ñêîðîñòåé S1 è S2 òðàåêòîðèé � 1 è � 2 ñîîòâåòñòâåííî ïðè
t � 0 è t + 0 íàïðàâëåíû òàê, êàê ýòî ïîê àçàíî íà ðèñ. 4.6.

ßñíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àåòðàåêòîðèÿ � 1 íå ïðî äîëæèìà ïî íåïðåðûâíîñòè â ïîëó-
ïðîñòðàíñòâî f � > � � g, à � 2 � â ïîëóïðîñòðàíñòâî f � < � � g. Â ýòîì ñëó÷àåïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ åñòåñòâåííûì, ÷òî ïðî äîëæåííàÿ òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ î äíîâðåìåííî ïðî äîëæåíèåì
òðàåêòîðèé � 1 è � 2 (çäåñüíå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè!). Îíà
ñêîëüçèò âäîëü ëèíèè ðàçðûâà � = � � äî òåõïîð, ïîê à íå íàðóøèòñÿ íåðàâåíñòâî (4.6), à åå
âåêòîð ñêîðîñòè S3 îïðåäåëÿåòñÿ èç ðèñ.4.7, ò. å. êîíåö âåêòîðà S3 åñòüòî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî êîíöû âåêòîðîâ S1 è S2, è ïð ÿìîé � = � � .

Ðèñ.4.7
Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì âåêòîðíîå ïîëå (ïîëå íàïðàâëåíèé) î äíî-

çíà÷íî îïðåäåëÿåò òðàåêòîðèè, ðàñïîëî æåííûå íà ïîâåð õíîñò ÿõ ðàçðûâà ïðàâûõ ÷àñòåé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Òàêèåðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ ñêîëüçÿùèìè ðåæèìàìè. Ýòîò
ñïîñîá äîîïðåäåëåíèÿ ðåøåíèé áûë ïðåäëî æåí À. Ô. Ôèëèïïîâûì è øèðîê î èñïîëüçóåòñÿ
â íàñòî ÿùå âðåìÿ â òåîðèè óïðàâëåíèÿ.

Î òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñ ðàçðûâíû-
ìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè ìî æíî ïðî÷èò àòüâ êíèãàõ [11, 29].

Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àåíà ñêîëüçÿùåì ðåæèìå _� (t) = 0. Êðîìå òîãî,
ÿñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ � (t), � (t) ÷èñëî âõî äîâ â ñêîëüçÿùèé ðåæèì è âûõî äîâ èç
íåãî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî: t = tk , k = 1; 2; : : :

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñê îëüêó íà ñêîëüçÿùåì ðåæèìå _� (t)= 0, èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ
ñèñòåìû (4.4) ñëåäóåò, ÷òî íà ëèíèè ðàçðûâàf � 2 R1; � = � � g âìåñòî êàêîãî-ëèáî çíà÷åíèÿ
f (� � ) ñëåäóåò çàïèñàòü

f (t) = �
�
b

� (t): (4:7)

Îòñþ äà è èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (4.4) èìååì î÷åíü ïðîñòûå óðàâíåíèÿ ñêîëüçÿùåãî ðåæèìà

� (t) = � � ; _� = �
�

a +
�
b

�
� : (4:8)

Îòìåòèì åùå ðàç,÷òî íåëèíåéíîñòü f äîîïðåäåëÿåòñÿ íà ñêîëüçÿùåì ðåæèìå ôîðìó ëîé
(4.7), êîòîðàÿ çàâèñèò, êîíå÷íî, îò íà ÷àëüíûõ äàííûõ. Òàêîå äîîïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïî
ñóùåñòâóñëåäñòâèåìïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ëèíèè ðàçðûâà(ñì. ðèñ.4.7).
Çäåñüâàæíî, ÷òî äëÿ âñåõñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ âûïîëíåíî (4.6). Îòñþ äà è èç (4.7) ñëåäóåò,
÷òî çíà÷åíèÿ f (t) âñåãäà ïðèíàäëåæ àò îòðåçêó [f (� � � 0); f (� � + 0)], åñëè f (� � � 0) <
f (� � + 0), è îòðåçêó [f (� � + 0); f (� � � 0)], åñëèf (� � � 0) > f (� � + 0).

Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî â óðàâíåíèÿõ (4.4) íå òðåáóåòñÿ îïðåäåëÿòü çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè f (� ) íà ðàçðûâàõ. Ýòè çíà÷åíèÿ äîîïðåäåëÿþòñ ÿ èñõî äÿ èç ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ ïî
À. Ô. Ôèëèïïîâó äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ, ÷àñòüêîòîðîãî íàõ î äèòñÿ íà ñêîëüçÿùåì ðåæèìå.
Ïîñê îëüêó äëÿ ìíî æåñòâàâñåâîçìî æíûõ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåå ìíî æåñòâî çíà÷åíèé
 (t) çàïîëíÿåò âåñüïðîìåæóòîê [f (� � � 0); f (� � + 0)] èëè [f (� � + 0); f (� � � 0)], òî èíîã äà
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çíà÷åíèþ ôóíêöèè f íà ðàçðûâå ïðèïèñûâàþò âåñüòàêîé ïðîìåæóòîê, îãîâàðèâàÿ ïðè
ýòîì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ f îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìó ëå (4.7).

Îïðåäåëèì òåïåðü ôóíêöèþ

V(� ; � ) = � 2 + q

�Z

0

f (� ) d� ; (4:9)

ãäå q � ÷èñëî, êîòîðîå ìû çäåñüâûáåðåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

q = �
2(1+ ab)
(1 � ab)2

:

Ðàññìîòðèì ïðîèçâî äíóþ ôóíêöèè V â ñèëóñèñòåìû (4.4), ò. å. âûðàæåíèå

d
dt

V
�
� (t); � (t)

�
= 2� (t)

�
� a� (t) + f (� (t))

�
+

+ qf (� (t))
�
� � (t) + bf (� (t))

�
;

(4:10)

ïðè òåõçíà÷åíèÿõ t, ãäå � (t) 6= � � . Çäåñü� � � òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè f (� ).
Ïîñê îëüêó íà ñêîëüçÿùåì ðåæèìå � (t) = � � ,

� (t )Z

0

f (� ) d� =

� �Z

0

f (� ) d�

è ôóíêöèÿ f äîîïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìó ëå (4.7), â ýòîì ñëó÷àå

d
dt

V
�
� (t); � (t)

�
= � 2

�
a +

�
b

�
� (t)2: (4:11)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (4.10) ïîëó÷àåì

d
dt

V
�
� (t); � (t)

�
= � 2

�
a� (t)2 +

2ab
(1 � ab)

f
�
� (t)) � (t)+

+
(1 + ab)b
(1 � ab)2

f (� (t))2

�
= � 2a

�
� (t) +

b
(1 + ab)

f (� (t))
� 2

�

�
2b

(1 � ab)2
f (� (t))2:

(4:12)

Ïîñòðîåííàÿ íàìè ôóíêöèÿ V ñî ñâîéñòâàìè (4.11) è (4.12) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ëÿïó-
íîâñê îãî òèïà (ñì ãëàâó 1). Îíà íåîòðèöàòåëüíà ïðè âñåõ� è � , è ååïðîèçâî äíàÿ â ñèëó
ñèñòåìû (4.4) âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê tk ïåðåõî äà ðåøåíèÿ ÷åðåçëèíèþ ðàçðûâà
èëè âõî äà â ñêîëüçÿùèé ðåæèì è âûõî äà èç ýòîãî ðåæèìà, ÿâëÿåòñÿ íåïîëî æèòåëüíîé è
óäîâëåòâîðÿåòíåðàâåíñòâàì (4.11)è (4.12).Ñ ååïîìîùüþ ìû äîê àæåì ñòðåìëåíèå ëþáîãî
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.4) ê íåêîòîðîìó ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ.

Îäíàê î äëÿ äîê àçàòåëüñòâàýòîãî ôàêòà íàì åùå ïîòðåáóåòñÿ âûÿñíèòü íåêîòîðûå àñ-
ïåêòû ðàñïîëî æåíèÿ òðàåêòîðèéíà ôàçîâîé ïëîñê îñòè. Ïðåæäå âñåãîäîê àæåì î äíî î÷åíü
ïðîñòîå ñâîéñòâî ñèñòåìû (4.4).

Ïðåäëî æåíèå 4.1. Åñëè � (t), � (t) � ðåøåíèå ñèñòåìû (4.4), òî è � (t), � (t) + 2k� �
òàêæå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.4).

Äîê àçàòåëüñòâîýòîãî ôàêòà ñîñòîèò â ïî äñòàíîâê å ðåøåíèÿ � (t), � (t) + 2k� â ñèñòåìó
(4.4) è èñïîëüçîâàíèè 2� -ïåðèî äè÷íîñòè ôóíêöèè f (� ).

Èç ïðåäëî æåíèÿ 4.1ñëåäóåò, ÷òî åñëèìû ïðîèçâåäåì ñäâèãïî îñè àáñöèññíà 2� k ïîëîñû
f � 2 R1; � 2 [� � ; � ]g, òî ÷àñòèòðàåêòîðèé, ðàñïîëî æåííûõ â ýòîé ïîëîñå, ïîñëå ñäâèãà
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ñîâïàäóò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷àñòÿìè òðàåêòîðèé,ðàñïîëî æåííûõ â ïîëîñå f � 2 R1; � 2
[(2k � 1)� ; (2k + 1)� ]g. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòîò ôàêò äëÿ êà÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ
ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé íà ôàçîâîé ïëîñê îñòè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àéàâòîðóëåâîãî è ñêîëüçÿùèå ðåæèìû íà ôàçîâîé ïëîñê îñòè
(ðèñ. 4.8).

Ðèñ.4.8 Ðèñ.4.9
Ýòè ðåæèìû îïèñûâàþòñ ÿ óðàâíåíèÿìè (4.8), à èç ñîîòíîøåíèé (4.7) è f (t) 2 [(� � +

0); f (� � � 0)] ñëåäóåò, ÷òî íà ñêîëüçÿùåì ðåæèìå
�
�� (t)

�
� � d;

ãäå d = bf (� � � 0)=j� j.
Èñõî äÿ èç àíàëèçà âåêòîðíîãî ïîëÿ (ïîëÿ íàïðàâëåíèé), ëåãêî êà÷åñòâåííî îïèñàòü ïî-

âåäåíèåòðàåêòîðèé â ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ (ðèñ. 4.9).
Îòñþ äà âèäíî, ÷òî òîëüêî äâåòðàåêòîðèèìîãóò âîéòè â ñêîëüçÿùèé ðåæèì, íàõ î äÿùèé-

ñÿ íà ëèíèè ðàçðûâà f � 2R1; � = � g. Êàæäàÿ òî÷êà îòðåçêà f � = � ; � 2 [� d;d]g ÿâëÿåòñÿ òî÷-
êîé ðàçâåòâëåíèÿ ðåøåíèé. Èç íåå âûõî äÿò ðîâíî òðè òðàåêòîðèè: î ä-
íà � â ïðàâóþ ïîëóïëîñê îñòü, äðóãàÿ � â ëåâóþ, òðåòüÿîñòàåòñÿ â ñêîëüçÿùåì ðåæèìå.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ñêîëüçÿùèé ðåæèì ñîñòîèò èç òðåõòðàåêòîðèé:èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ � = � , � = 0 è äâóõ òðàåêòîðèé, êîòîðûå ñòðåìÿòñÿ ê íåìó ïðè t ! + 1 . Êàæäàÿ
òî÷êà íà ýòèõòðåõòðàåêòîðèÿõ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçâåòâëåíèÿ.

Îòðåçîê ñêîëüçÿùåãî ðåæèìà f � 2 [� d;d]; � = 0g ÿâëÿåòñÿ ëîê àëüíî óñòîé÷èâûì: â
íåêîòîðîé "-îêðåñòíîñòè äàííîãî îòðåçêà âñåòðàåêòîðèè çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïîïàäàþò íà
ýòîò îòðåçîê è â äàëüíåéøåì òàì îñòàþòñÿ, ñòðåìÿñü äàëååïðè t ! + 1 ê íó ëþ.

Çàìåòèì, ÷òî ïîïàäàíèå â ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ � ýòî ñâîéñòâî,
ïðèñóùåå òîëüêî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ íåãëàäêèìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè. Äëÿ
ñèñòåì ñ ãëàäêèìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè ýòîò ôàêò íåâîçìî æåí. Çäåñüæå äâå òðàåêòîðèè
ïîïàäàþò â íó ëåâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

Ïðåäïîëî æèì òåïåðü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ òðàåêòîðèÿ íå ñòðåìèòñÿ ê ñîñòîÿíèþ ðàâ-
íîâåñèÿ. Â ýòîì ñëó÷àåèç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèéÿñíî, ÷òî çà èñêëþ÷åíèåì ñ÷åòíîãî
÷èñëàòî÷åê tk ïåðåñå÷åíèÿ ïð ÿìûõ ðàçðûâà f � 2 R1; � = � � g íà ýòîé òðàåêòîðèè âûïîë-
íÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå �

�f (� (t))
�
� � l ;

ãäå l � ïîëî æèòåëüíîå ÷èñëî (ñì. ðèñ. 4.3). Îòñþ äà è èç íåðàâåíñòâà (4.12) ñëåäóåò, ÷òî

lim
t ! + 1

V
�
� (t); � (t)

�
= �1 :
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Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò îãðàíè÷åííîñòè ñíèçó ôóíêöèè V(� ; � ). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå-
÷èå äîê àçûâàåò, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.4) ñòðåìèòñÿ ïðè t ! + 1 ê íåêîòîðîìó
ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ.

Èñïîëüçó ÿ ýòîò ôàêò è ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå êà÷åñòâåííîå
ðàçáèåíèåôàçîâîé ïëîñê îñòè íà òðàåêòîðèè ñèñòåìû (4.4) (ðèñ. 4.10).

Òàêîå êà÷åñòâåííîå èçîáðàæåíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, çàïîëíåííîãî òðàåêòîðèÿìè,
â òåîðèè óïðàâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïîðòðåòîì ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñèñòåìó îðèåíò àöèè êîñìè÷åñêîãî àïïàðàò à.

Ðèñ.4.10
Çäåñüîñíîâíîå îòëè÷èå îò àâòîðóëåâîãî íà ïðåäëàãàåìîì ïóòè èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷à-

åòñÿ â íàëè÷èè çîíû íå÷óâñòâèòåëüíîñòè è îòñóòñòâèèòðåíèÿ (a = 0). Ó÷åòýòîãî ôàêòîðà
ïðèâî äèò ê ñëåäóþùèì èçìåíåíèÿì â ðèñ. 4.8 è 4.9 (ðèñ. 4.11è 4.12).

Èç ðàñïîëî æåíèÿ òðàåêòîðèé íà ðèñ. 4.12 ÿñíî, ÷òî íå ñòðåìÿùàÿñÿ ê ñîñòîÿíèþ ðàâ-
íîâåñèÿ ïðè t ! + 1 òðàåêòîðèÿ, êàê è â ñëó÷àåàâòîðóëåâîãî, âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì
ñ÷åòíîãî ÷èñëàòî÷åê tk ïåðåñå÷åíèÿñëèíèÿìè ðàçðûâà,óäîâëåòâîðÿåòíåðàâåíñòâó(4.12).
Îòñþ äà ñëåäóåò, ÷òî

V
�
� (t); � (t)

�
� V

�
� (0); � (0)

�
:

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ÷èñëî � , çàâèñÿùåå îò íà ÷àëüíûõ äàííûõ � (0), � (0), òàêîå, ÷òî âû-
ïîëíåíà îöåíê à

j� (t)j � � 8 t � 0: (4:13)
ßñíî, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé òðàåêòîðèèñóùåñòâóåòáåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñò ü

t j ! + 1 òàêàÿ, ÷òî t2i � ìîìåíò âõî äà òðàåêòîðèè � (t), � (t) â ìíî æåñòâî


 =
[

k

�
� 2 R1; � 2 [� � + 2� k; � + 2� k]

	

è t2i � 1 � ìîìåíò âûõî äà ðàññìàòðèâàåìîé òðàåêòîðèè èç ìíî æåñòâà
 .
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Ðèñ.4.11 Ðèñ.4.12
Èç óðàâíåíèÿ (4.4) ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíåíî î äíî èç íåðàâåíñòâ

t2i � t2i � 1 �
d
L

; (4:14)

t2i � t2i � 1 �
2(� � �)
� + bL

: (4:15)

ÇäåñüL = max
�

jf (� )j.

Â ñàìîì äåëå,ëèáî � (t2i ) = � (t2i � 1), ëèáî

j� (t2i ) � � (t2i � 1)j = 2(� � �) : (4:16)

Ëåãêî âèäåòü,÷òî â ïåðâîì èç ýòèõñëó÷àåâ

j� (t2i ) � � (t2i � 1)j > d (4:17)

(ñì. ðèñ. 4.12).
Îòñþ äà, èç òîãî ôàêòà, ÷òî âíå 
 [ f � = (2k � 1)� g âûïîëíåíî ðàâåíñòâî jf (� )j = L, è

èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4.4) (íàïîìíèì, ÷òî çäåñü� = 0) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

j� (t2i ) � � (t2i � 1)j = L(t2i � t2i � 1):

Îòñþ äà è èç (4.17) ñëåäóåò îöåíê à (4.14).
Âî âòîðîì ñëó÷àåèç îöåíêè (4.13) è âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4.4) (íàïîìíèì, ÷òî

çäåñü� = 1) èìååì íåðàâåíñòâî

j _� (t)j � � + bL 8 t 2 (t2i � 1; t2i ):

Îòñþ äà è èç ðàâåíñòâà(4.16) ñðàçóïîëó÷àåì îöåíêó (4.15).
Èç îöåíîê (4.14), (4.15) è (4.12) âûòåêàåò, ÷òî âûïîëíåíî î äíî èç íåðàâåíñòâ

V
�
� (t2i ); � (t2i )

�
� V

�
� (t2i � 1); � (t2i � 1)

�
� 2bLd;

V
�
� (t2i ); � (t2i )

�
� V

�
� (t2i � 1); � (t2i � 1)

�
� 2bL2 2(� � �)

� + bL
:

Îòñþ äà ñëåäóåò, ÷òî
lim

i ! + 1
V

�
� (t2i ); � (t2i )

�
= �1 :

Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò îãðàíè÷åííîñòè ñíèçó ôóíêöèè V(� ; � ). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå-
÷èå äîê àçûâàåò, ÷òî ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (4.4) ñòðåìèòñÿ ïðè t ! + 1 ê íåêîòîðî-
ìó ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ. (Çàìåòèì, ÷òî áîëåå óíèâåðñàëüíàÿ ñõåìà ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèé
Ëÿïóíîâà ê àíàëèçó óñòîé÷èâîñòè ðàçðûâíûõ ñèñòåì èçëîæåíà â êíèãå [11]. Îäíàê î îíà
òðåáóåò ðàçâèòîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé.)
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Èç ñòðåìëåíèÿ ïðè t ! + 1 ê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé
ñèñòåìû è ïðåäûäóùåãî àíàëèçà îêðåñòíîñòåé ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
êà÷åñòâåííîå ðàçáèåíèåôàçîâîé ïëîñê îñòè íà òðàåêòîðèè (ðèñ. 4.13).

Çàìåòèì, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (4.4) � = 0, � = 2� k äëÿ àâòîðóëåâîãî ñî-
îòâåòñòâóþòî äíîìó è òîìó æå çàäàííîìó êóðñó. Ê ýòîìó êóðñóïðè t ! + 1 àñèìïòîòè-
÷åñêèñòðåìÿòñÿ âñåäðóãèåðåæèìû ðàáîòû ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñóäíîì, çà èñêëþ÷åíèåì
îñîáûõ ðåæèìîâ, ñòðåìÿùèõ ñÿ ê íåóñòîé÷èâîìó ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ � = 0, � = � k.
Îäíàê î â ñèëó ñâîåé íåóñòîé÷èâîñòè ýòîò ðåæèì ôèçè÷åñêè íåðåàëèçóåì. Îí âìåñòå ñî
ñòðåìÿùèìèñ ÿ ê íåìó îñîáûìè ïåðåõî äíûìè ïðîöåññàìè êàê áû íåçàìå÷àåì â ðåàëüíîé
ðàáîòå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ. Àíàëîãè÷íûå çàìå÷àíèÿ ìî æíî ñäåëàòüè
äëÿ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ îðèåíò àöèåé êîñìè÷åñêîãî àïïàðàò à. Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæå-
íèå òåîðèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ îðèåíò àöèåé êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ ñîäåðæèòñÿ â êíèãå
[27].

Ðèñ.4.13

Çàìåòèì, ÷òî âûõî ä èç ñòðîÿ ñèñòåìû îðèåíò àöèè êîñìè÷åñêîãî àïïàðàò à ìî æåòïðèâå-
ñòè ê åãî âðàùåíèþ. Êàê âèäíî èç ôàçîâîãî ïîðòðåò à (ðèñ. 4.13), ìî æíî ñäåëàòüâûâî ä,
÷òî âêëþ÷åíèå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ îðèåíò àöèåéìî æåò ïîã àñèòüýòè âðàùåíèÿ è ñîðèåí-
òèðîâàòü àïïàðàò â íóæíîì íàïðàâëåíèè. Òàê áûëî ñ êîñìè÷åñêîé ñòàíöèåé �Ìèð"â 1987
ãîäó. Âûõî ä èç ñòðîÿ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ îðèåíò àöèåéïðèâåë ê ñëîæíîìó âðàùàòåëüíî-
ìó äâèæåíèþ ñòàíöèè. Ïîòðåáîâàëîñü íåêîòîðîå âðåìÿ äëÿ ðåìîíò à ñèñòåìû îðèåíò àöèè.
Ïîñëå ååâêëþ÷åíèÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ îðèåíò àöèåéïîã àñèëàâðàùåíèå îáúåêòà.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ÷àñòî ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ óãëîâîé îðèåíò àöèåéäîëæíà îò-
ðàáîòàòüíå ñòàöèîíàðíîå íàïðàâëåíèå, à âåñüìà ñëîæíîå ìàíåâðèðîâàíèå, êîòîðîå îáû÷íî
íàçûâàþò ïðîãðàììíûì äâèæåíèåì.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñòðåëüáóòîðïåäîé ïî äâèæóùåìó ñÿ êîðàáëþ. Òîðïåäà ïó ñêàåòñÿ
íå â öåëü,à â êèëüâàòåðíûé
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Ðèñ.4.14
ñëåä,îñòàþùèéñ ÿ â âîäå îò ðàáîòû âèíòîâ. Ýòîò ñëåäìî æåòáûòü îáíàðóæ åí ïðèáîðàìè,
íàõ î äÿùèìèñ ÿ íà òîðïåäå, ïðè åãî ïåðåñå÷åíèèòîðïåäîé. Ïîñëå ýòîãî ñèñòåìàóïðàâëåíèÿ
äîëæíà îòðàáîòàòüïðîãðàììíîå äâèæåíèå ðàçâîðîòà òîðïåäû è ååâòîðè÷íîå âõî æäåíèå
â êèëüâàòåðíûé ñëåä (ðèñ. 4.14). Ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ êèëüâàòåðíîãî ñëåäàïðîèçâî äèòñÿ
åùå î äèí ðàçâîðîò è ò. ä., ïîê à òîðïåäà íå äîñòèãíåò öåëè.

Ÿ 4.2. Óïðàâëåíèå ñèíõðîííîé ýëåêòðè÷åñê îé
ìàøèíîé è ñèñòåìû ôàçîâîé
àâòîïî äñòðîéêè ÷àñòîòû

1. Ñèíõðîííàÿ ìàøèíà. Ñèíõðîííàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ìàøèíà øèðîê î ïðèìåíÿåòñ ÿ êàê
ãåíåðàòîð, âûðàáàòûâàþùèé ýëåêòðîýíåðãèþ. ×àñòî ñèíõðîííûå ìàøèíû èñïîëüçóþòñÿ
êàê ýëåêòðîäâèãàòåëè.Íàïðèìåð, â êà÷åñòâåïðèâî äà ïðîê àòíûõ ñòàíîâ.

Ðàññìîòðèì çäåñüñèíõðîííûé ýëåêòðîäâèãàòåëü,îñíîâíûìè ýëåìåíò àìè êîòîðîãî ÿâ-
ëÿþòñÿ íåïî äâèæíûé ñòàòîð è âðàùàþùèéñ ÿ ðîòîð (ðèñ. 4.15).

Ðèñ.4.15 Ðèñ.4.16
Çäåñüíà ðîòîðå ïîê àçàíû ïàçû, â êîòîðûå óêëàäûâàåòñÿ îáìîòê à ðîòîðà � òàê íà-

çûâàåìàÿ îáìîòê à âîçáóæäåíèÿ. Ýòà îáìîòê à ïîñðåäñòâîì ùåòîê ñâÿçàíà ñ èñòî÷íèê îì
ïîñòî ÿííîãî òîêà. Íà ñòàòîðå òàêæå èìåþòñ ÿ îáìîòêè, ïî êîòîðûì ïðî õî äèò ïåðåìåí-
íûé ýëåêòðè÷åñêèéòîê, ñîçäàþùèé ïåðåìåííîå ìàãíèòíîå ïîëå. Ýòè îáìîòêè óñòðîåíû
òàê, ÷òî ïðè ïðî õî æäåíèè ÷åðåçíèõ ïåðåìåííîãî òîêà âåêòîð íàïð ÿæåííîñòè ìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòî ÿííûì ïî âåëè÷èíå è âðàùàåòñÿ ñ ïîñòî ÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ
(ðèñ. 4.16).

ßñíî, ÷òî ÷àñòîòà âðàùåíèÿ âåêòîðà íàïð ÿæåííîñòè ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòîé ïåðåìåííîãî
òîêà, ïðî õî äÿùåãî ÷åðåç îáìîòêè ñòàòîðà. Ïðè íåêîòîðîé èäåàëèçàöèèêàæäûé âèòîê
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îáìîòêè âîçáóæäåíèÿ ìî æíî ðàññìàòðèâàòüêàê ðàìêó ñ ïîñòî ÿííûì òîêîì, ïîìåùåííóþ
â ìàãíèòíîå ïîëå (ðèñ. 4.17).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòüäâèæåíèå ðàìêè âî âðàùàþùåéñ ÿ ñèñòåìåêîîð äèíàò, æåñòêî ñâÿ-
çàííîé ñ âåêòîðîì íàïð ÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â ýòîé ñèñòåìåêîîð äèíàò èìååì ðàì-
êó ñ ïîñòî ÿííûì òîêîì i , ïîìåùåííóþ â ïîñòî ÿííîå ìàãíèòíîå ïîëå, íà êîòîðóþ äåéñòâóåò
ñèëàF (ðèñ. 4.18).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî F = � iB , ãäå B � íàïð ÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ, � � êîýôôè-
öèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñò è. Îòñþ äà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âåëè÷èíû � (t) èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
ñîîòíîøåíèå:

I •� = � � i n l B sin� + M : (4:18)
ÇäåñüI � ìîìåíò èíåðöèè ðîòîðà, 2l � ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ó÷àñòêàìè ðàì-
êè, n � ÷èñëî âèòêîâ îáìîòêè, M � ìîìåíò ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ, êîòîðûé ïðåî äîëåâàåòñÿ
ñèíõðîííûì äâèãàòåëåì ïðè âûïîëíåíèè ïîëåçíîé ðàáîòû. ×àñòî âåëè÷èíó M íàçûâàþò
íàãðóçêîé ýëåêòðîäâèãàòåëÿ.

Ðèñ.4.17 Ðèñ.4.18
Çàïèøåì óðàâíåíèå (4.18) â ñëåäóþùåì âèäå:

•� + bsin� = 
 : (4:19)

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè 
 = 0 ýòî óðàâíåíèå óæå ðàññìàòðèâàëîñü íàìè � ýòî óðàâíåíèå
êîëåáàíèé ìàÿòíèê à.

Óðàâíåíèå (4.19) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå
_� = � ;
_� = � bsin� + 
 ;

(4:20)

êîòîðàÿ èìååò ïåðâûé èíòåãðàë

V(� ; � ) =
1
2

� 2 � bcos� � 
 � :

Ïîñê îëüêó
_V(� (t); � (t)) = � (t) _� (t) + (bsin� � 
 ) _� (t) =
= � (t)[� bsin� + 
 + bsin� � 
 ] = 0;

òðàåêòîðèè ñèñòåìû (4.20) öåëèêîì ðàñïîëî æåíû íà ëèíèÿõ óðîâíÿ ôóíêöèè V(� ; � ) = C
(ðèñ. 4.19). Çäåñüðàññìàòðèâàåòñÿ íàèáîëåå ñîäåðæàòåëüíûé ñëó÷àé,êîãäà b > 
 . Ïðè
b < 
 íàãðóçêà íà ñèíõðîííóþ ìàøèíó ÿâëÿåòñÿ íàñòîëüêî áîëüøîé, ÷òî íåâîçìî æíî
îáåñïå÷èòü ñèíõðîííûå ðàáî÷èå ðåæèìû ìàøèíû.
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Ðèñ.4.19

Ïîñìîòðèì òåïåðü, êàêèì äâèæåíèÿì ðîòîðà ñîîòâåòñòâóåò òà èëè èíàÿ òðàåêòîðèÿ.
Çàìêíóòûì òðàåêòîðèÿì ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèå ðîòîðà, êîòîðîå ìî æíî ðàçáèòüíà äâå
ñîñòàâëÿþùèå. Ýòî � âðàùåíèå ñ ïîñòî ÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ðàâíîé óãëîâîé ñêîðîñòè
âðàùåíèÿ âåêòîðà íàïð ÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïëþñ ïåðèî äè÷åñêèåêà÷àíèÿ ðîòîðà
îòíîñèòåëüíî ýòîãî ðàâíîìåðíîãî âðàùåíèÿ.

Íåçàìêíóòûå òðàåêòîðèèñîîòâåòñòâóþòàñèíõðîííûì äâèæåíèÿì ðîòîðà � åãî óãëîâàÿ
ñêîðîñòü ñ íåêîòîðîãî ìîìåíò à âðåìåíè ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå, ÷åì óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùå-
íèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òàêèå ðåæèìû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ çàïðåùåííûìè äëÿ ñèíõðîííîé
ìàøèíû.

Èç ðèñ.4.19âèäíî, ÷òî ýòèäâàðàçíûõ òèïà òðàåêòîðèéðàçäåëÿþò(ñåïàðèðóþò) îñîáûå
òðàåêòîðèè, êîòîðûå íàçûâàþò òàêæå äâîÿêîàñèìïòîòè÷åñêèìè , èëè ãîìîêëèíè÷åñêèìè.
Ïðè t ! + 1 è t ! �1 ýòè òðàåêòîðèè ñòðåìÿòñÿ ê î äíîé è òîé æå ñòàöèîíàðíîé òî÷êå
ñåäëîâîãî òèïà. Èíîã äà, ïî ä÷åðêèâàÿèõ ðàçäåëÿþùóþ ðîëü, òàêèåòðàåêòîðèè íàçûâàþò
òàêæå ñåïàðàòðèñàìè.

Öåëüóïðàâëåíèÿ ñèíõðîííîé ìàøèíîé � îáåñïå÷åíèå ñèíõðîííîãî ðåæèìà ðàáîòû, ò. å.
âðàùåíèÿ ðîòîðà ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ñîâïàäàþùåé ñî ñêîðîñòüþ âðàùåíèÿ ìàãíèòíîãî
ïîëÿ. Äëÿ ýòîãî íåîá õî äèìî áûëî ñîçäàòü òàêèå óïðàâëÿþùèå óñòðîéñòâà,êîòîðûå áû
ïî äàâëÿëè (äåìïôèðîâàëè) óïîìÿíóòûå âûøå êà÷àíèÿ ðîòîðà îòíîñèòåëüíî âðàùàþùå-
ãîñÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ðàñøèðÿëè îáëàñòè, çàïîëíåííûå îãðàíè÷åííûìè ðåøåíèÿìè, ïî
ñðàâíåíèþ ñ îáëàñòÿìè, ïðåäñòàâëåííûìè íà ðèñ. 4.19.

Ïåðâûå òàêèåóñòðîéñòâàáûëè èçîáðåòåíû â íà ÷àëåXX âåêà. Îíè áûëè âåñüìà ïðîñòû
ïî êîíñòðóêöèè è ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé äâå äîïîëíèòåëüíûå êîðîòê îçàìêíóòûå îáìîòêè,
ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ðàñïîëî æåííûå íà ðîòîðå. Äâèæåíèå ðîòîðà îòíîñèòåëüíî ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ èíäóöèðîâàëî òîêè â ýòèõ îáìîòê àõ, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü,ñîçäàâàëèñèëû,
äåéñòâóþùèå íà ðîòîð è äåìïôèðóþùèå åãî êà÷àíèÿ. Èçîáðåòåíèå òàêèõ óïðàâëÿþùèõ
óñòðîéñòâ, ãåíèàëüíîå ïî ïðîñòîòå è òåõíîëîãè÷íîñòè, ìî æíî ñðàâíèòü ñ èçîáðåòåíèåì
ðåãóëÿòîðà Óàòòà.

Ïîëíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî äåëüîïèñàííîãî çäåñüïðîöåññà âçàèìî äåéñòâèÿäåìïôåðíûõ
îáìîòîê ñ ìàøèíîé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áîëåå âûñîê îãî ïî-
ðÿäêà. Î íåé ìî æíî ïðî÷èò àòü â êíèãå [38]. Îäíàê î èìååòñÿ ïðèáëèæåííàÿ èíæ åíåðíàÿ
àðãóìåíò àöèÿ, êîòîðóþ ìû çäåñüíå ïðèâî äèì, î òîì, ÷òî ìîìåíò äåìïôèðóþùèõ ñèë,ñî-
çäàâàåìûõ ýòèìè îáìîòê àìè, ðàâåí � � _� , ãäå � � íåêîòîðîå ïîñòî ÿííîå ÷èñëî. Ýòî ÷èñëî
çàâèñèòîò ïàðàìåòðîâ îáìîòîê. Â ýòîì ñëó÷àåâìåñòî óðàâíåíèÿ (4.19) ïîëó÷àåì óðàâíå-
íèå

•� + � _� + bsin� = 
 : (4:21)
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Â äàëüíåéøåì, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî b=1. Ê óðàâíåíèþ òàêîãî âèäà
ìî æíî ïðèâåñòè óðàâíåíèå (4.21), èñïîëüçóÿ çàìåíó âðåìåíè � = t

p
1=b.

Ïðîáëåìà èññëåäîâàíèÿ ðàáîòû ñèíõðîííîé ìàøèíû ñ äåìïôèðóþùèì ñèëîâûì ìîìåí-
òîì ÿâèëàñüìîòèâàöèåé ãëîáàëüíîãî êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (4.21) âûäà-
þùèìñ ÿ èòàëüÿíñêèì ìàòåìàòèê îì Ôðàí÷åñêî Òðèêîìè â 1933ãîäó.

Ïðèâåäåì çäåñüîñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Ô.Òðèêîìè, ïåðåéäÿ îò óðàâíåíèÿ
(4.21) ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå

_� = � ;
_� = � � � � ' (� );

(4:22)

ãäå ' (� ) = sin� � 
 .

Ò å î ð å ì à 4.1. Ëþáîå îãðàíè÷åííîå ïðè t � 0 ðåøåíèå ñèñòåìû (4.22) ñòðåìèòñÿ
ïðè t ! + 1 ê íåêîòîðî ìó ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ.

Ä î ê àçàòåë üñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

V(� ; � ) =
1
2

� 2 +

�Z

0

' (� ) d� : (4:23)

Íà ðåøåíèÿõ � (t); � (t) ñèñòåìû (4.22) èìååì ñîîòíîøåíèå

_V(� (t); � (t)) = � � � (t)2: (4:24)

Îòñþ äà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ V(� (t); � (t)) ìîíîòîííî óáûâàåòïî t. Â ñèëóîãðàíè÷åííîñòè
� (t), � (t) ïðè t � 0 èìååì îãðàíè÷åííîñòü ïðè t � 0 ôóíêöèè V(� (t); � (t)) . Îòñþ äà âûòåêàåò
ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ïðåäåëà

lim
t ! + 1

V(� (t); � (t)) = � : (4:25)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ îáå ÷àñòèðàâåíñòâà(4.24) îò 0 äî t, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

�

tZ

0

� (� )2d� = V(� (0); � (0)) � V (� (t); � (t)) :

Îòñþ äà ñëåäóåò, ÷òî
+ 1Z

0

� (t)2dt < 1 : (4:26)

Êðîìå òîãî,
[� (t)2]� = 2� (t) _� (t) = � 2� � (t)2 � 2� (t)' (� (t)) :

Èç îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ � (t), � (t) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî C, äëÿ êîòîðîãî
�
�[� (t)2]�

�
� � C 8 t � 0: (4:27)

Èç ñîîòíîøåíèé (4.26) è (4.27) ïî ëåììå 1.2 èç ãëàâû 1 ñëåäóåò, ÷òî

lim
t ! + 1

� (t) = 0: (4:28)

Îòñþ äà, èç ðàâåíñòâà(4.25) è âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé V(� ; � ) è ' (� ) ñëåäóåò, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ÷èñëî � , óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó

lim
t ! + 1

(cos� (t) + 
 � (t)) = � :
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Íî òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà� 0 èìååì ðàâåíñòâî

lim
t ! + 1

� (t) = � 0: (4:29)

Ëåãêî âèäåòü,÷òî òî÷êà � = 0, � = � 0 ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (4.22).
Èç ñîîòíîøåíèé (4.28) è (4.29) âûòåêàåòóòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ðèñ.4.20
Èç òåîðåìû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè 1 < 
 , ò. å. ïðè îòñóòñòâèèñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, âñå

ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.22) ÿâëÿþòñÿ íåîãðàíè÷åííûìè (ðèñ. 4.20).
Ïîýòîìó ðàññìîòðèì äàëååñëó÷àé,êîãäà 1 > 
 .
Çàìåòèì, ÷òî ïîñê îëüêó äëÿ ôóíêöèè (4.23) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (4.24), ëèíèè óðîâ-

íÿ ôóíêöèè V(� ; � ) ïðè � 6= 0 ÿâëÿþòñÿ áåñêîíò àêòíûìè êðèâûìè äëÿ òðàåêòîðèé ñèñòå-
ìû (4.22). Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòè òðàåêòîðèè �ïðîøèâàþò"ëèíèè óðîâíÿ èçâíå âîâíóòðü
(ðèñ. 4.21,ñðàâíè ñ ðèñ. 4.19).

Ðèñ.4.21
Îáîçíà ÷èì ÷åðåç� 0 íó ëü ôóíêöèè ' (� ), äëÿ êîòîðîãî � 0 2 [0; 2� ], ' 0(� 0) > 0, è ÷åðåç� 1

� íó ëü ôóíêöèè ' (� ), äëÿ êîòîðîãî � 1 2 [0; 2� ], ' 0(� 1) < 0.
Ðèñ.4.22 Ðèñ.4.23

Îáîçíà ÷èì ÷åðåçe� (t), e� (t) ðåøåíèå ñèñòåìû (4.22), äëÿ êîòîðîãî

lim
t ! + 1

e� (t) = 0; lim
t ! + 1

e� (t) = � 1

è e� (t) < 0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t.

Ïó ñòüee� (t), ee� (t) � ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.22), äëÿ êîòîðîãî

lim
t ! + 1

ee� (t) = 0; lim
t ! + 1

ee� (t) = � 1
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è ee� (t) > 0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t (ðèñ. 4.22). Èç áåñêîíò àêòíîñòè ëèíèè óðîâíÿ ôóíê-
öèè V(� ; � ), ïðî õî äÿùåé ÷åðåçòî÷êó � = 0, � = � 1, ñëåäóåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ e� (t), e� (t) ïðè
âñåõt 2 R1 íàõ î äèòñÿ íèæ å êðèâîé f V(� ; � ) = V(0; � 1); � < 0g (ðèñ. 4.23). Ïîñê îëüêó èç
ñîîòíîøåíèé V(� ; � ) = V(0; � 1) è � ! + 1 ñëåäóåò, ÷òî � ! �1 , â ýòîì ñëó÷àåìî æíî
ñôîðìó ëèðîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ë å ì ì à 4.1. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

lim
t !�1

e� (t) = �1 ; lim
t !�1

e� (t) = + 1 : (4:30)

Ëåãêî âèäåòü,÷òî äëÿ òðàåêòîðèè ee� (t), ee� (t) èìåþòñ ÿ òðè âîçìî æíîñòè:

1) ñóùåñòâóåò÷èñëî � , äëÿ êîòîðîãî ee� (� ) = 0, ee� (� ) 2 (� 1 � 2� ; � 0), ee� (t) > 0 8 t 2 (� ; + 1 );
(ðèñ. 4.24);
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Ðèñ.4.24

2) äëÿ âñåõt ee� (t) > 0, lim
t !�1

ee� (t) = 0, lim
t !�1

ee� (t) = � 1 � 2� (ðèñ. 4.25);

Ðèñ.4.25

3) äëÿ âñåõt ee� (t) > 0, lim
t !�1

ee� (t) = �1 (ðèñ. 4.26).

Ðèñ.4.26
Ô.Òðèêîìè ïîê àçàë,÷òî â ñëó÷àå3) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lim
t !�1

ee� (t) = + 1 : (4:31)

Ýòî âåñüìà òîíêèé ôàêò, êîòîðûé çäåñüìû íå áóäåì äîê àçûâàòü.Äîê àçàòåëüñòâîåãî ñî-
äåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â êíèãå [5].Ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî â ðàáîòàõó÷åíûõ øê îëû À. À. Àíäðîíîâà
áûëè óêàçàíû êëàññû äâóõìåðíûõ ñèñòåì âèäà (4.21) èç Ÿ1, äëÿ êîòîðûõ â ñëó÷àå3) ñî-
îòíîøåíèå (4.31) íå èìååò ìåñòà [12].

Èç òåîðåìû 4.1 è ñâîéñòâñåïàðàòðèñe� (t), e� (t) è ee� (t), ee� (t) ñåäëîâîé îñîáîé òî÷êè � = 0,
� = � 1 ìî æíî ñäåëàòüâûâî ä î òîì, ÷òî ïðè 1 > 
 âîçìî æíû òðè òèïà ðàçáèåíèÿ ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà íà òðàåêòîðèè:

1) Ñåïàðàòðèñû e� (t), e� (t) è ee� (t), ee� (t) ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöàìè îáëàñòè ïðèò ÿæåíèÿ ëîê àëüíî
óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ � = 0, � = � 0 (ðèñ. 4.27). Ïðè ñäâèãåïî � íà âåëè÷èíó
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2k� ýòè îáëàñòè ñòàíîâÿòñ ÿ îáëàñòÿìè ïðèò ÿæåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé � = 0, � =
� 0 + 2k� .

Ðèñ.4.27

Òðàåêòîðèè,ðàñïîëî æåííûå âíå ýòèõîáëàñòåé,ñòðåìÿòñÿ ïðè t ! + 1 ê áåñêîíå÷íîñòè.

2) Ñåïàðàòðèñàee� (t), ee� (t) ÿâëÿåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêîé, ò. å.

lim
t !�1

ee� (t)= lim
t ! + 1

ee� (t) = 0; lim
t !�1

ee� (t) = � 1 � 2� ; lim
t ! + 1

ee� (t) = � 1:

Â ýòîì ñëó÷àåîáëàñòè ïðèò ÿæåíèÿ óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ òàêæå îãðàíè-
÷åíû ñåïàðàòðèñàìè, î äíàê î â ïîëóïëîñê îñòè f � � 0g óæå íåò íåóñòîé÷èâûõ �êîðèäî-
ðîâ"(ðèñ. 4.28).

Ðèñ.4.28

3) Âñåôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ðàçáèòî íà îáëàñòèïðèò ÿæåíèÿ óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé ðàâ-
íîâåñèÿ. Ãðàíèöàìè ýòèõîáëàñòåéÿâëÿþòñÿ ñåïàðàòðèñûñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ
(ðèñ. 4.29).

Ðèñ.4.29
Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå îáëàñòåéïðèò ÿæåíèÿ óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ è

âåñüãëîáàëüíûé àíàëèç ñèñòåìû (4.22) ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ èëè îöåíê å òîëüêî î äíîé

òðàåêòîðèè � ñåïàðàòðèñûee� (t),ee� (t). (Â ñëó÷àå1) âàæíî óìåòü âû÷èñëÿòüèëè îöåíèâàòü
òàêæå ñåïàðàòðèñóe� (t), e� (t).)

Ô.Òðèêîìè è åãî ïîñëåäîâàòåëÿìè áûëè ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå àíàëèòè÷åñêèåîöåíêè
ýòèõ ñåïàðàòðèñ.Ñëó÷àé 2) ñîîòâåòñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ f � ; 
 g ñìåíå î äíîé
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êà÷åñòâåííîé êàðòèíû ðàñïîëî æåíèÿ òðàåêòîðèé äðóãîé (ò. å. ñìåíû ñåïàðàòðèñû 1) ñå-
ïàðàòðèñîé 2), èëè íàîáîðîò). Òàêîå êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå íàçûâàþò áèôóðêàöèåé, à
ïàðàìåòðû � è 
 , ñîîòâåòñòâóþùèå ñëó÷àþ 2), íàçûâàþòñÿ áèôóðêàöèîííûìè. ßñíî, ÷òî
îöåíêè ñåïàðàòðèñçäåñüïðèâî äÿò ê îöåíê àì áèôóðêàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ.

×èñëåííûå ìåòî äû ê îïðåäåëåíèþ ñåïàðàòðèñ,è, ñëåäîâàòåëüíî, áèôóðêàöèîííûõ ïà-
ðàìåòðîâ, áûëè ïðèìåíåíû â 60-å�70-å ãîäû [35].

Ïðèáëèæ åííîå âû÷èñëåíèå ñåïàðàòðèñîáû÷íî ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ÷àñòè.Â íåêîòîðîé
äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ñåäëîâîé îñîáîé òî÷êè ñåïàðàòðèñàïðèáëèæàåòñÿ ê ëèíåé-
íîé ôóíêöèè ñ êîýôôèöèåíòîì

�
�
2

�

r
� 2

4
� ' 0(� 1) :

Âíå ýòîé îêðåñòíîñòè èñïîëüçóåòñÿ êàêîé-ëèáî ÷èñëåííûé ìåòî ä àïïðîê ñèìàöèè ðåøåíèé
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (÷àùå âñåãî � ìåòî ä Ðóíãå�Êóòò à).

Ïðèìåíåíèå òàêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì ïðèâåëî ê ïðèáëèæåííîìó âû÷èñëåíèþ áè-
ôóðêàöèîííîé êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ � � 2 è 
 , èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 4.30.

Ðèñ.4.30

Òî÷êàì íà ýòîé êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò ðàñïîëî æåíèå òðàåêòîðèé â ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå,èçîáðàæåííîå íà ðèñ.4.28.Òî÷êàì, ðàñïîëî æåííûì íèæ å ýòîé êðèâîé, � ñòðóêòóðà,
èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 4.29. Òî÷êàì, ðàñïîëî æåííûì âûøå ýòîé êðèâîé è íèæíå ïð ÿìîé
f 
 = 1g, ñîîòâåòñòâóåò ðèñ. 4.27.Òî÷êàì, ðàñïîëî æåííûì âûøå ïð ÿìîé f 
 = 1g, ñîîòâåò-
ñòâóåò ðèñ. 4.20.

Çàìåòèì, ÷òî èç ïðåäûäóùèõ ðàññìîòðåíèé âûòåêàåòòàêæå ñëåäóþùèé ôàêò.

Ë å ì ì à 4.2. Ëþáîå ðåøåíèå � (t), � (t) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè èç îáëàñòè
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�
1
2

� 2 +

�Z

� 1

' (� ) d� < 0
�

ñòðåìèòñÿ ïðè t ! + 1 ê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ � = 0, � = � 0. Âîñïî ëüçóåìñÿ ýòèì
ðåçóëüòàòî ì, ÷òîáû ðàññìîòðåòü çàäà÷óî ïðåäåëüíîé íàãðóçêåñèíõðîííîé ìàøèíû.

Çàäà÷à î ïðåäåëüíîé íàãðóçê å. Ðàññìîòðèì ñèíõðîííûé ýëåêòðîäâèãàòåëü,ïðèâî-
äÿùèé âî âðàùåíèå âàëêè ïðîê àòíîãî ñòàíà (ðèñ. 4.31).

Ðèñ.4.31
Ïîê à ðàñêàëåííàÿ ìåò àëëè÷åñêàÿ çàãîòîâêà äâèæåòñÿ òîëüêî ïî íèæíèì âàëêàì, ìî æíî

ñ÷èòàòü,÷òî íàãðóçêà ñèíõðîííîé ìàøèíû ðàâíà íó ëþ è ìàøèíà ðàáîòàåòâ ñèíõðîííîì
ðåæèìå, ò. å. � (t) � 0, _� (t) � 0. Â ìîìåíò âðåìåíè t = � çàãîòîâêà âõî äèò â òó ÷àñòü
ïðîê àòíîãî ñòàíà, ãäå ïðîèñ õî äèò ïðîöåññ ðàñêàòûâàíèÿ. Çà ñ÷åòâðàùåíèÿ âåðõíèõ è
íèæíèõ âàëêîâ â ïðîòèâîïîëî æíîì íàïðàâëåíèè çàãîòîâêà äâèæåòñÿ âïåðåä, óìåíüøàÿñü
ïî òîëùèíå. ßñíî, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = � ïðîèñ õî äèò íàáðîñ íàãðóçêè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè t < � ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
•� + � _� + sin� = 0 (4:32)

è ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ � (t) � 0, _� (t) � 0. Ïðè t > � ýòîò ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ óðàâíå-
íèåì

•� + � _� + sin� = 
 (4:33)

è ñîîòâåòñòâóåòðåøåíèþ ñ íà ÷àëüíûìè äàííûìè � (� )=0 , _� (� )=0 .
ßñíî, ÷òî òàêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.33) óæå íå ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ, è

íàøà çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîñëå íàáðîñà íàãðóçêè ñèíõðîííàÿ ìàøèíà íå
âûïàëà èç ñèíõðîíèçìà. Äðóãèìè ñëîâàìè, íåîá õî äèìî, ÷òîáû ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.33)
ñ íà ÷àëüíûìè äàííûìè � (� ) = 0, _� (� ) = 0 îê àçàëîñü â îáëàñòè ïðèò ÿæåíèÿ íîâîãî óñòîé-
÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ � (t) � � 0, _� (t) � 0.

Ïðè ðåøåíèè ýòî çàäà÷è ìî æíî èñïîëüçîâàòü ëåììó 4.2, êîòîðóþ çäåñüìî æíî ïåðå-
ôîðìó ëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ò å î ð å ì à 4.2. Äîïóñòèìûì íàáðîñî ì íàãðóçêè 
 ÿâëÿåòñÿ òàêàÿ âåëè÷èíà 
 , êî-
òîð àÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

0Z

� 1

(sin � � 
 ) d� < 0: (4:34)

Èç òåîðåìû 4.2 ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåëüíûé íàáðîñ íàãðóçêè 
 = � ìî æíî îïðåäåëèòü èç
ðàâåíñòâàïëîùàäåé ïî äãðàôèêîâ ôóíêöèè sin� � � (ðèñ. 4.32).

Â èíæ åíåðíîé ïðàêòèêå òàêîé ìåòî ä îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíîãî íàáðîñà íàãðóçêè íàçû-
âàþò ìåòî äîì ïëîùàäåé.
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Ïîñìîòðèì òåïåðü, êàêèå ïðåèìóùåñòâà èìååò àëãîðèòì ìåäëåííîãî íàãðóæåíèÿ ñèí-
õðîííîé ìàøèíû. Ïðåäïîëî æèì, ÷òî ìû èìååì m øàãîâ íàãðóæåíèÿ. Íà k-ì øàãå â ìî-
ìåíò � k > � k� 1 íàãðóçêà ìãíîâåííî âîçðàñòàåòñ âåëè÷èíû 
 k� 1 äî âåëè÷èíû 
 k . Ðàçíîñòü
� k � � k� 1 ìû ñ÷èòàåì äîñòàòî÷íî áîëüøîé � òàêîé, ÷òîáû ðåøåíèå ñ íà ÷àëüíûìè äàííûìè
� (� k), _� (� k) (ïðåäûäóùåå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ) ïîïàëî â äîñòàòî÷íî ìàëóþ îêðåñòíîñòü
íîâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå,ïðèìåíÿÿ íà êàæäîì øàãå ëåììó 4.2, ïîëó-
÷àåì, ÷òî äëÿ ïîïàäàíèÿ â îáëàñòüïðèò ÿæåíèÿ íîâîãî óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ,
íåîá õî äèìî, ÷òîáû ïëîùàäü âåðõíåé çàøòðèõîâàííîé îáëàñòè íà ðèñ. 4.33 áûëà áîëüøå
íèæíåé çàøòðèõîâàííîé îáëàñòè. ßñíî, ÷òî ïðè âûáîðå 
 k� 1 è 
 k äîñòàòî÷íî áëèçêèìè
äðóã ê äðóãó, âñåãäà ìî æíî óäîâëåòâîðèòü ýòîìó óñëîâèþ.
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Ðèñ.4.32

Ðèñ.4.33

Èòàê, ìåäëåííî äâèãàÿñü�óñòàâêàìè", ñèíõðîííóþ ìàøèíó ìî æíî íàãðóçèòüäî ëþáîé
âåëè÷èíû 
 < 1.

Çàìåòèì, ÷òî çàïóñê ñèíõðîííûõ ãåíåðàòîðîâ è ïîñò àíîâê à èõ ïî ä íàãðóçêó ÿâëÿåòñÿ
ñëîæíûì äèíàìè÷åñêèì ïðîöåññîì, äëÿùèìñ ÿ èíîã äà íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ìèíóò .

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â íàñòî ÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ ìíîãî ðàçëè÷íûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ
ñèíõðîííûõ ìàøèí, èñïîëüçóþùèõ îáìîòêó âîçáóæäåíèÿ. Ñèãíàëû äàò÷èêîâ âåëè÷èí
� (t) è _� (t) ïðåîáðàçóþòñÿ â äîïîëíèòåëüíîå íàïð ÿæåíèå, êîòîðîå ïî äàåòñÿ íà îáìîòêó
âîçáóæäåíèÿ. Ýòî íàïð ÿæåíèå ñîçäàåò óïðàâëÿåìûé ñèëîâîé ìîìåíò , äåéñòâóþùèé íà
ðîòîð è óëó÷øàþùèé äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâàñèíõðîííîé ìàøèíû. Óïîìÿíåì çäåñüêíè-
ãó Ì. Ì. Áîòâèííèê à, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêîå óïðàâëåíèå [7]. Ì. Ì. Áîòâèííèê
øèðîê î èçâåñòåíòàêæå êàê ìíîãîêðàòíûé ÷åìïèîí ìèðà ïî øàõìàò àì.

Ñèñòåìû àâòîìàòè÷åñê îé ïî äñòðîéêè ÷àñòîòû. Ïðèíöèï ñèíõðîíèçàöèè ÿâëÿåòñÿ
î äíèì èç îñíîâíûõ ïðè ïåðåäà÷å òåëåâèçèîííîãî èçîáðàæåíèÿ. Ðàññìîòðèì çäåñüïðèí-
öèïèàëüíóþ ñõåìó ïåðåäà÷è ÷åðíî-áåëîãî òåëåâèçèîííîãî ñèãíàëà.

Íà òåëåâèçèîííîé ñòàíöèè íà ôîòîìàòðèöå èìååòñÿ èçîáðàæåíèå íåêîòîðîãî ïðåäìåò à.
Ïî ñòðîêàì ôîòîìàòðèöû ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîáåãàåòýëåêòðîííûé ëó÷, êîòîðûé, çàìûê àÿ
ýëåêòðè÷åñêóþöåïü â ìîìåíò âðåìåíè t, ñîçäàåò íàïð ÿæåíèå u(t), êîòîðîå çàâèñèòîò
ÿðêîñòè â òîé ÿ÷åéêå ôîòîìàòðèöû, ãäå â ìîìåíò âðåìåíè t îê àçàëñÿ ýëåêòðîííûé ëó÷
(ðèñ. 4.34).
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Ðèñ.4.34

Ñêàíèðîâàíèå ëó÷à ïî ýêðàíó âûïîëíÿåòñ ÿ íà èíòåðâàëå âðåìåíè [t1; t2]. Äàëåå ïðîèñ-
õî äèò âûñîê î÷àñòîòíàÿ ìî äóëÿöèÿ ñèãíàëà u(t), è ÷åðåçýôèð îí ïîñòóïàåò â òåëåâèçè-
îííûé ïðèåìíèê. Â ïðèåìíèê å äàííûé ñèãíàë äåìî äóëèðóåòñÿ è ïî äàåòñÿ íà ôîðìèðîâà-
òåëüýëåêòðîííîãî ëó÷à â ýëåêòðîííî-ëó÷åâîé òðóáêå òåëåâèçîðà.×åì áîëüøå âåëè÷èíà
u(t), òåì èíòåíñèâíåå ýëåêòðîííûé ëó÷ è, ñëåäîâàòåëüíî, òåì áîëüøå ÿðêîñòü â ñîîòâåò-
ñòâóþùåé òî÷êå ýêðàíà, êóäà ïîïàäàåò ýòîò ëó÷. Òàêîé ëó÷, ïðî õî äÿ ÷åðåçîòêëîíÿþùèå
ïëàñòèíû è ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîáåãàÿ ïî ñòðîêàì ýêðàíà, ñîçäàåòíà íåì èçîáðàæåíèå.

ßñíî, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû íå áûëî èñêàæåíèé ïðè ïåðåäà÷å èçîáðàæåíèÿ, ãåíåðàòîðû,
ðàçâåðòûâàþùèåýëåêòðîííûå ëó÷è íà òåëåâèçèîííîé ñòàíöèè è â òåëåâèçîðå,äîëæíû ðà-
áîòàòüñèíõðîííî. Äðóãèìè ñëîâàìè, äîëæíû ñîâïàäàòü ÷àñòîòû îáîèõ ãåíåðàòîðîâ. Ýòî
ÿâëÿåòñÿ öåëüþ óïðàâëåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ñèñòåì ñèíõðîíèçàöèè � ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîé
ïî äñòðîéêè ÷àñòîòû. Ýòè ñèñòåìû ðàáîòàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Èíôîðìàöèÿ î ÷àñòîòå! ý ãåíåðàòîðà íà òåëåâèçèîííîé ñòàíöèè, êîòîðûé íàçûâàþò ýòà-
ëîííûì, ïåðåäàåòñÿ íà êàæäûé òåëåâèçîðñèíõðîèìïó ëüñàìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ
òåëåâèçèîííîãî ñèãíàëà (ðèñ. 4.35).

Ðèñ.4.35
Ïîñëå ïðî õî æäåíèÿ ýëåêòðîííîãî ëó÷à ïî ôîòîìàòðèöå ñëåäóåò íåêîòîðàÿ âðåìåííàÿ

çàäåðæêà, âî âðåìÿ êîòîðîé ïåðåäàþòñÿ ñèíõðîèìïó ëüñû � èíôîðìàöèÿ î ÷àñòîòå ! ý.
Äàëåå ñíîâà èäåò ðàçâåðòêà ëó÷à è ïåðåäàåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ÿðêîñòè, à çàòåì âíîâü
ïåðåäàþòñÿ ñèíõðîèìïó ëüñû, è ò. ä.

Â òåëåâèçèîííîì ïðèåìíèê å ñèãíàë ñåïàðèðóåòñÿ, è èíôîðìàöèÿ îá ! ý ïîñòóïàåò íà
áëîê ñèíõðîíèçàöèè, êîòîðûé óñòðîåí ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðèñ. 4.36).

Ïðè ðàçîìêíóòîé îáðàòíîé ñâÿçè,êîãäà íà ïî äñòðàèâàåìûé ãåíåðàòîð íåò âîçäåéñòâèÿ
óïðàâëÿþùåãî óñòðîéñòâà(ÓÓ), ïî äñòðàèâàåìûé ãåíåðàòîð (ÏÃ ) ðàáîòàåò ñ íåêîòîðîé
ïîñòî ÿííîé ÷àñòîòîé ! ïð . Áóäåì ñ÷èòàòü÷àñòîòó! ý ýòàëîííîãî ãåíåðàòîðà òàêæå ïîñòî-
ÿííîé âåëè÷èíîé.

Ðèñ.4.36
Öåëüþ óïðàâëåíèÿ çäåñüÿâëÿåòñÿ óñòðàíåíèå ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè � = ! ý � ! ïð .

Ïîñëå âêëþ÷åíèÿ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ, èçîáðàæåííîé íà ðèñ.4.35,â ìîìåíò âðåìåíè t = 0
âåëè÷èíà ! ï óæå íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòî ÿííîé: ! ï = ! ï (t). Öåëüðàáîòû ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ
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ñîñòîèò â îñóùåñòâëåíèè çàõâàòà ïî ÷àñòîòå:! ï (t) ! ! ý ïðè t ! + 1 . Ôóíêöèè

� ý(t) = � ý(0) + ! ýt; � ï (t) = � ï (0) +

tZ

0

! ï (� ) d� (4:35)

íàçûâàþòñÿ ôàçàìè ýòàëîííîãî è ïî äñòðàèâàåìîãî ãåíåðàòîðîâ. ×èñëà � ý(0) è � ï (0) ÿâ-
ëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ýòèõôàç â ìîìåíò âðåìåíè t = 0.

Çíà÷åíèÿ � ý(t) è � ï (t) ïîñòóïàþò íà âõî ä áëîêà Ä, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì äå-
òåêòîðîì. Ñóùåñòâóåòìíîãî ðàçëè÷íûõ ýëåêòðîííûõ ñõåì, ÿâëÿþùèõ ñÿ ôàçîâûìè äåòåê-
òîðàìè. Îíè îïèñàíû â êíèãàõ [18, 35]. Äëÿ íàñ â äàííîì ñëó÷àåâàæåí ëèøü òîò ôàêò,
÷òî âûõî äîì áëîêà Ä âî âñåõýòèõñõåìàõ ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà

� 1 = F (� ý � � ï ): (4:36)

Çäåñüôóíêöèÿ F (x) ÿâëÿåòñÿ 2� -ïåðèî äè÷åñêîé. Òèïè÷íûìè ôóíêöèÿìè F (x) ÿâëÿþòñÿ
sinx è ôóíêöèè, ãðàôèêè êîòîðûõ èçîáðàæåíû íà ðèñ. 4.37è 4.38.

Âåëè÷èíà � 1(t) ïîñòóïàåò íà âõî ä ôèëüòðà,êîòîðûé ñëóæèòäëÿ ïî äàâëåíèÿ âîçíèêøèõ
â ïðîöåññå ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè îá ! ý ïîìåõ. Â ãëàâå2 ðàññìîòðåíû RC- è RLC -öåïè,
êîòîðûå ÷àñòî ïðèìåíÿþòñ ÿ â êà÷åñòâåôèëüòðîâ. Â îáùåì ñëó÷àåôèëüòð ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ëèíåéíûé áëîê ñ âõî äîì � 1, âûõî äîì � 2 è ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé K (p).

Ðèñ.4.37
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Ðèñ.4.38
Õàðàêòåðèñòèêà áëîêà óïðàâëåíèÿ ïî äñòðàèâàåìûì ãåíåðàòîðîì ÓÓ îáû÷íî ïðèíèìà-

åòñÿ ëèíåéíîé. Èçìåíåíèå ÷àñòîòû ïî äñòðàèâàåìîãî ãåíåðàòîðà ïðè äåéñòâèèñèãíàëàáëî-
êà óïðàâëåíèÿ ÓÓ ïðîèñ õî äèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

! ï (t) = ! ïð + � 3(t); � 3(t) = S � 2(t); (4:37)

ãäå S � íåêîòîðîå ÷èñëî. Äåéñòâèåáîëüøèíñòâà óïðàâëÿþùèõ óñòðîéñòâ ÓÓ îñíîâàíî
íà èçìåíåíèè ðåàêòèâíîñòè, âíîñèìîé èìè â êîíòóð ïî äñòðàèâàåìîãî ãåíåðàòîðà. Ñõåìû
òàêèõ óñòðîéñòâïðèâåäåíû â óïîìÿíóòûõ âûøå êíèãàõ [18, 35].

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ RC-öåïè âåëè÷èíû � 1 è � 2 ñâÿçàíû óðàâíåíèåì

RC
d� 2

dt
+ � 2 = � 1 (4:38)

è ó÷åñòüñîîòíîøåíèÿ (4.35)�(4.37), òî ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ðà-
áîòó ñèñòåìû àâòîïî äñòðîéêè ãåíåðàòîðîâ:

RC
d� 2

dt
+ � 2 = F (� ý � � ï );

(� ý � � ï )� = ! ý � ! ïð � S� 2:
(4:39)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ! ý � ! ïð = � , è ïî äñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ � 2(t), ïîëó÷åííîå èç âòîðîãî
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4.39) â ïåðâîå, èìååì

RC
d2�
dt2

+
d�
dt

+ SF (� ) = � ; (4:40)

ãäå� = � ý� � ï . Â ñëó÷àåñèíóñîèäàëüíîé õàðàêòåðèñòèêèôàçîâîãî äåòåêòîðàF (� ) = sin�
èç óðàâíåíèÿ (4.40) ïîëó÷àåì óæå èçó÷åííîå íàìè óðàâíåíèå ñèíõðîííîé ìàøèíû (4.21)

•� + � _� + bsin� = 
 ;

ãäå � = 1=(RC), b= S=(RC), 
 = � =(RC).
Ðåøåíèþ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé óñòàíîâëåíèþ ñèíõðîííîãî ðåæèìà ðà-

áîòû ãåíåðàòîðîâ, ñîîòâåòñòâóåò ôàçîâûé ïîðòðåò, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 4.29.
Ðàçâèòèåìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàò à äëÿ èçó÷åíèÿ ñèñòåì àâòîïî äñòðîéêè ñ áîëåå ñëîæ-

íûìè ôèëüòðàìè è õàðàêòåðèñòèêàìè äåòåêòîðîâ èçëîæåíî â êíèãå [11].
Â çàâåðøåíèåýòîãî ïàðàãðàôà çàìåòèì, ÷òî âñåðàññìîòðåííûå â Ÿ1 è 2 ñèñòåìû óïðàâ-

ëåíèÿ êðîìå äâóõìåðíîãî åâêëèäîâà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà îáëàäàþò åùå è äðóãèì ôà-
çîâûì ïðîñòðàíñòâîì � öèëèíäðè÷åñêèì. Ââåäåì ýòî ïðîñòðàíñòâî.

Èç ïðåäëî æåíèÿ 4.1 ñëåäóåò èíâàðèàíòíîñòü ñâîéñòâðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì îòíîñè-
òåëüíî ñäâèãà x + d, ãäå

x =
�

�
�

�
; d =

�
0

2�

�
;

ò. å. åñëèx(t) � ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, òî è x(t) + d òàêæå ÿâëÿåòñÿ ååðåøå-
íèåì.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äèñêðåòíóþ ãðóïïó

� =
�

x = kd j k 2 Zg:

ÇäåñüZ � ìíî æåñòâî öåëûõ ÷èñåë.
Ðàññìîòðèì ôàêòîð-ãðóïïó R2=� , ýëåìåíò àìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êëàññû âû÷åòîâ [x] 2

R2=� . Îíè îïðåäåëÿþòñ ÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[x] = f x + u j u 2 � g:
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Ââåäåì òàê íàçûâàåìóþ ïëîñêóþ ìåòðèêó

�
�
[x]; [y]

�
= inf

z 2 [x ]
# 2 [y ]

jz � #j:

Çäåñü,êàê è ðàíåå, j � j � åâêëèäîâà íîðìà â R2.
Èç ïðåäëî æåíèÿ 4.1 ñëåäóåò, ÷òî [x(t)] ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, à ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

R2=� � ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Îíî ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ òðàåêòîðèè[x(t)],
t 2 R1.

Ëåãêî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèé äèôôåîìîðôèçì ìåæäó R2=� è ïîâåð õíîñòüþ öèëèíäðà
R1 � C. ÇäåñüC � îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Ðàññìîòðèì ìíî æåñòâî 
 = f xj � 2
R1; � 2 (0; 2� ]g, â êîòîðîì íàõ î äèòñÿ ðîâíî ïî î äíîìó ïðåäñòàâèòåëþêàæäîãî êëàññà[x] 2
R2=� . Íàêðîåì ïîâåð õíîñòü öèëèíäðà ìíî æåñòâîì 
 , îáìîò àâ 
 âîêðóã ýòîé ïîâåð õíîñòè
(ðèñ. 4.39).

Ðèñ.4.39
Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåð õíîñòü öèëèíäðà òàêæå ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ òðàåê-

òîðèè. Òàêîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêèì.
Èíîã äà òàêîå ïðîñòðàíñòâî ðàññìàòðèâàòüóäîáíåå, ÷åì R2. Ýòî ñâÿçàíî â îñíîâíîì ñ

òåì, ÷òî èñ÷åçàåòòà ìíîãîçíà ÷íîñòü, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåòêîîð äèíàòå � : âñåì çíà÷åíèÿì
� + 2k� ñîîòâåòñòâóåòòîëüêî î äíî ñîñòîÿíèå ðåàëüíîé ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, çäåñüèìåþòñ ÿ
äâàòèïà çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé,êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþòïåðèî äè÷åñêèì ðåæèìàì ðàáîòû
ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. Çàìêíóòûå òðàåêòîðèèïåðâîãî òèïà ìîãóò áûòü ãîìîòîïíî ñòÿíóòû â
òî÷êó (ðèñ. 4.40).Ýòà çàìêíóòîñòü ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïåðåõî äå ê R2. Çàìêíóòûå òðàåêòîðèè
âòîðîãî òèïà, î õâàòûâàþùèå öèëèíäð, íå ìîãóò áûòü ãîìîòîïíî ñòÿíóòû â òî÷êó. Òàêàÿ
çàìêíóòîñòü èñ÷åçàåòïðè ïåðåõî äå ê R2 (ðèñ. 4.41).

Ðèñ.4.40 Ðèñ.4.41

Ÿ 4.3. Ìàòåìàòè÷åñê àÿ òåîðèÿ ïîïó ëÿöèé
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Áèîëîãè÷åñêàÿ ïîïó ëÿöèÿ, íàõ î äÿùàÿñÿ â áëàãîïðèÿòíûõ
óñëîâèÿõ ñðåäû îáèòàíèÿ (èçîáèëèå ïèùè, îòñóòñòâèåõèùíèê îâ è áîëüøàÿ ïëîùàäü îáè-
òàíèÿ), ðàçìíî æàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî ñâîåé ÷èñëåííîñòè. Ñ÷èòàÿ ÷èñëî îñîáåé äîñòà-
òî÷íî áîëüøèì, ìî æíî ïåðåéòè ê èäåàëèçàöèè,êîòîðàÿ ïðèíèìàåò ÷èñëî îñîáåé n(t) çà
ãëàäêóþ ôóíêöèþ ñ àðãóìåíòîì t. Â ýòîì ñëó÷àåóïîìÿíóòûé çàêîí ðàçìíî æåíèÿ ìî æíî
çàïèñàòüâ ñëåäóþùåé ôîðìå:

dn
dt

= �n: (4:41)

Çäåñüïîñòî ÿííîå ïîëî æèòåëüíîå ÷èñëî � � êîýôôèöèåíò ðî æäàåìîñòè äëÿ ðàññìàòðèâà-
åìîé ïîïó ëÿöèè.

Ê óðàâíåíèþ (4.41) àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðèõ î äÿò ïðè àíàëèçå ýêîíîìè÷åñê îãî ðîñòà ñ
ïîñòî ÿííûì ïîê àçàòåëåì ïðèðîñò à � íà áîëüøèõ âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ.Âàø áàíêîâñêèé
âêëàäñãîäîâûì ïðîöåíòîì ïðèðîñò à � íà áîëüøîì âðåìåííîì èíòåðâàëåòàêæåâîçðàñòåò,
ïî ä÷èíÿÿñü óðàâíåíèþ (4.41).

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ çàïèøåì â âèäå

n(t) = e�t n(0): (4:42)

Â èäåàëüíûõ óñëîâèÿõ ðîñò ïîïó ëÿöèè ïî ä÷èíÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó (4.42).
Â ýêñïåðèìåíò àëüíûõ óñëîâèÿõ ýòî ïðîñëåæèâàëîñü ïðè áûñòðîì ðàçìíî æåíèè áàêòåðèé.

Îäíàê î â ýêîñèñòåìàõ íàáëþ äàåòñÿ ïîñòî ÿííàÿ êîíêóðåíöèÿ ïîïó ëÿöèé çà îáëàäàíèå
ïðîñòðàíñòâîì è ïèùåé, èìåþòñ ÿ õèùíèêè, óíè÷òî æàþùèå ñâîè æåðòâû, âìåøàòåëüñòâî
÷åëîâåêà ïî äàâëÿåò÷èñëåííîñòü íåêîòîðûõ ïîïó ëÿöèé. Òàêèì îáðàçîì, â ýêîñèñòåìàõ ñó-
ùåñòâóþò ìíîãî÷èñëåííûå îáðàòíûå ñâÿçè, à ïîïûòêè ÷åëîâåêà óïðàâëÿòü ýêîñèñòåìîé
(íàïðèìåð, ïóòåì îòñòðåëàõèùíèê îâ) ìîãóò ïðèâî äèòüê ðàçëè÷íûì, â òîì ÷èñëåè íåæå-
ëàòåëüíûì, ïîñëåäñòâèÿì.

Èçó÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî äåëåé âçàèìî äåéñòâèÿïîïó ëÿöèé íà ÷àëîñü â 20-õ ãîäàõ
XX âåêà, è â 1931ãîäó áûëà îïóáëèê îâàíà çíàìåíèò àÿ êíèãà Âèòî Âîëüòåððà[8]. Â 1976
ãîäó âûøåë ïåðåâîä ýòîé êíèãè íà ðóññêèéÿçûê ñ îáñòî ÿòåëüíûì ïðèëî æåíèåì, êîòîðîå
íàçûâàåòñÿ �Âèòî Âîëüòåððàè ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýêîëîãèÿ".

Çäåñüìû ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ Ëîòêè�Âîëü òåððà,îïèñûâàþùèå âçàèìî äåéñòâèåäâóõ
âèäîâ � õèùíèê à è æåðòâû. Ýòà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî äåëü,ðàçëè÷íûå ååîáîáùåíèÿ è äðó-
ãèåèíòåðåñíûå ïîïó ëÿöèîííûå ìî äåëè ñîäåðæàòñÿ â óïîìÿíóòîé âûøå êíèãå.

Æåðòâû (íàïðèìåð, çàéöû) ïðè îòñóòñòâèèõèùíèê îâ (íàïðèìåð, âîëêîâ) ðàçìíî æà-
þòñÿ ñîãëàñíî ìàòåìàòè÷åñêîé ìî äåëè (4.41). Õèùíèêè ïðè îòñóòñòâèèæåðòâ,ò. å. ïèùè,
áûñòðî âûìèðàþò . Ýòî ñîîòâåòñòâóåò îòðèöàòåëüíîìó êîýôôèöèåíòó ïðèðîñò à � .

Â ñëó÷àåñîñóùåñòâîâàíèÿ äâóõýòèõâèäîâ ïðîèñ õî äÿò âñòðå÷èõèùíèê îâ è æåðòâ.ßñíî,
÷òî ÷èñëî òàêèõ âñòðå÷ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëåííîñòè õèùíèê îâ è æåðòâ� n1(t)n2(t). Ýòè
âñòðå÷èâëèÿþò îòðèöàòåëüíî íà óâåëè÷åíèåïîïó ëÿöèè æåðòâ(ñ êîýôôèöèåíòîì � � 1) è
ïîëî æèòåëüíî íà óâåëè÷åíèåïîïó ëÿöèè õèùíèê îâ (ñ êîýôôèöèåíòîì � 2).

Âñåñêàçàííîå âûøå ïîçâîëÿåò íàïèñàòü ñëåäóþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ÷èñ-
ëåííîñòè ïîïó ëÿöèé n1(t) æåðòâè n2(t) õèùíèê îâ:

_n1 = � 1n1 � � 1� n1n2;
_n2 = � � 2n2 + � 2� n1n2:

(4:43)
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Çäåñüâåëè÷èíû n1 è n2 ìîãóò ïðèíèìàòü òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì
ñèñòåìà (4.43) èìååò ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ:

n1(t) � 0; n2(t) = e� � 2 tn2(0);
n2(t) � 0; n1(t) = e� 1 tn2(0);
n1(t) � n2(t) � 0:

Òàêèì îáðàçîì, ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñèñòåìû (4.43) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûé êâàäðàíò ïëîñ-
êîñòè f n1 � 0; n2 � 0g (ðèñ. 4.42)

Ðèñ.4.42

Ïîê àæåì, ÷òî ñèñòåìà (4.43) èìååò ïðè n1 > 0, n2 > 0 ïåðâûé èíòåãðàë

V(n1; n2) = � 2 ln n1 � � � 2n1 + � 1 ln n2 � � � 1n2:

Â ñàìîì äåëå,

_V(n1(t); n2(t)) = � 2
_n1

n1
� � � 2 _n1 + � 1

_n2

n2
� � � 1 _n2 =

= � 2(� 1 � � � 1n2) � � � 2(� 1n1 � � � 1n1n2)+
+ � 1(� � 2 + � � 2n1) � � � 1(� � 2n2 + � � 2n1n2) = 0:

Îòñþ äà ñëåäóåò, ÷òî è ôóíêöèÿ

W(n1; n2) = eV (n1 ;n2) = g(n1) h(n2);

ãäå
g(n1) = n� 2

1 e� �� 2n1 ; h(n2) = n� 1
2 e� �� 1n2 ;

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (4.43).
Ëåãêî âèäåòü,÷òî ôóíêöèè g è h èìåþò ìàê ñèìóìû ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ

n1 =
� 2

� � 2
; n2 =

� 1

� � 1
: (4:44)

Ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé èçîáðàæåíû íà ðèñ. 4.43.

Ðèñ.4.43
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Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ W(n1; n2) îáëàäàåòñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

W(n1; n2) � W
�

� 2

� � 2
;

� 1

� � 1

�
:

Îòñþ äà ñëåäóåò, ÷òî ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè W(n1; n2) ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè êðèâûìè,
îêðóæàþùèìè òî÷êó (4.44).

Òàêèì îáðàçîì, òðàåêòîðèè ñèñòåìû (4.43) ðàñïîëî æåíû íà çàìêíóòûõ ëèíèÿõ óðîâíÿ
è òî÷êà (4.44) ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ (ðèñ. 4.44).

Ðèñ.4.44
Èç ôàçîâîãî ïîðòðåò à íà ðèñ. 4.44 âèäíî, ÷òî ÷èñëåííîñòè n1(t) è n2(t) æåðòâû è

õèùíèê à ÿâëÿþòñÿ ïåðèî äè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Òàêîé êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåðèçìåíå-
íèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïó ëÿöèé íàáëþ äàåòñÿ â ðàçëè÷íûõ ýêîñèñòåìàõ, è óðàâíåíèÿ Ëîòêè�
Âîëüòåððààäåêâàòíî êà÷åñòâåííî îïèñûâàþò âçàèìî äåéñòâèåïîïó ëÿöèé õèùíèê�æ åðòâà.
Ëèøü â î äíîì ñëó÷àåìû èìååì óñòîé÷èâûé (ïî Ëÿïóíîâó) ñòàöèîíàðíûé õàðàêòåðâçàè-
ìî äåéñòâèÿïîïó ëÿöèé. ×èñëåííîñòè n1(t) è n2(t) îñòàþòñÿ ïîñòî ÿííûìè â òî÷êå (4.44).

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (4.43) â âèäå

(ln n1)� = � 1 � � 1� n2;
(ln n2)� = � � 2 + � 2� n1

è ïðîèíòåãðèðó åì ëåâûåè ïðàâûå ÷àñòèýòèõðàâåíñòâîò 0 äî T, ãäå T � ïåðèî ä ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ðåøåíèÿ n1(t), n2(t). Â ðåçóëüòàòåïîëó÷èì

1
T

TZ

0

n2(t) dt =
� 1

� � 1
; (4:45)

1
T

TZ

0

n1(t) dt =
� 2

� � 2
: (4:46)

Íàïîìíèì, ÷òî âåëè÷èíó

1
T

TZ

0

x(t) dt

íàçûâàþò ñðåäíèì çíà÷åíèåì T-ïåðèî äè÷åñêîé ôóíêöèè x(t).
Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîê àçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 4.3. Ñðåäíèåôóíêöèé n1(t) è n2(t) íå çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé n1(0),
n2(0) è ñîâïàäàþò ñî ñòàöèîíàðíûìè çíà÷åíèÿìè (4.44).
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Ðàññìîòðèì òåïåðü òîò ñëó÷àé,êîãäà ïðîèçâî äèòñÿ óïðàâëåíèå ÷èñëåííîñòüþ ïîïó ëÿ-
öèé ïóòåì èñòðåáëåíèÿ îñîáåé êàæäîãî âèäà, êîòîðîå áóäåì ñ÷èòàòü çäåñüïðîïîðöèî-
íàëüíûì ÷èñëåííîñòè ïîïó ëÿöèé. Â ýòîì ñëó÷àåóðàâíåíèÿ âçàèìî äåéñòâèÿïîïó ëÿöèé
çàïèøóòñÿ òàê:

_n1 = (� 1 � 
 1)n1 � � 1� n1n2;
_n2 = � (� 2 + 
 2)n2 + � 2� n1n2:

(4:47)

Çäåñü
 1 è 
 2 � êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè èñòðåáëåíèÿ.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé� 1 < 
 1 (à ýòî îçíà ÷àåò, ÷òî èñòðåáëåíèåæåðòâ èäåò èí-

òåíñèâíåå èõ ðàçìíî æåíèÿ ïðè îòñóòñòâèèõèùíèê îâ). Çäåñüîáå ïîïó ëÿöèè îáðå÷åíû íà
âûìèðàíèå.

Â ñàìîì äåëå,ðàññìîòðèì ôóíêöèþ V(n1; n2) = � 2n1 + � 1n2. Äëÿ ðåøåíèé n1(t) è n2(t)
óðàâíåíèé (4.47) ïîëó÷èì

_V(n1(t); n2(t)) = (� 1 � 
 1)� 2n1(t) � (� 2 + 
 2)� 1n2(t) �
� � "V (n1(t); n2(t)) ;

(4:48)

ãäå " = min(
 1 � � 1; � 2 + 
 2).
Ïåðåïèñàâ íåðàâåíñòâî (4.48) â âèäå

�
V(n1(t); n2(t))e"t

� �
� 0 8 t � 0 (4:49)

è ïðîèíòåãðèðîâàâ îáå ÷àñòèñîîòíîøåíèÿ (4.49) îò 0 äî t, ïîëó÷èì îöåíêó

V(n1(t); n2(t)) � e� "t V(n1(0); n2(0)): (4:50)

Î÷åâèäíî, ÷òî èç îöåíêè (4.50) ñëåäóåò

lim
t ! + 1

n1(t) = 0; lim
t ! + 1

n2(t) = 0:

Ïîñëåäíåå îçíà ÷àåòïîëíîå èñòðåáëåíèåæåðòâè âûìèðàíèå õèùíèê îâ.
Ðàññìîòðèì òåïåðü íàèáîëåå èíòåðåñíûé ñëó÷àé,äëÿ êîòîðîãî � 1 > 
 1.
Â ýòîì ñëó÷àåâìåñòî ôîðìó ë (4.45) è (4.46) èìååì ñîîòíîøåíèÿ

1
T

TZ

0

n2(t) dt =
� 1 � 
 1

� � 1
;

1
T

TZ

0

n1(t) dt =
� 2 + 
 2

� � 2
:

Ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ ìî æíî ïåðåôîðìó ëèðîâàòü â âèäåñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ò å î ð å ì à 4.4 (çàêîí èçìåíåíèÿ ñðåäíèõ). Åñëè äâàâèäàèñòðåáëÿþòñÿ ðàâíî ìåðíî
è ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó îñîáåé, òî ñðåäíåå÷èñëî æåðòâ âîçðàñòàåò, à ñðåäíåå÷èñëî
õèùíèêîâ óáûâàåò.

Íåòðèâèàëüíûì ôàêòîì çäåñüÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî, ïðîèçâîäÿ îòñòðå ë çàéöåâè íå îõîòÿñü
íà âîëêîâ, ìû íå âëèÿåì íà ñðåäíþþ ÷èñëåííîñòü çàéöåâ.À ñðåäíÿÿ ÷èñëåííîñòü âîëêîâ
ïðè ýòî ì óìåíüøèòñÿ .
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Ã ë à â à 5

ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ

Ÿ 5.1. Ìîòèâàöèè

1. Ìàòåìàòè÷åñê àÿ ìîòèâàöèÿ. Ãåíåðàòîð êàíòîðîâñê îãî ìíî æåñòâà. Â ïðåäû-
äóùåé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàëè ðàçíîîáðàçèå òðàåêòîðèé â äâóõìåðíûõ ôàçîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ:òðàåêòîðèè ìîã ëè ñòðåìèòüñÿ ê ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ èëè ê áåñêîíå÷íîñòè,
áûòü çàìêíóòûìè êðèâûìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ïåðèî äè÷åñêèì ðåøåíèÿì, ïðèîáðåò àòü
ñâîéñòâî çàìêíóòîñòè â äâóõìåðíîì öèëèíäðè÷åñêîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Â î äíîìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ó òðàåêòîðèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
dx
dt

= f (x); x 2 R1; (5:1)

ñ íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ ãîðàçäî ìåíüøå âîçìî æíîñòåé. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî òðàåê-
òîðèè óðàâíåíèÿ (5.1) ëèáî çàïîëíÿþò öåëûå èíòåðâàëû â R1, ëèáî ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàð-
íûìè òî÷êàìè, ñîâïàäàþùèìè ñ íó ëÿìè ôóíêöèè f (x), ìî æíî ñäåëàòüâûâî ä î òîì, ÷òî
ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.1) ñòðåìèòñÿ ïðè t ! + 1 ëèáî ê ñòàöèîíàðíîé òî÷êå, ëèáî
ê áåñêîíå÷íîñòè (ðèñ. 5.1).

Ðèñ.5.1
Ñîâåðøåííî äðóãàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèê àåòäëÿ î äíîìåðíîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû

xk = f (xk� 1): (5:2)

Ýòà ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåòñîáîé ðåêóððåíòíóþ ôîðìó ëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè xk , k = 0; 1; 2; : : :. Ðàçóìååòñÿ, äëÿ î äíîçíà ÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñò è
xk íóæíî êðîìå ïðàâîé ÷àñòèf çàäàòüåùå è íà ÷àëüíûå óñëîâèÿ x0. Çäåñüìû âèäèì ïîë-
íóþ àíàëîãèþ ñ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè, êîòîðàÿ ôîðìó ëèðóåòñÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé.

Ïó ñòüôóíêöèÿ f (x) â ñèñòåìå (5.2) çàäàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðèñ. 5.2):

f (x) =
�

3x ïðè x < 1=2;
3(1 � x) ïðè x � 1=2: (5:3)
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Ðèñ.5.2
Ëåãêî âèäåòü,÷òî óðàâíåíèå (5.2) èìååò ðîâíî äâà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿ:

xk � 0; xk � 3=4:

Ë å ì ì à 5.1. Äëÿ ëþáîãî x0 2 [0; 1] ðåøåíèå xk ! �1 ïðè
k ! 1 .

Ä î ê àçàòåë üñòâî. Ïðè x0 < 0 èç âèäà ôóíêöèè (5.3) ñëåäóåò, ÷òî xk < 0 äëÿ âñåõ
k = 0; 1; : : : è

xk = 3kx0: (5:4)
Ïðè x0 > 1 ïîëó÷èì x1 < 0, ñëåäîâàòåëüíî,

xk = 3k� 1x1: (5:5)

Èç ñîîòíîøåíèé (5.4) è (5.5) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû 5.1.
Ïîñìîòðèì òåïåðü, ÷òî ïðîèñ õî äèò ñ îòîáðàæåíèåì f îòðåçêà [0; 1].
Êàæäûé èç äâóõ îòðåçêîâ [0; 1=3] è [2=3; 1] îòîáðàæàåòñÿ íà îòðåçîê [0; 1], à èíòåðâàë

(1=3; 2=3) âûáðàñûâàåòñÿ çà îòðåçîê [0; 1], îòîáðàæàÿñü íà èíòåðâàë (1; 3=2). Âñå ðåøå-
íèÿ xk óðàâíåíèÿ (5.2) ñ òàêèìè íà ÷àëüíûìè óñëîâèÿìè â ñèëó ëåììû 5.1 ñòðåìÿòñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè ïðè k ! + 1 .

ßñíî, ÷òî ïðè îòîáðàæåíèè f (f (�)) êàæäûé èç îòðåçêîâ [0;1=9], [2=9; 3=9], [6=9; 7=9],
[8=9; 1] îòîáðàæàåòñÿ íà îòðåçîê [0; 1], à ðåøåíèÿ xk ñ íà ÷àëüíûìè äàííûìè èç èíòåð-
âàëîâ (1=9; 2=9), (1=3; 2=3), (7=9; 8=9) âûñêàêèâàþò èç îòðåçêà [0; 1] è ñòðåìÿòñÿ â ñèëó
ëåììû 5.1 ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè k ! + 1 .

Ëåãêî âèäåòü,÷òî íà N -ì øàãå ïðè îòîáðàæåíèè

f (f (: : : f (�) : : :)
| {z }

N

íà îòðåçêå [0; 1] îñòàíóòñÿ òå ðåøåíèÿ xN , íà ÷àëüíûå äàííûå êîòîðûõ íàõ î äÿòñÿ íà ïðî-
ìåæóòêàõ �

0;
1

3N

�
;

�
2

3N
;

3
3N

�
;

�
6

3N
;

7
3N

�
; : : : ;

�
3N � 1

3N
; 1

�
:

Ýòîò ïðîöåññ âûáðàñûâàíèÿ ñåðåäèí îñòàâøèõñÿ îòðåçêîâ îáû÷íî ñîïðîâî æäàþò ñëåäóþ-
ùèì ðèñóíêîì (ðèñ. 5.3):

Ðèñ.5.3
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Òó ÷àñòüîòðåçêà [0; 1], êîòîðàÿ îñòàåòñÿ ïîñëå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëàïðîöåäóð ñ âûáðàñû-
âàíèåì ñåðåäèí îñòàâøèõñÿ îòðåçêîâ, íàçûâàþò êàíòîðîâñêèì ìíî æåñòâîì.

Ýòî î÷åíü �ðâàíîå"ìíî æåñòâî. Â ëþáîé îêðåñòíîñòè ëþáîé åãî òî÷êè ìû îáíàðóæèì
äûðêó � èíòåðâàëü÷èê, íå ïðèíàäëåæ àùèé ýòîìó ìíî æåñòâó.

À ìî æíî ëè åãî èçìåðèòü? Â ìàòåìàòèê å îáû÷íî ïûò àþòñÿ ïðîâî äèòü èçìåðåíèÿ ñ ïî-
ìîùüþ ìåð. Ïîñìîòðèì, ÷òî äàñò èçìåðåíèå ñ ïîìîùüþ ìåðû Ëåáåãà. Ñ òî÷êè çðåíèÿ
ýòîé ìåðû íóæíî ïðîñòî èçìåðèòü äëèíû îñòàâøèõñÿ îòðåçêîâ íà N -é èòåðàöèè,çàòåì
ñëîæèòüèõ è óñòðåìèòü N ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïðî äåëàåì ýòî:

2NX

j =0

l j = 2N 1
3N

!
N !1

0:

Òàêèì îáðàçîì, ëåáåãîâàìåðà êàíòîðîâñê îãî ìíî æåñòâàðàâíà íó ëþ.
Íî, ìî æåò áûòü, ñóùåñòâóþòè äðóãèåñïîñîáû èçìåðåíèÿ? Âåäü åñëèèçìåðÿòü äëèíû

êðèâûõ êâàäðàòíûìè ìåòðàìè, òî âîçíèê àåò àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ. Âñå êðèâûå áóäóò
èìåòü íó ëü êâàäðàòíûõ ìåòðîâ, à âñåïîâåð õíîñòè � íó ëü êóáè÷åñêèõìåòðîâ. È íàîáîðîò ,
åñëèèçìåðÿòü îáúåì êóáàâ êâàäðàòíûõ ìåòðàõ, òî ïîëó÷èì áåñêîíå÷íîñòü.

Ïðè ââåäåíèèëåáåãîâîé ìåðû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìû âñåãäà ôèê ñèðóåì ðàçìåð-
íîñòü ïðîñòðàíñòâà, ãäå ââîäèòñÿ ýòà ìåðà: 1; 2; 3; : : : ; n.

Â 1916ãîäó Ô. Õàóñäîðô ââåëäðóãîå îïðåäåëåíèå ìåðû (òî÷íåå, âíåøíåé ìåðû), êîòî-
ðàÿ òàêæå ñâÿçàíà ñ íåêîòîðûì ÷èñëîì (íå îáÿçàòåëüíî öåëûì) d. Ýòî ÷èñëî íàçûâàþò
õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòüþ ìíî æåñòâà.Ââåäåííàÿ Ô. Õàóñäîðôîì ìåðà çàâèñèòîò ýòîãî
÷èñëàd è îáû÷íî ïðèíèìàåò êîíå÷íîå çíà÷åíèå íà ðàññìàòðèâàåìîì ìíî æåñòâå.Äàííîå
êîíå÷íîå çíà÷åíèå îòëè÷íî îò íó ëÿ è áåñêîíå÷íîñòè.

Íå ââîäÿ çäåñüòî÷íûõ è ïîëíûõ îïðåäåëåíèé è ôîðìó ëèðîâîê, ïîïûò àåìñÿ èçìåðèòü
êàíòîðîâñê îå ìíî æåñòâî ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåðû Õàóñäîðôà: áóäåì ïðîâî äèòü èçìåðåíèÿ íå
â ëèíåéíûõ ìåòðàõ (ì), íå â êâàäðàòíûõ ìåòðàõ (ì 2), íå â êóáè÷åñêèõìåòðàõ (ì 3), à â
âåëè÷èíàõ ì d, ãäå d � íåêîòîðîå ÷èñëî.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî èç îñòàâøèõñÿ ïîñëå N èòåðàöèéîòðåçêà èìååì ñëåäóþùåå èçìåðå-
íèå: �

1
3N

� d

:

Â ñàìîì äåëå,åñëèáû ìû èçìåðÿëè ýòîò îòðåçîê â êâàäðàòíûõ ìåòðàõ, òî ñ òî÷êè çðå-
íèÿ âíåøíåãî èçìåðåíèÿ (âíåøíåé ìåðû), íàêðûâàÿ îòðåçîê êâàäðàòîì ñî ñòîðîíîé 1=3N

(ðèñ. 5.4), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ �âíåøíþþ"âåëè÷èíó (1=3N )2. Îáîáùàÿ ýòî âûðàæåíèå
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî d, ïîëó÷àåì âåëè÷èíó (1=3N )d.

Ðèñ.5.4
Ñóììèðó ÿ âñåîñòàâøèåñÿ îòðåçêè, èìååì

2N

�
1

3N

� d

=
�

2
3d

� N

:
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ßñíî, ÷òî ýòà âåëè÷èíà íå ñòðåìèòñÿ ê íó ëþ èëè ê áåñêîíå÷íîñòè òîëüêî â î äíîì ñëó÷àå:

d =
ln 2
ln 3

:

Òàêèì îáðàçîì, õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü êàíòîðîâñê îãî ìíî æåñòâàðàâíà ln 2=ln 3, à
åãî õàóñäîðôîâà ìåðà ðàâíà åäèíèöå.

Èìåííî íàëè÷èå òàêèõ ìíî æåñòâ,êàê êàíòîðîâñê îå, ñòèìóëèðîâàëî ðàçâèòèåñîâðåìåí-
íîé òåîðèè ìåðû è ìåòðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ìíî æåñòâ.

Çàìåòèì, ÷òî â òîì ñëó÷àå,êîãäà íà ÷àëüíàÿ òî÷êà x0 íàõ î äèòñÿ â êàíòîðîâñê îì ìíî æå-
ñòâåK , ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå xk ïðèíàäëåæèò K ïðè âñåõçíà÷åíèÿõ k. Ìíî æåñòâî
K , îáëàäàþùåå òàêèì ñâîéñòâîì, íàçûâàþò èíâàðèàíòíûì (èëè ïîëî æèòåëüíî èíâàðè-
àíòíûì).

Â ñîâðåìåííîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì èíâàðèàíòíûå ìíî æåñòâàíåöåëîé õàó-
ñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè íàçûâàþò ñòðàííûìè. Â íàñòî ÿùåå âðåìÿ èíòåíñèâíî èçó÷àþòñÿ
íåïðåðûâíûå è äèñêðåòíûå ñèñòåìû, îáëàäàþùèå òàêèìè èíâàðèàíòíûìè ìíî æåñòâàìè.
Êàê ìû âèäåëè,â äèñêðåòíûõ ñèñòåìàõýòèìíî æåñòâàâñòðå÷àþòñÿ â ñàìûõ ïðîñòûõ î äíî-
ìåðíûõ ìî äåëÿõ. Â íåïðåðûâíîì ñëó÷àåòàêèå ìíî æåñòâàáûëè îáíàðóæ åíû ñ ïîìîùüþ
êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ðàçìåðíîñòü êîòîðûõ áîëüøå
äâóõ. Îá ýòîì ìî æíî ïðî÷èò àòüâ êíèãå [22].

Ðàññìîòðåííûé âûøå ãåíåðàòîð êàíòîðîâñê îãî ìíî æåñòâàK âñåòî÷êè èç R1nK óñòðåì-
ëÿë ê áåñêîíå÷íîñòè.

Ðàññìîòðèì òåïåðüäèñêðåòíóþ ñèñòåìó(5.2) ñôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì [� 1; 3=2]è íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèåé f (x), óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

f (x) =
�

3x ïðè x 2 [0; 1=2];
3(1 � x) ïðè x 2 [1=2; 1];

� 1 � f (x) � 0 ïðè x 2 [1; 3=2];
� x < f (x) � 0 ïðè x 2 [� 1; 0];

ãäå � � ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0; 1).

Ë å ì ì à 5.2. Äëÿ ëþáîãî x0 2 [� 1; 0] [ [1; 3=2] ðåøåíèå xk ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè
k ! + 1 .

Ä î ê àçàòåë üñòâî. Ïó ñòü x0 2 [1; 3=2]. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî x1 2 [� 1; 0]. Ìíî æåñòâî
æå [� 1; 0] ïîëî æèòåëüíî èíâàðèàíòíî, ò. å. ïðè x0 2 [� 1; 0] èìååì xk 2 [� 1; 0] 8 1; 2; : : :
Ïðè ýòîì

xk < � k� 1x1 ! 0

ïðè k ! + 1 . Îòñþ äà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû 5.2.

Èñïîëüçó ÿ ëåììó 5.2 è ðàññóæäåíèÿïðè ïîñòðîåíèè êàíòîðîâñê îãî ìíî æåñòâà,ïîëó-
÷àåì, ÷òî êðîìå èíâàðèàíòíîñòè K îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ f çäåñüìû èìååì åùå è
ñâîéñòâî ãëîáàëüíîãî ïðèò ÿãèâàíèÿ: ëþáîå ðåøåíèå xk â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå [� 1; 3=2]
ñòðåìèòñÿ ïðè k ! + 1 ê ìíî æåñòâóK :

� (xk ; K ) = inf
z2 K

jz � xk j ! 0 (5:6)

ïðè k ! + 1 .
Èíâàðèàíòíûå îãðàíè÷åííûå ìíî æåñòâà,îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì ïðèò ÿãèâàíèÿ (5.6), íà-

çûâàþò àòòðàêòîðàìè. Àòòðàêòîðû íåöåëîé õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè íàçûâàþò ñòðàí-
íûìè. Â íåêîòîðûõ èññëåäîâàíèÿõ ñòðàííûìè íàçûâàþò àòòðàêòîðû, îáëàäàþùèå ñâîé-
ñòâîì âíóòðåííåé íåóñòîé÷èâîñòè: ïðè ìàëûõ øåâåëåíèÿõ íà ÷àëüíûõ óñëîâèé x0 2 K
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ðàçíîñòü ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ýòèì íà ÷àëüíûì äàííûì ðåøåíèÿìè íå áóäåò ìàëîé
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ k.

Íåòðó äíî ïîê àçàòü,÷òî â ðàññìîòðåííîì çäåñüãåíåðàòîðå êàíòîðîâñê îãî ìíî æåñòâà
èìååò ìåñòî òàêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòüïî îòíîøåíèþ ê íà ÷àëüíûì óñëîâèÿì èç K .

Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëåííûå ìåòî äû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îñíîâàííûå
íà èäååäèñêðåòèçàöèè,òàêæå ïðèâî äÿò ê äèñêðåòíûì óðàâíåíèÿì (5.2) ñ n-ìåðíûì ôà-
çîâûì ïðîñòðàíñòâîì Rn .

2. Ýê îíîìè÷åñêèå è òåõíè÷åñêèå ìîòèâàöèè. Ïåðåéäåì òåïåðü îò êàíòîðîâñê î-
ãî ìíî æåñòâàê àíàëèçó ðàáîòû ïðîèçâî äñòâåííîãî ñêëàäà. Ïó ñòü íà ñêëàäåèìååòñÿ n
ðàçëè÷íûõ êîìïëåêòóþùèõ, èç êîòîðûõ ñîáèðàåòñÿ ãîòîâîå èçäåëèå.Ñâîäêà íàëè÷èÿ êîì-
ïëåêòóþùèõ ñîñòàâëÿåòñÿ â êîíöå êàæäîãî äíÿ � ýòî äèñêðåòíûå âðåìåíà t = 0; 1; 2; : : : ; k.
Êîìïîíåíòû âåêòîðà
xk � ýòî ÷èñëî ñîîòâåòñòâóþùåãî âèäà êîìïëåêòóþùèõ, íàõ î äèâøèõñÿ íà ñêëàäåâ êîíöå
ïðåäûäóùåãî äíÿ, êîìïîíåíòû âåêòîðà uk õàðàêòåðèçóþò÷èñëî êàæäîé èç êîìïëåêòóþ-
ùèõ, ïîñòóïèâøèõ íà ñêëàäâ ñ÷åòâíåøíèõ ïîñò àâîê â òå÷åíèåäíÿ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòüçäåñüñèòóàöèþ, êîãäà äëÿ ïðîèçâî äñòâàãîòîâûõ èçäåëèéâ òå÷å-
íèå äíÿ ñî ñêëàäàïîñò àâëÿåòñÿ Dxk êîìïëåêòóþùèõ. ÇäåñüD � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíò àìè, ðàâíûìè íîðìàì çàòðàòêîìïëåêòóþùèõ íà î äíî èçäåëèå.

Èç ïðèâåäåííîãî çäåñüîïèñàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâî äñòâåííàÿ öåïî÷ê à ñêëàä � ñáî-
ðî÷íûé öåõ ìî æåò áûòü îïèñàíà ñëåäóþùèìè äèñêðåòíûìè óðàâíåíèÿìè:

xk+1 = xk � Dxk + uk ; � k = c� xk : (5:7)

Çäåñüâåëè÷èíà � k ñîîòâåòñòâóåò÷èñëóñîáðàííûõ çà äåíü ãîòîâûõ èçäåëèé.Êîìïîíåíòû
âåêòîðà c ñîâïàäàþò ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíò àìè ìàòðèöû D.

Êàê è â ãëàâå2, ìû ìî æåì òðàêòîâàòüóðàâíåíèå (5.6) êàê ëèíåéíûé äèñêðåòíûé áëîê
ñ âõî äîì uk è âûõî äîì � k . Ââåäåíèå â òåîðèþ òàêèõ ñèñòåì áóäåòèçëîæåíî â ñëåäóþùåì
ïàðàãðàôå.

Ïðèìåíåíèå êîìïüþòåðîâ â ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ ïðèâî äèò ê òîìó , ÷òî ëèáî ÷àñòüñè-
ñòåìû, ëèáî ñèñòåìà â öåëîì ìî æåò áûòü îïèñàíà äèñêðåòíûìè óðàâíåíèÿìè. Ïðèâåäåì
çäåñüïîó÷èòåëüíûé è íàãëÿäíûé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ìèêðî-ÝÂÌ â ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ
ñòèðàëüíîé ìàøèíîé, âçÿòûé èç êíèãè [19]. Áëîê-ñõåìà òàêîé ñèñòåìû èçîáðàæåíà íà
ðèñ. 5.5.
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Ðèñ.5.5
Ñèñòåìà óïðàâëÿåò òðåìÿ âåëè÷èíàìè: òåìïåðàòóðîé âîäû â áàêå, ååóðîâíåì è âðåìå-

íåì ñòèðêè. Ñ ïîìîùüþ ïåðåêëþ÷àòåëÿ ïðîãðàìì ïî äêëþ÷àåòñÿ ê ðàáîòå î äíà èç ïðî-
ãðàìì, êîòîðàÿ âûäàåò òðè ïàðàìåòðà: óðîâåíü âîäû, åå òåìïåðàòóðó, âðåìÿ ñòèðêè. Ñ
ïîìîùüþ äàò÷èêîâ óðîâíÿ âîäû, òåìïåðàòóðû è òàéìåðà, èçìåðÿþùåãî âðåìÿ ðàáîòû
ýëåêòðîäâèãàòåëÿ,íà âõî ä ïîñòóïàåò òåêóùàÿ èíôîðìàöèÿ â âèäåíåïðåðûâíûõ ýëåêòðè-
÷åñêèõñèãíàëîâ îá óðîâíå, òåìïåðàòóðå è âðåìåíè. Àíàëîãî-öèôðîâûå ïðåîáðàçîâàòåëè
ÀÖÏ ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòèçàòîðàìè ñèãíàëîâ, êîòîðûå, âîñïðèíèìàÿñü òåïåðü êàê ÷èñëîâàÿ
èíôîðìàöèÿ, ìîãóò îáðàáàòûâàòüñÿ öåíòðàëüíûì ïðîöåññîðîì ÖÏ . Ñèãíàëû, âûäàâàåìûå
ÖÏ , óïðàâëÿþò íàãðåâàòåëüíûìè ýëåìåíò àìè, êëàïàíàìè ïî äà÷è âîäû, íàñîñîì ñëèâàè
ìîòîðîì äëÿ ñòèðêè.Ýòè ñèãíàëû çàâèñÿò îò òîãî, êàêàÿ ïðîãðàììà ñòèðêèïî äêëþ÷åíà
èç ïîñòî ÿííîãî çàïîìèíàþùåãî óñòðîéñòâàÏÇÓ . Áëîê-ñõåìà î äíîé èç ïðîãðàìì ïðèâåäå-
íà íà ðèñ. 5.6.
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Ðèñ.5.6

ßñíî, ÷òî îïèñàííàÿ âûøå ñèñòåìà èçìåíÿåò ñâîè ñîñòîÿíèÿ â äèñêðåòíûå ìîìåíòû
âðåìåíè. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿþòñÿ ñèãíàëû íà âõî äå äî îáðàáîòêè èõ àíàëîãî-öèôðîâûì
ïðåîáðàçîâàòåëåì.

×àñòî â ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ ïðèñóòñòâóþò è öèôðî-àíàëîãîâûå ïðåîáðàçîâàòåëè, êî-
òîðûå ïðåîáðàçóþò äèñêðåòíûå ñèãíàëû â íåïðåðûâíûå. Ñèñòåìû, î äíà ÷àñòüêîòîðûõ
îïèñûâàåòñÿ äèñêðåòíûìè óðàâíåíèÿìè, à äðóãàÿ � íåïðåðûâíûìè, íàçûâàþòñÿ ãèáðèä-
íûìè.

Ÿ 5.2. Ëèíåéíûå äèñêðåòíûå ñèñòåìû

Çäåñüáóäåòèçëîæåí äèñêðåòíûé àíàëîã ëèíåéíîé òåîðèè, êîòîðàÿ áûëà ïîñòðîåíà äëÿ
íåïðåðûâíûõ ñèñòåì â ãëàâàõ2 è 3.
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Ðàññìîòðèì ñíà÷àëàëèíåéíóþ äèñêðåòíóþ î äíîðî äíóþ ñèñòåìó ñ ïîñòî ÿííîé ìàòðèöåé

xk = Ax k� 1; k = 0; 1; : : : (5:8)

ÇäåñüA � ïîñòî ÿííàÿ n � n-ìàòðèöà, x � ýëåìåíò n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (5.8) èìååò âèä

xk = Akx0: (5:9)

Òàê æå, êàê è â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, áóäåì íàçûâàòü x0 íà ÷àëüíûìè
äàííûìè.

×àñòî áûâàåòïîëåçíûì ââåñòèìàòðèöó B, ïî äîáíóþ ìàòðèöå A:

A = S� 1BS:

Â ýòîì ñëó÷àåôîðìó ëà (5.9) ïðèíèìàåò âèä

xk = S� 1BSS� 1BSS� 1B : : : BS| {z }
k

x0 = S� 1B kSx0: (5:10)

Íàïîìíèì, ÷òî â òîì ñëó÷àå,êîãäà ìàòðèöà B ÿâëÿåòñÿ æîð äàíîâîé ìàòðèöåé, ò. å.

B =

0

@
J1 0

.. .
0 Jm

1

A ;

ãäå Jj � áëîêè Æîð äàíà, ìàòðèöà B k èìååò î÷åíü ïðîñòîé âèä:

B k =

0

@
J k

1 0
. . .

0 J k
m

1

A ;

ãäå äëÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû J j èìååì

J k
j =

0

B
@

� k
j 0

.. .
0 � k

j

1

C
A : (5:11)

Åñëè áëîê Æîð äàíà èìååò âèä

Jj =

0

B
B
@

� j 1 0
. . . . . .

1
0 � j

1

C
C
A ; (5:12)

òî

J k
j =

0

B
@

� k
j

k� k � 1
j

1!

k(k� 1)� k � 2
j

2! : : :
k:::(k� l+2) � k � l +1

j

(l � 1)!
. . . . . . . . .

0 � k
j

1

C
A :

Çäåñü� j � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A.
Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì åâêëèäîâà, èëè óíèòàðíîãî,

âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ íîðìîé j � j.
Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèéâûòåêàåòñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Ò å î ð å ì à 5.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû âñåðåøåíèÿ ñèñòåìû (5.8) ñòðåìèëèñü ê íóëþ ïðè
k ! + 1 , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ âñåõñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé � j ìàòðèöû
A âûïî ëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

j� j j < 1: (5:13)

Äëÿ òîãî ÷òîáû âñåðåøåíèÿ ñèñòåìû (5.8) áûëè îãðàíè÷åííûìè, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî âûïî ëíåíèÿ íåðàâåíñòâà j� j j � 1 äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ áëîêàì Æîðäàíà âèäà(5.11), è íåðàâåíñòâà j� j j < 1 äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ áëîêàì Æîðäàíà âèäà(5.12).

Îïðåäåëåíèå 5.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (5.8) óñòîé÷èâî ïî
Ëÿïóíîâó, åñëè äëÿ ëþáîãî � > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî " > 0 òàêîå, ÷òî èç íåðàâåíñòâà
jx0j � � ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå jxk j � " 8 k = 0; 1; : : :

Îïðåäåëåíèå 5.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (5.8) àñèìïòîòè-
÷åñêèóñòîé÷èâî, åñëè îíî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è âñåðåøåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè
k ! + 1 .

Çàìåòèì, ÷òî çäåñüâ ñèëó ëèíåéíîñòè ñâîéñòâî ñòðåìëåíèÿ ê íó ëþ ðåøåíèé ñ íà ÷àëü-
íûìè äàííûìè èç íåêîòîðîé ìàëîé îêðåñòíîñòè íó ëÿ è ñâîéñòâî ñòðåìëåíèÿ ê íó ëþ âñåõ
ðåøåíèé ïðè k ! + 1 ýêâèâàëåíòíû.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (5.13) ÿâëÿåòñÿ íåîá õî äèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì àñèìï-
òîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íó ëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5.8).

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx
dt

= Ax

íåîá õî äèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì àñèìïòîòè÷åñê îé óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî

Re� j < 0

äëÿ âñåõñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé � j ìàòðèöû A.
Ïîê àæåì òåïåðü, ÷òî ïåðåõî ä îò ôîðìó ëû (5.9) ê ôîðìó ëå (5.10) ÷àñòî ïîëåçåí ïðè

ðåøåíèè ñèñòåìû (5.8).
Â êà÷åñòâåïðèìåðà ïðèâåäåì, ïî-âèäèìîìó , ïåðâóþ èç ðàññìîòðåííûõ ìàòåìàòèê àìè

äèñêðåòíóþ ñèñòåìó âèäà (5.8). Ëåîíàð äî Ïèçàíñêèé (Ôèáîíà ÷÷è) â íà ÷àëåXI I I âåêà ðàñ-
ñìîòðåë äèñêðåòíîå óðàâíåíèå

f k = f k� 1 + f k� 2; k > 1; f 0 = f 1 = 1: (5:14)

Ýòî óðàâíåíèå ãåíåðèðóåòòàê íàçûâàåìûå ÷èñëàÔèáîíà ÷÷è f k . Íàéäåì ÿâíûå âûðàæåíèÿ
äëÿ f k , èñïîëüçóÿ îïèñàííûé âûøå ïî äõî ä.

Ââåäåì îáîçíà ÷åíèå

xk =
�

f k

f k+1

�
; x0 =

�
f 0

f 1

�
=

�
1
1

�
:

Òîãäà óðàâíåíèå (5.14) çàïèøåòñÿ â âèäåñèñòåìû (5.8) ñ ìàòðèöåé

A =
�

0 1
1 1

�
:

Ëåãêî âèäåòü,÷òî æîð äàíîâîé ôîðìîé ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà

B =
�

p1 0
0 p2

�
;
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ãäå

p1 =
1 +

p
5

2
; p2 =

1 �
p

5
2

:

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû S çàïèøåì ðàâåíñòâî

BS = SA; (5:15)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåìñîîòíîøåíèÿ A = S� 1BS.
Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, çàïèøåì ìàòðèöó S â âèäå

S =
�

1 S12

S21 S22

�
:

Èç ðàâåíñòâà(5.15) ïîëó÷èì
S12 = p1;
p1S12 = 1 + S12;
p2S21 = S22;
p2S22 = S22 + S21:

Ýòè ðàâåíñòâàâûïîëíåíû ïðè S12 = p1, S21 = 1, S22 = p2.
Òàêèì îáðàçîì,

S =
�

1 p1

1 p2

�
:

Èñïîëüçó ÿ ïðàâèëà íàõ î æäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû, ïîëó÷àåì

S� 1 =
1

p2 � p1

�
p2 � p1

� 1 1

�
:

Èç ôîðìó ëû (5.10) èìååì

xk = S� 1

�
pk

1 0
0 pk

2

�
S

�
1
1

�
=

=
1

�
p

5

�
p2 � p1

� 1 1

� �
pk

1 0
0 pk

2

� �
p1 + 1
p2 + 1

�
=

=
1

p
5

�
� p2 p1

1 � 1

� �
pk

1 0
0 pk

2

� �
p2

1
p2

2

�
=

=
1

p
5

 
� p2pk+2

1 + p1pk+2
2

pk+2
1 � pk+2

2

!

=
1

p
5

 
pk+1

1 � pk+1
2

pk+2
1 � pk+2

2

!

:

Îòñþ äà ñðàçóñëåäóåò ôîðìó ëà äëÿ ÷èñåëÔèáîíà ÷÷è f k

f k =
1

p
5

2

4

 
1 +

p
5

2

! k+1

�

 
1 �

p
5

2

! k+1
3

5 :

Âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëüëåãêî óâèäèò çäåñüïîëíóþ àíàëîãèþ ñ èíòåãðèðîâàíèåì ëè-
íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïóòåì ïðèâåäåíèÿ ñèñòåìû ê æîð äàíîâîé ôîðìå ñ
ïîñëåäóþùèì âîçâðàùåíèåì â èñõî äíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî.

Äëÿ ëèíåéíîé íåî äíîðî äíîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû

xk = Ax k� 1 + f k� 1 (5:16)
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ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé:

xk = Akx0 +
k� 1X

j =0

Ak� j � 1f j : (5:17)

Äîê àçàòåëüñòâîýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîâî äèòñÿ ïî äñòàíîâê îé ïðàâîé ÷àñòèâûðàæåíèÿ
(5.17) â ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòèóðàâíåíèÿ (5.16). Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èåîò òåîðèè äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòâåòû íà âîïðîñû î ñóùåñòâîâàíèè, åäèíñòâåííîñòè è ïðî äîë-
æèìîñòè ðåøåíèé äèñêðåòíûõ ñèñòåì

xk = F (xk� 1; k � 1); k = 0; 1; : : :

ÿâëÿþòñÿ î÷åâèäíûìè è ïîëî æèòåëüíûìè.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó

xk+1 = Ax k + b�k ; � k = c� xk ; (5:18)

ãäå A � ïîñòî ÿííàÿ n � n-ìàòðèöà, b è c � ïîñòî ÿííûå n � m- è n � l-ìàòðèöû ñîîòâåò-
ñòâåííî. Êàê è â ãëàâàõ2 è 3, áóäåì ðàññìàòðèâàòü� k êàê âõî ä ëèíåéíîãî áëîêà, � k � êàê
âûõî ä è xk � êàê âåêòîð ñîñòîÿíèÿ áëîêà â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè k = 0; 1; : : :

Îïðåäåëåíèå 5.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (5.18) âïî ëíå óïðàâëÿåìà, åñëè äëÿ
ëþáîé ïàðû âåêòîðîâ y 2 Rn , z 2 Rn ñóùåñòâóþò íàòóð àëüíîå ÷èñëî N � n è âåêòîðíàÿ
ïîñ ëåäîâàòåëüíîñòü � k òàêèå, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ xk ñèñòåìû (5.18) ñ ýòîé ïîñ ëåäîâàòåëü-
íîñòüþ � k è íà÷àëüíûìè äàííûìè x0 = y âûïî ëíåíî ðàâåíñòâî xN = z.

Â îòëè÷èå îò íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ çäåñüíå ãàðàíòèðóåòñÿ âîçìî æíîñòü äîñòèæåíèÿ
êîíå÷íîãî öåëåâîãî ñîñòîÿíèÿ z çà ëþáîå âðåìÿ T. Òðåáóåòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëî òàêòîâ N ,
÷òîáû ïðèâåñòè ñèñòåìó â òðåáóåìîå ñîñòîÿíèå z.

Ò å î ð å ì à 5.2. Ñèñòåìà (5.18) âïî ëíå óïðàâëÿåìà òîãäà è òî ëüêî òîãäà, êîãäà ïàðà
(A; b) âïî ëíå óïðàâëÿåìà.

Ä î ê àçàòåë üñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü ïàðû (A; b) ýêâèâàëåíòíà
ñîîòíîøåíèþ

rank(b;Ab;: : : ; An� 1b) = n: (5:19)

Ïðèìåì N = n è âîñïîëüçó åìñÿ ôîðìó ëîé (5.17):

xn = Anx0 +
n� 1X

j =0

An� 1� j b�j : (5:20)

Ïåðåïèøåì ýòî ñîîòíîøåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

b�n� 1 + Ab�n� 2 + : : : + An� 1b�0 = z � Any: (5:21)

Ðàâåíñòâî (5.21) ìî æíî çàïèñàòüòàêæå â âèäå

(b;Ab;: : : ; An� 1b)

0

@
� n� 1

...
� 0

1

A = z � Any: (5:22)

Ðàçðåøèìîñòü ýòîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíîé íåèçâåñòíîé ìàòðèöû
0

@
� n� 1

...
� 0

1

A

ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà(5.19).
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Òàêèì îáðàçîì, åñëèïàðà (A;b) ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìà, òî èç (5.22) íàõ î äèì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü óïðàâëÿþùèõ âõî äîâ � 0; : : : : : : ; � n� 1, êîòîðûå ïåðåâîäÿò âåêòîð ñîñòîÿíèÿ x èç
ñîñòîÿíèÿ x0 = y â ñîñòîÿíèå xn = z.

Ïó ñòü ïàðà (A; b) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìîé. Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 3.2 èç
ãëàâû 3 ñóùåñòâóåò íåîñîáàÿ ìàòðèöà S òàêàÿ, ÷òî

S� 1AS =
�

A11 A12

0 A22

�
; S� 1b =

�
b1

0

�
:

Ïðîâåäåì â óðàâíåíèÿõ (5.18) çàìåíó xk = Syk :

yk+1 = S� 1ASyk + S� 1b�k ; � k = c� Syk : (5:23)

Ïåðåïèñàâ óðàâíåíèÿ äëÿ yk â âèäå

y(5:8)
k = A11y

(5:8)
k + A12y

(5:9)
k + b1� k ; y(5:9)

k = A22y
(5:9)
k ;

ãäå

yk =

 
y(5:8)

k

y(5:9)
k

!

;

ïîëó÷èì, ÷òî óïðàâëåíèåì � k íåâîçìî æíî ïåðåâîäèòü âåêòîð y(5:9)
k èç ïðîèçâîëüíîé íà-

÷àëüíîé òî÷êè y(5:9)
0 = z(5:9)

1 â ïðîèçâîëüíóþ êîíå÷íóþ òî÷êó y(5:9)
N = z(5:9)

2 .
Òàêèì îáðàçîì, åñëèïàðà (A; b) íå ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìà, òî è ñèñòåìà (5.18) íå ïîë-

íîñòüþ óïðàâëÿåìà.
Òàê æå, êàê è â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå,áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (5.18) ïîëíîñòüþ íà-

áëþäàåìà, åñëèïî ïîñëåäîâàòåëüíîñò è � k ìî æíî î äíîçíà ÷íî îïðåäåëèòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü xk .

Çäåñüñîîòíîøåíèÿ ìåæäó � k è x0 îïðåäåëÿþòñ ÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� 0 = c� x0;
� 1 = c� Ax 0 + c� b�0;...

� n = c� An� 1x0 +
n� 1P

j =0
c� An� 1� j b�j :

Èç ýòèõ óðàâíåíèé ìî æíî î äíîçíà ÷íî îïðåäåëèòü íà ÷àëüíîå ñîñòîÿíèå áëîêà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

rank

0

@
c�

...
c� An� 1

1

A = n:

Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîê àçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ò å î ð å ì à 5.3. Äëÿ ïî ëíîé íàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû (5.18) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû ïàðà (A; c) áûëà âïî ëíå íàáëþäàåìîé.

Äëÿ äèñêðåòíûõ ñèñòåì èìåþòñ ÿ òàêæå àíàëîãè òåîðåì î ëèíåéíîé ñòàáèëèçàöèè.Ïðè-
âåäåì î äèí èç íèõ.

Ïó ñòü� k = s� xk . Òîãäà èç óðàâíåíèé (5.18) ïîëó÷èì

xk+1 = (A + bs� )xk :

Íàïîìíèì, ÷òî â ïðåäïîëî æåíèè, ÷òî m = 1 (ò. å. b � n-âåêòîð) è (A; b) ïîëíîñòüþ
óïðàâëÿåìà, ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

97



Ò å î ð å ì à 5.4. Äëÿ ëþáîãî ïî ëèíî ìà

 (p) = pn +  n� 1pn� 1 + : : : +  0

ñóùåñòâóåò âåêòîð s 2 Rn òàêîé, ÷òî

det(pI � A � bs� ) =  (p):

Ýòà òåîðåìà âìåñòå ñ òåîðåìîé îá óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíîé î äíîðî äíîé äèñêðåòíîé ñè-
ñòåìû ðåøàåòâîïðîñ î ñòàáèëèçàöèèñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçèâèäà � = s� x.

Äëÿ äèñêðåòíûõ ñèñòåì ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ Z-ïðåîáðàçîâàíèå, ÿâëÿþùååñÿ íåêîòîðûì
àíàëîãîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà äëÿ íåïðåðûâíûõ ñèñòåì.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñò ü f k , âîçðàñòàþùóþ ïðè k ! + 1 íå áûñòðåå,÷åì dk ,
ãäå d � íåêîòîðîå ÷èñëî. Îïðåäåëèì Z -ïðåîáðàçîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñò è f k â ôóíêöèþ
êîìïëåê ñíîé ïåðåìåííîé z ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Z f (f k)g = F (z) =
1X

k=0

z� k f k :

Çäåñüz ïðèíàäëåæèò âíåøíîñòè êðóãà f zj jzj > dg.
Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòî â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõìàòåìàòèêè èñïîëüçóþòñÿ ïðîèçâî äÿùèå

ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñò åé G(z) =
1X

k=0

zk f k . ßñíî, ÷òî G(z) = F (z� 1).

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî f k ìî æåòáûòü âåêòîðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñò üþ íåêîòîðîé ðàçìåð-
íîñòè.

Ïðèìåíèì Z -ïðåîáðàçîâàíèå ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèé (5.18) â ïðåäïîëî æåíèè x0 = 0:
1X

k=0

z� kxk+1 = A
1X

k=0

z� kxk + b
1X

k=0

z� k � k ;

1X

k=0

z� k � k = c�
1X

k=0

z� kxk :

Ýòè óðàâíåíèÿ ìî æíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1X

k=0

z� k � k = � c� (A � zI ) � 1b
1X

k=0

z� k � k : (5:24)

Òàê æå, êàê è â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå,äðîáíî-ðàöèîíàëüíó þ ìàòðè÷íóþ ôóíêöèþ W(z) =
c� (A � zI ) � 1b áóäåì íàçûâàòü ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé ñèñòåìû (5.18).

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ñâÿçûâàåòZ-ïðåîáðàçîâàíèÿ âõî äà è âûõî äà ëèíåéíîãî äèñ-
êðåòíîãî áëîêà òàê æå, êàê â íåïðåðûâíîì ñëó÷àåòàêàÿ æå ôóíêöèÿ W(z) ñâÿçûâàëà
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà âõî äà è âûõî äà.

Ðàçëè÷íûå àñïåêòû ðàçâèòèÿòåîðèè äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è èõ ïðèìåíåíèÿ
èçëîæåíà â êíèãàõ [13, 20, 23, 32, 33, 36].
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Ã ë à â à 6

ÏÐÎÁËÅÌÀ ÀÉÇÅÐÌÀÍÀ.
ÌÅÒÎ Ä ÏÎÏÎÂÀ

Â 1949 ãîäó èçâåñòíûé ñïåöèàëèñò ïî òåîðèè óïðàâëåíèÿ
Ì. À. Àéçåðìàí â æóðíàëå �Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íà óê"[1] ñôîðìó ëèðîâàë ïðîáëåìó ,
êîòîðàÿ ñòèìóëèðîâàëà ðàçðàáîòêó íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòî äîâ èññëåäîâàíèÿ íåëè-
íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â íàñòî ÿùåå âðåìÿ ýòè ìåòî äû âûøëè äàëåêî çà
ðàìêè ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ïðèìåíÿþòñ ÿ äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ ïðèêëàä-
íûõ çàäà÷.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

dx
dt

= Ax + b' (� );

� = c� x;
(6:1)

ãäå A � ïîñòî ÿííàÿ n � n-ìàòðèöà, b è c � ïîñòî ÿííûå n-ìåðíûå âåêòîðû, ' (� ) � íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Íàð ÿäó ñ ñèñòåìîé (6.1) ðàññìîòðèì ëèíåéíûå ñèñòåìû

dy
dt

= Ay + b�� ;

� = c� x
(6:2)

è ïðåäïîëî æèì, ÷òî ïðè

� < � < � (6:3)

ñèñòåìû (6.2) ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè, ò. å. âñåèõ ðåøåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íó ëþ ïðè t ! + 1 .
Áóäåòëè íó ëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (6.1) óñòîé÷èâî â öåëîì, åñëèâûïîëíåíî óñëîâèå

� < ' (� )=� < � (6:4)

äëÿ âñåõ� 6= 0?
Ìû áóäåì ãîâîðèòü çäåñü,÷òî íó ëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (6.1) óñòîé÷èâî â öåëîì (èëè

ñèñòåìà (6.1) óñòîé÷èâà â öåëîì), åñëè ýòî íó ëåâîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è
ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (6.1) ñòðåìèòñÿ ê íó ëþ ïðè t ! + 1 .

Ì. À. Àéçåðìàí âûñêàçàëïðåäïîëî æåíèå, ÷òî ïîñò àâëåííûé âûøå âîïðîñ âñåãäà èìååò
ïîëî æèòåëüíîå ðåøåíèå.

Â ðàáîòàõ Í. Í. Êðàñîâñêîãî, Â. À. Ïëèññà, Å. Íîëäó ñà è
Ã. À. Ëåîíîâà áûëè ïðèâåäåíû êëàññû íåëèíåéíûõ ñèñòåì, ãäå ãèïîòåçà Ì. À. Àéçåðìàíà
áûëà íåâåðíà, ò. å. áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (6.4), âñåëèíåéíûå ñèñòåìû (6.2) ñ � ,
óäîâëåòâîðÿþùèìè (6.3), áûëè óñòîé÷èâû, à ñèñòåìà (6.1) îáëàäàëà ðåøåíèÿìè, íå ñòðå-
ìÿùèìèñ ÿ ê íó ëþ ïðè t ! + 1 . Ýòè ðåçóëüòàòû ïî äðîáíî èçëîæåíû â êíèãå [15, 16].

Çäåñüáóäåò ïðî äåìîíñòðèðîâàí ìåòî ä ïîëó÷åíèÿ êðèòåðèåâóñòîé÷èâîñòè â öåëîì, êî-
òîðûé áûë ïðåäëî æåí â 1958ãîäó Â. Ì. Ïîïîâûì [25]. Èññëåäîâàíèÿ Â. Ì. Ïîïîâà áûëè
âî ìíîãîì ñòèìóëèðîâàíû ïðîáëåìîé Àéçåðìàíà.
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (6.1), äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàã àÿ, ÷òî
A � óñòîé÷èâàÿ ìàòðèöà, ò. å. âñååå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùå-
ñòâåííûå ÷àñòè.Ñëåãêà èçìåíèì óñëîâèå (6.4). Áóäåì çäåñüïðåäïîëàã àòü,÷òî âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

0 � ' (� )=� � k 8 � 6= 0; (6:5)

ãäå k � íåêîòîðîå ÷èñëî.
Òàê æå, êàê è â ãëàâå2, ââåäåì ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ ëèíåéíîé ÷àñòèñèñòåìû (6.1)

W(p) = c� (A � pI ) � 1b; p 2 C:

Ò å î ð å ì à Ï î ï î â à. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ÷èñëî � òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõâåùåñòâåííûõ
! âûïî ëíåíû íåðàâåíñòâà

1
k

+ Re
�
(1 + � i! )W(i! )

�
> 0;

lim
! ! + 1

�
1
k

+ Re
�
(1 + � i! )W(i! )

�
�

> 0:
(6:6)

Òîãäà ñèñòåìà (6.1) óñòîé÷èâà â öåëî ì.

Ïåðåä òåì êàê äîê àçûâàòü òåîðåìó , íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è
íåêîòîðûå åãî ñâîéñòâà.

Â ãëàâå2 ìû ïðèâî äèëè äâà ðàçíûõ îïðåäåëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

F (f (t)) =
1

p
2�

+ 1Z

�1

ei! t f (t) dt; F (f (t)) =

+ 1Z

0

e� i! t f (t) dt

äëÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîé è êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå (�1 ; + 1 ) (à äëÿ
F � íà (0; + 1 )) ôóíêöèè f (t). Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå õîðîøî èçâåñòíà ôîðìó ëà
îáðàùåíèÿ

f (t) =
1

2�

+ 1Z

�1

� + 1Z

�1

ei! (� � t ) f (� ) d�
�

d! ; (6:7)

êîòîðàÿ äîê àçàíà â [30].
Çäåñüâíåøíèé èíòåãðàë ïîíèìàåòñ ÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ, ò. å. êàê ïðåäåë

lim
M ! + 1

MZ

� M

(: : :) d! :

Èç ôîðìó ëû (6.7) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìîãî ïðîèçâåäåíèÿ f (t)g(t),
àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ è êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f (t) è g(t) ñïðàâåäëèâû ðà-
âåíñòâà

+ 1Z

�1

f (t)g(t) dt =

+ 1Z

�1

g(t)
2�

� + 1Z

�1

� + 1Z

�1

ei! (� � t ) f (� ) d�
�

d!
�

dt =

=

+ 1Z

�1

�
1

p
2�

+ 1Z

�1

e� i! t g(t) dt
� �

1
p

2�

+ 1Z

�1

ei! � f (� ) d�
�

d! :
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Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
+ 1Z

�1

f (t)g(t) dt =

+ 1Z

�1

F (f (t)) F (g(t)) d! : (6:8)

Ðàâåíñòâî (6.8) ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì ñâîéñòâîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.Îíî îçíà ÷àåò,
÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüåÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì îïåðàòîðîì â ïðîñòðàíñòâå ñóììèðó åìûõ
ñ êâàäðàòîì ôóíêöèé L 2(�1 ; + 1 ). Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëèäëÿ ìíî æåñòâàñóììèðó åìûõ
ñ êâàäðàòîì ôóíêöèé f è g ââåñòèñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(f ; g) =

+ 1Z

�1

f (t)g(t) dt;

òî îïåðàòîð F äåéñòâóåò íà ýòîì ìíî æåñòâåôóíêöèé, ñîõðàíÿÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
Èç ôîðìó ëû (6.8) ñðàçóñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå F ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî
+ 1Z

0

f (t)g(t) dt =
1

2�

+ 1Z

�1

F (f (t))F (g(t)) d! : (6:9)

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî â ãëàâå2 äîê àçàíû ñëåäóþùèå ôîðìó ëû (ïðåäëî æåíèÿ 2.1 è 2.2):

F
� _f (t)

�
= i! F (f (t)) � f (0); (6:10)

F
� tZ

0

f (t � � )g(� ) d�
�

= F (f (t)) F (g(t)) : (6:11)

Òåïåðü ìû ìî æåì ïðèñòóïèòü ê äîê àçàòåëüñòâóòåîðåìû Ïîïîâà.
Çàìåòèì, ÷òî åñëèâûïîëíåíû íåðàâåíñòâà(6.6), òî ñóùåñòâóåò÷èñëî " > 0, äëÿ êîòîðîãî

1
k

� " + Re
�
(1 + � i! )W(i! )

�
> 0 8 ! 2 R1: (6:12)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî çàìåíîé ' (� ) = k� �  (� ) è ðàññìîòðåíèåì âìåñòî (6.1) ñèñòåìû

_x = (A + bc� k)x � b (� ); � = c� x (6:13)

ìî æíî ñâåñòèóñëîâèå (6.6) ê ôîðìàëüíî áîëåå îãðàíè÷èòåëüíîìó óñëîâèþ (6.6) ñ � � 0. Â
ñàìîì äåëå,â ðåçóëüòàòåòàêîé çàìåíû ñèñòåìà (6.13) áóäåòèìåòü ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ

U(p) =
� W(p)

1 + kW(p)
;

à  (� ) áóäåòóäîâëåòâîðÿòü âíîâü óñëîâèþ (6.5):

0 �  (� )=� � k 8 � 6= 0:

Íåðàâåíñòâî (6.6) äëÿ ñèñòåìû (6.13) ïðèìåò âèä

1
k

+ Re
�
(1+ � i! )U(i! )

�
=

= Re
(1+ kW(i! )� k� i! W(i! )� k2� i! jW(i! )j2)

kj1+kW(i! )j2
=

=

1
k

+ Re((1 � � i! )W(i! ))

j1 + kW(i! )j2
> 0:
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Òàêèì îáðàçîì, åñëèíåðàâåíñòâî (6.6) âûïîëíåíî äëÿ � < 0, òî ìî æíî ñ ïîìîùüþ óêàçàí-
íîé âûøå çàìåíû ïðèéòè ê ñèñòåìåâèäà(6.1) ñ íåëèíåéíîñòüþ, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ
(6.5), è ñ âûïîëíåííûì íåðàâåíñòâîì (6.6), ãäå � > 0.

Ë å ì ì à 6.1. Åñëè âûïî ëíåíî íåðàâåíñòâî (6.12), òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà T > 0 ñïðàâåä-
ëèâî ñîîòíîøåíèå

TZ

0

�
' (� (t))

�
� (t) �

1
k

' (� (t))
�

+ "' (� (t))2+

+ � ' (� (t)) _� (t)
�
dt �

TZ

0

' (� (t))
�
� (t) + � _� (t)

�
dt:

(6:14)

Ä î ê àçàòåë üñòâî. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè

' T (t) =
�

' (� (t)) ïðè t 2 [0; T];
0 ïðè t > T;

� T (t) = � (t) +

tZ

0


 (t � � )' T (� ) d� :

ÇäåñüT � íåêîòîðîå ïîëî æèòåëüíîå ÷èñëî,

� (t) = c� eAt x0; 
 (t) = c� eAt b:

Èíîã äà ôóíêöèþ ' T (t) íàçûâàþò ñðåçêîé ôóíêöèè ' (� (t)) .
Î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

TZ

0

�
' (� (t))

�
� (t) �

1
k

' (� (t))
�

+ "' (� (t))2 + � ' (� (t)) _� (t)
�
dt=

=

+ 1Z

0

�
' T (t)

�
� T (t) �

1
k

' T (t)
�

+ "' T (t)2+ � ' T (t) _� T (t)
�
dt=

=

+ 1Z

0

' T (t)
� tZ

0


 (t � � )' T (� ) d� +
�

" �
1
k

�
' T (t)+

+ �
d
dt

� tZ

0


 (t � � )' T (� ) d�
��

dt+

+ 1Z

0

' T (t)
�
� (t)+ � _� (t)

�
dt:

(6:15)

Èñïîëüçó ÿ ñîîòíîøåíèÿ (6.9)�(6.11), ïîëó÷àåì
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+ 1Z

0

' T (t)
� tZ

0


 (t � � )' T (� ) d� +
�

" �
1
k

�
' T (t)+

+ �
d
dt

� tZ

0


 (t � � )' T (� ) d�
��

dt =

=
1

2�

+ 1Z

�1

F (' T (t))
�
F (
 (t)) F (' T (t)) +

�
" �

1
k

�
F (' T (t))+

+ � i! F (
 (t)) F (' T (t))
�
d! =

1
2�

+ 1Z

�1

�
� (1 + � i! )W(i! )+

+
�

" �
1
k

� �
jF (' T (t)) j2d! :

ßñíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (6.12) âåëè÷èíà

+ 1Z

0

' T (t)
� tZ

0


 (t � � )' T (� ) d� +
�

" �
1
k

�
' T (t)+

+ �
d
dt

� tZ

0


 (t � � )' T (� )d�
� �

dt

ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíîé. Îòñþ äà è èç ñîîòíîøåíèé (6.15) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (6.14).

Ë å ì ì à 6.2. Åñëè âûïî ëíåíî íåðàâåíñòâî (6.12) ñ � > 0, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî q, äëÿ
êîòîðîãî

+ 1Z

0

' (� (t))2dt � qjx0j2: (6:16)

Ä î ê àçàòåë üñòâî. Èç óñëîâèé (6.5) è � � 0 ïî ëåììå 6.1 ñëåäóåò, ÷òî

"

TZ

0

' (� (t))2dt � � �

� (T )Z

� (0)

' (� ) d� +

TZ

0

' (� (t))
�
� (t) + � _� (t)

�
dt:

Èñïîëüçó ÿ î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

uv �
"
2

u2 +
1
2"

v2 8 u; 8 v

è òîò ôàêò, ÷òî
�Z

0

' (� ) d� � 0 8 �
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(ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç óñëîâèÿ (6.5)), ïîëó÷àåì îöåíêó

"
2

TZ

0

' (� (t))2dt � �

� (0)Z

0

' (� ) d� +
1
2"

TZ

0

(c� eAt x0 + � c� AeAt x0)2dt �

� kjcj2jx0j2 +
1
2"

TZ

0

(c� eAt x0 + � c� AeAt x0)2dt:

Îòñþ äà è èç óñòîé÷èâîñòè ìàòðèöû A âûòåêàåòóòâåðæäåíèå ëåììû 6.2.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ëèíåéíóþ ñèñòåìó

_x = Ax + f (t); x 2 Rn ; (6:17)

ãäå A � ïîñòî ÿííàÿ óñòîé÷èâàÿ ìàòðèöà, f (t) � íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ.

Ë å ì ì à 6.3. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà �
+ 1Z

0

jf (t)j2dt < � ; (6:18)

òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî � , ÷òî âûïî ëíåíî íåðàâåíñòâî

jx(t)j2 � � (jx(0)j2 + � ): (6:19)

Êðî ìå òîãî, âûïî ëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
+ 1Z

0

jx(t)j2dt < + 1 ; lim
t ! + 1

x(t) = 0: (6:20)

Ä î ê àçàòåë üñòâî. Íàïîìíèì (ñì. ãëàâó1), ÷òî ñóùåñòâóåòïîëî æèòåëüíî îïðåäåëåí-
íàÿ ìàòðèöà H , äëÿ êîòîðîé

A � H + H A = � I :

Ïîýòîìó äëÿ ôóíêöèè W(t) = x(t) � H x(t) ñïðàâåäëèâàîöåíê à

W(x(t)) � = �j x(t)j2 + 2x � H f (t) � �j x(t)j2+
+ j2H j jx(t)j jf (t)j � � 1

2 jx(t)j2 + 2jH j2jf (t)j2:
(6:21)

Îòñþ äà ñëåäóåò, ÷òî
x(t)� H x(t) � x(0)� H x(0) + 2� jH j2: (6:22)

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâàè ïîëî æèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû H ñëåäóåòñóùåñòâîâàíèå
÷èñëà� , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî (6.19).

Âíîâü ðàññìàòðèâàÿíåðàâåíñòâî (6.21) è èíòåãðèðóÿ îáå åãî ÷àñòèîò 0 äî t, ïîëó÷àåì
ñîîòíîøåíèå

W(x(t)) � W(x(0)) +
1
2

tZ

0

jx(� )j2d� � 2� jH j2 :

Îòñþ äà è èç ñîîòíîøåíèÿ (6.22) ñëåäóåò, ÷òî
+ 1Z

0

jx(t)j2dt < 1 : (6:23)
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Ðàññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàë
tZ

0

x(� )� _x(� ) d� =
1
2

jx(t)j2 �
1
2

jx(0)j2: (6:24)

Èìååì î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ
tZ

0

jx(� )� _x(� )j d� �

tZ

0

jx(� )j2d� +

tZ

0

j _x(� )j2d� =

=

tZ

0

jx(� )j2d� +

tZ

0

jAx(� ) + f (� )j2d� �

�

tZ

0

jx(� )j2d� +

tZ

0

�
jAj jx(� )j + jf (� )j

� 2
d� �

� (1 + 2jAj2)

tZ

0

jx(� )j2d� + 2

tZ

0

jf (� )j2d� :

Îòñþ äà è èç ñîîòíîøåíèé (6.18) è (6.23) ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàë
tZ

0

x(� )� _x(� ) d�

ñõî äèòñÿ àáñîëþòíî. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
t ! + 1

tZ

0

x(� )� _x(� ) d� :

Íî òîãäà â ñèëó (6.24) ïîëó÷èì ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

lim
t ! + 1

jx(t)j:

Îòñþ äà è èç (6.23) âûòåêàåò, ÷òî
lim

t ! + 1
jx(t)j = 0:

Ëåììà äîê àçàíà.

Èç ëåìì 6.2 è 6.3 ñðàçóñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (6.1) óñòîé÷èâà â öåëîì.
Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå� < 0 ñëåäóåòâîñïîëüçîâàòüñ ÿ óêàçàííîé âûøå çàìåíîé è ñâåñòè

ðàññìîòðåíèå ê ñëó÷àþ � � 0.

Ãåîìåòðè÷åñê àÿ èíòåðïðåò àöèÿ òåîðåìû Ïîïîâà. Ðàññìîòðèì ãîäîãðàô ìî äèôè-
öèðîâàííîé ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêèX (! ) = ReW(i! ), Y (! ) = ! Im W(i! ) (ðèñ. 6.1).

Ðèñ.6.1
Åñëè ÷åðåçòî÷êó X = � 1=k, Y = 0 ìî æíî ïðîâåñòè ïð ÿìóþ X � � Y = � 1=k òàê, ÷òîáû

âåñüãîäîãðàô f X (! ); Y(! )g áûë ðàñïîëî æåí ñïðàâà îò ýòîé ïð ÿìîé, òî áóäåòâûïîëíåíî
óñëîâèå (6.6) òåîðåìû Ïîïîâà.

Èíòåðåñíî ñðàâíèòü ýòîò ðåçóëüòàò ñ êðèòåðèåì Íàéêâèñòà, ÿâëÿþùèìñ ÿ íåîá õî äèìûì
è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì. Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ
ñèñòåì (6.1) ñ ' (� ) = �� ïðè � 2 (0; k) è ïðè óñòîé÷èâîé ìàòðèöå A íåîá õî äèìî è
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äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ãîäîãðàô f X (! ); Y(! )g íå ïåðåñåêàë �çàïðåùåííûé ëó÷"f X ; Y j X 2
(�1 ; � 1=k); Y = 0g.

×àñòîòíîå óñëîâèå Ïîïîâà ÿâëÿåòñÿ áîëåå æåñòêèì. �Çàïðåùåííîé çîíîé"ÿâëÿåòñ ÿ ïî-
ëóïëîñê îñòü ñëåâàîò ïð ÿìîé X � � Y = � 1=k, ãäå � � âàðüèðóåìûé ïàðàìåòð. Îäíàê î
äëÿ äâóõìåðíûõ ñèñòåì ìî æíî ïîê àçàòü,÷òî åñëè ìàê ñèìàëüíûé ñåêòîð óñòîé÷èâîñòè,
âûäåëåííûé ïî êðèòåðèþ Íàéêâèñòà, èìååò âèä [0; k0), òî äëÿ ëþáîãî k < k0 ñóùåñòâóåò
âàðüèðóåìûé ïàðàìåòð � , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ÷àñòîòíîå íåðàâåíñòâî (6.6).

Óñòîé÷èâûå â öåëîì ñèñòåìû (6.1) ñ íåëèíåéíîñò ÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ (6.5),
÷àñòî íàçûâàþò àáñîëþòíî óñòîé÷èâûìè.

Î òåîðèè àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè è ðàçëè÷íûõ ïðèìåíåíèÿõ ìåòî äà Ïîïîâà ìî æíî
ïðî÷èò àòüâ êíèãàõ [11, 17, 21, 44].
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