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СЕМЕЙСТВА ТРАНСВЕРСАЛЬНЫХ КРИВЫХ ДЛЯ ДВУМЕРНЫХ СИС-
ТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Введение 1

А.Пуанкаре широко использовал трансверсальные кривые и поверхности для качест-
венного исследования дифференциальных уравнений. Впоследствии такие поверхности
были названы сечениями Пуанкаре. А.М.Ляпуновым было замечено, что линии уров-
ня некоторых функций являются трансверсальными по отношению к векторным по-
лям дифференциальных уравнений. Функции, индуцирующие таким образом семейства
трансверсальных поверхностей, впоследствии были названы функциями Ляпунова, а
методы построения таких функций – прямым (или – вторым) методом Ляпунова. Этим
методом было решено большое число задач в теории устойчивости и в качественной
теории дифференциальных уравнений. Однако для двумерных систем дифференци-
альных уравнений часто оказываются более эффективными другие методы построения
семейств трансверсальных кривых.

В настоящем обзоре мы опишем два эффективных метода построения семейств тран-
сверсальных кривых для двумерных систем: метод систем сравнения, когда трансвер-
сальными кривыми являются траектории некоторых, более простых, чем исходная сис-
тема, систем сравнения, и метод сшивания трансверсальной кривой из линий уровня
нескольких отличных друг от друга функций ляпуновского типа. Различные элементы
этих методов содержатся во многих работах, однако только в последнее время стало
ясно, что с их помощью можно получить значительное продвижение в решении многих
прикладных задач. Здесь мы опишем некоторые из них.

1. Проблема Айзермана. Необходимые и достаточные условия абсолютной
устойчивости двумерных систем.

В 1949 году М.А.Айзерман сформулировал следующую проблему [1].
Рассмотрим систему

dx

dt
= Ax + Bϕ(Cx), (1)

где A – постоянная n × n-матрица, B и C – постоянные n-мерные вектор-столбец и
вектор-строка, ϕ(σ) – непрерывная функция.

Наряду с системой (1) рассмотрим линейные системы

dy

dt
= (A + kBC)y (2)

и предположим, что при
α < k < β

эти системы являются устойчивыми в целом. Будет ли нулевое решение системы (1)
устойчиво в целом, если выполнено условие

α <
ϕ(σ)

σ
< β
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для всех σ 6= 0 ?
Напомним, что нулевое решение системы (1) устойчиво в целом, если оно устойчи-

во по Ляпунову и любое решение системы (1) стремится к нулю при t → +∞. Говорят
также, что система (1) абсолютно устойчива в классе функций ϕ(σ), если ее нулевое ре-
шение устойчиво в целом для любой ϕ(σ), удовлетворяющей сформулированным выше
условиям.

М.А.Айзерман высказал гипотезу, что поставленный выше вопрос всегда имеет по-
ложительное решение [1].

Рассмотрим эту гипотезу для случая n = 2 [2–4], CB 6= 0. Здесь систему (1) можно
линейным неособым преобразованием привести к специальному виду

ẋ1 = f(x1) + βx2

ẋ2 = x1 + γx2,
(3)

где f(x1) = µϕ(x1) + αx1, α, β, γ, µ – некоторые числа.
Для того, чтобы доказать существование такого неособого линейного преобразования

рассмотрим передаточные функции [5, 6] соответственно систем (1) и (3):

W1(p) = C(A − pI)−1B =
a1p + a2

p2 + α1p + α2p
,

W2(p) =
−µ(p − γ)

p2 − (α + γ)p + αγ − β
.

Здесь aj и αj – некоторые числа, a1 6= 0. Легко видеть, что W1(p) = W2(p) при

µ = −a1, γ = −a2/a1, α = −α1 + a2/a1,

β = −α2 + (α1 − a2/a1)a2/a1.

Хорошо известно, что в этом случае (т.е., когда W1(p) = W2(p)) искомое линейное
преобразование существует [5, 6].

Для системы (3) проблема Айзермана может быть решена с помощью построения
функции Ляпунова [2–4]

V (x1, x2) = (γx1 − βx2)
2 − βx2

1 + 2γ

x1∫

0

f(s)ds. (4)

Легко видеть, что

V̇ (x1, x2) = −2

(
f(x1)

x1
+ γ

) (
β − f(x1)

x1
γ

)
x2

1. (5)

Из соотношений (4), (5) по теореме Ла-Салля [5, 7] следует устойчивость в целом ну-
левого решения системы (3), если

γ
f(σ)

σ
− β > 0, ∀σ 6= 0, (6)

f(σ)

σ
+ γ < 0, ∀σ 6= 0, (7)

σ∫

0

[γf(s) − βs]ds → +∞ (8)

при |σ| → ∞.
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Необходимые и достаточные условия устойчивости в целом нулевого решения линей-
ной системы (3) при f(σ) = kσ имеют вид

γk − β > 0 (9)

k + γ < 0. (10)

Сравнивая условия (6), (7) и (9), (10), заключаем, что гипотеза Айзермана здесь спра-
ведлива при дополнительном условии (8). В приложениях это условие, как правило,
выполнено. Н.Н.Красовский показал [8], что невыполнение условия (8) может привес-
ти к потере свойства устойчивости в целом.

Аналогичным образом рассматривается случай CB = 0, n = 2.
Таким образом, для системы (1) необходимые и достаточные условия устойчивости

в целом получены в рамках прямого метода Ляпунова. Различные обобщения такого
подхода для n > 2 имеются в [5,6,9–11].

Рассмотрим теперь систему

dx

dt
= Ax + Bϕ(t, Cx), (11)

где A – постоянная n × n-матрица, B и C – постоянные n-мерные вектор-столбец и
вектор-строка, ϕ(t, σ) – кусочно-непрерывная и липшицева по второму аргументу функ-
ция.

Также как и для уравнения (1) для системы (11) можно поставить вопрос о необо-
димых и достаточных условиях устойчивости в целом. Прямой метод Ляпунова и по-
лученный в его рамках широко известный круговой критерий дают только достаточ-
ные условия устойчивости в целом [9–11]. Приведем здесь для n = 2 необходимые и
достаточные условия устойчивости в целом, полученные другим методом – методом
построения систем сравнения.

Будем предполагать здесь, что выполнено условие

0 ≤ ϕ(t, σ)

σ
≤ k, ∀ t ∈ R1, ∀σ 6= 0, (12)

где k – некоторое положительное число.
Введем в рассмотрение передаточную функцию системы (11)

W (p) = C(A − pI)−1B =
ap + b

p2 + αp + β

Не умаляя общности здесь можно принять, что α > 0, β > 0, a ≥ 0, β + bk > 0, |a| +
|b| > 0. Предположим также, что

b2 − αab + a2β 6= 0.

Введем в рассмотрение множества

Ω1 = {x2 ≥ 0, ax2 + bx1 ≥ 0} ⊂ {x1, x2},

Ω2 = {x2 ≥ 0, ax2 + bx1 ≤ 0} ⊂ {x1, x2}
и линейные системы

ẋ1 = x2

ẋ2 = −λx2 − µx1,
(13)

которые будут играть роль систем сравнения.
На множестве Ω1 будем рассматривать систему (13) с λ = α, µ = β на Ω2– систему

(13) с λ = α + ak, µ = β + bk.
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Рассмотрим решения x1(t), x2(t) и x̃1(t), x̃2(t) этих систем с начальными данными

x1(0) = −1, x̃1(0) = 1, x2(0) = x̃2(0) = 0.

Теорема 1. Если

ax2(t) + bx1(t) 6= 0, ∀ t > 0

или

ax̃2(t) + bx̃1(t) 6= 0, ∀ t < 0,

то нулевое решение системы (11) устойчиво в целом.
Рассмотрим теперь случай существования чисел T > 0 и τ < 0, для которых выпол-

нены соотношения
ax2(T ) + bx1(T ) = 0,
ax2(t) + bx2(t) 6= 0, ∀ t ∈ (0, T ),
ax̃2(τ) + bx̃1(τ) = 0,
ax̃2(t) + bx̃2(t) 6= 0, ∀ t ∈ (τ, 0).

(Рис.1).

Рис. 1. Случай существования чисел T и τ .

Теорема 2. Если x2(T ) < x̃2(τ), то нулевое решение системы (11) устойчиво в
целом. Если x2(T ) > x̃2(τ), то существует функция u(t) ∈ [0, k], ∀ t ∈ R1, такая, что
нулевое решение системы (11) с ϕ(t, σ) = u(t)σ не является устойчивым в целом.

Заметим, что решения линейных систем сравнения легко записать в элементарных
функциях. Поэтому величины τ, T, x2(τ), x2(T ) также легко вычислить и можно запи-
сать условия теорем 1 и 2 в терминах элементарных функций. Это сделано в работе
[12]. Здесь мы приведем пример таких вычислений.

Пусть b > 0, λ1 < λ2 < 0 – вещественные корни полинома p2 + αp + β = 0. Здесь

x̃2(τ) =
β

λ2 − λ1

[(
aβ + bλ1

aβ + bλ2

) λ1

λ1 − λ2 −

−
(

aβ + bλ1

aβ + bλ2

) λ2

λ1 − λ2


 .
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Поэтому из теорем 1 и 2 следует, что имеет место устойчивость в целом при любом
k > 0, если

λ2 − λ1 <
aβ

b




(
aβ + bλ1

aβ + bλ2

) λ1

λ1 − λ2 −

−
(

aβ + bλ1

aβ + bλ2

) λ2

λ1 − λ2


 .

Если выполнено противоположное неравенство, то существует кусочно-непрерывная
функция u(t) ≥ 0, ∀ t ∈ R1, такая, что нулевое решение системы (11) с ϕ(t, σ) = u(t)σ
не является устойчивым в целом.

В случае λ1 = −2, λ2 = −1 отсюда следует, что устойчивость в целом имеет место
при любом k > 0, если

a(4 + 2
√

2) > b.

Если

a(4 + 2
√

2) < b,

то для некоторой ϕ(t, σ) = u(t)σ, u(t) ≥ 0, ∀ t ∈ R1, нулевое решение системы (11) не
является устойчивым в целом.

Использование кругового критерия [9–11] дает следующее условие устойчивости в
целом при любом k > 0:

3a > b.

Для доказательства теорем 1 и 2 разовьем здесь некоторую специальную форму
метода двумерных систем сравнения. Для этого рассмотрим систему

ẋ1 = x2

ẋ2 = −αx2 − βx1 − ϕ(t, ax2 + bx1)
(14)

Очевидно, что передаточные функции систем (11) и (14) совпадают. Поэтому сущест-
вует неособое линейное преобразование, которое преобразует систему (11) к виду (14).

Рассмотрим теперь систему (13) с λ = α − ε, µ = β на Ω1 и с λ = α + ak − ε, µ =
β + bk на Ω2. Здесь ε – некоторое малое положительное число. Заметим, что в силу
непрерывной зависимости решений линейных систем от параметра ε при достаточно
малых ε сохраняются условия теорем 1и 2.

Хорошо известно, что система (13) эквивалентна уравнению

F
dF

dx1
= −λF − µx1. (15)

Рассмотрим теперь решение x1(t), x2(t) системы (14), удовлетворяющее условию

x2(t) = F (x1(t)) > 0

для некоторого t > 0.
Очевидно, что

ẋ2(t)

ẋ1(t)
=

−αF (x1(t)) − βx1(t) − ϕ(t, aF (x1(t)) + bx1(t))

F (x1(t))
<

<
−λF (x1(t)) − µx1(t)

F (x1(t))
=

dF (x)

dx
|x=x1(t).
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Здесь мы использовали условие (12). Следовательно, кривая x2 = F (x1) трансвер-
сальна по отношению к векторному полю системы (14). При этом решение x1(t), x2(t)
пересекает эту кривую "сверху вниз"(рис. 2) Это свойство кривой является основой
для доказательства теорем 1 и 2.

Рис. 2. Трансверсальность кривой x2 = F (x1)

Доказательство теоремы 1. Рассмотрим здесь следующее семейство замкнутых
непрерывных кривых:

x2 = F (x1, c) на [−c, c], F (c, c) = 0,

F (x1, c) – решение уравнения (15);

x2 = F (x1,−c) на [−c, c], F (−c,−c) = 0,

F (x1,−c) – решение уравнения (15);

{x1 = c, x2 ∈ [F (c,−c), 0]},
{x1 = −c, x2 ∈ [0, F (−c, c)]}.

(Рис. 3)
Такое семейство трансверсальных при x2 6= 0, замкнутых, непрерывных кривых

заполняет все множество R2\{0}. Отсюда следует устойчивость в целом системы (14).
¤

Доказательство теоремы 2. Рассмотрим здесь случай b > 0 и следующее семейст-
во замкнутых, трансверсальных при x2 6= 0, непрерывных кривых: (Рис. 4)

x2 = F (x1, c) на [cx̃1(τ), c], F (c, c) = 0,

F (x1, c) – решение уравнения (15);

x2 = F (x,−c) на [−c, cx1(T )], F (−c,−c) = 0,

F (x1,−c) – решение уравнения (15);

x2 = −F (−x1,−c) на [−cx1(T ), c],

x2 = −F (−x1, c) на [−c,−cx̃1(τ)],

{ax2 + bx1 = 0, x1 ∈ [cx̃1(τ), cx1(T )]},
{ax2 + bx1 = 0, x1 ∈ [−cx1(T ),−cx̃1(τ)]}.
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Рис. 3.

Рис. 4.

Такое семейство трансверсальных при x2 6= 0, замкнутых, непрерывных кривых,
заполняющих все множество R2\{0} доказывает устойчивость в целом системы (14).

Случай b ≤ 0 рассматривается аналогично.
Рассмотрим теперь случай, когда x2(T ) > x̃2(τ). Здесь мы построим специальную

функцию ϕ(t, σ) = u(t)σ следующим образом

u(t) =

{
k при t ∈ (τ2k, τ2k+1)
0 при t ∈ (τ2k+1, τ2k+2).

Числа τj выберем следующим образом: τ0 = 0, τ1 = T, τ2 – такое, что

x1(τ2) ≥ 0, x2(τ2) = 0,

x2(t) > 0, ∀ t ∈ (τ1, τ2).

Здесь x1(t), x2(t) решение системы (14) с начальными данными x1(0) = −1, x2(0) = 0.
Число τ3 выберем так, что

ax2(τ3) + bx1(τ3) = 0,
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ax2(t) + bx1(t) 6= 0, ∀ t ∈ (τ2, τ3).

Число τ4 выберем так, что

x1(τ4) ≤ 0, x2(τ4) = 0,

x2(t) < 0, ∀ t ∈ (τ3, τ4),

(рис. 5) и так далее.

Рис. 5.

Легко видеть, что

. . . < x(τ8) < x1(τ4) < x1(0).

Поэтому

lim
j→∞

x1(τj) = ∞.

Отсюда следует, что нулевое решение системы (14) не является устойчивой в целом.
Теорема 2 доказана. ¤

Заметим, что в частном случае a = 0 теоремы 1 и 2 доказаны в [13–16].
Еще раз подчеркнем здесь, что метод двумерных систем сравнения часто более эф-

фективен и прост в применении, чем метод функций Ляпунова. При этом оба метода
имеют близкую геометрическую интерпретацию. В основе ее мы имеем семейства тран-
сверсальных, замкнутых, непрерывных поверхностей. Только в прямом методе Ляпуно-
ва эти поверхности индуцируются функциями Ляпунова, а в методе двумерных систем
сравнения – траекториями этих систем сравнения.

В работе Е.С.Пятницкого [17] для получения необходимых и достаточных условий
абсолютной устойчивости двумерной системы вида (11) применен принцип максимума
Понтрягина, где для анализа двумерной системы (11) требуется рассмотрение системы
четвертого порядка. В сравнении с подходом Е.С.Пятницкого описанная здесь методика
эффективнее и проще.

Для демонстрации этого рассмотрим пример системы (11), приведенный в [17, 18], с
передаточной функцией

χ(p) =
−(p + 1)

p2 + p + 1
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и нелинейностью ψ(t, σ), удовлетворяющей условию

0 ≤ ψ(t, σ)

σ
≤ k, ∀ t ∈ R1, ∀σ 6= 0.

Сделав замену ϕ(t, σ) = kσ − ψ(t, σ), приведем рассматриваемую систему к виду (11),
(12) с передаточной функцией

W (p) =
p + 1

p2 + (1 − k)p + (1 − k)
.

Применим теперь теорему 2.
Здесь легко видеть , что

x2(T ) = exp

(
− π

3
√

3

)
,

x̃2(τ) =
√

1 − k exp

(√
1 − k

3 + k

(
π − arctg

√
3 + k

1 − k

))
.

Отсюда сразу следует, что абсолютная устойчивость имеет место, если k < k0, и
система (11) не является абсолютно устойчивой при k > k0. Здесь k0 определяется из
соотношения

√
1 − k0 exp

(
π

3
√

3
+

√
1 − k0

3 + k0

(
π − arctg

√
3 + k0

1 − k0

))
= 1.

Этот результат подправляет формулу, полученную в [17, 18].

2. Проблема Колониуса-Хинрихсена-Вирта.

Здесь, используя доказанные выше теоремы 1 и 2, покажем совпадение старших по-
казателей Ляпунова и Флоке для классов двумерных линейных управляемых систем.
Тем самым здесь для важного в теории управления случая решена проблема, сформу-
лированная Ф.Колониусом, Д.Хинрихсеном и Ф.Виртом [19].

Рассмотрим систему
dx

dt
= (A + u(t)BC)x, (16)

где A постоянная n × n-матрица, B и C – постоянные n × 1 и 1 × n-матрицы (т.е.
вектор–столбец и вектор–строка) u(t) – кусочно–непрерывная функция, удовлетворя-
ющая условию

k1 ≤ u(t) ≤ k2, ∀ t ∈ R1. (17)

Здесь k1 и k2 – некоторые числа.
Напомним, что старшим ляпуновским показателем системы (16) называется число

λ(u(·)) = sup
|z|=1

lim
t→+∞

1

t
ln |x(t, z)|.

Здесь x(t, z) – решение системы (1) с начальными данными x(0, z) = z.
Старшим показателем Ляпунова класса систем (16) с функциями, удовлетворяющи-

ми условию (17), назовем число (или символ +∞)

ΛL = sup
u

λ(u(·)),

где супремум берется на множестве кусочно–непрерывных функций u(·), удовлетворя-
ющих условию (17).
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Старшим показателем Флоке класса систем (16) с периодическими, кусочно–непрерывными
функциями, удовлетворяющими условию (17), назовем число (или +∞)

ΛF = sup
u

λ(u(·)).

Здесь супремум берется на описанном выше множестве всех периодических функций.
Заметим, что здесь рассматривается класс функций со всеми периодами.
Здесь мы покажем, что для n = 2 в предположении полной управляемости и наблю-

даемости системы (16) имеет место равенство

ΛL = ΛF . (18)

Введем в рассмотрение передаточную функцию системы (16)

W (p) = C(A − pI)−1B =
ap + b

p2 + αp + β
,

где a, b, α, β – некоторые числа.
Заметим вначале, что для решения сформулированной выше задачи не умаляя общ-

ности можно принять, что k1 = 0, k2 = k > 0 и что система (16) абсолютно устойчива
при условии (17).

Напомним, что система (16) называется абсолютно устойчивой при условии (17),
если ее нулевое решение устойчиво в целом для любой функции u(t), удовлетворяющей
условию (17).

В самом деле, произведя замену

x = z exp(νt)

получим систему

ż = (A − νI + u(t)BC)z (19)

с передаточной функцией W (p + ν).
Поскольку при больших ν матрица A − νI – гурвицева и

1

k
+ ReW (iω + ν) > 0, ∀ω ∈ R1

согласно круговому критерию [9–11] система (19) абсолютно устойчива. При этом по-
казатели Ляпунова и Флоке примут вид ΛL − ν и ΛF − ν.

Ясно также, что из абсолютной устойчивости системы (16) следует, что

α > 0, β > 0, α + ak > 0, β + bk > 0. (20)

Не умаляя общности можно также принять, что a ≥ 0 и b > 0 при a = 0.
Предположим также, что

b2 − αab + a2β 6= 0. (21)

Это неравенство эквивалентно полной управляемости пары (A,B) и полной наблюдае-
мости пары (A,C).

В первом параграфе было доказано, что систему (16) можно привести к виду

ẋ1 = x2

ẋ2 = −αx2 − βx1 − u(t)(ax2 + bx1).
(22)

Напомним, что не умаляя общности, мы рассматриваем абсолютно устойчивую сис-
тему (16). Сделаем теперь замену

x = y exp(ρt)
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так, чтобы при всех ρ > R система

ẏ = (A − ρI + u(t)BC)y (23)

была абсолютно устойчивой, а при ρ = R система (23) не являлась абсолютно устойчи-
вой.

Из теорем 1 и 2 следует, что система (23) с ρ = R, преобразованная к виду (22),
обладает следующим свойством.

Либо система (13) с λ = α, µ = β на Ω1 и с λ = α + ak, µ = β + bk на Ω2 обладает
в полуплоскости {x2 ≥ 0} лучом L = {x2 = Kx1,K < 0}, целиком состоящем из
состояний равновесия (рис. 6), либо для решений x1(t), x2(t) и x̃1(t), x̃2(t) этой системы

Рис. 6

с начальными данными x1(0) = −1, x̃1(0) = 1, x2(0) = x̃2(0) = 0 справедливо равенство

x2(T ) = x̃2(τ)

(рис. 7).

Рис. 7
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В первом случае также как при доказательстве теоремы 1 строим семейство кри-
вых, изображенных на рис.3. Отличием от предыдущих рассуждений является лишь
тот факт, что здесь вместо трансверсальности имеется более слабое соотношение при
x2(t) = F (x1(t)) > 0:

ẋ2(t)

ẋ1(t)
≤ dF (x)

dx

∣∣
x=x1(t)

Однако выполненное на всем семействе кривых, заполняющих все пространство R2\{0},
оно позволяет доказать ограниченность любого решения системы (22).

Применяя аналогичную схему к случаю x2(T ) = x̃2(τ), получим, что решения систе-
мы (22) не смогут покинуть области, ограниченные кривыми

x2 = F (x1, c) на [cx̃1(τ), c],
x2 = F (x1,−c) на [−c, cx1(T )],
x2 = −F (−x1,−c) на [−cx1(T ), c],
x2 = −F (−x1, c) на [−c,−cx̃1(τ)]
(Рис. 8).

Рис. 8

Таким образом, ΛL ≤ R.
Однако легко видеть, что в первом случае (рис. 6) имеем для системы (22) либо при

u(t) ≡ 0 либо при u(t) ≡ k соотношение λ(u(·)) = 0.
Во втором случае (рис. 7) при b > 0 определим 2(T − τ)-периодическую функцию

u(t) следующим образом:

u(t) =





k при t ∈ (0, T )
0 при t ∈ (T, T − τ)
k при t ∈ (T − τ, 2T − τ)
0 при t ∈ (2T − τ, 2T − 2τ).

Ясно, что для этой периодической системы λ(u(·)) = 0. Аналогичные рассуждения
проводятся и для случая b ≤ 0.

Из приведенных здесь рассуждений вытекает следующий результат.
Теорема 3. Если выполнено неравенство (21), то для системы (16) при n = 2

имеет место равенство (18).
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Заметим, что для системы (16) аналогичным образом решается задача о совпадении
младших показателей Ляпунова и Флоке, которые определяются как величины

inf
u

inf
|z|=1

lim
t→+∞

(
1

t
ln |x(t, z)|

)

соответственно на классах функций u(·), удовлетворяющих условию (17), и на классах
периодических функций u(·), удовлетворяющих условию (17).

Заметим также, что различные сужения классов функций u(·), удовлетворяющих
условию (17) приводят к нарушению равенства (18). Так, например, для уравнения

ẋ = (sin ln t + cos ln t)x

легко видеть, что λ = 1, а для уравнения

ẋ =
∑

k

(ak sin kt + bk cos kt)x

при любых ak и bk имеем λ = 0.

3. Локализация аттракторов уравнения Льенара. Гипотеза Одани.

Применение "естественной"функции Ляпунова к локализации аттрактора уравнения
Льенара (в [20] это уравнение названо уравнением Картрайт-Литтлвуда)

ẍ + µ[F (ẋ)] + x = µE(t), (24)

где µ – положительное число, F (y), E(t) – удовлетворяющие условию Липшица функ-
ции, встретилось со следующими трудностями.

Рассмотрение функции Ляпунова в виде интеграла энергии

V (x, y) = x2 + y2

для системы
ẋ = y
ẏ = −x − µ[F (y) − E(t)]

(25)

дает следующее выражение для ее производной

V̇ (x(t), y(t)) = −2µy(t)[F (y(t)) − E(t)].

Отсюда сразу получаем устойчивость в целом системы (25) при E(t) ≡ 0, F (y)y >
0, ∀ y 6= 0.

Для классических колебательных систем – Рэлея и Ван-дер-Поля – функция F (y)
имеет следующий вид

F (y) = −αy + βy3. (26)

Здесь α и β – положительные числа.
Для системы (25) с нелинейной функцией (26) и равномерно ограниченной E(t) :

|E(t)| ≤ c, ∀ t ∈ R1, хорошо известно свойство диссипативности по Левинсону.
Напомним, что система (25) диссипативна по Левинсону [20–22], если существует

число R, для которого любое решение x(t), y(t) удовлетворяет соотношению

lim
t→+∞

(x(t)2 + y(t)2) ≤ R. (27)

В классическом подходе к доказательству этого факта поступают следующим об-
разом [20–22]. Вначале проводят оценку производной V̇ (x(t), y(t)) на множестве {x ∈
R1, |y| ≥ ν}:

V̇ (x(t), y(t)) ≤ −ε.
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Здесь ν и ε – некоторые положительные числа. Такую оценку легко получить для
функции F (y) вида (26).

Внутри полосы {x ∈ R1, |y| ≤ ν} производная V̇ (x(t), y(t)) в некоторых точках может
принимать и положительные значения. Здесь обычно получают оценку

V̇ (x(t), y(t)) ≤ L,

где L – некоторое положительное число.
Однако при большом удалении от начала координат (x(t)2 +y(t)2 > M , M – большое

число) решение x(t), y(t) "проскакивает"рассматриваемую полосу очень быстро (за вре-
мя τ(M) → 0 при M → ∞). После этого на большом временном промежутке [τ, τ + T ]
рассматриваемое решение x(t), y(t) находится на множестве {x ∈ R1, |y| ≥ ν}. Поэтому
оказывается возможным оценить приращение

V (x(τ + T ), y(τ + T )) − V (x(0), y(0)) ≤ −εT + τL,

которое является отрицательным при больших x(t)2 + y(t)2.
Такие рассуждения позволяют установить существование числа R, для которого вы-

полнено неравенство (27). Подробное и аккуратное изложение описанной выше схемы
имеется в книгах [20, 22]. В этом направлении возможны обобщения на системы более
высокого порядка [23,24]. Однако следует отметить, что описанная выше схема доста-
точно трудоемка, а локализационные оценки (например, оценка R) оказываются весьма
грубыми.

Применим теперь к рассматриваемой задаче методику построения не функций Ляпу-
нова, а систем сравнения. Для этого предположим, что для некоторых положительных
чисел α и k выполнено неравенство

(F (y) − E(t))

y
> α − k

sign y

y
, ∀ t ∈ R1,∀y 6= 0. (28)

Это предположение традиционно для системы (25) [17].
Введем в рассмотрение систему сравнения

ẋ = y, ẏ = µ(−αy + ksign y) − x. (29)

При αµ ≥ 2 рассмотрим положительную полутраекторию системы (29) с начальны-
ми данными y(0) = 0, x(0) = −µk и положительную полутраекторию с начальными
данными y(0), x(0) = µk. Этим полутраекториям соответствуют графики функций
y = G1(x) ≥ 0 и y = G2(x) ≤ 0, G1(−µk) = G2(µk) = 0.

При αµ < 2 система (29) имеет единственный предельный цикл x(t), y(t) с началь-
ными данными x(0) = ρ, y(0) = 0. Здесь

ρ =
1 + exp(−λπ/ω)

1 − exp(−λπ/ω)
µk, λ =

αµ

2
, ω =

√
1 − λ2.

Пусть график функции y = G1(x) совпадает с положительными значениями предель-
ного цикла, а график функции y = G2(x) – с отрицательными.

Введем в рассмотрение множество

Ω(α, k) = {x ∈ [−µk, µk], G2(x) ≤ y ≤ G1(x)}
при αµ ≥ 2 и

Ω(α, k) = {x ∈ [−ρ, ρ], G2(x) ≤ y ≤ G1(x)}
при αµ < 2.

С помощью введенной здесь системы сравнения (29) очень легко доказать следую-
щий результат.
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Теорема 4 [25]. Для любого решения x(t), y(t) системы (25) существует число T
такое, что при всех t ≥ T это решение принадлежит множеству Ω(α, k).

Доказательство. Пусть неравенство (28) выполнено для некоторого α > 0 и k = k0.
Очевидно, что оно выполнено также и для всех k ≥ k0. Но тогда для любой точки
(x0, y0) множества R2\Ω(α, k0) существует число k ≥ k0 такое, что (x0, y0) принадле-
жит границе Ω(α, k). Таким образом, границы Ω(α, k) образуют семейство замкнутых
непрерывных кривых, покрывающих множество R2\Ω(α, k0).

Для доказательства теоремы остается показать, что эти кривые всюду за исключе-
нием точек x ∈ R1, y = 0 трансверсальны и решения системы (25) "прошивают"эти
кривые снаружи внутрь. Эти свойства вытекают из соотношений

dy

dx
=

−µ(F (y) − E(t)) − x

y
<

−µ(αy − ksign y) − x

y
=

dGj

dx
.

Теорема доказана. ¤

Таким образом, доказательство диссипативности по Левинсону системы (25) с по-
мощью систем сравнения вида (29) "почти очевидно"и занимает несколько строк. Здесь
оказалось, что траектории систем сравнения образуют семейство трансверсальных, за-
мкнутых, непрерывных кривых, которые и обеспечивают свойство диссипативности.
Построить же функцию Ляпунова, линии уровня которой обладали бы аналогичным
свойством замкнутости, бесконтактности и непрерывности в рассматривамом случае
оказывается делом очень трудным.

Заметим, что вычисление и эффективные оценки функций G1(x) и G2(x) являются
также делом незатруднительным. Поэтому преимущество метода систем сравнения для
локализации глобальных аттракторов системы (25) и различных ее обобщений также
весьма очевидно. Развитие такого подхода имеется в работах [25–31].

С его помощью доказана, в частности, справедливость следующей интересной гипо-
тезы Одани [35–37] о том, что на решениях x(t), y(t) аттрактора системы Ван дер Поля
(25) с E(t) ≡ 0, F (y) = y3/3 − y имеет место оценка

max
t

|y(t)| ≤ 2.0235

при всех µ > 0. Подробное доказательство этого факта, который улучшает широко из-
вестные оценки Картрайт [32], Ван Хорсена [33], Алсхолма [34] и Одани [35–37] имеется
в [31].

4. Уравнение Льенара и аттракторы квадратичных систем

Здесь мы получим условие ограниченности аттракторов квадратичной системы

ẋ = a1x
2 + b1xy + c1y

2 + α1x + β1y

ẏ = a2x
2 + b2xy + c2y

2 + α2x + β2y
(30)

где ai, bi, ci, αi, βi – вещественные числа, сведя исследование системы (30) к некоторому
специальному уравнению Льенара. Здесь мы будем следовать работам [38, 39].

Предложение 1. Не умаляя общности можно считать, что c1 = 0.

Доказательство. Предположим для определенности, что a2 6= 0 (в противном слу-
чае, сделав переобозначения x → y, y → x, сразу получим c1 = 0). Введем далее
линейное преобразование x1 = x + νy, y1 = y. Для доказательства предложения 1
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достаточно показать, что для некоторых чисел ρ, κ, ν справедливо тождество

(x + νy)• = (a1 + νa2)x
2 + (b1 + νb2)xy + (c1 + νc2)y

2+
+(α1 + να2)x + (β1 + νβ2)y = ρ(x + νy)y+
+κ(x + νy)2 + (α1 + να2)x + (β1 + νβ2)y

Это тождество эквивалентно следующей системе уравнений

κ = a1 + νa2,
κν2 + ρν = c1 + νc2,
ρ + 2κν = b1 + νb2.

(31)

Эти соотношения выполнены, если

(a1 + νa2)ν
2 − ν(b1 + νb2) + (c1 + νc2) = 0.

Поскольку a2 6= 0 это уравнение третьей степени относительно ν всегда имеет вещест-
венный корень. Таким образом, система уравнений (31) всегда имеет вещественное ре-
шение. ¤

Далее будем предполагать, что c1 = 0.

Предложение 2. Пусть b1 6= 0. Прямая линия β1 + b1x = 0 на плоскости {x, y}
либо является инвариантной, либо трансверсальна для траекторий системы (30).

Доказательство. Это утверждение следует из равенства

(β1 + b1x)•=b1

[
(b1x + β1)y + a1x

2 + α1x
]
=

[
a1

(
β1

b1

)2

− α1

(
β1

b1

)]
b1

при x = −β1/b1. Отсюда следует, что если

a1

(
β1

b1

)2

− α1

(
β1

b1

)
= 0

то прямая β1 + b1x = 0 инвариантна и если

a1

(
β1

b1

)2

− α1

(
β1

b1

)
6= 0

то прямая β1 + b1x = 0 трансверсальна. ¤

Исключая далее из рассмотрения тривиальный случай, когда правая часть первого
уравнения системы (30) не зависит от y, будем предполагать, что

|b1| + |β1| 6= 0. (32)

Отсюда и из предложения 2 следует, что траектории системы (30) являются также
траекториями системы

ẋ = y + a1x2+α1x
β1+b1x

,

ẏ = a2x2+b2xy+c2y2+α2x+β2y
β1+b1x

.

(33)

Введем в рассмотрение следующее преобразование

ȳ = y + a1x2+α1x
β1+b1x

,

x̄ = x.

В этих новых фазовых переменных (здесь мы опускаем черточки над переменными:
x̄ → x, ȳ → y) система (33) запишется в виде

ẋ = y, ẏ = −Q(x)y2 − R(x)y − P (x), (34)



17

где

Q(x) =
−c2

β1 + b1x
,

R(x) = − (b1b2 − 2a1c2 + a1b1)x
2 + (b2β1 + b1β2 − 2α1c2+

(β1 + b1x)2

+2a1β1)x + α1β1 + β1β2

(β1 + b1x)2
,

P (x)= −
(

a2x
2+α2x

β1+b1x
− (b2x + β2)(a1x

2 + α1x)

(β1 + b1x)2
+

c2(a1x
2+α1x)2

(β1+b1x)3

)
.

Из предложения 2 и условия (32) следует, что траектории системы (34) являются
также траекториями системы

ẋ = yep(x), ẏ =
[
− Q(x)y2 − R(x)y − P (x)

]
ep(x),

где p(x) — некоторый интеграл функции Q(x).
Из этой системы с помощью замены x̄ = x, ȳ = yep(x) получим

ẋ = y, ẏ = −f(x)y − g(x), (35)

Здесь вновь после указанного выше преобразования опущены черточки над перемен-
ными x и y.

Итак, при b1 6= 0 система (30) может быть приведена с помощью указанных выше
невырожденных замен к уравнению Льенара (35) с функциями

f(x) = R(x)ep(x) = R(x)|β1 + b1x|q,

g(x) = P (x)e2p(x) = P (x)|β1 + b1x|2q

Здесь при b1 6= 0, q = − c2

b1
.

Рассмотрим теперь систему (35), где будем предполагать, что функции f(x) и g(x)
непрерывны на интервале (a,+∞) и для некоторых чисел a < ν1 ≤ x0 ≤ ν2 выполнены
следующие условия

1) lim
x→a

g(x) = −∞,

lim
x→+∞

g(x) = +∞,

lim
x→a

x∫

x0

g(z)dz = lim
x→+∞

x∫

x0

g(z)dz = +∞,

(36)

2) f(x) > 0, ∀x ∈ (a, ν1)
⋃

(ν2,+∞),

ν1∫

ν2

f(x)dx ≤ 0.
(37)

Теорема 5. Если выполнены условия 1) и 2), то глобальный минимальный аттрак-
тор системы (35) в фазовом пространстве

{x ∈ (a,+∞), y ∈ R1}
является ограниченным множеством.
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Доказательство. Рассмотрим сначала пару чисел µ1 ∈ (a, ν1) и µ2 ∈ (ν2,+∞),
таких, что µ1 – достаточно близко к a, µ2 – достаточно большое и

µ2∫

µ1

g(x)dx = 0. (38)

В дальнейшем, не умаляя общности, примем, что

g(x) < 0, ∀x ∈ [µ1, ν1],

g(x) > 0, ∀x ∈ [ν2, µ2].

Введем в рассмотрение функции

V1(x, y) = y2 + 2

x∫

x0

g(z)dz,

V2(x, y) =


y +

x∫

ν1

f(z)dz




2

+ 2

x∫

x0

g(z)dz,

V3(x, y) =


y +

x∫

ν2

f(z)dz




2

+ 2

x∫

x0

g(z)dz,

V4(x, y) = V2(x, y) − ε(x − ν1)

V5(x, y) = V3(x, y) − ε(x − ν2)

V6(x, y) = V3(x, y) + ε(x − ν2)

V7(x, y) = V2(x, y) + ε(x − ν1).

Здесь ε – некоторое достаточно малое число.
Определим теперь множества Ωj следующим образом (рис. 9)

Ω1 = {x ∈ [µ1, ν1], y ≥ 0, V1(x, y) ≤ V1(µ1, 0)},
Ω2 = {x ∈ [ν1, x0], y ≥ 0, V4(x, y) ≤ V2(ν1, y1)},
Ω3 = {x ∈ [x0, ν2], y ≥ 0, V5(x, y) ≤ V3(ν2, y2)},
Ω4 = {x ∈ [ν2, µ2], y ≥ 0, V3(x, y) ≤ V3(µ2, 0)},
Ω5 = {x ∈ [ν2, µ2], y ≤ 0, V1(x, y) ≤ V1(µ2, 0)},
Ω6 = {x ∈ [x0, ν2], y ≤ 0, V6(x, y) ≤ V3(ν2, y3)},
Ω7 = {x ∈ [ν1, x0], y ≤ 0, V7(x, y) ≤ V2(ν1, y4)},
Ω8 = {x ∈ [µ1, ν1], y ≤ 0, V2(x, y) ≤ V2(µ1, 0)}.

Здесь y1 > 0, y2 > 0, y3 < 0, y4 < 0 – решения квадратных уравнений

V1(ν1, y1) = V1(µ1, 0),

V3(ν2, y2) = V3(µ2, 0),

V1(ν2, y3) = V1(µ2, 0),

V2(ν1, y4) = V2(µ1, 0)
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Рис. 9

Легко видеть, что для производных функций Vj(x, y) в силу системы (35) имеют
место следующие соотношения

V̇1 = −f(x)y2, V̇2 = −2g(x)

x∫

ν1

f(z)dz, V̇3 = −2g(x)

x∫

ν2

f(z)dz,

V̇4 = −2g(x)

x∫

ν1

f(z)dz − εy, V̇5 = −2g(x)

x∫

ν2

f(z)dz − εy,

V̇6 = −2g(x)

x∫

ν2

f(z)dz + εy, V̇7 = −2g(x)

x∫

ν1

f(z)dz + εy.

Поэтому при сделанных предположениях относительно µ1 и µ2 и при y 6= 0, x 6= νj

имеем неравенства
V̇1 < 0 на Ω1 ∪ Ω5 V̇4 < 0 на Ω2 V̇5 < 0 на Ω3 V̇3 < 0 на Ω4 V̇6 <

0 на Ω6 V̇7 < 0 на Ω7 V̇2 < 0 на Ω8.
Отметим, что из условий 2), (38) и для достаточно малых ε имеем неравенства y5 < y6

и y7 > y8, где y5 – положительное решение уравнения

V4(x0, y5) = V2(ν1, y1),

y6 – положительное решение уравнения

V5(x0, y6) = V3(ν2, y2),

y7 – отрицательное решение уравнения

V6(x0, y7) = V3(ν2, y3),

y8 – отрицательное решение уравнения

V7(x0, y8) = V2(ν1, y4).

(Рис.9).
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Таким образом, здесь построено семейство трансверсальных замкнутых кривых, ко-
торое и доказывает утверждение теоремы. ¤

Поясним выполнение соотношений V̇4 < 0, V̇5 < 0, V̇6 < 0, V̇7 < 0 соответственно на
множествах Ω2,Ω3,Ω6,Ω7.

Зафиксировав произвольное ε > 0, выберем здесь µ1 и µ2 настолько близкими к a
и к +∞, что минимальные значения |y| на пересечении замкнутой кривой (рис. 9) с
полосой {x ∈ [ν1, ν2]} будут больше, чем

1

ε
max

x∈[ν1,ν2]
2

∣∣∣∣∣∣
g(x)

x∫

ν1

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣
и

1

ε
max

x∈[ν1,ν2]
2

∣∣∣∣∣∣
g(x)

x∫

ν2

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣
.

Отсюда и следуют требуемые неравенства V̇j < 0. Таким образом здесь µj = µj(ε) и

lim
ε→0

µ1(ε) = a, lim
ε→0

µ2(ε) = +∞.

Выпишем теперь условия 1) и 2) в терминах квадратичной системы.
Здесь

a = −β1

b1
, b1 6= 0.

Не умаляя общности будем считать, что b1 > 0. Условия 1) и 2) выполнены, если

0 < 2c2 < b1, β1 > 0,

a1β1

b1
> α1

a1(2c2 − b1)

b1
> b2 (39)

a1(b1b2 − a1c2)

b2
1

> a2.

Кроме того, из условий (39) следует положительная инвариантность полуплоскости
{x ≥ a} для квадратичной системы (30).

Заметим, что здесь c1 = 0 и параметры α2 и β2 не входят в условия (39).
Заметим также, что аналогичные рассуждения можно провести и для полупрост-

ранства {x < a}. Однако здесь при делении обоих уравнений квадратичной системы
(30) на β1 + b1x изменяется направление движения по траекториям. Таким образом,
можно сформулировать следующий результат.

Теорема 6. Пусть выполнены условия (39). Тогда любое решение системы (30) с
начальными данными такими, что x(0) > a стремится при t → +∞ к ограниченному
аттрактору, расположенному в полуплоскости {x > a}.

Теорема 6 позволяет локализовать поиск предельных циклов квадратичных систем
(30). Заметим также, что трансверсальные кривые, построенные с помощью функций
Vj , могут применяться для доказательства существования и оценок циклов. Так, на-
пример, если в полуплоскости {x > a} имеется единственное неустойчивое по Ляпунову
фокусное состояние равновесия системы (30) (или системы (35)) и для нее выполнены
условия (39) (или условия 1) и 2) для системы (35)), то система (30) (или (35)) имеет
периодическое решение, расположенное в полуплоскости {x > a}.
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Кроме того, в этих предположениях f(x) > 0 при x < a. Поэтому с помощью функ-
ции Ляпунова

V (x, y) = y2 +

x∫

2a

g(z)dz

легко доказать, что решение системы (30) с начальными данными x(0) < a либо стре-
мится при t → +∞ к состоянию равновесия, либо к бесконечности, либо покидает за
конечное время полуплоскость {x < a}.

Используя этот факт и теорему 6 сформулируем следующий результат.
Теорема 7. Пусть выполнены условия (39) и в полуплоскости {x > a} система

(30) имеет единственное неустойчивое по Ляпунову фокусное состояние равновесия.
Тогда любое решение системы (30) с начальными данными такими, что x(0) < a,
либо стремится при t → +∞ к состоянию равновесия, либо – к бесконечности, либо
– к ограниченнному аттрактору, расположенном в полуплоскости {x > a}. Любое
решение системы (30) с начальными данными такими, что x(0) ≥ a, стремится при
t → +∞ к ограниченному аттрактору, расположенному в полуплоскости {x > a}.
Этот аттрактор имеет по крайней мере один цикл.

Условия теоремы 7 эффективно выделяют в пространстве параметров системы (30)
множество положительной лебеговой меры, где существуют циклы. На актуальность2

получения результатов такого типа указано в [40].
Разовьем теперь предложенную здесь методику для случая, когда функция f(x)

меняет знак только один раз на интервале (a,+∞).
Предположим здесь, что для функции g(x) выполнены условия (36), а функция f(x)

такова, что

f(x) > 0 ∀x > x0

f(x) < 0 ∀x ∈ (a, x0).
(40)

Предположим также, что

g(x0) = 0, g(x) 6= 0, ∀x 6= x0, x ∈ (a,+∞). (41)

Рассмотрим функцию W1(x, y) = V1(x, y) на множестве Φ1 = {x > x0, y < 0},

W2(x, y) =


y +

x∫

x0

f(z)dz




2

+ 2

x∫

x0

g(z)dz

2В [40] В.И.Арнольд пишет: "Чтобы оценить число предельных циклов квадратных векторных по-
лей на плоскости, А.Н.Колмогоров раздал несколько сотен таких полей (со случайно выбранными ко-
эффициентами многочленов второй степени) нескольким сотням студентов механико-математического

факультета МГУ в качестве математического практикума.
Каждый студент должен был найти число предельных циклов своего поля.
Результат этого эксперимента был совершенно неожиданным: ни у одного поля не оказалось ни

одного предельного цикла!
При малом изменении коэффициентов поля предельный цикл сохраняется. Поэтому системы с

одним, двумя, тремя (и даже, как стало известно позже, четырьмя) предельными циклами образуют в
пространстве коэффициентов открытые множества, так что вероятности попасть в них при случайном
выборе коэффициентов многочленов положительны.

Тот факт, что этого не случилось, подсказывает, что упомянутые вероятности, по-видимому, малы."
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– на Φ2 = {x > x0, y > 0} и

W3(x, y) =


y +

x∫

µ1

f(z)dz




2

+ 2

x∫

x0

g(z)dz

на Φ3 = {x ∈ (µ1, x0), y ∈ R1}.
Ясно, что на рассматриваемых множествах выполнены неравенства Ẇ1 < 0, Ẇ2 < 0,

Ẇ3 < 0.
Рассмотрим некоторое число µ > x0 и построим по нему трансверсальную при y 6= 0

кривую

W1(x, y) = W1(µ, 0) на Φ1,

W2(x, y) = W2(µ, 0) на Φ2,

W3(x, y) = W3(x0, y(µ)) на Φ3,

где

y(µ) = −

√√√√√2

µ∫

x0

g(z)dz.

Построенная нами кривая будет трансверсальной, если выбрать число µ1 так, чтобы

W3(µ1, 0) = W3(x0, y(µ)). (42)

Величина

y1(µ) =

√√√√√2

µ∫

x0

g(z)dz +




µ∫

x0

f(z)dz




2

является решением уравнения

W2(x0, y1(µ)) = W2(µ, 0),

а величина

y2(µ) =

√√√√√2

µ∫

x0

g(z)dz − 2

x0∫

µ1

f(z)dz

– решением уравнения

W3(x0, y(µ)) = W3(x0, y2(µ)).

Если

y1(µ) > y2(µ) (43)

с µ1, удовлетворяющим (42), то получим трансверсальную кривую, изображенную на
рис. 10.

Условия (43) и (42) можно переписать следующим образом
√√√√√2

µ∫

x0

g(z)dz +




µ∫

x0

f(z)dz




2

−

−

√√√√√2

µ∫

x0

g(z)dz > −2

x0∫

µ1

f(z)dx,

(44)
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Рис. 10

где µ1 удовлетворяет равенству

√√√√√2

µ1∫

x0

g(z)dz =

√√√√√2

µ∫

x0

g(z)dz −
x0∫

µ1

f(z)dz. (45)

Будем предполагать, что уравнение (45) имеет решения µ1(µ).
Заметим, что применяя методику, развитую для доказательства теоремы 5, здесь

можно снять ограничение (41).
Таким образом, здесь имеет место следующий результат
Теорема 8. Если при достаточно большом µ выполнены условия (36), (40), (44),

(45), то глобальный минимальный аттрактор системы (35) в фазовом пространстве

{x ∈ (a,+∞), y ∈ R1}

является ограниченным множеством. Если, кроме того, в полуплоскости {x > a}
система (35) имеет только одно неустойчивое по Ляпунову фокусное состояние рав-
новесия, то этот аттрактор имеет цикл.



24

Запишем теперь условия теоремы 8 для системы (30). Учитывая вид функций f(x)
и g(x) при достаточно больших µ получим следующие асимптотические соотношения

x0∫

µ1

f(z)dz ≈ −A

(β1 + b1µ1)1−q

2

µ1∫

x0

g(z)dz ≈ B

(β1 + b1µ1)2(1−q)

µ∫

x0

f(z)dz ≈ Cµ(q+1)

2

µ1∫

x0

g(z)dz ≈ Dµ2(q+1).

Здесь числа A,B,C,D легко выписываются через коэффициенты системы (30):

A =
−1

b1(q − 1)
(b1b2 − 2a1c2 + a1b1)

(
β1

b1

)2

−

− (b1β1 + b1β2 − 2α1c2 + 2a1β1)

(
β1

b1

)
+

+ α1β1 + β1β2)

B =
1

b1(q − 1)


−c2

(
a1

(
β1

b1

)2

− α1

(
β1

b1

))2



C =
bq
1

1 + q

(
2a1c2 − b1b2 − a1b1

b2
1

)

D =
b2q
1

1 + q

(
−a2

b1
+

a1b2

b2
1

− c2a
2
1

b3
1

)
.

Будем предполагать, что выполнено условие 0 < 2c2 < b1. Тогда условия (36), (40),
(45) и (44) примут вид A > 0, B > 0, C > 0,D > 0,

√
B

(β1 + b1µ1)(1−q)
=

√
Dµ(1+q) +

A

(β1 + b1µ1)1−q
.

√
D + C2 −

√
D >

2A
√

D√
B − A

,
√

B > A. (46)

Таким образом, если A,B,C,D – положительны, выполнено условие (46) и в полуп-
лоскости {x > a} единственным состоянием равновесия является неустойчивый фокус,
то справедлива теорема 8. Кроме того, если система (35) имеет по одному неустойчиво-
му фокусу в полуплоскостях {x > a} и {x < a}, то в этих полуплоскостях глобальные
минимальные аттракторы ограничены и в них существует по крайней мере по одному
циклу. (Рис. 11)

Последнее утверждение вытекает из того факта, что из условий (46) следует выпол-
нение аналогов соотношений (44) и (45) для x ∈ (−∞, a).



25

Рис. 11

Заметим, что предложенная здесь методика позволяет получать условия существо-
вания большего количества циклов для системы (35).

Приведем, например, условия существования по крайней мере двух различных цик-
лов в полуплоскости {x > a}.

Будем предполагать здесь, что выполнены условия (36) и (40). Предположим также,
что для некоторого числа x1 > x0 выполнены условия

g(x1) 6= 0, g(x) 6= 0, ∀ x 6= x0, x ∈ (a,+∞). (47)

Рассмотрим функции

W4(x, y) = y2 + 2

x∫

x1

g(z)dz,

W5(x, y) = (y +

x∫

x0

f(z)dz)2 + 2

x∫

x1

g(z)dz,

W6(x, y) = (y +

x∫

ν

f(z)dz)2 + 2

x∫

x1

g(z)dz

соответственно на множествах

{x ∈ (a, x0), y < 0},
{x ∈ (a, x1), y > 0} ∪ {x ∈ (x0, x1), y < 0},
{x ∈ (x1, ν), y ∈ R1}.

Легко видеть, что в сделанных предположениях на этих множествах Ẇ4 > 0, Ẇ5 >
0, Ẇ6 > 0.
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Поэтому для существования трансверсальной кривой, изображенной на рис. 12, по-
лучим следующие аналоги условий (44), (45).

√√√√√2

ν1∫

x1

g(z)dz +




ν1∫

x0

f(z)dz




2

−

−

√√√√√2

ν1∫

x1

g(z)dz > −2

x0∫

ν

f(z)dz,

(48)

где ν1 удовлетворяет равенству
√√√√√2

ν1∫

x1

g(z)dz =

√√√√√2

ν∫

x1

g(z)dz −
ν∫

x0

f(z)dz. (49)

Будем предполагать, что уравнение (49) имеет решения ν1(ν).
В этом случае можно сформулировать следующий результат
Теорема 9. Если при достаточно большом µ выполнены условия (44), (45), при

некотором ν > x1 выполнены условия (48), (49) и в полуплоскости {x > a} единст-
венным состоянием равновесия является фокус, то в полуплоскости {x > a} система
(35) имеет не менее двух различных циклов.

Доказательство теоремы 9 иллюстрирует рисунок 13.

Рис. 12

Легко получить аналог теоремы 9 для системы (35) в полуплоскости {x < a}. Легко
также предъявить функции f(x) и g(x), для которых выполнены условия теоремы 9 и
ее аналога в полуплоскости {x < a}. Тем самым, можно выделить классы систем вида
(35) у которых существует по два цикла, окружающих каждое из состояний равновесия.

Естественным образом здесь возникает следующее предположение.
Гипотеза. Существуют параметры квадратичной системы (30), для которой вы-

полнены все условия теоремы 9 и ее аналога в полуплоскости {x < a}.
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Рис. 13

Напоним, что исследование предельных циклов квадратичных систем (30) стимули-
ровалось 16-й проблемой Гильберта и различными ее вариантами [40–45].

5. Системы сравнения в задачах синхронизации

Приведем здесь один изящный результат [46, 47], который имеет различные обобще-
ния [47–51] и который явился первой наглядной демонстрацией преимущества метода
двумерных систем сравнения.

Рассмотрим уравнение

ẍ + αẋ + sin x = p(t), (50)

где α – положительное число, p(t) – непрерывная функция, удовлетворяющая условию

p1 < p(t) < p2, ∀ t ∈ R1 (51)

Здесь p1 и p2 – числа, такие, что −1 < p1 ≤ p2 < 1.
Уравнение (50) описывает движение маятника под действием нестационарной силы,

динамику синхронной машины с переменной нагрузкой, систему фазовой автоподстрой-
ки частоты с нестабильным эталонным генератором [49].

Предположим, что все решения уравнений

ẍ + αẋ + sin x = p1, (52)

ẍ + αẋ + sin x = p2 (53)

ограничены на [0,+∞).
Теорема 10 [46, 47]. Если ограничены при t ≥ 0 все решения уравнений (52) и (53),

то также ограничено при t ≥ 0 любое решение x(t) уравнения (50).
Доказательство. Рассмотрим следующие системы, эквивалентные соответственно

уравнениям (50), (52) и (53)

ẋ1 = x2

ẋ2 = −αx2 − sin x1 + p(t).
(54)
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ẋ2 = x2

ẋ2 = −αx2 − sin x1 + p1.
(55)

ẋ1 = x2

ẋ2 = −αx2 − sin x1 + p2.
(56)

Хорошо известно [9–11], что из ограниченности всех решений систем (55) и (56) следует
существование решений Fk(σ) и Gk(σ) уравнений

F ′F + αF + sinσ = p1, (57)

G′G + αG + sinσ = p2, (58)

удовлетворяющих следующим соотношениям (рис. 14):

Fk(σ1 + 2πk) = 0,

Fk(σ) < 0, ∀σ > σ1 + 2kπ,

Fk(σ) > 0, ∀σ < σ1 + 2kπ,

lim
σ→∞

|Fk(σ)| = +∞,

Gk(σ2 + 2kπ) ≤ 0,

Gk(σ) < 0, ∀σ > σ2 + 2kπ,

Gk(σ) > 0, ∀σ < σ2 + 2kπ,

lim
σ→∞

|Gk(σ)| = +∞.

Рис. 14

Здесь σ1 и σ2 – соответственно нули функций sin σ−p1 и sin σ−p2 на множестве [0, 2π)
такие, что cos σ1 < 0 и cos σ2 < 0. Рассмотрим теперь решение x1(t), x2(t) системы (54),
удовлетворяющее при некотором t условию

x2(t) = Gk(x1(t)) > 0.

Очевидно, что
ẋ2(t)

ẋ1(t)
=

−αGk(x1(t)) − sinx1(t) + p(t))

Gk(x1(t))
<
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Рис. 15

<
−αGk(x1(t)) − sinx1(t) + p2

Gk(x1(t))
=

dGk(x)

dx

∣∣∣∣
x=x1(t)

.

Следовательно, кривая x2 = Gk(x1), x2 > 0 трансверсальна по отношению к векторно-
му полю системы (54) и решение x1(t), x2(t) пересекает эту кривую "сверху вниз".

Аналогичным образом доказывается, что кривая x2 = Fk(x1), x2 < 0 трансверсальна
по отношению к векторному полю системы (54) и решение x1(t), x2(t) пересекает эту
кривую "снизу вверх".

Таким образом, здесь имеется семейство замкнутых трансверсальных кривых, кото-
рые изображены на рисунке 15. Это семейство зависит от целого параметра k и для
любой точки пространства {x1, x2} найдется замкнутая трансверсальная кривая, со-
держащая внутри эту точку.

Существование такого семейства замкнутых трансверсальных кривых и доказывает
ограниченность решений системы (54) при t ≥ 0. ¤

Все обобщения этого результата на многомерный случай дают более грубые условия
ограниченности [48–52].

Поэтому здесь можно сформулировать некоторый аналог проблемы Айзермана.
Доказать или опровергнуть следующую гипотезу.
Если все решения системы

dx

dt
= Ax + B(sin(Cx) + p) (59)

ограничены при t ≥ 0 для любого числа p ∈ (p1, p2), то также будут ограничены при
t ≥ 0 все решения системы

dy

dt
= Ay + B(sin(Cy) + p(t)) (60)
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для любой функции p(t), удовлетворяющей условиям

p1 < p(t) < p2, ∀ t ≥ 0.

Здесь A – постоянная n×n-матрица, B и C – соответственно n-мерные вектор-столбец
и вектор-строка.
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РЕФЕРАТ

УДК 531.36:534.1

Л е о н о в Г. А. Семейства трансверсальных кривых для двумерных систем
дифференциальных уравнений // Вестн. С.-Петербург. ун-та. Сер. 1. 2006. Вып.
(N ). С. 00–00.

Описаны два эффективных метода построения семейств трансверсальных кри-
вых для двумерных систем: метод систем сравнения, когда трансверсальными
кривыми являются траектории некоторых, более простых, чем исходная сис-
тема, систем сравнения, и метод сшивания трансверсальной кривой из линий
уровня нескольких отличных друг от друга функций ляпуновского типа. С по-
мощью этих методов решена проблема получения необходимых и достаточных
условий абсолютной устойчивости двумерных нестационарных систем, пробле-
ма Колониуса-Хинрихсена-Вирта для линейных двумерных управляемых сис-
тем, проблема локализации аттракторов уравнения Льенара и проблема Одани.
Библиогр. 52 назв. Ил. 15.
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АННОТАЦИЯ

Л е о н о в Г. А. Семейства трансверсальных кривых для двумерных систем
дифференциальных уравнений

Рассмотрены проблема необходимых и достаточных условий абсолютной устой-
чивости двумерных нестационарных систем, проблема Колониуса–Хинрихсена–
Вирта для двумерных систем, проблема локализации аттракторов уравнения
Льенара.

SUMMARY

Leonov G. A. Sets of transversal curves for two-dimensional differential equations.

Problem of necessary and sufficient conditions of absolute stability for two-dimensional
time varying systems, problem Colonius-Hinrichsen-Wirth for two-dimensional lin-
ear control systems and problem of localization of attractors of Lienard equation are
solved.
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