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МЕТОДЫ КОРРЕКЦИИ РАСФАЗИРОВОК В ЦИФРОВЫХ
СИГНАЛЬНЫХ ПРОЦЕССОРАХ

Г.А.Леонов, С.М.Селеджи

1. Введение

Цифровые сигнальные процессоры широко распространены в системах реального
времени [1]. С 1990 года для коррекции расфазировок в цифровых сигнальных про-
цессорах стали применяться системы фазовой автоподстройки. В настоящей работе
описаны методы синтеза и анализа таких систем.

Системы фазовой автоматической подстройки генераторов (ФАП) широко рас-
пространены в радиотехнике и электросвязи. После их изобретения в тридцатых-
сороковых годах двадцатого века [2–3] стала интенсивно развиваться как практика
применения, так и теория систем ФАП [4–18].

В последнее десятилетие системы ФАП стали широко применяться для управле-
ния тактовыми генераторами цифровых сигнальных процессоров и других устройств
цифровой обработки информации [19–26]. Например такие системы ФАП есть в про-
цессорах DSP 56000 и DSP 56K (Motorola) [25,26]. Системы ФАП показали свою
высокую эффективность как синтезаторы тактовых частот и как устройства, кор-
ректирующие расфазировку тактовых импульсов [19–26]. Эти свойства систем ФАП
определяют их специфику и отличие от типовых систем ФАП, использующихся в
радиотехнике.

Одним из главных требований к системам ФАП для тактовых генераторов являет-
ся их фазовая астатичность. Это означает, что система должна полностью устранить
расфазировку.

Поясним проблему устранения расфазировки в многопроцессорных системах при
применении параллельных алгоритмов.

Рассмотрим тактовый генератор C (clock), передающий тактовые импульсы через
общую шину на параллельно работающие процессоры Pk (рис. 1).

Рис.1
1
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При реализации параллельных алгоритмов процессорам надлежит одновременно
выполнять некоторую последовательность операций. Эти операции должны начи-
наться в моменты прихода тактовых импульсов в процессор. Однако из-за разницы
в длинах путей, по которым проходят импульсы от генератора к каждому из процес-
соров, возникает рассогласованность работы процессоров по времени. Это явление
называют расфазировкой сигнала (clock skew).

Устранение расфазировки – одна из основных проблем в организации параллель-
ных вычислений и обработки информации (в том числе и в проектировании матрич-
ных поцессоров [27]). Иногда эту проблему называют поблемой синхронизации. (На
наш взгляд, более подходящее название – проблема синфазности, поскольку требу-
ется устранить расфазировку.)

Проблема устранения расфазировки за последние тридцать лет решалась различ-
ными способами.

При разработке архитектур многопроцессорных систем был предложен [27] способ
соединения процессоров в виде H–дерева, в котором (рис.2) длины путей от такто-
вого генератора до каждого процессора одинаковы.

Рис.2.

Однако полностью расфазировка в этом случае может не устраняться из-за неодно-
родности проводников [27]. Кроме того, для большого числа процессоров значительно
усложняется конфигурация линий связи. Это приводит к трудным технологическим
проблемам.

Решение проблемы синхронизации на программно–аппаратном уровне привело к
созданию асинхронных протоколов связи, которые способны корректировать неодно-
временность совершения операций в процессорах режимами ожидания [27]. Другими
словами, создание протоколов доступа позволяет, задерживая информацию на неко-
торых этапах выполнения параллельного алгоритма, не искажать конечные резуль-
таты. К достоинствам этого подхода относится отсутствия необходимости разработки
специальной сложной аппаратной поддержки. К недостаткам – замедление работы
параллельных алгоритмов.
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Наряду с проблемой устранения расфазировки возникла еще одна острая про-
блема. Увеличение числа процессоров в многопроцессорных системах потребовало
увеличения мощности тактового генератора. Однако мощные генераторы стали со-
здавать значительные электромагнитные помехи.

Около десяти лет назад был применен новый метод устранения разфазировки и
понижения мощности генератора – введение специальной распределенной системы
тактовых генераторов, управляемых устройствами фазовой синхронизации. Он раз-
рабатывался в рамках схемотехники (hardware) и стал активно использоваться в по-
следнее десятилетие [19–26]. Современные технологические возможности позволили
проектировать надежные астатические системы ФАП с требуемыми техническими
характеристиками. Преимуществом такого подхода по сравнению с программным
устранением влияния расфазировки является отсутствие необходимости создания
специальных задержек в работе параллельных алгоритмов. Этот подход позволил
также значительно снизить мощность тактовых генераторов.

Общая схема распределенной системы генераторов с ФАП приведена на рис. 3

Рис.3.

2. Блок–схема и математическая модель системы ФАП, управляющей
тактовым генератором

Классическим подходом к синтезу систем ФАП является первоначальное рассмот-
рение двух сигналов f1(t) и f2(t), проходящих через перемножитель и фильтр низких
частот с передаточной функцией K(p) и импульсной переходной функцией γ(t) (рис.
4).

Рис.4.

Часто рассматривают интегрирующий фильтр с передаточной функцией

K(p) =
β

p + α
. (1)
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Здесь α и β – положительные постоянные, g(t) – выход фильтра.
Будем рассматривать далее два типа сигналов f1(t) и f2(t):

fj(t) = Aj sin(ωj(t)t + ψj) (2)

fj(t) = Ajsign(sin(ωj(t)t + ψj)) (3)

Здесь Aj,ψj – числа, ωj(t) – дифференцируемые функции, удовлетворяющие следу-
ющему условию.

Для любого числа τ ≥ 0 и малого положительного числа δ выполнены неравенства

|γ(t)− γ(τ)| ¿ 1, |ωj(t)− ωj(τ)| ¿ 1, ∀t ∈ [τ, τ + δ] (4)

(ω1(τ)− ω2(τ))δ ¿ 1, ωj(τ)δ À 1, (5)

где j = 1, 2.
Условия (4) и (5) имеют асимптотический характер и могут быть записаны также

следующим образом

lim
δ→0

|γ(t)− γ(τ)| = 0, lim
δ→0

|ωj(t)− ωj(τ)| = 0,

lim
δ→0

(ω1(τ)− ω2(τ))δ = 0, lim
δ→0

ωj(τ)δ = +∞.

Всюду в дальнейшем отношение f(δ) ¿ 1 означает, что f(δ) → 0 при δ → 0.
Условия (4) и (5) означают что, на малых промежутках [τ, τ + δ] функции ωj(t) и

γ(t) являются "почти константами", а функции fj(t) быстро осциллируют.
Колебания вида (2) при выполнении условий (4), (5) близки к гармоническим и

характерны для многих радиотехнических генераторов [4,7,8]. Колебания вида (3)
характерны для импульсных последовательностей тактовых генераторов [20–24], цен-
трированных относительно нулевого напряжения.

Введем теперь функции θj(t) = ωj(t)t + ψj, которые в условиях (4) и (5) будем
называть фазами колебаний fj(t).

Рассмотрим блок-схему на рис. 5.

Рис.5.

Здесь ФД – нелинейный блок с характеристикой ϕ(θ), называемый фазовым де-
тектором (дискриминатором). На входы блока ФД поступают фазы θj(t), выходом
является функция ϕ(θ1(t)− θ2(t)). Далее сигнал ϕ(θ1(t)− θ2(t)) поступает на фильтр
с передаточной функцией K(p). Функция G(t) является выходом фильтра.

Классический синтез систем ФАП основан на следущем хорошо известном резуль-
тате [4,7,8].

Теорема 1. Если выполнены условия (2), (4), (5) и ϕ(θ) = 1
2
A1A2 cos θ, то при

одних и тех же начальных состояниях фильтра имеет место неравенство

|g(t)−G(t)| ¿ 1, ∀t ≥ 0, tδ ¿ 1. (6)
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Этот основополагающий в теории систем ФАП результат можно переформулиро-
вать следующим образом.

Если выполнены условия (2), (4), (5), ϕ(θ) = 1
2
A1A2 cos θ и

lim
δ→0

tδ = 0,

то
lim
δ→0

|g(t)−G(t)| = 0.

Рассмотрим теперь 2π – периодическую функцию ϕ(θ) следующего вида

ϕ(θ) =





A1A2(1 + 2θ/π) θ ∈ [−π, 0]

A1A2(1− 2θ/π) θ ∈ [0, π].
(7)

Теорема 2. Если функции fj(t) имеют вид (3), функция ϕ(θ) – вид (7) и выполне-
ны условия (4), (5), то при одних и тех же начальных состояниях фильтра имеет
место неравенство (6).

Доказательство теоремы 2 приведено в п.4.
Отметим, что блок-схема на рис. 4 может быть реализована на стандартных элек-

тронных элеметах – перемножителях и фильтрах [25]. Блок-схема на рис. 5 является
асимптотически (в смысле соотношения (6)) эквивалентной по отношению к блок-
схеме на рис. 4.

Введение эквивалентной блок-схемы (рис. 5) позволяет рассмотреть задачу управ-
ления тактовыми генераторами с общих позиций теории фазовой синхронизации
[7,8,24], универсальным приципом которой является трансформация разности фаз
двух колебаний в управляющее воздействие на частоту генератора.

С другой стороны, блок-схема (рис. 4) является электронной реализацией этого
общего принципа фазовой синхронизации.

Теорема 2 позволяет провести синтез блок-схемы астатической системы ФАП, ко-
торая выполняет функцию синтезатора частот и функцию коррекции расфазировок
тактовых генераторов.

Такая блок-схема изображена на рис. 6.

Здесь ЭГ – эталонный тактовый генератор, З – линия задержки, ИФ – интегриру-
ющий фильтр с передаточной функцией (1), ПГ – подстраиваемый генератор, ПД1
и ПД2 – программируемые делители частоты, П – процессор.

Релейный элемент играет роль астатического корректирующего блока. Его введе-
ние позволяет обнулить остаточную расфазировку, которая возникает при ненулевой
начальной разности частот эталонного и подстраиваемого генераторов.

Отметим, что электронные реализации тактовых генераторов и линий задержки
приведены в [19], перемножителей, фильтров и реле (компараторов) – в [28]. Дели-
тели частоты описаны в [22,23].

Сделаем здесь обычное предположение, что частота эталонного генратора посто-
янна: ω1(t) ≡ ω1 = const. Параметр линии задержки T выбираем здесь так, чтобы
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Рис.6.

ω1(T + τ) = 2πk +3π/2. Здесь k – некоторое натуральное число, ω1τ – расфазировка,
возникающая за время τ прохождения импульса по общей шине до входа в ФАП.

Согласно теореме 2 и выбору T блок-схему, представленную на рис. 6, можно за-
менить близкой (в смысле условия (6)) блок-схемой, изображенной на рис. 7.

Рис.7.

Здесь 2π – периодическая характеристика фазового детектора имеет вид

ϕ(θ) =





2A1A2θ/π θ ∈ [−π
2
, π

2
]

2A1A2(1− θ/π) θ ∈ [π
2
, 3π

2
],

(8)

θ2(t) = θ3(t)/M , θ4(t) = θ3(t)/N , где натуральные числа M и N – параметры про-
граммируемых делителей ПД1 и ПД2.
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Для правильно функционирующей системы ФАП в режиме переходного процесса
(в режиме захвата) должны выполняться условия:

lim
t→+∞

(θ4(t)− M

N
θ1(t)) =

2πkM

N
(9)

(захват под фазу)

lim
t→+∞

(θ̇4(t)− M

N
θ̇1(t)) = 0 (10)

(захват под частоту).
В случае N = 1 условие (9) означает, что полностью устраняется расфазировка.

Условие (10) означает, что происходит синтез частоты Mω1/N .
Принимая, что характеристика реле имеет вид Ψ(G) = signG и исполнительный

элемент постраиваемого генератора линеен [7,8] получим соотношение

θ̇3(t) = RsignG(t) + ω3(0), (11)

где R – некоторое число, ω3(0) – начальная частота, θ3(t) – фаза подстраиваемого
генератора.

Учитывая соотношение (11) и выражения (1), (8) из блок-схемы на рисунке 7,
получим следующие дифференциальные уравнения системы ФАП

Ġ + αG = βϕ(θ)

θ̇ = − R
M

signG + (ω1 − ω3(0)
M

).

(12)

Здесь θ(t) = θ1(t)− θ2(t).
Доопределяя [29–30] sign G в точке разрыва G = 0 отрезком [−1, 1] перейдем от

системы (12) к дифференциальному включению

Ġ = αG + βϕ(θ)

θ̇ ∈ −F (G)
, (13)

где F (G) = (RsignG − (Mω1 − ω3(0)))/M при G 6= 0 и F (0) = [−(R + Mω1 −
ω3(0))/M, (R + ω3(0)−Mω1)/M ].

3. Критерий глобальной устойчивости системы ФАП

Для дифференциального включения (13) имеют место следующие утверждения.

Теорема 3. Если выполнено неравенство

|R| > |Mω1 − ω3(0)|, (14)

то любое решение системы (13) стремится при t → +∞ к некоторому состоянию
равновесия.

Если выполнено неравенство

|R| < |Mω1 − ω3(0)|, (15)

то все решения системы (13) стремятся к бесконечности при t → +∞.

Доказательство теоремы 3 приведено в п.4.

Рассмотрим состояния равновесия системы (13). Для любого состояния равновесия
выполнены соотношения:

θ̇(t) ≡ 0, G(t) ≡ 0, θ(t) ≡ πk.
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Теорема 4. Пусть выполнено соотношение (14). Тогда, если R > 0, то локально
асимптотически устойчивы состояния равновесия

G(t) ≡ 0, θ(t) ≡ 2kπ (16)

и локально неустойчивы состояния равновесия

G(t) ≡ 0, θ(t) ≡ (2k + 1)π (17)

Если R < 0, то локально асимптотически устойчивы состояния равновесия (17) и
локально неустойчивы состояния равновесия (16).

Таким образом, для того, чтобы выполнялись соотношения (9) и (10) нужно вы-
бирать параметры системы так, чтобы выполнялось неравенство

R > |Mω1 − ω3(0)|. (18)

4. Доказательства теорем

Доказательство теоремы 2. Хорошо известно, что для фильтра с импульсной
переходной функцией γ(t), входом ξ(t), выходом σ(t) и собственным колебанием α(t)
справедливо соотношение

σ(t) = α(t) +

t∫

0

γ(t− s)ξ(s) ds.

Поэтому имеет место формула

g(t)−G(t) =

t∫

0

γ(t− s)[A1A2sign[sin(ω1(s)s + ψ1) sin(ω2(s)s + ψ2)]−

−ϕ(ω1(s)s− ω2(s)s + ψ1 − ψ2)] ds

Разбивая промежуток [0, t] на промежутки [kδ, (k + 1)δ] и используя предположения
(4), (5), заменим записанный выше интеграл следующей суммой

m∑

k=0

γ(t− kδ)[

(k+1)δ∫

kδ

A1A2sign[cos((ω1(kδ)− ω2(kδ))kδ + ψ1 − ψ2)−

− cos((ω1(kδ) + ω2(kδ))s + ψ1 + ψ2)] ds− ϕ((ω1(kδ)− ω2(kδ))kδ + ψ1 − ψ2)δ].

Здесь число m выбираем так, чтобы t ∈ [mδ, (m + 1)δ]. Поскольку
(ω1(kδ) + ω2(kδ))δ À 1 имеет место соотношение

(k+1)δ∫

kδ

A1A2sign[cos((ω1(kδ)− ω2(kδ))kδ + ψ1 − ψ2)−

− cos((ω1(kδ) + ω2(kδ))s + ψ1 + ψ2)] ds ≈
≈ ϕ((ω1(kδ)− ω2(kδ))kδ + ψ1 − ψ2)δ. (19)
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Здесь использовано соотношение

A1A2

(k+1)δ∫

kδ

sign[cos α− cos(ωs + ψ0)] ds ≈ ϕ(α)δ

при ωδ À 1, α ∈ [−π, π], ψ0 ∈ R1.
Из (19) следует неравенство (6).

Для доказательства теоремы 3 сформулируем распространение теоремы Барбаши-
на – Красовского на динамические системы с цилиндрическим фазовым простран-
ством.

Рассмотрим дифференциальное включение
dx

dt
∈ f(x), x ∈ Rn, t ∈ R1 (20)

где f(x) — полунепрерывная вектор-функция, значениями которой являются ограни-
ченные, замкнутые, выпуклые множества f(x) ⊂ Rn. Здесь Rn – n-мерное евклидово
пространство.

Напомним здесь основные определения теории дифференциальных включений [30,31].
Определение 1. Будем говорить, что Uε(Ω) – ε-окрестность множества Ω, если

Uε(Ω) = {x | inf
y∈Ω

|x− y| < ε}.

Здесь | · | – евклидова норма в Rn.
Определение 2. Функция f(x) называется полунепрерывной в точке x, если для

любого ε > 0 существует число δ(x, ε) > 0 такое, что выполнено включение

f(y) ∈ Uε(f(x)), ∀ y ∈ Uδ(x).

Определение 3. Вектор-функция x(t) называется решением дифференциального
включения (3.2), если она абсолютно непрерывна и для тех значений t, для которых
существует производная ẋ(t) выпoлнено включение

ẋ(t) ∈ f(x(t)).

При сделанных выше предположениях о функции f(x) справедлива теорема о суще-
ствовании и продолжимости решений дифференциального включения (20) [30,31].

Предположим теперь, что для линейно независимых векторов d1, . . . , dm выполне-
ны следующие соотношения

f(x + dj) = f(x), ∀x ∈ Rn. (21)

Обычно d∗jx называют фазовой или угловой координатой системы (20). Поскольку
свойство (21) допускает введение цилиндрического фазового пространства [30–32], то
систему (20) со свойством (21) часто называют системой с цилиндрическим фазовым
пространством.

Следующая теорема является распространением широко известной теоремы Бар-
башина – Красовского [33,34] на дифференциальные включения с цилиндрическим
фазовым постраством.
Теорема 5. Предположим, что существует непрерывная функция V (x) : Rn →

R1 , для которой выполнены следующие условия:
1) V (x + dj) = V (x), ∀x ∈ Rn, ∀j = 1, . . . , m;



10

2) V (x) +
m∑

j=1

(d∗jx)2 →∞ при |x| → ∞;

3) для любого решения x(t) включения (20) функция V (x(t)) является невозрас-
тающей ;

4) если V (x(t)) ≡ V (x(0)), то x(t) – состояние равновесия.
Тогда любое решение включения (20) стремится при t → +∞ к стационарному

множеству.
Напомним, что стремление при t → +∞ решения к стацинарному множеству Λ

означает, что
lim

t→+∞
inf
z∈Λ

|z − x(t)| = 0.

Доказательство теоремы 5 имеется в книге [31].
Доказательство теорем 3 и 4. Пусть R > |ω1 − ω2(0)|.
Рассмотрим функцию Ляпунова

V (G, θ) =

G∫

0

Φ(u)du + β

θ∫

0

ϕ(u)du,

где Φ(G) – однозначная функция, совпадающая с F (G) при G 6= 0. При G = 0 Φ(G)
может быть определена произвольным образом. В точках t, где G(t) 6= 0, имеем
равенство

dV (G(t), θ(t))

dt
= −αG(t)F (G(t)). (22)

Заметим, что при G(t) = 0 из первого уравнения системы (12) получим неравенство

Ġ(t) 6= 0 при θ(t) 6= kπ.

Отсюда следует отсутствие скользящих решений системы (12). Но тогда из соотно-
шения (22) и неравенства F (G)G > 0, ∀G 6= 0, вытекает, что выполнены условия 3)
и 4) теоремы 5.

Кроме того, V (G, θ + 2π) ≡ V (G, θ) и V (G, θ) → +∞ при G → +∞. Поэтому
выполнены условия 1) и 2) теоремы 5. Следовательно, любое решение системы (12)
стремится при t → +∞ к стационарному множеству. Поскольку стацинарное мно-
жество системы (12) состоит из изолированных точек, отсюда следует, что любое
решение системы (12) стремится при t → +∞ к некоторому состоянию равновесия.

Если выполнено неравенство

−R > |Mω1 − ω3(0)|, (23)

то вместо функции V (G, θ) следует рассмотреть функцию Ляпунова W (G, θ) = −V (G, θ)
и повторить проведенные выше рассуждения.

При выполнении неравенства (17) имеем соотношение F (G) 6= 0, ∀G ∈ R1. Отсюда
и из второго уравнения системы (12) следует, что

lim
t→+∞

θ(t) = ∞.

Таким образом, теорема 3 доказана полностью.

Для доказательства теоремы 4 следует заметить, что при выполнении (18) в окрест-
ности точек G = 0, θ = 2πk функция V (G, θ) обладает свойством

V (G, θ) > 0 при |G|+ |θ − 2kπ| 6= 0.
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Отсюда и из равенства (22) следует асимптотическая устойчивость этих состояний
равновесия.

В окрестности точек G = 0, θ = (2k + 1)πk функция V (G, θ) обладает свойством

V (0, θ) < 0 при θ 6= (2k + 1)π.

Отсюда и из равенства (22) следует неустойчивость этих состояний равновесия.
В случае выполнения неравенства (23) вместо функции V (G, θ) нужно рассмотреть

функцию W (G, θ) = −V (G, θ) и повторить рассуждения.
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