
Ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèÿïñåâäîãåîìåòðè÷åñêîé âåðñèèçàäà÷è êîììèâîÿæåðà1Ñ. Á. Ìàêàðêèí, àñïèðàíòÁ. Ô. Ìåëüíèêîâ, ä. ô.-ì. í.2Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòs.makarkin@gmail.com, bormel@rambler.ruÎäíîé èç íàèáîëåå èçó÷åííûõ âåðñèé çàäà÷è êîììèâîÿæåðà ÿâëÿåòñÿ ãåî-ìåòðè÷åñêàÿ. Â ðåçóëüòàòå ìíîãîëåòíèõ èññëåäîâàíèé äëÿ ðåøåíèÿ åå ÷àñò-íûõ ñëó÷àåâ áûëî ðàçðàáîòàíî ìíîæåñòâî ïîäõîäîâ. Îäíàêî çà ïðåäåëàìèãåîìåòðè÷åñêîé âåðñèè àëãîðèòìû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ïîäõîäàì, îáû÷íîíåïðèåìëåìû. Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîå îáîáùåíèå ãåî-ìåòðè÷åñêîé âåðñèè � òàê íàçûâàåìàÿ ïñåâäîãåîìåòðè÷åñêàÿ � è ïðåäëàãà-åòñÿ èñïîëüçîâàíèå äëÿ ðåøåíèÿ åå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ îäèí èç ñòàíäàðòíûõãåîìåòðè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ. Â ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ êðàòêîå îïèñàíèå íàøåéâåðñèè àëãîðèòìà è íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, çàäà÷à êîììèâîÿæåðà, ãåîìåòðè-÷åñêàÿ âåðñèÿ, ïñåâäîãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðñèÿ, ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä, ýâðè-ñòè÷åñêèå àëãîðèòìû.1. Ââåäåíèå. Ïñåâäîãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðñèÿçàäà÷è êîììèâîÿæåðàÍåðåäêî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, à òàêæå àëãîðèòìû, îñíîâàí-íûå íà äàííîé ìîäåëè, ñîçäàííûå äëÿ îäíîé îáëàñòè, íàõîäÿò ïðè-ìåíåíèå è âî ìíîãèõ äðóãèõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ. Ïðèìåðîì òàêîéìîäåëè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à êîììèâîÿæåðà (íèæå � ÇÊÂ, [1�4] èìí. äð.).Îñîáåííîñòüþ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè îòíîñèòåëüíîé ïðî-ñòîòå åå ïîñòàíîâêè íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ (îïòèìàëü-íîãî ìàðøðóòà) ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíîé ïðîáëåìîé è îòíîñèòñÿ� ïðè÷åì êàê â îáîáùåííîé åå ïîñòàíîâêå, òàê è äëÿ áîëüøèíñòâàåå âàðèàöèé � ê êëàññó NP-ïîëíûõ. Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî êëàññè-ôèêàöèè, ïðèâåäåííîé â [3] è äð., çàäà÷à êîììèâîÿæåðà ÿâëÿåòñÿ1Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ � 13-01-97003(ð_ïîâîëæüå_à).2 c©Ñ. Á. Ìàêàðêèí,Á. Ô. Ìåëüíèêîâ, 2013 54



ïðèìåðîì îïòèìèçàöèîííîé ïðîáëåìû, âõîäÿùåé â ñàìûé ñëîæíûéêëàññ NPO(V): îí ñîäåðæèò âñå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è, äëÿ êî-òîðûõ (ïðè íåêîòîðîì äîïîëíèòåëüíîì ¾åñòåñòâåííîì¿ ïðåäïîëî-æåíèè, íàïðèìåð, P 6= NP) âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü âñåõ âîçìîæíûõïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ íå ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíà íèêàêîéïîëèëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèåé. (Äðóãèì ïðèìåðîì ïîäîáíîé çà-äà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ìàêñèìàëüíîé êëèêè.)Ïðèâåäåì îïèñàíèå ÇÊÂ ñîãëàñíî [3].Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà
• Âõîä. Ïîëíûé âçâåøåííûé ãðàô (G, c), ãäå G = (V,E) è c :
E → N0. Ïóñòü V = {v1, . . . , vn}, n ∈ N.

• Îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ êàæäîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðîáëåìû (G, c)

M(G, c) =
{
vi1 , vi2 , . . . , vin , vi1 | (i1, i2, . . . , in)−íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë (1, 2, . . . , n)

}
;ò. å. M(G, c) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîæåñòâî âñåõ Ãà-ìèëüòîíîâûõ öèêëîâ ãðàôà G.

• Ñòîèìîñòü. Äëÿ êàæäîãî öèêëà
H = vi1vi2 . . . vinvi1 ∈ M(G, c)ïîëàãàåì

cost
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}
)
;ò. å. ñòîèìîñòü êàæäîãî Ãàìèëüòîíîâà öèêëà ðàâíà ñóììå âå-ñîâ âñåõ ðåáåð, âõîäÿùèõ â ýòîò öèêë.

• Öåëü: minimum.Ñðåäè ìíîæåñòâà ðàçëè÷íûõ âåðñèé (âàðèàíòîâ) ÇÊÂ îäíîé èçíàèáîëåå èçó÷åííûõ ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ (èìåíóåìàÿ òàêæåÅâêëèäîâîé, [3,5] è ìí. äð.): ñòîèìîñòü ìàðøðóòà ðàâíà ðàññòîÿíèþìåæäó òî÷êàìè íà ïëîñêîñòè, âû÷èñëÿåìîìó êàê Åâêëèäîâà íîðìà.Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî õàðàêòåð-íîé îñîáåííîñòüþ äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà55



òðåóãîëüíèêà äëÿ ëþáûõ òðåõ ãîðîäîâ � ò. å. äëÿ ëþáûõ u, v, w ∈ Eâûïîëíåíî ñëåäóþùåå:
c({u, v}) ≤ c({u,w}) + c({w, v});îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ ôîðìóëà ïðåäïîëàãàåò ðàññìîòðåíèå òîëüêîò. í. ñèììåòðè÷íûõ âàðèàíòîâ ÇÊÂ (ýòîò òåðìèí òàêæå îïðåäåëåíâ [3]) � îäíàêî â íåñèììåòðè÷íûõ âàðèàíòàõ âñå àíàëîãè÷íî. Âî-îáùå, ñîãëàñíî [3], âàðèàíòû ïðîáëåìû ÇÊÂ ñ âûïîëíåííûì äëÿëþáûõ òðåõ ãîðîäîâ íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà íàçûâàþòñÿ ìåò-ðè÷åñêèìè � ò. å. âñå ãåîìåòðè÷åñêèå ÇÊÂ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîá-ñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêèõ.Îäíàêî îñíîâíûå èññëåäîâàíèÿ àâòîðîâ äàííîé ñòàòüè íàïðàâ-ëåíû íà èçó÷åíèå íå ãåîìåòðè÷åñêîé, à ò. í. ïñåâäîãåîìåòðè÷åñêîéâåðñèè ÇÊÂ (ñì. [4�6] è äð.), â êîòîðîé âõîäíûå äàííûå ôîðìèðó-þòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ê äàííûì íåêîòîðîé çàðàíåå çàäàííîéÇÊÂ, ÿâëÿþùåéñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé, äîáàâëÿåòñÿ âåêòîð

R = (r1, . . . , rm ), (ãäå m = |E| );ïðè ýòîì âñå ri � í. î. ð. ñ. â., ðàññìàòðèâàåòñÿ íîðìàëüíîå ðàñïðå-äåëåíèå ñ µ = 1 è íåêîòîðûì çàðàíåå çàäàííûì ¾ïðèåìëåìûì¿çíà÷åíèåì σ. Ïðè ýòîì êàæäûé èç ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ñòîèìîñòåé(c({u, v}); ïóñòü ýòî ci äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, . . . ,m}) çàìåíÿåòñÿ íàñëåäóþùåå çíà÷åíèå:
max(ci · ri, 0).Âàæíûì îòëè÷èåì ïñåâäîãåîìåòðè÷åñêîãî âàðèàíòà ÇÊÂ îò ãåî-ìåòðè÷åñêîãî ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü íàðóøåíèÿ íåðàâåíñòâà òðå-óãîëüíèêà äëÿ íåêîòîðûõ òðîåê ãîðîäîâ. Òàêæå âàæíî îòìåòèòü,÷òî ãåîìåòðè÷åñêèé âàðèàíò ÇÊÂ ìîæíî ñ÷èòàòü ÷àñòíûì ñëó÷àåìïñåâäîãåîìåòðè÷åñêîãî (ñî çíà÷åíèåì σ = 0).Ïðèâåäåì íàø âçãëÿä íà ¾ýêîëîãè÷åñêóþ íèøó¿ ðàññìàòðèâà-åìîé íàìè âåðñèè çàäà÷è êîììèâîÿæåðà. Îïðåäåëåííàÿ âûøå ãåî-ìåòðè÷åñêàÿ âåðñèÿ ÇÊÂ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå èçó÷åííûõ; âðåçóëüòàòå òåîðåòè÷åñêèõ è ïðàêòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé áûëî ðàç-ðàáîòàíî ìíîæåñòâî ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ åå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ (ñì.,íàïðèìåð, ñáîðíèê òðóäîâ [7]). Ñðåäè íèõ ìîæíî âûäåëèòü ò. í. ãåî-ìåòðè÷åñêèå ïîäõîäû � èñïîëüçóþùèå ïðè ïîèñêå ðåøåíèÿ èíôîð-ìàöèþ î òîì, ÷òî êîîðäèíàòû ãîðîäîâ ðàíåå áûëè ïîëó÷åíû êàê56



÷àñòíûé ñëó÷àé ãåîìåòðè÷åñêîé ÇÊÂ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ àëãî-ðèòìîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ãðóïïå òàêèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîäõîäîâ èîïèñàííûõ 15 è áîëåå ëåò íàçàä, ìîæíî ïðèâåñòè ò. í. àëãîðèòìû�ëóêîâîé øåëóõè� (onion-peeling, [8]) è ýëàñòè÷íîé ñåòè ( [9]). Ïðèíåáîëüøîé âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòè ýòè ïîäõîäû ïîçâîëÿþò ïî-ëó÷èòü äîñòàòî÷íî õîðîøåå ðåøåíèå: äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, ñîäåð-æàùèõ ìèëëèîíû òî÷åê, îíî ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ îïòèìàëü-íûì. Îäíàêî çà ïðåäåëàìè ãåîìåòðè÷åñêîé âåðñèè ÇÊÂ ýòè àëãî-ðèòìû îáû÷íî îêàçûâàþòñÿ áåññìûñëåííûìè � è äàííóþ ñòàòüþìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîïûòêó ïðèìåíèòü ïîäîáíûå àëãîðèò-ìû ê äðóãèì âåðñèÿì ÇÊÂ.2. Ïðèìåðû ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿçàäà÷è êîììèâîÿæåðàÏî ïîâîäó ïðîáëåìû, ðàññìàòðèâàåìîé â äàííîé ñòàòüå, ìîæíîñêàçàòü ñëåäóþùåå. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è àëãîðèòìû, ñîçäàí-íûå äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà, ïåðâîíà÷àëüíî áûëè ðàçðàáîòàíûäëÿ ðåøåíèÿ ãðóïïû ïðîáëåì ïîñòðîåíèÿ ìàðøðóòîâ; ñðåäè òàêèõïðîáëåì îòìåòèì:
• ìàðøðóòèçàöèþ òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ,
• âûáîð îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ðàáî÷åãî èíñòðó-ìåíòà(â îáîèõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî íàéòè îïòèìàëüíûé ìàðøðóò).Îäíàêî â íàñòîÿùåå âðåìÿ îíè èñïîëüçóþòñÿ è ïðè ðåøåíèèìíîãèõ äðóãèõ ïðèêëàäíûõ ïðîáëåì � â îáëàñòÿõ, íà ïåðâûé âçãëÿäñ ìàðøðóòèçàöèåé íå ñâÿçàííûõ:
• äëÿ ñåêâåíèðîâàíèÿ íóêëåîòèäíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áèî-ïîëèìåðîâ, ñì. [10];
• äëÿ ýâðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ñõîæåñòè ñòðîê (ïðè÷åì ÿâ-ëÿþùèõñÿ êàê óïîìÿíóòûìè âûøå íóêëåîòèäíûìè ïîñëåäî-âàòåëüíîñòÿìè, òàê è êàêèõ-ëèáî èíûõ ñòðîê, ñì. [11, 12]);
• äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ èññëåäîâàíèÿ ñïå-öèàëüíî îïðåäåëåííûõ áåñêîíå÷íûõ ãðàììàòè÷åñêèõ ñòðóê-òóð; 57



• äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýâîëþöèîííûõ äåðåâüåâ, ñì. [13].Ê îïèñàííûì âàðèàíòàì ïðèìåíåíèÿ ÇÊÂ íåîáõîäèìû ñëåäóþùèåêîììåíòàðèè.Ïîñòàíîâêó çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ áåñêîíå÷íûõ ãðàììàòè÷åñêèõñòðóêòóð ñì. â [14] è äàëåå â [15], îôîðìëåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõçàäà÷ â âèäå àëãîðèòìîâ, â òîì ÷èñëå ýâðèñòè÷åñêèõ, � â [15, 16].Ïðè ýòîì ïðîöåññ ñâåä�åíèÿ äàííîé çàäà÷è ê ÇÊÂ, à òàêæå îáîñíî-âàíèå æåëàòåëüíîñòè èññëåäîâàíèÿ èìåííî ïñåâäîãåîìåòðè÷åñêîéâåðñèè ÇÊÂ äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì äàëüíåéøèõïóáëèêàöèé.À äëÿ ïðèìåíåíèÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà â àíàëèçå ÄÍÊ èñ-ïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ïîäõîä. Ïîñëå ïðîöåññà ñåêâåíèðîâàíèÿ ìûïîëó÷àåì íàáîð ñòðîê íåáîëüøîé äëèíû (íà ïðàêòèêå � îáû÷íîîò 20 äî 100, â çàâèñèìîñòè îò òåõíîëîãèè), â êîòîðûõ åñòü ñîâ-ïàäàþùèå ó÷àñòêè. Âåñîì ðåáðà îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ÿâëÿåòñÿñòåïåíü ñõîäñòâà (ãäå ñóôôèêñû îòíîñÿòñÿ ê âåðøèíàì, èç êîòîðûõâûõîäÿò äóãè, à ïðåôèêñàìè � â êîòîðûå îíè âõîäÿò). Ïðè ýòîì ïó-òåì ñ ìàêñèìàëüíîé ñòîèìîñòüþ áóäåò ÿâëÿòüñÿ íàèáîëåå äëèííàÿîáùàÿ íàäñòðîêà çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Ïî ìíåíèþ àâòîðîâ ñòàòüè, äàííàÿ ïîñòàíîâêà áëèçêà èìåííîê ðàññìàòðèâàåìîé â äàííîé ñòàòüå ïñåâäîãåîìåòðè÷åñêîé âåðñèèÇÊÂ â ñâÿçè ñî ñëåäóþùèì îáñòîÿòåëüñòâîì. Â ñëó÷àå, åñëè áû ïå-ðåêðûâàþùèåñÿ ó÷àñòêè ÄÍÊ îáÿçàòåëüíî èìåëè áû îäèíàêîâóþäëèíó, ìû áû ïîëó÷àëè ãåîìåòðè÷åñêóþ âåðñèþ ÇÊÂ. Îäíàêî äëè-íà ïåðåêðûâàþùèõñÿ ó÷àñòêîâ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé (â íåêî-òîðûõ ãðàíèöàõ).Ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå èìåííî òàêîé ïîñòàíîâêè ïñåâäîãåî-ìåòðè÷åñêîé âåðñèè ÇÊÂ (ò. å. ïîëó÷åííûõ èìåííî òàêèìè ñïîñî-áàìè âàðèàíòîâ ïðîáëåìû) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì äàëüíåéøèõðàáîò àâòîðîâ.3. Ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä �êëàññèôèêàöèè âõîäíûõ äàííûõÎáû÷íî ïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ èñïîëüçóåòñÿ íåêàÿ èäåàëè-çèðîâàííàÿ ìîäåëü âõîäíûõ äàííûõ, ÷àùå âñåãî � ñ ðàâíîìåðíûìèèëè íîðìàëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè çíà÷åíèé ñïåöèàëüíî âûäåëåí-íûõ õàðàêòåðèñòèê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Îäíàêî íà ïðàêòèêå58



âõîäíûå äàííûå, êàê ïðàâèëî, ïîñòóïàþò â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòî-ðûì èíûì âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì � ò. å. ðàñïðåäåëåíèåì,îòëè÷íûì îò ðàâíîìåðíîãî èëè íîðìàëüíîãî. Â ðåçóëüòàòå ïðîèç-âîäèòåëüíîñòü àëãîðèòìà íà ðåàëüíûõ äàííûõ � ïðè÷åì êàê â ñðåä-íåì, òàê è â õóäøåì ñëó÷àå � ðàññ÷èòûâàåòñÿ íåàäåêâàòíî âõîäíûìäàííûì.Âîçìîæíà è èíàÿ ñèòóàöèÿ � êîãäà ïðè ñîçäàíèè àëãîðèòìàó÷èòûâàþòñÿ îñîáåííîñòè âõîäíûõ äàííûõ, õàðàêòåðíûå äëÿ îä-íîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè; ïðè ýòîì ïðèìåíåíèå òàêèõ àëãîðèòìîâäëÿ äðóãîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè ìîæåò îêàçàòüñÿ êðàéíå íåýôôåê-òèâíûì èç-çà òîãî, ÷òî õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ðåàëüíûõ äàííûõîêàçûâàþòñÿ îòëè÷íûìè îò òåõ, êîòîðûå ó÷èòûâàëèñü ïðè ðàçðà-áîòêå àëãîðèòìà.Ìíîãèå ó÷åíûå ðàáîòàþò íàä òåîðèåé, îïèñûâàþùåé àëãîðèò-ìû äëÿ ïðåäïîëîæèòåëüíî ïðàâèëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â êàæäîìêîíêðåòíîì ñëó÷àå, êîòîðûå äîñòàòî÷íî àäåêâàòíî îïèñûâàëè áûìíîãèå ïðàêòè÷åñêèå ñèòóàöèè. Ïî ìíåíèþ àâòîðîâ äàííîé ñòàòüè,íàèáîëüøèé ïðîãðåññ â ýòîì íàïðàâëåíèè áûë äîñòèãíóò â ðàáîòàõÞ.Ãóðåâè÷à ( [17] è äð.). Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îöåíêà ðåïðåçåí-òàòèâíîñòè ìîæåò íå ÿâëÿòüñÿ ñàìîöåëüþ, à ñëóæèòü îñíîâîé äëÿïîäõîäîâ ê îöåíêå ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ.Ïî ìíåíèþ àâòîðîâ äàííîé ñòàòüè, íåîáõîäèìû êîíêðåòíûå ìî-äåëè äëÿ êàæäîé ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìû � ò. å. êîíêðåòíàÿ èí-òåðïðåòàöèÿ ïîäîáíûõ ïîäõîäîâ, ò. í. ìåòîäû �ad hoc�. Äëÿ ðåàëè-çàöèè òàêîãî ïîäõîäà íàìè áûëè îïðåäåëåíû ñïåöèàëüíûå õàðàê-òåðèñòèêè, îòíîñÿùèåñÿ ê íåêîòîðîìó èñõîäíîìó ÷àñòíîìó ñëó÷àþÇÊÂ; ñò�îèò îòìåòèòü, ÷òî îíè âûáèðàëèñü àíàëîãè÷íî õàðàêòåðè-ñòèêàì, èñïîëüçîâàâøèìñÿ â [18] äëÿ ñîâåðøåííî èíîé çàäà÷è äèñ-êðåòíîé îïòèìèçàöèè. Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, èñïîëüçóå-ìûå íàìè äëÿ ÇÊÂ, ôàêòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûì ðàçâèòè-åì ò. í. ¾ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ äî ãåîìåòðè÷åñêîãî âàðèàíòà ÇÊÂ¿
dist(G, c), îïèñàííîé â [3, Ex. 4.2.3.2]; ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòè õà-ðàêòåðèñòèêè îòðàæàþò ñëó÷àè íåâûïîëíåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà âçàäàííîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ÇÊÂ. 33 Îòìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå íàèáîëåå èíòåðåñíî ïðèìåíåíèå ïñåâäîãåîìåò-ðè÷åñêîãî âàðèàíòà ÇÊÂ â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðíîñòü çàäà÷è ïðèìåðíîðàâíà 100. Ïðè ýòîì ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ ïîäñ÷åòà ýòèõ õàðàêòåðèñòèê âðÿäëè èíòåðåñíà. (Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà, ïðèìåíÿåìîãî äëÿ ïîäñ÷åòà âñåõ ýòèõ õà-ðàêòåðèñòèê, åñòü O(n3), ãäå, êàê è ðàíåå, n � ðàçìåðíîñòü çàäà÷è.) 59



Äëÿ èõ ïîäñ÷åòà, àíàëîãè÷íî óïîìÿíóòîìó ïðèìåðó èç [3], íàìèðàññìàòðèâàëèñü âñå âîçìîæíûå ïàðû òî÷åê u, v ∈ V (u 6= v). Äëÿêàæäîé èç ýòèõ ïàð è êàæäîé òî÷êè p ∈ V ñ÷èòàëîñü çíà÷åíèå
max

(
0,

c({u, v})

c({u, p}) + c({p, v})
− 1

)
, p 6= u, p 6= v .Äëÿ íàáîðà 4 D òàêèõ çíà÷åíèé, à òàêæå äëÿ íàáîðàD, ñîñòàâëåííî-ãî èç íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ íàáîðàD, ìû ðàññìàòðèâàëè ñëåäóþùèåõàðàêòåðèñòèêè:

• |D|/N , ãäå N � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëå-ìåíòîâ íàáîðà D, ò. å. n·(n−1)·(n−2)
2 ; 5

• |D|/N ;
• ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå D, ãäå D ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ðå-àëèçàöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû;
• ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå D;
• äèñïåðñèþ D; 6
• ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå íàáîðà D;
• ìåäèàíó íàáîðà D;
• çíà÷åíèå ñïåöèàëüíîãî âàðèàíòà êðèòåðèÿ Âàòñîíà ( [19, 20])äëÿ íåñêîëüêèõ âàðèàíòîâ íàáîðîâ D (ò. å. ïðè íàëè÷èè ðàç-ëè÷íûõ âõîäîâ).Íà îñíîâå ýòèõ õàðàêòåðèñòèê ñ ïîìîùüþ ïåðñåïòðîíà ( [21] è äð.)ïðèíèìàëîñü ðåøåíèå î êëàññå, äëÿ êîòîðîãî áûë ñãåíåðèðîâàí ðàñ-ñìàòðèâàåìûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ÇÊÂ.Êîíêðåòíîå îïèñàíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ òàêîâî.Ïðåäâàðèòåëüíî áûëà ñîçäàíà êîëëåêöèÿ ýòèõ õàðàêòåðèñòèê äëÿâûáðàííîé ðàçìåðíîñòè çàäà÷è (â äàííîì ñëó÷àå ìû âñåãäà ðàñ-ñìàòðèâàëè 70 ãîðîäîâ) è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ σ � à èìåííî, îò4 Ìû ïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé òåðìèíîëîãèåé. Íàáîð � ýòî ñîâîêóïíîñòü êî-íå÷íîãî ÷èñëà îáúåêòîâ, ýëåìåíòû íàáîðà ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ.5 Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ìû ðàññìàòðèâàåì ñèììåòðè÷íóþ ÇÊÂ.6 Äëÿ ýòîé è ñëåäóþùèõ õàðàêòåðèñòèê âðÿä ëè èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòüèõ àíàëîãè äëÿ íàáîðà D. 60



0.00 äî 2.20 ñ øàãîì 0.01; êàæäîå èç çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòèêè ïðè-íèìàëîñü ðàâíûì ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó ñîîòâåòñòâóþùèõ õà-ðàêòåðèñòèê, ïîëó÷åííûõ äëÿ 10 ðàçëè÷íûõ ñëó÷àéíûõ ãåíåðàöèé÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ÇÊÂ. Îäíîâðåìåííî ïðîâîäèëîñü ñàìîîáó÷åíèåïåðñåïòðîíà, êëàññèôèöèðóþùåãî ðàññìàòðèâàåìûé ÷àñòíûé ñëó-÷àé íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî âåêòîðà õàðàêòåðèñòèê � ò. å. äàþùåãîíà âûõîäå ïðåäïîëîæåíèå îá èñõîäíîì çíà÷åíèè σ.Äàëåå äëÿ êàæäîãî èç ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé σ:
σ = 0.00 ; σ = 0.20 ; σ = 0.50 ; σ = 0.90 ; σ = 1.40 ; σ = 2.00ïðîâîäèëîñü ïî 100 ýêñïåðèìåíòîâ. Â êàæäîì èç íèõ ìû ãåíåðèðî-âàëè ÷àñòíûé ñëó÷àé ÇÊÂ, ïîñëå ÷åãî íà îñíîâå âåêòîðà õàðàêòå-ðèñòèê, ïîëó÷åííîãî äëÿ ýòîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, âûáèðàëè ïðåä-ïîëîæåíèå îá èñõîäíîì çíà÷åíèè σ äâóìÿ ñïîñîáàìè:
• íà îñíîâå ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòè, âûäàâàåìîãîðàíåå îáó÷åííûì ïåðñåïòðîíîì;
• ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.Êðàòêî ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ èçëîæåíû â ñëåäóþùåé òàáëè-öå 1. Â íåé ïåðâîìó ñòîëáöó (P) ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòû, ïîëó-÷åííûå ñ ïîìîùüþ ïåðñåïòðîíà. Â êàæäîé êëåòêå çàïèñàí îòðåçîêçíà÷åíèé σ, â êîòîðûé ïîïàäàëè ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, à òàêæå÷èñëî ñëó÷àåâ (èç 100), â êîòîðûõ ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå σ îòëè÷à-ëîñü îò èñõîäíîãî íå áîëåå ÷åì íà 10%.Òàáëèöà 1.

σ P ÌÍÊ
0.00 [0.00, 0.00] 100 [0.00, 0.00] 100
0.20 [0.16, 0.23] 83 [0.16, 0.24] 81
0.50 [0.43, 0.59] 81 [0.42, 0.58] 80
0.90 [0.76, 1.03] 79 [0.76, 1.02] 79
1.40 [1.20, 1.57] 78 [1.22, 1.55] 78
2.00 [1.74, 2.20] 79 [1.76, 2.20] 79Èòàê, ïî-âèäèìîìó, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îáà âàðèàíòà êëàññè-ôèêàöèè äàþò ïðèåìëåìûå ðåçóëüòàòû � êîòîðûå ïðàêòè÷åñêè íåçàâèñÿò îò êîíêðåòíîãî ñïîñîáà êëàññèôèêàöèè (ñ ïîìîùüþ íåé-ðîñåòè èëè ñ ïîìîùüþ ÌÍÊ). Âàæíî òàêæå òî, ÷òî îáà àëãîðèò-ìà ìîæíî ñ÷èòàòü êîìáèíàöèåé: âî-ïåðâûõ, ïîäõîäà, îñíîâàííîãî61



íà ïðàâèëàõ (rule-based approach) è, âî-âòîðûõ, àëüòåðíàòèâíîãîåìó ïîäõîäà (not rule-based approach), äëÿ êîòîðîãî â ëèòåðàòóðåíà ðóññêîì ÿçûêå åùå íåò îêîí÷àòåëüíîãî íàçâàíèÿ. 7 Ïîäõîä, îñíî-âàííûé íà ïðàâèëàõ, çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå õàðàêòåðèñòèê ýêñïåð-òîì, à àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä � â àïîñòåðèîðíîì èñïîëüçîâàíèèíåéðîñåòè èëè ÌÍÊ.Îäíàêî êàê áîëåå ïîäðîáíûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåííûõ âûøå âû-÷èñëåíèé, òàê è âîçìîæíîå óëó÷øåíèå îáîèõ ïðèìåíÿâøèõñÿ íàìèàëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè âðÿä ëè ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòå-ðåñ: êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ýòè âû÷èñëåíèÿ (ò. å. êëàññèôèêàöèþ)ñò�îèò âîñïðèíèìàòü êàê âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó äëÿ äðóãîé, áîëååâàæíîé çàäà÷è, ðàññìàòðèâàåìîé â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.4. Ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä �ïñåâäîîïòèìàëüíîå ðàçìåùåíèå òî÷åêÈòàê, çíà÷èòåëüíî áîëåå âàæíûì ÿâëÿåòñÿ íå ïðîáëåìà êëàñ-ñèôèêàöèè (èíûìè ñëîâàìè � çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ êëàññà äëÿíåèçâåñòíîãî íàì çíà÷åíèÿ σ ïî èçâåñòíîé ìàòðèöå ÷àñòíîãî ñëó-÷àÿ ÇÊÂ), à ïñåâäîâîññòàíîâëåíèå êîîðäèíàò èñõîäíîãî ìíîæåñòâàòî÷åê. Ïåðåä îïèñàíèåì ïðèìåíÿåìîãî íàìè àëãîðèòìà ýòîãî ïñåâ-äîâîññòàíîâëåíèÿ ðàññìîòðèì çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòóþ (¾øêîëü-íóþ¿) çàäà÷ó � âîññòàíîâëåíèå ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê â ãåîìåòðè-÷åñêîé âåðñèè ÇÊÂ ïî ìàòðèöå ðàññòîÿíèé, çàäàííîé ñ ïîìîùüþôóíêöèè c : E → N0 (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè,ñîõðàíÿþùèõ ðàññòîÿíèÿ). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòüðåøåíà ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî òðèâèàëüíîãî àëãîðèòìà.Ñíà÷àëà èç ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà V âûáèðàþòñÿ äâå ïðîèç-âîëüíûå òî÷êè, v1 è v2. Ïåðâóþ òî÷êó (v1) ìû ðàñïîëàãàåì â íà÷àëåêîîðäèíàò, à âòîðóþ (v1) � â òî÷êå (0, c(v1, v2)). Êîîðäèíàòû êàæ-äîé èç ñëåäóþùèõ òî÷åê (ïóñòü ýòî u ñ êîîðäèíàòàìè (x, y)) ìîæíî7 Íà ñàìîì äåëå, îêîí÷àòåëüíîãî íàçâàíèÿ íåò è â ëèòåðàòóðå íà àíãëèé-ñêîì ÿçûêå: ÷àñòî èñïîëüçóåìûå ñëîâà �not rule-based approach� âðÿä ëè íà íåãî¾ïðåòåíäóþò¿. Âîçìîæíûìè àëüòåðíàòèâàìè ïîäõîäó, îñíîâàííîìó íà ïðàâè-ëàõ, â ðàçíûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ ÿâëÿþòñÿ ò. í. êîííåêöèîíèñòñêèé ïîäõîä(connectionism), ñòðóêòóðíûé ïîäõîä, à, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ìàøèííîãî ïåðå-âîäà � ò. í. ñòàòèñòè÷åñêèé ïåðåâîä.Ïî ïîâîäó ïîñëåäíåãî ñò�îèò îòìåòèòü åãî èñïîëüçîâàíèå â ñåðâèñå ¾ßí-äåêñ.Ïåðåâîä¿, à òàêæå ïîÿâëåíèå â ïîñëåäíåå âðåìÿ ãèáðèäíûõ ñèñòåì ïåðåâî-äà, ôàêòè÷åñêè è ÿâëÿþùèõñÿ êîìáèíàöèåé äâóõ âûøåóïîìÿíóòûõ ïîäõîäîâ.62



íàéòè, âûáðàâ èç ìíîæåñòâà óæå ðàçìåùåííûõ òî÷åê äâå (ïóñòü vè w) è ðåøèâ ïðîñòåéøóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé
{

(x− xv)
2 + (y − yv)

2 = (c(u, v))2

(x− xw)
2 + (y − yw)

2 = (c(u,w))2
(1)(Ïðè ýòîì íà÷èíàÿ ñ ÷åòâåðòîé òî÷êè íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûåâû÷èñëåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå, êàêîå èìåííî èç äâóõ ðåøåíèé ñèñòå-ìû (1) íåîáõîäèìî âûáðàòü. Îäíàêî ìû íå áóäåì ïîäðîáíî îïè-ñûâàòü ýòè äåéñòâèÿ, à òàêæå íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåêîòîðûåñèòóàöèè, â êîòîðûõ âûáèðàåìûå 3 òî÷êè îêàçûâàþòñÿ ëåæàùèìèíà îäíîé ïðÿìîé, è ò. ï. Ìû òàêæå íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü âîïðîñû,ñâÿçàííûå ñ òî÷íîñòüþ âû÷èñëåíèé äëÿ ýòîãî àëãîðèòìà.)Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè ýòîãî àëãîðèòìà ê ìàòðèöå ðàñ-ñòîÿíèé c : E → N0, çàäàííîé äëÿ ïñåâäîãåîìåòðè÷åñêîãî âàðèàí-òà ÇÊÂ, ìû (âîîáùå ãîâîðÿ) íå ïîëó÷àåì èñõîäíîå ðàñïîëîæåíèåòî÷åê äëÿ òîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî âàðèàíòà ÇÊÂ, íà îñíîâå êîòîðî-ãî áûë ñãåíåðèðîâàí èñõîäíûé (ò. å. ïîëó÷åííûé îñíîâíûì àëãî-ðèòìîì â êà÷åñòâå âõîäà) ñëó÷àé ïñåâäîãåîìåòðè÷åñêîãî âàðèàíòàÇÊÂ. Áîëåå òîãî, âñëåäñòâèå âîçìîæíîãî íàðóøåíèÿ â çàäàííîéìàòðèöå ðàññòîÿíèé íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà, äàííûé àëãîðèòììîæåò âîîáùå îêàçàòüñÿ íåïðèìåíèìûì. Îäíàêî, êàê óæå áûëî ñêà-çàíî âûøå, îñíîâíûì ïðåäìåòîì äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ïðåäëàãà-åìûé àâòîðàìè àëãîðèòì ðåøåíèÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ÇÊÂ, çàêëþ÷à-þùèéñÿ â ïðèìåíåíèè ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà âîññòàíîâëå-íèÿ ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê â ñëó÷àå ãåîìåòðè÷åñêîãî âàðèàíòà ÇÊÂ. 8Èòàê, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðèìåíåíèå àëãîðèòìîâ, ïîäîáíûõâûøåîïèñàííîìó, â ïñåâäîãåîìåòðè÷åñêîì âàðèàíòå ÇÊÂ, âîîáùåãîâîðÿ, íåâîçìîæíî, ìû ïûòàåìñÿ òåìè æå ñàìûìè àëãîðèòìàìèðåøèòü çàäà÷ó ðàñïîëîæåíèÿ ãîðîäîâ, ôàêòè÷åñêè ðåøàÿ ìèíèìè-çàöèîííóþ çàäà÷ó äëÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì âû÷èñëÿåìîé íåâÿçêè

√√√√ 2

n · (n− 1)
·
n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

(
c(ui, uj)− c̃(ui, uj)

)2
, (2)ãäå:8 Êîíå÷íî æå, òàêîé îïèñûâàåìûé äàëåå àëãîðèòì ìîæåò áûòü ïðèìåíåíê ëþáîìó ÷àñòíîìó ñëó÷àþ ÇÊÂ. Îäíàêî â áîëüøèíñòâå ¾ñëó÷àéíûõ¿ (è îò-ëè÷íûõ îò ïñåâäîãåîòìåòðè÷åñêèõ) ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ÇÊÂ åãî ïðèìåíåíèå âðÿäëè öåëåñîîáðàçíî. 63



• ui (i = 1, . . . , n) � òî÷êè; íèæå êîîðäèíàòû i-é òî÷êè áóäåìîáîçíà÷àòü (xi, yi);
• c(ui, uj) � (i, j)-é ýëåìåíò èñõîäíîé ìàòðèöû ðàññòîÿíèé;
• c̃(ui, uj) � (i, j)-é ýëåìåíò ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ðàññòîÿíèé.Â êà÷åñòâå ýâðèñòè÷åñêîãî àëãîðèòìà äëÿ ýòîé çàäà÷è 9 àâòî-ðàìè ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé.Àëãîðèòì ïñåâäîîïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ òî÷åê
• Âõîä. Ìàòðèöà c : E → N0 (ìàòðèöà âåñîâ ðåáåð ïîëíîãîâçâåøåííîãî ãðàôà ñ âåðøèíàìè V = {u1, . . . , un}), íåêîòîðîå÷èñëî N ∈ N. 10
• Øàã 1. x1:= 0; y1:= 0; x2:= 0; y2:= c(u1, u2);
• Øàã 2. Äëÿ êàæäîé òî÷êè k = 3, . . . , n (áóäåì òàêæå îáî-çíà÷àòü òåêóùóþ ðàññìàòðèâàåìóþ k-þ òî÷êó ñ ïîìîùüþ u)âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû (xk, yk) ïóòåì âûïîëíåíèÿ îïèñàííûõäàëåå øàãîâ 3�7.
• Øàã 3. M:= min ( (k−1)·(k−2)

2 , N);
• Øàã 4. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ l = 1, . . . , M âûïîëíèòü îïè-ñàííûå äàëåå øàã 5 è øàã 6.9 Ïðèâåäåì (ñ íåêîòîðûìè ñîêðàùåíèÿìè) îòðûâîê èç [2].Òåðìèí ¾ýâðèñòèêà¿ . . . èñïîëüçóåòñÿ â ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ.Âî-ïåðâûõ, â îáùåì ñìûñëå ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû ÿâëÿ-þòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâûìè àëãîðèòìàìè äëÿ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöè-îííûõ çàäà÷. Îíè îñíîâàíû íà êàêîé-íèáóäü äîñòàòî÷íî ïðîñòîéèäåå ïîèñêà âî ìíîæåñòâå âñåõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé � êîòîðàÿ,îäíàêî, íå ãàðàíòèðóåò, ÷òî êàêîå-íèáóäü îïòèìàëüíîå ðåøåíèåíàéäåòñÿ. . . .À â óçêîì ñìûñëå . . . ýâðèñòèêà ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì ïîëó÷åíèÿíåïðîòèâîðå÷èâîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé â òèïè÷íûõ ÷àñòíûõ ñëó-÷àÿõ ðàññìàòðèâàåìûõ îïòèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì äåéñòâèòåëüíîäàåò äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ ïðèåìëåìîãî êà÷åñòâà çà ïðèåìëåìîåâðåìÿ � íàïðèìåð, çà ïîëèíîìèàëüíîå; íî äîêàçàòü ýòîò ôàêòîáû÷íî íåâîçìîæíî.Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòè äâà òîëêîâàíèÿ ïîíÿòèÿ ¾ýâðèñòèêà¿ íà ïåðâûé âçãëÿäìîãóò ïîêàçàòüñÿ âçàèìíî ïðîòèâîðå÷èâûìè, ìû â ðàçíûõ ìåñòàõ íàñòîÿùåéñòàòüè èñïîëüçóåì ýòîò òåðìèí â îáîèõ ñìûñëàõ.10 N � êîëè÷åñòâî âûáèðàåìûõ ïàð èç óæå ðàçìåùåííûõ òî÷åê. Ýòè ïàðûâûáèðàþòñÿ äëÿ ðàçìåùåíèÿ êàæäîé íîâîé òî÷êè, íà÷èíàÿ ñ 3-é. 64



• Øàã 5. Ñëó÷àéíî âûáðàòü ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå çíà÷å-íèÿ i, j ∈ {1, . . . , k−1}, ïðè÷åì i 6= j. Áóäåì i-þ òî÷êó íàçû-âàòü òàêæå v, à j-þ � w, è, êðîìå òîãî, îáîçíà÷àòü c1 = c(u, v),
c2 = c(u,w).

• Øàã 6. Åñëè c1 + c2 ≤ c(v, w) (ò. å. äëÿ òî÷åê u, v è w íàðóøà-åòñÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà), òî âûáèðàåì
xu =

c1xw + c2xv

c1 + c2
, yu =

c1yw + c2yv
c1 + c2(â âûðîæäåííîé ñèòóàöèè, ò. å. êîãäà îäíîâðåìåííî c1 = 0 è

c2 = 0, áåðåì òî÷êó ïîñåðåäèíå îòðåçêà [v, w]) � ò. å. âûáèðàåìêîîðäèíàòû ìåæäó i-é è j-é òî÷êàìè ïðîïîðöèîíàëüíî çíà÷å-íèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ñòîèìîñòåé). 11Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (ò. å. ïðè c1 + c2 > c(v, w)):� âû÷èñëÿåì 2 âàðèàíòà ïàð xk è yk ñîãëàñíî ñèñòåìå (1);� åñëè k = 3, òî âûáèðàåì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó êîîðäèíàò,èíà÷å âûáèðàåì ïàðó ïî îäíîé ñëó÷àéíî âûáðàííîé òî÷-êå ñðåäè òî÷åê ñ íîìåðàìè 1, . . . , k−1, îòëè÷íûìè îò i è
j; 12� âûáðàííóþ ïàðó êîîðäèíàò äîáàâëÿåì â êîëëåêöèþ ïàð.

• Øàã 7. Âû÷èñëÿåì îêîí÷àòåëüíûå çíà÷åíèÿ xk è yk êàê ñðåä-íèå àðèôìåòè÷åñêèå çíà÷åíèé l ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàòñôîðìèðîâàííîé êîëëåêöèè. 13
• Âûõîä. Êîîðäèíàòû (x1, y1) , . . . , (xn, yn).Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â ïðèâåäåííîì àëãîðèòìå ïðîöèòèðîâàí-íàÿ âûøå öåëü � ïðèìåíåíèå äîñòàòî÷íî ïðîñòîé èäåè ïîèñêà âî11 Îòìåòèì åùå, ÷òî íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ âîçìîæíîãî íàðóøåíèÿ òðåóãîëü-íèêà ôàêòè÷åñêè óæå ðàññìàòðèâàëèñü âûøå � íàïðèìåð, â ïðîøëîì ðàçäåëå.12 Ðàññòîÿíèå îò ýòîé ñëó÷àéíî âûáðàííîé òî÷êè (ïóñòü ýòî p) äî ¾ïðà-âèëüíîãî¿ çíà÷åíèÿ u äîëæíî áûòü áëèæå ê çíà÷åíèþ c(u, p), ÷åì àíàëîãè÷íîåðàññòîÿíèå äëÿ ¾ïðîèãíîðèðîâàííîãî¿ çíà÷åíèÿ u.13 Çäåñü ïðèâåäåíà óïðîùåííàÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà; íà ñàìîì äåëå, ìû ïðèìå-íÿåì çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíûå àëãîðèòìû óñðåäíåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèìå-íåíèþ îïèñàííûõ â [22] äèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèé ðèñêà. Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíå-íèå ïîñëåäíèõ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè (à íå òîëüêîïðè ïðîãðàììèðîâàíèè íåäåòåðìèíèðîâàííûõ èãð) áûëî îïèñàíî îäíèì èç àâ-òîðîâ íàñòîÿùåé ñòàòüè â [4,6] è äð. 65



ìíîæåñòâå âñåõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé � çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâà-òåëüíîì ïðèìåíåíèè ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê u1, . . . ,un ïóòåì ìèíè-ìèçàöèè çíà÷åíèÿ
k−2∑

i=1

k−1∑

j=i+1

(
c(ui, uj)− c̃(ui, uj)

)2
,âõîäÿùåãî â ôîðìóëó (2). Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ýòîé îïåðàöèè (ò. å.ïîñëå ðàçìåùåíèÿ âñåõ òî÷åê) ïðèìåíÿþòñÿ ñòàíäàðòíûå ìåòîäûðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî âàðèàíòà ÇÊÂ (íàïðèìåð, îäèí èç àë-ãîðèòìîâ ¾ëóêîâîé øåëóõè¿, óïîìÿíóòûé âûøå) � ñì. íåêîòîðûåïîäðîáíîñòè åãî ïðèìåíåíèÿ â [23].5. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòûâû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâÏðèâåäåì êðàòêèå ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.Âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäèëèñü äëÿ ðàçìåðíîñòåé îò 20 äî 100 ñ øà-ãîì 20. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé ðàçìåðíîñòè ïðîâîäèëîñü íå ìåíåå

100 ñëó÷àéíûõ ãåíåðàöèé ïñåâäîãåîìåòðè÷åñêîé âåðñèè çàäà÷è êîì-ìèâîÿæåðà (ïðè ýòîì âûáèðàëîñü åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå σ = 0.2)� ïîñëå ÷åãî ïðèìåíÿëèñü 7 ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ. 14Àëãîðèòìû äëÿ çàäàííîãî êîíêðåòíîãî âàðèàíòà ÇÊÂ ïðèìå-íÿëèñü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà çàïóñêàëñÿ àëãîðèòì èìèòà-öèîííîé íîðìàëèçàöèè (èìèòàöèè îòæèãà 15) è ôèêñèðîâàëîñü âðå-ìÿ åãî ðàáîòû; îòìåòèì, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû ýòîãî àëãîðèòìàíåâåëèêî (îòíîñèòåëüíî äðóãèõ ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ýâðèñòè÷å-ñêèõ àëãîðèòìîâ). Ïîñëå ýòîãî çàïóñêàëèñü îñòàëüíûå àëãîðèòìû14 Êîíêðåòíûå îïèñàíèÿ òåõ ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå íå ÿâëÿ-þòñÿ ïðåäìåòîì íàñòîÿùåé ñòàòüè, ïðèâåäåíû â [24�26] è äð. Äðóãèå ññûëêè, àòàêæå áîëåå ïîäðîáíûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ (äëÿ áîëü-øåãî êîëè÷åñòâà çíà÷åíèé ðàçìåðíîñòè çàäà÷è è σ) è ïðîãðàììíûå ðåàëèçàöèèñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ, ïðèâåäåíû â íåñêîëüêèõ äèïëîìíûõ ðàáîòàõ, àòàêæå â íåñêîëüêèõ ìàãèñòåðñêèõ è îäíîé êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè, çàùè-ùåííûõ ïîä ðóêîâîäñòâîì îäíîãî èç àâòîðîâ íàñòîÿùåé ñòàòüè â 2008-2013 ã.ã.â Òîëüÿòòèíñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå. Ñì. òàêæå [27] è ïîäðîáíåå [28]� â ïåðâóþ î÷åðåäü îïèñàíèå ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà. Îòìåòèì, ÷òî â óïîìÿíó-òûõ ðàáîòàõ ïðèâåäåíû íå òîëüêî îòíîñèòåëüíûå ðåçóëüòàòû (êàê â íàñòîÿùåéñòàòüå), íî è àáñîëþòíûå � ò. å. ïðèâåäåíî ñðåäíåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ êîíêðåò-íûõ çàäà÷ äëÿ êîíêðåòíûõ êîíôèãóðàöèé âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ.15 Çàìå÷àíèÿ î òåðìèíîëîãèè ñì. â [2, ñòð. 256]. 66



� ïðè÷åì â òåõ èç íèõ, â êîòîðûõ íåîáõîäèìî âðåìåíí�îå îãðàíè÷å-íèå (ò. å. â ò. í. anytime-àëãîðèòìàõ, [4] è äð.), ìàêñèìàëüíîå âðåìÿðàáîòû óñòàíàâëèâàëîñü â 20 ðàç á�îëüøèì, ÷åì âðåìÿ ðàáîòû àë-ãîðèòìà èìèòàöèîííîé íîðìàëèçàöèè.Âñå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ñðàâíèâàëèñü ñ ðåçóëüòàòàìè èñ-ïîëüçîâàííîãî íàìè âàðèàíòà ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà � äàþùå-ãî, êàê ïðàâèëî, íàèìåíåå õîðîøèå ðåçóëüòàòû. À èìåííî, ôèêñè-ðîâàëñÿ ðåçóëüòàò ðàáîòû ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà (ò. å. çíà÷åíèåíàéäåííîãî òóðà äëÿ çàäàííîãî âàðèàíòà ÇÊÂ); ðåçóëüòàò ðàáîòûêàæäîãî èç îñòàëüíûõ àëãîðèòìîâ ðàññìàòðèâàëñÿ â îòíîøåíèè êðåçóëüòàòó ðàáîòû ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà. Âñå îòíîøåíèÿ óñðåä-íÿëèñü (áðàëîñü ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå ýòèõ îòíîøåíèé) äëÿ âñåõýêñïåðèìåíòîâ ðàññìàòðèâàåìîé ðàçìåðíîñòè. 16Èòàê, íàìè ïðèìåíÿëèñü âàðèàíòû ñëåäóþùèõ ýâðèñòè÷åñêèõàëãîðèòìîâ 17 :
• ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà (ÃÀ);
• àëãîðèòìà èìèòàöèîííîé íîðìàëèçàöèè (ÈÍ);
• àëãîðèòìà ëîêàëüíîãî ïîèñêà (Ëîê);
• íåçàâåðøåííîãî ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö (ÌÂÃ);
• ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà � êîìáèíàöèè àëãîðèòìîâ èìèòàöèîí-íîé íîðìàëèçàöèè, ëîêàëüíîãî ïîèñêà è íåçàâåðøåííîãî ìå-òîäà âåòâåé è ãðàíèö (Ãèá);
• ìóðàâüèíîãî àëãîðèòìà (Ì);
• ãåîìåòðè÷åñêîãî àëãîðèòìà (Ãåîì) � ÿâëÿþùåãîñÿ ïðåäìåòîìíàñòîÿùåé ñòàòüè(â ñêîáêàõ ïðèâåäåíû ñîêðàùåíèÿ, èñïîëüçóåìûå äàëåå â òàáëèöå).Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ êðàòêî îïèñûâàþòñÿòàáëèöåé 2.16 Íàìè òàêæå ðàññìàòðèâàëñÿ âàðèàíò óñðåäíåíèÿ, íå ó÷èòûâàþùèé ëó÷-øèå 10% è õóäøèå 10% ðåçóëüòàòîâ, � îäíàêî èòîãîâûå çíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ ñëó-÷àåâ îêàçàëèñü ïðàêòè÷åñêè òàêèìè æå.17 Íåêîòîðûå ññûëêè íà ïóáëèêàöèè ñ îïèñàíèÿìè àëãîðèòìîâ áûëè ïðèâå-äåíû âûøå. 67



dim ÃÀ ÈÍ Ëîê ÌÂÃ Ãèá Ì Ãåîì
20 1 0.94 0.82 0.87 0.80 0.47 0.53
40 1 0.91 0.80 0.87 0.77 0.46 0.57
60 1 0.92 0.79 0.85 0.75 0.47 0.56
80 1 0.90 0.81 0.84 0.75 0.46 0.57
100 1 0.90 0.79 0.83 0.74 0.49 0.58

Òàá. 2Êàê ìû âèäèì, ðåçóëüòàòû ìàëî çàâèñÿò îò ðàññìàòðèâàâøèõñÿðàçìåðíîñòåé çàäà÷è. Íåêîòîðîå îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ñì. äàëåå.6. Çàêëþ÷åíèåÈòàê, â äàííîé ñòàòüå îïèñàíî ïðèìåíåíèå ¾ãåîìåòðè÷åñêîãîïîäõîäà¿ ê ÷àñòíûì ñëó÷àÿì çàäà÷è êîììèâîÿæåðà, íå ÿâëÿþùèì-ñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðèìåðàìè åå ãåîìåòðè÷åñêîé âåðñèè. Ðåçóëüòà-òû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ îêàçàëèñü ëó÷øå âñåõ ðàññìàò-ðèâàâøèõñÿ íàìè ïîäõîäîâ � êðîìå ìóðàâüèíîãî àëãîðèòìà. Îäíà-êî âðåìÿ ðàáîòû ìóðàâüèíîãî àëãîðèòìà (íåîáõîäèìîå äëÿ äîñòè-æåíèÿ òàêèõ ðåçóëüòàòîâ) ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò âðåìÿ ðàáîòûîïèñàííîãî íàìè ¾ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà¿, è, êðîìå òîãî, âîç-ìîæíîå ïðîäîëæåíèå ðàáîò â äàííîì íàïðàâëåíèè äàåò íàäåæäóíà óëó÷øåíèå ðåçóëüòàòîâ.Ïðîäîëæåíèå ðàáîò â äàííîì íàïðàâëåíèè ïðåäïîëàãàåò ðåøå-íèå íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ áîëüøèõ çàäà÷. Ýòî, â ïåðâóþ î÷åðåäü,èññëåäîâàíèå ðåïðåçåíòàòèâíîñòè ïðåäëàãàåìîé íàìè ìîäåëè âõîä-íûõ äàííûõ äëÿ ÇÊÂ; ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòî èññëåäîâàíèå çíà-÷èòåëüíî ïðåâçîéäåò ïðèìåðû, îïèñàííûå âûøå â ðàçäåëå 2, è áó-äåò àíàëîãè÷íî èññëåäîâàíèþ ðåïðåçåíòàòèâíîñòè íåäåòåðìèíèðî-âàííûõ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, êðàòêî îïèñàííîìó îäíèì èç àâòîðîââ [18]. 18 Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü ïåðåíîñ ðåçóëü-òàòîâ íàñòîÿùåé ñòàòüè íà íåñèììåòðè÷íóþ (ïðè÷åì òàêæå ïñåâ-äîãåîìåòðè÷åñêóþ) âåðñèþ ÇÊÂ. Íî åùå áîëåå âàæíûì àâòîðàìïðåäñòàâëÿåòñÿ óëó÷øåíèå àëãîðèòìîâ, ïðèâåäåííûõ â íàñòîÿùåéñòàòüå.Â êà÷åñòâå âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ òàêîãî óëó÷øåíèÿ íàìè â íà-ñòîÿùåå âðåìÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå. Âî-ïåðâûõ, ïðèìåíå-18 Íåêîòîðûå âîçìîæíûå õàðàêòåðèñòèêè ðàññìàòðèâàåìîé íàìè ïðåäìåò-íîé îáëàñòè óæå ôàêòè÷åñêè áûëè ïðåäëîæåíû â íàñòîÿùåé ñòàòüå. 68



íèå ðàçëè÷íûõ ýâðèñòèê äëÿ óñðåäíåíèÿ êîîðäèíàò, âûáðàííûì íàîñíîâå ðàçëè÷íûõ ïàð ðàíåå ðàñïîëîæåííûõ òî÷åê. Âî-âòîðûõ, áî-ëåå ïîëíîå ïðèìåíåíèå ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ (ïðåæäå âñåãî � àë-ãîðèòìîâ ïñåâäîâîññòàíîâëåíèÿ òî÷åê) � â çàâèñèìîñòè îò ïðåäïî-ëîæåííîãî (ñ ïîìîùüþ ïåðñåïòðîíà) çíà÷åíèÿ σ (êîòîðîå ðàíåå áû-ëî èñïîëüçîâàíî ïðè ãåíåðàöèè ðàññìàòðèâàåìîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿÇÊÂ). Â-òðåòüèõ, âîçìîæíîå èçìåíåíèå ïðèìåíÿåìîé íàìè ôîðìó-ëû íåâÿçêè (2). Â-÷åòâåðòûõ, çàìåíà àëãîðèòìà ¾ëóêîâîé øåëóõè¿íà êàêîé-ëèáî äðóãîé àëãîðèòì � îäíàêî òàêæå ¾ãåîìåòðè÷åñêèé¿.È, â-ïÿòûõ, âîçìîæíîå ïðèìåíåíèå â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíûõíåêîòîðûõ èç àëãîðèòìîâ, ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå 2.Îäíàêî íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûì ýâðèñòè÷åñêèì àëãîðèòìîì,êîòîðûé àâòîðû ïðåäïîëàãàþò äîáàâèòü ê óæå ðåàëèçîâàííûì, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåñêîëü-êî ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûõ ïåðåñòàíîâîê âñåãî ìíîæåñòâà òî÷åê� è äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ïåðåñòàíîâîê ïðèìåíÿòü âûøåîïèñàííûéàëãîðèòì ïñåâäîâîññòàíîâëåíèÿ èõ ðàñïîëîæåíèÿ. Äàëåå ìû äîëæ-íû äëÿ êàæäîé òî÷êè âûáðàòü åäèíñòâåííûé âàðèàíò ðàñïîëîæå-íèÿ � à â äàííîé ñèòóàöèè ëþáûå óñðåäíåíèÿ, êîíå÷íî æå, áåññìûñ-ëåííû. Óñðåäíåíèÿ (íàïðèìåð, ïðîñòî âû÷èñëåíèå ñðåäíåãî àðèô-ìåòè÷åñêîãî) âîçìîæíû ïîñëå ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è �çàêëþ÷àþùåéñÿ â ïîâîðîòå ñãåíåðèðîâàííîãî ìíîæåñòâà òî÷åê íàíåêîòîðûé óãîë è ñìåùåíèÿ íà íåêîòîðûé âåêòîð. Â ýòîé çàäà÷åìèíèìèçèðóåòñÿ ñóììà ðàññòîÿíèé ìåæäó îäíîèìåííûìè òî÷êà-ìè (ëèáî êàêàÿ-íèáóäü àíàëîãè÷íàÿ âåëè÷èíà). Ðåøàòü ýòó çàäà-÷ó öåëåñîîáðàçíî êàêèì-ëèáî ãðàäèåíòíûì ìåòîäîì, äëÿ êîòîðîãîïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ óãîë ïîâîðîòà è êîîðäèíàòû âåêòîðà ñìå-ùåíèÿ. Ïî-âèäèìîìó, ìîæíî òàêæå âîñïîëüçîâàòüñÿ êàêèì-ëèáî èçàëãîðèòìîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé.Ìû ïðåäïîëàãàåì îïóáëèêîâàòü ðåçóëüòàòû äàëüíåéøåé ðàáîòûâ ñòàòüå-ïðîäîëæåíèè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1] Ãýðè Ì., Äæîíñîí Ì. Âû÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû è òðóäíîðå-øàåìûå çàäà÷è. � Ïåð. ñ àíãë. � Ì.: Ìèð. 1982. 416 ñ.[2] Ãðîìêîâè÷ Þ. Òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà. Ââåäåíèå â òåî-ðèþ àâòîìàòîâ, òåîðèþ âû÷èñëèìîñòè, òåîðèþ ñëîæíîñòè, òåî-69
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