
Çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîââ êîíòåêñòå ìóëüòèàãåíòíûõ ñèñòåì1Í. Â. Ìàëüêîâñêèé, àñïèðàíòÑàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòmalkovskynv@gmail.comÂ ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ â îáùèõ ÷åðòàõ îïèñàíèå ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâçàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â êîíòåêñòå ìóëüòèàãåíòíûõ ñèñòåì, îáëàñòåéåå ïðèìåíèìîñòè è ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ, îïòèìèçàöèÿ, ìóëüòèàãåíòíûå ñè-ñòåìû.1. ÂâåäåíèåÌîæíî ñ óâåðåííîñòüþ óòâåðæäàòü, ÷òî çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿðåñóðñîâ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ çàäà÷ äëÿ ÷åëîâå÷å-ñòâà: îò ýôôåêòèâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñâîåãî ñîáñòâåííîãî âðåìåíèêîíêðåòíûì èíäèâèäóóìîì äî ðàñïðåäåëåíèÿ îáùåñòâåííûõ óñè-ëèé ìåæäó ðàçëè÷íûìè âèäàìè äåÿòåëüíîñòè.Âî âòîðîé ïîëîâèíå XX-îãî âåêà ðàçâèòèå ñïîñîáîâ ðåøåíèÿýòîé çàäà÷è (êàê è ìíîãèõ äðóãèõ) ïîëó÷èëî ìîùíûé èìïóëüñ çàñ÷åò ðàçâèòèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ. Â ñòàòüå àíàëèçèðóþòñÿîñíîâíûå ðàçíîâèäíîñòè çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ, ñóùåñòâó-þùèå ìîäåëè è ìåòîäû ðåøåíèÿ, ðàçâèâàþòñÿ áîëåå ðàííèå ïîñòà-íîâêè è èäåè èç [1]2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è2.1. Ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâÏóñòü åñòü n çàêàçîâ è m òèïîâ ðåñóðñîâ. Ðàññìîòðèì îäèí èçñïîñîáîâ ôîðìàëèçàöèè çàäà÷è î ðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ ìåæäóçàêàçàìè ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîé âûãîäû.Îáîçíà÷èì rj � îáúåì (êîëè÷åñòâî) j-ãî ðåñóðñà, j = 1, . . . ,m.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî çàêàçà i = 1, . . . ,m, çàäàíàôóíêöèÿ ci : R
m
+ → R, çàäàþùàÿ âîçìîæíóþ ïðèáûëü ïðè èñïîëü-çîâàíèè xi,1, xi,2, . . . , xi,m ðåñóðñîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà.1 c©Í. Â. Ìàëüêîâñêèé, 2013 41



Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâçàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè òàêîé ìàòðèöû ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ
X ∈ R

nm, êîòîðàÿ ìàêñèìèçèðóåò ôóíêöèîíàë
C(X) =

n∑
i=1

ci(xi,1, xi,2, . . . , xi,m) → max (1)ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ îãðàíè÷åíèé íà îáùåå êîëè÷åñòâî ðåñóð-ñîâ
n∑

i=1

xi,j ≤ rj , j = 1, . . . ,m, (2)è èõ íåîòðèöàòåëüíîñòè
xi,j ≥ 0, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m. (3)Äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì ìîæåò áûòü òðåáîâàíèå öåëî÷èñëåííî-ñòè xi,j ∈ Z+, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Îãðàíè÷åíèÿ íà îáùååêîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ è èõ íåîòðèöàòåëüíîñòü èíîãäà óäîáíåå çàïè-ñàòü â îáùåì âèäå

F (X) ≤ 0, (4)ãäå F : Rmn → R
k � íåêîòîðàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Äëÿ óñëîâèé (2) è(3) k = n(1+m) è âåêòîð-ôóíêöèÿ F (X) ëèíåéíàÿ. ÅñëèX ïðåäñòà-âèòü â âèäå âåêòîðà (x1,1, x2,1, . . . , xn,1, x2,1, . . . , xn,m)T ðàçìåðíîñòè

mn, òî F (X) = AX −R, è óñëîâèå (4) ïðèíèìàåò âèä
AX −R ≤ 0, (5)ãäå ìàòðèöà A ðàçìåðíîñòè (m(1+n)×mn), ñîñòîÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ

ai,j , èìååò âèä
ai,j = 1, i = 1, . . . ,m, j = (i− 1)n+ 1, . . . , in, (6)

ai,i−m = −1, i = m+ 1, . . . ,m(1 + n), (7)
ai,i−m = 0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, (8)à âåêòîð R ðàçìåðíîñòè (m(1+n)) ñîñòîèò èç rj â ïåðâûõm ñòðîêàõè íóëåé â îñòàëüíûõ.Âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé � âûïóêëûå �çàäà÷è�, êîãäà ôóíêöèè

C(X) è F (X) âûïóêëû.Ñðåäè âûïóêëûõ çàäà÷ íàèáîëåå õîðîøî èçó÷åí ëèíåéíûé ñëó-÷àé çàäà÷è (1), êîãäà ôóíêöèè ïðèáûëè ci(·) ëèíåéíî çàâèñÿò îò42



xi,j , i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m. Ôóíêöèîíàë (1) ïðè ýòîì ïðèíè-ìàåò âèä
n∑

i=1

m∑
j=1

ci,jxi,j → max . (9)Â ðàçíûõ îòíîñèòåëüíî òðèâèàëüíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ìîæ-íî ïîëó÷èòü òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìèàíàëèçà, äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè è ñìåæíûõ äèñöèïëèí. Êëàññè÷å-ñêèìè ïðèìåðàìè òàêèõ çàäà÷ ñëóæàò çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ (èëèæå çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî âçâåøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ)è òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à.Çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ ôîðìóëèðóåòñÿ äîâîëüíî ïðîñòî: äàíàêâàäðàòíàÿ ìàòðèöà C ðàçìåðîì n × n ñ ýëåìåíòàìè èç R, íóæ-íî íàéòè òàêóþ ïåðåñòàíîâêó p = {p1, p2, . . . , pn} ïîðÿäêà n: pi ∈
N, pi ≤ n, ÷òîáû ñóììà

n∑
i=1

ci,piáûëà ìàêñèìàëüíîé. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû ïîëîæèì
• m = n,
• rj = 1, j = 1, 2, . . . , n,è äîáàâèì óñëîâèå
• xi,j ∈ Z+, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , nòî ïîëó÷èì ñâåäåíèå ê ñòàöèîíàðíîé çàäà÷å (9) ðàñïðåäåëåíèÿ ðå-ñóðñîâ. Çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà, òðàäèöè-îííîå ðåøåíèå (âåíãåðñêèé àëãîðèòì [2]) èìååò àñèìïòîòè÷åñêóþñëîæíîñòü O(n3).Òðàíñïîðòíóþ çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê íåêîòîðîå îáîá-ùåíèå çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ. Çàäàí òèïîâîé ðåñóðñ, êîòîðûé äîáû-âàåòñÿ â n øàõòàõ, è â êîòîðîì çàèíòåðåñîâàíû m ôàáðèê, æå-ëàþùèõ ïîëó÷èòü ðåñóðñ â êîëè÷åñòâå zi, j = 1, 2, . . . ,m. Çàäàíàìàòðèöà ñòîèìîñòåé ïåðåâîçîê åäèíè÷íîãî îáúåìà ðåñóðñà F ðàç-ìåðîì m× n ñ ýëåìåíòàìè èç R. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçà-öèè çàòðàò íà òðàíñïîðòèðîâêó ðåñóðñîâ, ò. å. íóæíî íàéòè òàêóþìàòðèöó ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ X , êîòîðàÿ áû ìèíèìèçèðîâàëà43



ôóíêöèîíàë (9) ñ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì óäîâëåòâîðåííî-ñòè âñåõ çàêàçîâ:
m∑
j=1

xi,j = zi, i = 1, 2, . . . , n, (10)è âûïîëíåíèÿ óñëîâèé îãðàíè÷åííîñòè è íåîòðèöàòåëüíîñòè ðåñóð-ñîâ (2), (3).Óñëîâèÿ (10), (2) è (3) ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê îáùåìó âèäó (5)äîáàâëåíèåì n ñòðîê â íà÷àëî ìàòðèöû A

ai,j = 1, i = 1, . . . , n, j = i, i+ n, . . . , in(m− 1), (11)
ai,j = 0, i = 1, . . . , n, äëÿ îñòàëüíûõ j, (12)è z1, z2, . . . , zn â íà÷àëî âåêòîðà R.Êàê è çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ, òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à òàê æå ÿâëÿ-åòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé.Áîëåå ñëîæíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ñîñòàâëåíèè ðàñ-ïèñàíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ àóäèòîðèé ó÷åáíîãî çàâåäåíèÿ. Ðåñóðñàìèâ ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ àóäèòîðèè âìåñòå ñî âðåìåííûì èíòåðâà-ëîì ïðîâåäåíèÿ çàíÿòèé. Ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå èíòåðâàëûòðàäèöèîííî çàðàíåå óðåãóëèðîâàíû è äèñêðåòåçèðîâàíû. Çàêàçà-ìè ÿâëÿþòñÿ çàíÿòèÿ, êîòîðûå Ôîðìóëèðîâêà òðåáîâàíèé ê ðàñ-ïèñàíèþ ìîæåò âàðüèðîâàòüñÿ îò ìíîãèõ ôàêòîðîâ â çàâèñèìîñòèîò ïîëèòèêè ó÷åáíîãî çàâåäåíèÿ. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè èçíèõ ÿâëÿþòñÿ òàêèå ôàêòîðû, êàê

• îáùèå ôèçè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ (îäèí ÷åëîâåê íå ìîæåò íàõî-äèòñÿ íà ðàçíûõ çàíÿòèÿõ îäíîâðåìåííî, ïðîãðàììèðîâàíèåäîëæíî ïðîõîäèòü â êîìïüþòåðíûõ êëàññàõ è ïð.),
• ðàâíîìåðíîå (èëè æå íàîáîðîò) ðàñïðåäåëåíèå íàãðóçêå ïîíåäåëå;
• îòäåëüíûå ïîæåëàíèÿ îò ðàçëè÷íûõ èíäèâèäîâ (íàïðèìåð,ïðåïîäàâàòåëþ æèçíåííî íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñå åãî çàíÿòèÿïðîõîäèëè â îäèí äåíü).Â äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ ýòó çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê ðåøå-íèþ ïðîáëåìû î ðàñêðàñêè ãðàôà (ïðè÷åì ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûåèäåè ñâåäåíèÿ, ïðèâîäÿùèå çàäà÷å âåðøèííîé ðàñêðàñêå ãðàôà, è44



ïðèâîäÿùèå ê ðåáåðíîé ðàñêðàñêå ãðàôà). Ïðè ðåøåíèè äîñòàòî÷-íî ðàñïðîñòðàíåíû ãåíåòè÷åñêèå ìåòîäû, ðàíäîìèçèðîâàííûå àë-ãîðèòìû, ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå, íåéðîííûå ñåòè (ïîäðîáíàÿêëàññèôèêàöèÿ è îïèñàíèå ïðèìåíèìîñòè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ìîæ-íî íàéòè â [3]).2.2. Ïîìåõè è íåîïðåäåëåííîñòèÍà ïðàêòèêå ðàáîòîñïîñîáíîñòü òðàäèöèîííûõ àëãîðèòìîâ ðå-øåíèÿ çàäà÷ î ðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ ìåæäó çàêàçàìè ñóùåñòâåí-íî ñíèæàåòñÿ èç-çà íåâîçìîæíîñòè ó÷åñòü âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ íåîïðå-äåëåííîñòåé (î÷åíü ñëîæíî ó÷åñòü �íåòî÷íîñòü� ðåàëüíûõ ñèñòåì).Ýòè íåòî÷íîñòè ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ ïî ðàçíûì ïðè÷èíàì: îò îøè-áîê îêðóãëåíèÿ èëè ñëó÷àéíûõ ïîìåõ ïðè èçìåðåíèè èíòåíñèâíî-ñòè ñèãíàëà äî çàâåäîìî èçâåñòíûõ êîíòðîëèðóåìûõ íî ñëó÷àéíûõôàêòîðîâ. Â ðàìêàõ òàêèõ íåîïðåäåëåííîñòåé ñòàâèòñÿ çàäà÷à îï-òèìàëüíîñòè �â ñðåäíåì�. Íåîïðåäåëåííîñòè ìîãóò èìåòü è áîëååñëîæíóþ ïðèðîäó, êîòîðàÿ íå ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ íà âîçìîæíî-ñòè èõ ïîâòîðÿåìîñòè è ïðåäñêàçóåìîñòè â êàêîì-ëèáî ñìûñëå.Â ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü íåîïðåäåëåííîñòè δ ìîãóò �âêëþ÷àòü-ñÿ� êàê â ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà
C(X, δ) → max (13)òàê è â íàáîð óñëîâèé-îãðàíè÷åíèé
F (X, δ) ≤ 0. (14)Ïðè ýòîì ðàçëè÷àþò ñòàòèñòè÷åñêèå è ìèíèìàêñíûå ïîñòàíîâêèçàäà÷, â êîòîðûõ âìåñòî (13) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ëèáîóñðåäíåííûé ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà, ëèáî ìèíèìàêñíûé.2.3. Íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâÄîáàâèì â ðàññìîòðåíèå ôàêòîð âðåìåíè t, êîòîðîå ìîæíî ñ÷è-òàòü êàê äèñêðåòíûì, òàê è íåïðåðûâíûì. Ðàññìîòðåííûé ðàíååñòàöèîíàðíûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó ìîìåíòó âðåìåíè.Â íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ïîÿâëÿþòñÿ âàæíûå îñîáåííîñòè ðå-ñóðñîâ � ðåñóðñû ìîãóò áûòü ðàñõîäóåìûìè ñî âðåìåíåì (èõ êîëè-÷åñòâî îãðàíè÷åíî íà âñåé ïðîòÿæåííîñòè çàäà÷è: òîïëèâî, ïèùà è45



ïð.) è ðåïðîäóêòèâíûìè, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ îãðàíè÷åíî íà åäè-íèöó âðåìåíè (ïðîöåññîðíîå âðåìÿ, ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàíà-ëà). Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ðåñóðñ ìîæåò èìåòü è îáà ýòèõ ñâîéñòâàîäíîâðåìåííî. Îáîçíà÷èì Mc è Mr íàáîðû ðåïðîäóêòèâíûõ è ðàñ-õîäóåìûõ ðåñóðñîâ ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü íàáîð r = {rj , j ∈ Mc}çàäàåò îãðàíè÷åííîñòü ðåïðîäóêòèâíûõ ðåñóðñîâ â ìîìåíò âðåìå-íè t. Äëÿ ðàñõîäóåìûõ ðåñóðñîâ äîïîëíèòåëüíî ââåäåì íàáîð φ =
{φj , j ∈ Mc}, ïîêàçûâàþùèé îáùåå êîëè÷åñòâî ýòèõ ðåñóðñîâ. Âñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå íåò ðàçíèöû ìåæäó ðåïðîäóêòèâíûìè è ðàñ-õîäóåìûìè ðåñóðñàìè è íàáîðû r è φ ñîâïàäàþò. Â îáùåì ñëó÷àåíàáîð φ îáùåãî êîëè÷åñòâà ðàñõîäóåìûõ ðåñóðñîâ ìîæåò çàâèñåòüîò âðåìåíè φ(t), âêëþ÷àÿ â ðàññìîòðåíèå êàê âîçìîæíîñòü âîñïîë-íåíèÿ ðåñóðñîâ, òàê è âîçìîæíîñòü èõ ïîòåðè.Ó çàêàçîâ ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå õàðàêòåðèñòèêè: âðåìÿ ïîñòóïëå-íèÿ â ñèñòåìó tini , êðèòè÷íîå âðåìÿ ïðèíÿòèÿ/îòêëîíåíèÿ tdi , âðåìÿâûïîëíåíèÿ çàêàçà touti , i = 1, 2, . . . , n.Ôóíêöèÿ ïðèáûëè îò çàêàçà i, i = 1, 2, . . . , n, òàêæå ñòàíîâèòñÿíåñòàöèîíàðíîé, ïîÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü íå òîëüêî îò èñïîëüçóå-ìûõ ðåñóðñîâ, íî è îò âðåìåíè âûïîëíåíèÿ çàêàçà.Îáîçíà÷èì X(t) íàáîð ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ìåæäó çàêàçà-ìè â ìîìåíò âðåìåíè t. Äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àÿ ïðè êîíå÷íîìâðåìåííîì ãîðèçîíòå:0 ≤ t ≤ T < ∞, çàäà÷ó î ðàñïðåäåëåíèè ðå-ñóðñîâ ìåæäó çàêàçàìè ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþùåìâèäå:

C(X(·)) =
T∑

t=0

n∑
i=1

ci(t, xi,1, xi,2, . . . , xi,m) → max (15)â äèñêðåòíîì âðåìåíè, èëè
C(X(·)) =

∫ T

t=0

n∑
i=1

ci(t, xi,1, xi,2, . . . , xi,m) → max (16)â íåïðåðûâíîì âðåìåíè, ïðè âûïîëíåíèÿ óñëîâèé íåîòðèöàòåëüíî-ñòè:
xi,j(t) ≥ 0, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m, 0 ≤ t ≤ T, (17)îãðàíè÷åíèé íà îáùåå êîëè÷åñòâî ðåïðîäóêòèâíûõ ðåñóðñîâ:

n∑
i=1

xi,j(t) ≤ rj , j ∈ Mc, 0 ≤ t ≤ T, (18)46



è äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ äëÿ ðàñõîäóåìûõ ðåñóðñîâ:
n∑

i=1

t∑
0

xi,j(s)ds ≤ φj(t), j ∈ Mr, 0 ≤ t ≤ T, (19)â äèñêðåòíîì âðåìåíè, èëè
n∑

i=1

∫ t

0

xi,j(s)ds ≤ φj(t), j ∈ Mr, 0 ≤ t ≤ T, (20)â íåïðåðûâíîì âðåìåíè.Âî ìíîãèõ íåñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àÿõ âîçíèêàþò ñëîæíîñòè, åñëèçàäà÷è/ðåñóðñû ïîñòóïàþò â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè, ò. å. ïà-ðàìåòðû çàäà÷è çàðàíåå íå èçâåñòíû è ìîãóò ìåíÿòüñÿ ñ òå÷åíèåìâðåìåíè.Ïðîñòîé ïðèìåð íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóð-ñîâ: Åñòü íåêîòîðîå ïîìåùåíèå ïîä ñäà÷ó íà àðåíäó è n ïîòåíöèàëü-íûõ àðåíäàòîðîâ. Ïðî êàæäîãî àðåíäàòîðà èçâåñòíî, ÷òî îí ñîáèðà-åòñÿ ñíèìàòü ïîìåùåíèå íà ïðîòÿæåíèè èíòåðâàëà âðåìåíè [Li, Ri]è ãîòîâ çàïëàòèòü çà ýòî Di óñëîâíûõ åäèíèö. Òàêèì îáðàçîì íóæ-íî âûáðàòü èç âñåõ ïîòåíöèàëüíûõ àðåíäàòîðîâ íåñêîëüêî èç íèõ,òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èõ çàïðîñû íå ïåðåñåêàëèñü ïî âðåìåíè, èïðèáûëü áûëà ìàêñèìàëüíîé.Êàê íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ýòà ïðîáëå-ìà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
• m = 1,
• r1 = 1, ïðè ýòîì xi,1(t) ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ 0èëè 1,
• C(X) =

∑n

i=1(xi,1|[Li,Ri] ≡ 1)Di → max.Ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü î÷åíü ïðîñòî ðåøåíà ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷å-ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ àñèìïòîòè÷åñêîé ñëîæíîñòüþ ïîðÿäêà
O(n lnn).Ïðèìåðîì äåéñòâèòåëüíî ñëîæíîé è àêòóàëüíîé çàäà÷à, ïîäïî-äàþùåé ïîä ñëó÷àé íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóð-ñîâ, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññîðíîãî âðåìåíè ìåæ-äó ïðîöåññàìè. Ðåñóðñîì (ðåïðîäóêòèâíûì) â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿ-åòñÿ ïðîöåññîðíîå âðåìÿ îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ47



óñòðîéñòâ, êîòîðîå íóæíî ðàñïðåäåëÿòü ìåæäó çàäà÷àìè â ðåàëü-íîì âðåìåíè. Íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è â ðåæèìå ðåàëüíîãîâðåìåíè ñèëüíî óñëîæíÿåò êàê ñàìó çàäà÷ó, òàê è åå ôîðìàëèçà-öèþ: êàê ïðàâèëî, ôóíêöèÿ ïðèáûëè çàðàíåå íåèçâåñòíà è ðàñïðå-äåëåíèå ïðîöåññîðíîãî âðåìåíè çàâèñèò îò ïîñòóïàþùèõ çàäà÷ èîáû÷íî ïðîèçâîäèòñÿ íà îñíîâå óïðîùåííûõ ôàêòîðîâ � ïðèîðè-òåòîâ çàäà÷. Íàèáîëåå ðàçóìíûé êðèòåðèé ïðèáûëè ïðîöåññà � ñêî-ðîñòü âûïîëíåíèÿ èì çàäà÷. Äëÿ îïåðàöèîííûõ ñèñòåì ðåàëüíîãîâðåìåíè âàæíî, ÷òîáû íåêîòîðûå çàäà÷è (â îñíîâíîì ñèñòåìíûå)ðåøàëèñü áûñòðî è íå îòêëàäûâàëèñü.2.4. Ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîââ ìóëüòèàãåíòíûõ ñèñòåìàõÂ ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â ìóëüòèàãåíòíûõ ñèñòåìàõíàäî ó÷èòûâàòü èõ äåöåíòðàëèçîâàííîñòü: äàëåêî íå âñåãäà êàæ-äûé àãåíò òàêîé ñèñòåìû ìîæåò âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ äðóãèìè. Âíàøåì ñëó÷àå, ñîîòâåòñòâåííî, íå êàæäîìó çàêàçó ìîæåò áûòü äî-ñòóïåí êàæäûé èç ðåñóðñîâ, ÷òî ôîðìàëüíî ìîæíî çàäàòü ñëåäó-þùèì îãðàíè÷åíèåì: ïóñòü D ∈ M(n,m) � ìàòðèöà ñìåæíîñòèãðàôà ñâÿçåé, Dij ∈ {0, 1}, òîãäà â äîïîëíåíèè ê (2) èìååì îãðàíè-÷åíèå
xi,j ≤ Dijrj .Â íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå, òîïîëîãèÿ ñåòè ìîæåò ìåíÿòüñÿ, ïîýòîìóâ íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå Di,j çàâèñèò îò âðåìåíè, è, ñîîòâåòñòâåí-íî, ââåäåííîå îãðàíè÷åíèå ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê

xi,j(t) ≤ Dij(t)rj , ∀t.Åùå îäíîé îñîáåííîñòüþ äåöåíòðàëèçîâàííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåò-ñÿ òîò ôàêò, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, àãåíòû íåïîñðåäñòâåííî îòâå÷àþòòîëüêî çà ñåáÿ è íå èìåþò ïîëíîé èíôîðìàöèè î ñèñòåìå, èç-çà ÷åãîìåíÿåòñÿ ñàìà ñóòü çàäà÷è: âìåñòî òîãî, ÷òîáû íàõîäèòü ðàñïðåäå-ëåíèå, ìû ñòðîèì ïîâåäåíèå àãåíòà òàêèì îáðàçîì ÷òîáû ïîëó÷èòüýòî æåëàåìîå ðàñïðåäåëåíèå.3. Ìåòîäû ðåøåíèÿÂ ýòîé ÷àñòè ñòàòüè áóäóò â îáùèõ ÷åðòàõ îïèñàíû íàèáîëååðàñïðîñòðàíåííûå ìîäåëè è ìåòîäû, èñïîëüçóþùèåñÿ äëÿ ðåøåíèÿçàäà÷, áëèçêèõ â ïîñòàíîâêå ê çàäà÷å ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ. 48



3.1. Çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèîíàëàÂ ñàìîì îáùåì ñëó÷àå, íóæíî íàéòè ìàêñèìóì íåêîòîðîãî âû-ïóêëîãî ôóíêöèîíàëà
C(x) → max, C : Rn → R (21)Ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îñíîâàíû íà èòåðà-òèâíîé ïðîöåäóðå ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê θn, ñõî-äÿùåéñÿ ê èñêîìîìó ýêñòðåìóìó ôóíêöèîíàëà. Â öåëîì, òàêèå ïðî-öåäóðû ìîæíî îïèñàòü êàê âûáîð íåêîòîðûõ ôóíêöèé αn(·)

θn = θn−1 + αn(C, θn−1, θn−2, . . . , θ0), (22)èëè äàæå
θn = θn−1 + αn(C, θn−1) (23)Òðàäèöèîííûìè àëãîðèòìàìè òàêîãî òèïà ÿâëÿþòñÿìåòîä Íüþ-òîíà, èìåþùèé âèä:

θn = θn−1 − |∇2(θn−1)|
−1∇C(θn−1),è ãðàäèåíòíûé ñïóñê:

θn = θn−1 + αn∇C(θn−1).Íåñìîòðÿ íà ñâîþ òåîðåòè÷åñêóþ ýôôåêòèâíîñòü, ìåòîä Íüþ-òîíà ðåäêî ïðèìåíÿåòñÿ â òàêîì èç-çà íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëåíèÿîáðàòíîé ìàòðèöû âòîðîé âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Â ìåòîäå ãðàäèåíò-íîãî ñïóñêà ýòîò ñîìíîæèòåëü çàìåíÿòñÿ ëèáî íà ïîñòîÿííûé ñêà-ëÿð, ëèáî íà íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñêàëÿðîâ.Òàê æå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ãðàäèåíòíûé ìåòîä òðåáóåò âû÷èñ-ëåíèé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè C. Íà ïðàêòèêå, îáû÷íî, òàêîé âîç-ìîæíîñòè íåò, â ñâÿçè ñ ÷åì ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûåìåòîäû äëÿ îöåíêè ïðîèçâîäíîé, ÷òî ñèëüíî âëèÿåò íà ñõîäèìîñòüìåòîäà, îñîáåííî â ñëó÷àå, êîãäà èçìåðåíèÿ äîñòóïíû ñ íåêîòîðû-ìè íåêîíòðîëèðóåìûìè ïîìåõàìè Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ íà ïðàê-òèêå âìåñòî ãðàäèåíòà óäàåòñÿ âçÿòü âåêòîð, êîòîðûé òîëüêî �âñðåäíåì� ñîâïàäàåò ñ ãðàäèåíòîì. Òàêèå ìåòîäû ïðèíÿòî íàçûâàòüïñåâäîãðàäèåíòíûìè. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ðå-øåíèÿ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [5]. Ðàíäîìèçèðîâàííûå âåðñèèàëãîðèòìîâ èçó÷åíû â [6]. 49



Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè îïèñàíû â [7].Äëÿ ìàêñèìèçàöèè ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ ïðè ëèíåéíûõ îãðà-íè÷åíèÿõ èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [8],ìåòîäû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ è çàäà÷ ïîëó-îïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [9, 10]. Â çàäà÷àõ ñ âûïóêëûìèîãðàíè÷åíèÿìè ïðè íåîïðåäåëåííîñòÿõ (14) â ïîñëåäíåå âðåìÿ àê-òèâíî ïðèìåíÿåòñÿ ñöåíàðíûé ïîäõîä [11].Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ çàäà÷àõ ÿâíî èëè íåÿâíî ïðåäïîëàãà-åòñÿ óñëîâèå âûïóêëîñòè èëè æå õîòÿ áû îòñóòñòâèå íåñêîëüêèõëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ ó ôóíêöèîíàëà. Åñëè ýòî óñëîâèå íå âû-ïîëíÿåòñÿ, òî ìîãóò áûòü ïðèìåíèìû ìåòîä îòæèãà [12] è ãåíåòè-÷åñêèå àëãîðèòìû [13]. Â öåëîì, ìåòîä îòæèãà ÿâëÿåòñÿ ìîäèôè-êàöèåé ìåòîäà ñëó÷àéíîãî ïîèñêà, êîòîðûé ëîêàëüíî ñ íåêîòîðîéâåðîÿòíîñòüþ ìîæåò ïðèíÿòü ìåíåå îïòèìàëüíîå ñîñòîÿíèå. Ãåíå-òè÷åñêèå àëãîðèòìû æå ñêîðåå ïðèìåíÿþòñÿ ê çàäà÷àì èìåþùèìíåìíîãî äðóãóþ ñòðóêòóðó, îäíàêî, ñðàâíèâàÿ ñ ìåòîäîì ñëó÷àéíî-ãî ïîèñêà, èõ ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü êàê àëãîðèòìû, ïîëó÷àþùèåíà êàæäîì øàãå íàáîð ïðèáëèæåíèé.3.2. Çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿÒðàäèöèîííàÿ òåîðèÿ ïëàíèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåò îáùóþ çà-äà÷ó ðàñïðåäåëåíèÿ ðàáîò ïî âû÷èñëèòåëüíûì óñòðîéñòâàì. Äî-ñòàòî÷íî îáøèðíûé êëàññ çàäà÷ ïëàíèðîâàíèÿ âõîäèò â îïèñàííóþçàäà÷ó ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ. Åäèíñòâåííûì âèäîì ðåñóðñîâ âòàêèõ çàäà÷àõ ÿâëÿþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû. Äàëåå ïðèâåäåíïðèìåð òèïè÷íîé çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ:Åñòü m âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ è n çàêàçîâ. Ïðî êàæäûé çà-êàç èçâåñòíû: Ti � âðåìÿ ïîñòóïëåíèÿ çàêàçà, Vi � ïëàòà çà âûïîë-íåíèå çàêàçà è Di � äåäëàéí çàêàçà. Åñëè çàêàç âûïîëíåí â ïåðèîäìåæäó âðåìåíåì ïîñòóïëåíèÿ è äåäëàéíîì, òî ìû ïîëó÷àåì ñîîò-âåòñòâåííóþ âûãîäó (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìû íå ìîæåì íà÷èíàòüâûïîëíÿòü çàêàç äî åãî ïîñòóïëåíèÿ). Òàê æå èçâåñòíî, ÷òî âû÷èñ-ëèòåëü i ìîæåò âûïîëíèòü çàêàç j çà âðåìÿ τi,j (çàêàç äîëæåí áûòüâûïîëíåí íà îäíîì èç âû÷èñëèòåëåé). Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàëüíî,íóæíî ìàêñèìèçèðîâàòü ñëåäóþùèé ôóíêöèîíàë:
ci =

m∐
j=1

([

∫ Di

Ti

xi,j(t)dt] ≥ τj,i) ∗ Vi 50



c îãðàíè÷åíèåì íà ïðîöåññîðíîå âðåìÿ:
n∑

i=1

xi,j(t) ≤ 1, ∀j, tÎïÿòü æå, ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ÷àñòî òàêèå çàäà÷è íóæíî ðå-øàòü â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè, ò. å. î çàêàçå ìû óçíàåì òîëü-êî, êîãäà îí ïîñòóïàåò (îäíàêî, äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî ìîìåíòàâðåìåíè ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæåò äàòü îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþäåéñòâèÿ �íà äàííûé ìîìåíò�). Ïîäðîáíàÿ êëàññèôèêàöèÿ è ìåòî-äû ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ äàíû â [4].Â [14] ïîêàçàíî ïðèìåíåíèå ìóëüòèàãåíòûõ òåõíîëîãèé äëÿ ðå-øåíèÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è î âîñüìè ôåðçÿõ. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì,÷òîáû ðàññòàâèòü 8 ôåðçåé íà ñòàíäàðòíîé øàõìàòíîé äîñêå 8× 8òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íè îäèí ôåðçü �íå áèë� äðóãîãî. Òàêóþ çà-äà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ: ðå-ñóðñàìè ÿâëÿþòñÿ êëåòêè øàõìàòíîé äîñêè, èìååòñÿ 8 èäåíòè÷íûõçàêàçîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïîëó÷àåò óñëîâíóþ åäèíèöó âûãîäûòîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè åìó ïðåäîñòàâëÿþò âñå êëåòêè, íàõî-äÿùèåñÿ íà îäíîé äèîãàíàëè/âåðòèêàëè/ãîðèçîíòàëè ñ íåêîòîðîéêëåòêîé (i, j).Õîðîøèé ïðèìåð çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â ìóëüòèàãåíò-íîé ñèñòåìå ïðîäåìîíñòðèðîâàí â [15,16], ãäå â íåñòàöèîíàðíîé ïî-ñòàíîâêå ðåøàåòñÿ çàäà÷à áàëàíñèðîâêè çàãðóçêè ìåæäó âû÷èñëè-òåëüíûìè óñòðîéñòâàìè ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ëîêàëü-íîãî ãîëîñîâàíèÿ òèïà ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè. Ðàáîòîñïî-ñîáíîñòü àëãîðèòìà äåìîíñòðèðóåòñÿ ìîäåëèðîâàíèåì âûïîëíåíèÿ
106 çàêàçîâ íà 1024 ñåðâåðàõ ïðè èñïîëüçîâàíèè òîëüêî 2048 ñâÿçåé.4. Çàêëþ÷åíèåÂ çàêëþ÷åíèå õîòåëîñü áû ñêàçàòü ïàðó ñëîâ îá îáùåì ïîëî-æåíèè äåë íà äàííûé ìîìåíò. Â ñîâðåìåííûõ òåíäåíöèÿõ ðàçâè-òèÿ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè öåíòðàëèçîâàííûå ïîäõîäû âñå ìåíååàêòóàëüíû èç-çà ñëîæíîñòè îðãàíèçàöèè ïîäîáíîãî ðîäà âû÷èñëå-íèé. Ïîâûøåíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïðîöåññîðà çà ñ÷åò ïîâûøå-íèÿ òàêòîâîé ÷àñòîòû óæå ïðàêòè÷åñêè ñåáÿ èñ÷åðïàëî, ÷òî äåëà-åò àêòóàëüíûì ïîâûøåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿêîëè÷åñòâà âû÷èñëèòåëåé, â ñâÿçè ñ ÷åì ñâÿçàíî ìíîãî ïðîáëåì51
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