
Ìóëüòèàãåíòíûå ñèñòåìûÌåòîä óñðåäíåííûõ ìîäåëåéâ çàäà÷å äîñòèæåíèÿ êîíñåíñóñà1Í. Î. Àìåëèíà, àñïèðàíòÀ. Ë. Ôðàäêîâ, ä. ò. í.2Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòÈíñòèòóò ïðîáëåì ìàøèíîâåäåíèÿ ÐÀÍleishe@mail.ru, fradkov@mail.ruÂ ñòàòüå èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà êîíñåíñóñíîãî ìóëüòèàãåíòíîãî óïðàâ-ëåíèÿ, ôîðìèðóåìîãî ïî ïðîòîêîëó (àëãîðèòìó) ëîêàëüíîãî ãîëîñîâàíèÿ ñíåóáûâàþùèì äî íóëÿ ðàçìåðîì øàãà, ïðè ñëó÷àéíî èçìåíÿþùåéñÿ ñòðóêòó-ðå ñâÿçåé â ñåòè è íàáëþäåíèÿõ ñî ñëó÷àéíûìè çàäåðæêàìè è ïîìåõàìè äëÿàãåíòîâ ñ íåëèíåéíîé äèíàìèêîé ñîñòîÿíèé. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñè-ñòåìû èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä óñðåäíåííûõ ìîäåëåé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: äîñòèæåíèå êîíñåíñóñà, ìóëüòèàãåíòíûå ñèñòåìû, ìåòîäóñðåäíåííûõ ìîäåëåé.1. ÂâåäåíèåÇàäà÷è óïðàâëåíèÿ è ðàñïðåäåëåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ñåòÿõäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðèâëåêàþò â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå âíèìà-íèå âñå áîëüøåãî ÷èñëà èññëåäîâàòåëåé. Âî ìíîãîì ýòî îáúÿñíÿåòñÿøèðîêèì ïðèìåíåíèåì ìóëüòèàãåíòíûõ ñèñòåì â ðàçíûõ îáëàñòÿõíàóêè, âêëþ÷àÿ àâòîìàòè÷åñêóþ ïîäñòðîéêó ïàðàìåòðîâ íåéðîí-íûõ ñåòåé ðàñïîçíàâàíèÿ, óïðàâëåíèå ôîðìàöèÿìè, ðîåíèå, ðàñïðå-äåëåííûå ñåíñîðíûå ñåòè, óïðàâëåíèå ïåðåãðóçêîé â ñåòÿõ ñâÿçè,âçàèìîäåéñòâèå ãðóïï áåñïèëîòíûõ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ, îòíî-ñèòåëüíîå âûðàâíèâàíèå ãðóïï ñïóòíèêîâ, óïðàâëåíèå äâèæåíèåìãðóïï ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ, ñèíõðîíèçàöèè â ýíåðãîñèñòåìàõ è äð.Íà ñîâðåìåííîì ýòàïå ðàçâèòèÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ ôîêóñèðó-åòñÿ íà èññëåäîâàíèè ñòîõàñòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ñîñòî-ÿùèõ èç îáúåêòîâ ñ íåëèíåéíîñòÿìè â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ,íåîïðåäåëåííîñòÿìè õàðàêòåðèñòèê îáúåêòîâ óïðàâëåíèÿ è âíåø-íèõ âîçäåéñòâèé, íàëè÷èåì çàäåðæåê â èçìåðåíèÿõ ñîñòîÿíèé îáú-1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÖÏ �Êàäðû�(ãîñêîíòðàêò �16.740.11.0042 îò 01.09.2010).2 c©Í. Î. Àìåëèíà, À. Ë. Ôðàäêîâ, 2012 3



åêòîâ ñåòè, ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé ñåòåâûõ ñâÿçåé, ïîëíîé èëè ÷à-ñòè÷íîé äåöåíòðàëèçîâàííîñòüþ ðåãóëÿòîðîâ. Â [1�5] çàëîæåíû îñ-íîâû òåîðåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ, ìåòîäîâ àíàëèçà è ñèíòåçà äåöåí-òðàëèçîâàííîãî àäàïòèâíîãî ìóëüòèàãåíòíîãî óïðàâëåíèÿ è äàí øè-ðîêèé êðóã âîçìîæíûõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé â óïðàâëåíèèñëîæíûìè ïðîèçâîäñòâåííûìè, ýíåðãåòè÷åñêèìè è òåõíè÷åñêèìèñèñòåìàìè.Íåñìîòðÿ íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé ïî ýòîé òåìàòèêå,ïîêà óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû ëèøü äëÿ îãðàíè÷åí-íîãî êëàññà ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ çàäà÷, òàê êàê ðåøåíèå òàêèõïðîáëåì ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, èç-çà îáìåíàíåïîëíîé èíôîðìàöèåé, êîòîðàÿ, êðîìå òîãî, îáû÷íî èçìåðÿåòñÿ ñçàäåðæêàìè è ïîìåõàìè, à, ñ äðóãîé, èç-çà ýôôåêòîâ êâàíòîâàíèÿ(äèñêðåòèçàöèè), ñâîéñòâåííûõ âñåì öèôðîâûì ñèñòåìàì.Ïðåäïîëîæåíèÿ î äîñòóïíîñòè äëÿ èçìåðåíèÿ âñåõ ñîñòîÿíèéîáúåêòîâ ñåòè è âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ öåíòðàëèçîâàííîãî ðå-ãóëÿòîðà ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷èòåëüíûìè ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëü-çîâàíèè ñèíòåçèðîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ íà ïðàêòèêå, îñîáåííî ïðèáîëüøîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé îáúåêòîâ è áîëüøîìêîëè÷åñòâå îáúåêòîâ â ñåòè.Â [6�10] èçó÷àþò àëãîðèòìû óïðàâëåíèÿ â âû÷èñëèòåëüíûõ, ïðî-èçâîäñòâåííûõ ñåòÿõ, ñåòÿõ îáñëóæèâàíèÿ, òðàíñïîðòíûõ è ëîãè-ñòè÷åñêèõ ñåòÿõ, â óçëû êîòîðûõ âûïîëíÿþò îïðåäåëåííûå äåé-ñòâèÿ ïàðàëëåëüíî. Çà÷àñòóþ êà÷åñòâî ðàáîòû äîñòàòî÷íî ïðîñòûõàäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ îêàçûâàåòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíûì, íî îñòà-þòñÿ îòêðûòûìè âîïðîñû èõ òåîðåòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòèæåíèÿ êîíñåíñóñà ãðóïïîé âçàèìî-äåéñòâóþùèõ àãåíòîâ, îáìåíèâàþùèõñÿ èíôîðìàöèåé, â [5, 11�15].ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü àëãîðèòìû òèïà ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðà-äèåíòà, êîòîðûå ðàíåå ïîëîæèòåëüíî çàðåêîìåíäîâàëè ñåáÿ â àäàï-òèâíûõ ñèñòåìàõ [16�21]. Ðàáîòîñïîñîáíîñòü àëãîðèòìîâ ñòîõàñòè-÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè ñ ïîñòîÿííûì ðàçìåðîì øàãà â óñëîâèÿõíåñòàöèîíàðíûõ ôóíêöèîíàëîâ êà÷åñòâà èññëåäîâàëàñü â [22�25],ïðè÷åì áûëà ïîêàçàíà èõ ïðèìåíèìîñòü äëÿ áàëàíñèðîâêè çàãðóç-êè óçëîâ öåíòðàëèçîâàííîé âû÷èñëèòåëüíîé ñåòè. Ïðè äèíàìè÷å-ñêèõ âíåøíèõ èçìåíåíèÿõ ñîñòîÿíèé àãåíòîâ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè(ïîñòóïëåíèè íîâûõ çàäàíèé è ò. ï.) àëãîðèòìû ñòîõàñòè÷åñêîé àï-ïðîêñèìàöèè ñ óìåíüøàþùèìñÿ äî íóëÿ ðàçìåðîì øàãà íåðàáîòî-ñïîñîáíû. 4



Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ðàáîòû ñòîõàñòè÷åñêîé äèñêðåòíîéñèñòåìû ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä óñðåäíåííûõ ìîäåëåé, [27�31], êîòîðûéïîçâîëÿåò ñâåñòè èçó÷åíèå äèíàìèêè ñòîõàñòè÷åñêîãî äèñêðåòíîãîóðàâíåíèÿ ê èçó÷åíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé äèñêðåòíîé óñðåäíåííîéèëè íåïðåðûâíîé ìîäåëè. Ýòîò ìåòîä èìååò øèðîêîå ïðèìåíåíèåâ ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ, òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,íåëèíåéíîé ìåõàíèêè è ò. ä.Óêàçàííûå ïðîáëåìû àêòóàëèçèðóþò íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâà-íèÿ ñâîéñòâ àëãîðèòìà òèïà ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè ïðè ìà-ëîì ïîñòîÿííîì èëè íåóìåíüøàþùåìñÿ äî íóëÿ ðàçìåðå øàãà ïðèíåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è â óñëîâèÿõ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðûñâÿçåé â ñåòè, íàáëþäåíèÿõ ñ çàäåðæêàìè è ïîìåõàìè.2. Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ãðàôîâÂ ðàáîòå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ãðàôîâ. Îñ-íîâíûå îïðåäåëåíèÿ âçÿòû èç [32].Ãðàô � ýòî ïàðà (N,E), ãäå N = {1, 2, . . . , n} � ìíîæåñòâî óç-ëîâ èëè âåðøèí è E � ìíîæåñòâî ðåáåð èëè äóã. Ïðåäïîëàãàåì,÷òî ãðàô ïðîñòîé, ò. å. (i, i) /∈ E, ∀i îòñóòñòâóþò ïåòëè è ìåæäóóçëàìè ìîæåò áûòü ìàêñèìóì îäíà äóãà. Ïàðà (N,E′), ãäå E′ �ïîäìíîæåñòâî E, íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íûì ãðàôîì ãðàôà (N,E).Ýëåìåíò ìíîæåñòâà E, îïðåäåëÿåìûé ïàðîé (i, j), íàçûâàåòñÿðåáðîì èëè äóãîé èç i â j è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñòðåëêè ñ íà÷àëîìâ i è êîíöîì â j. Ãîâîðÿò, ÷òî ðåáðî (i, j) èñõîäÿùåå ïî îòíîøåíèþ êóçëó i, è âõîäÿùåå ïî îòíîøåíèþ ê j; óçåë i íàçûâàåòñÿ ðîäèòåëåì,à óçåë j � äî÷åðíèì.Ïîëóñòåïåíüþ çàõîäà âåðøèíû i íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî âõîäÿ-ùèõ â íåå ðåáåð, à ïîëóñòåïåíüþ èñõîäà âåðøèíû i � êîëè÷åñòâîâûõîäÿùèõ ðåáåð.Ìíîæåñòâîì ñîñåäåé óçëà i íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî N i = {j :
(j, i) ∈ E}, ò. å. ìíîæåñòâî óçëîâ ñ ðåáðàìè âõîäÿùèìè â i. ×èñëîñîñåäåé |N i| óçëà i ðàâíî åãî ïîëóñòåïåíè çàõîäà.Åñëè (i, j) ∈ E ⇒ (j, i) ∈ E, ∀i, j, òîãäà ãðàô íàçûâàåòñÿ äâóíà-ïðàâëåííûì (íåîðèåíòèðîâàííûì), èíà÷å ãðàô íàçûâàåòñÿ îðèåí-òèðîâàííûì (èëè îðãðàôîì). Åñëè ïîëóñòåïåíü çàõîäà ñîâïàäàåòñ ïîëóñòåïåíüþ èñõîäà ∀i ∈ N , òîãäà ãðàô íàçûâàåòñÿ ñáàëàíñèðî-âàííûì.Íàïðàâëåííûé ïóòü èç óçëà i1 â óçåë is ñîñòîèò èç ïîñëåäî-5



âàòåëüíîñòè óçëîâ i1, . . . , is, s ≥ 2 òàêèõ, ÷òî (ik, ik+1) ∈ E, k ∈
{1, 2, . . . , s− 1}.Ãîâîðÿò, ÷òî óçåë i ñâÿçàí ñ óçëîì j, åñëè åñòü íàïðàâëåííûéïóòü èç i â j. Ðàññòîÿíèå îò i äî j � ýòî äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòèèç i â j. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì, åñëè i è j ñâÿçàíû äëÿâñåõ ðàçëè÷íûõ óçëîâ i, j ∈ N . Äëÿ äâóíàïðàâëåííûõ ãðàôîâ, åñëèåñòü íàïðàâëåííûé ïóòü èç i â j, òîãäà åñòü íàïðàâëåííûé ïóòü èç
j â i. Òàêîé ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì.Ñâÿçíûé ãðàô, â êîòîðîì ÷èñëî äóã íà îäíó ìåíüøå ÷èñëà âåð-øèí, íàçûâàåòñÿ äåðåâîì. Äåðåâî, ÿâëÿþùååñÿ ÷àñòè÷íûì ãðàôîìñâÿçíîãî ãðàôà, íàçûâàåòñÿ îñòîâíûì äåðåâîì. Íàçîâåì ìíîæå-ñòâîì êîðíåé èëè ìíîæåñòâîì ëèäåðîâ ãðàôà íàáîð óçëîâ, êî-òîðûå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè äëÿ âñåõ îñòîâíûõ äåðåâüåâ. Åñëè ãðàôñèëüíî ñâÿçàí, îí ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî îñòîâíîå äåðåâî.Íà ñàìîì äåëå, åñëè ãðàô ñèëüíî ñâÿçàí, òîãäà âñå óçëû ÿâëÿþòñÿóçëàìè-ëèäåðàìè.Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ðåáðó (j, i) ∈ E âåñ ai,j . (Çäåñü è äàëååâåðõíèå èíäåêñû ïîêàçûâàåò ñîîòâåòñòâóþùèå íîìåðà óçëîâ, à íåïîêàçàòåëè ñòåïåíè). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå âåñà ñòðîãî ïîëîæè-òåëüíû. Ãðàô ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ìàòðèöåé ñìåæíîñòè (èëèñâÿçíîñòè) A = [ai,j ] ñ âåñàìè ai,j > 0, åñëè (j, i) ∈ E, è ai,j = 0â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Îòìåòèì, ÷òî ai,i = 0. Äëÿ ãðàôà, êîòîðûéïðåäñòàâëåí ìàòðèöåé ñìåæíîñòè A, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷å-íèå GA.Îïðåäåëèì âçâåøåííóþ ïîëóñòåïåíü çàõîäà âåðøèíû i êàê ñóì-ìó i-é ñòðîêè ìàòðèöû A: di(A) =

∑n
j=1 a

i,j è âçâåøåííóþ ïî-ëóñòåïåíü èñõîäà âåðøèíû i êàê ñóììó i-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû A:
di0(A) =

∑n
j=1 a

j,i.Åñëè ai,j = aj,i, ∀i, j ∈ N , ò. å. âåñà ðåáåð (i, j) è (j, i) ñîâïàäà-þò, òî ãðàô ÿâëÿåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì (äâóíàïðàâëåííûì). Ïðèýòîì ìàòðèöà åãî ñìåæíîñòè ñèììåòðè÷íà.Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì ïî âåñàì, åñëè âçâåøåííàÿïîëóñòåïåíü çàõîäà ñîâïàäàåò ñ âçâåøåííîé ïîëóñòåïåíüþ èñõîäàäëÿ âñåõ óçëîâ i. Åñëè âñå íåíóëåâûå âåñà ðåáåð ðàâíû 1, ýòî òî æåñàìîå, ÷òî è îïðåäåëåíèå ñáàëàíñèðîâàííîãî ãðàôà. Íåîðèåíòèðî-âàííûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì ïî âåñàì, òàê êàê A = ATè ñóììà i-é ñòðîêè ðàâíà ñóììå ïî i-ìó ñòîëáöó. (Çäåñü è äàëåå ·T� îáîçíà÷åíèå îïåðàöèè òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèöû èëè âåêòîðà.)Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î ïîëóñòåïåíè çàõîäà èëè èñõîäà, à òàêæå6



î ñáàëàíñèðîâàííîñòè ãðàôà, áóäåì ïîäðàçóìåâàòü âçâåøåííûå ïî-ëóñòåïåíè çàõîäà èëè èñõîäà è ñáàëàíñèðîâàííîñòü ïî âåñàì.Äëÿ ãðàôà GA îïðåäåëèì äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ñòåïåíåé âåð-øèí ãðàôà D(A) = diag{di(A)} èç ïîëóñòåïåíåé çàõîäà è ëàïëàñèàíãðàôà L(A) = D(A)−A. Çàìåòèì, ÷òî ñóììû ïî ñòðîêàì ýëåìåíòîâëàïëàñèàíà ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé âåêòîð, ñîñòàâëåí-íûé èç îäèíàêîâûõ êîíñòàíò ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ñîáñòâåííûì âåêòî-ðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ L(A).Â äàëüíåéøåì áóäåò âàæåí ôàêò èç òåîðèè ãðàôîâ.Ë å ì ì à 1. [12, 33] Ëàïëàñèàí L(A) ãðàôà GA èìååò ðàíãðàâíûé n−1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô GA èìååò îñòîâíîåäåðåâî.Îòìåòèì âàæíîå ñëåäñòâèå:Ñ ë å ä ñ ò â è å 1. Åñëè ãðàô GA ñèëüíî ñâÿçíûé, òî åãîëàïëàñèàí L(A) èìååò ðàíã ðàâíûé n− 1.Îáîçíà÷èì dmax(A) ìàêñèìàëüíóþ ïîëóñòåïåíü çàõîäà ãðàôà
GA. Ïðèìåíèâ êðóãîâîé êðèòåðèé Ãåðøãîðèíà [34], ìîæíî âûâå-ñòè åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ëàïëàñèàíà: âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëàìàòðèöû L(A) èìåþò íåîòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü èëåæàò â êðóãå ñ öåíòðîì íà âåùåñòâåííîé îñè â òî÷êå dmax(A)è ðàäèóñîì dmax(A).Îáîçíà÷èì λ1, . . . , λn � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû L(A), óïî-ðÿäî÷èâ èõ ïî âîçðàñòàíèþ ìîäóëåé âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé: 0 ≤
|Re(λ1)| ≤ |Re(λ2)| ≤ . . . ≤ |Re(λn)|. Åñëè ó ãðàôà åñòü îñòîâíîåäåðåâî, òîãäà λ1 = 0 � ïðîñòîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî, à âñå îñòàëü-íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ L íàõîäÿòñÿ â îòêðûòîé ïðàâîé ïîëî-âèíå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.Âòîðîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ2 ìàòðèöû L èãðàåò âàæíóþ ðîëüâî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ. Åãî ÷àñòî íàçûâàþò �ñîáñòâåííûì ÷èñëîìÔèäëåðà (Fiedler)�. Äëÿ íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà â [26] ïîêàçàíî:

Re(λ2) ≤
n

n− 1
min
i∈N

di(A),à äëÿ ñâÿçíîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà GA

Re(λ2) ≥
1

diamGA · volGA
, 7



ãäå diamGA � íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ óçëàìè, volGA =
∑

i∈N di(A).Â äàëüíåéøåì òåêñòå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ íîðìû âåêòîðîâ èëèìàòðèö M , ïîíèìàåìûå â ñìûñëå íîðìû Ôðîáåíèóñà:
||M || = [Tr(MTM)]1/2,ãäå Tr(·)� ñëåä (ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ) ìàòðèöû. Â íåêî-òîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ìàòðèöû A áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ åå âåêòîðíàÿíîðìà, ò. å. êâàäðàòíûé êîðåíü èç ñóììû êâàäðàòîâ âñåõ åå ýëåìåí-òîâ, êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü ||A||2.3. Çàäà÷à î äîñòèæåíèè êîíñåíñóñàÐàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñåòü èç íàáîðà óçëîâ (àãåíòîâ), êî-òîðûå ñîòðóäíè÷àþò, ÷òîáû äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî êàæäûé íå ìîæåòäîñòè÷ü â îäèíî÷êó.Äëÿ îïèñàíèÿ òîïîëîãèè ñåòè áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèÿ òåî-ðèè ãðàôîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òîïîëîãèÿ äèíàìè÷åñêîé ñåòè ìî-äåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îðãðàôîâ {(N,Et)}t≥0,ãäå Et ⊂ E ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè, è îáîçíà÷èì At ñîîòâåòñòâóþ-ùèå ìàòðèöû ñìåæíîñòè. Åñëè (j, i) ∈ Et, òî ãîâîðèì, ÷òî óçåë

i â ìîìåíò âðåìåíè t ïîëó÷àåò èíôîðìàöèþ îò óçëà j äëÿ öåëåéóïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ. Îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíîå ìíîæå-ñòâî êàíàëîâ ñâÿçè Emax = {(i, j) : supt≥0((i, j) ∈ Et) > 0}.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ äèíàìè÷åñêèõ àãåíòîâ ñîïîñòàâèì êàæ-äîìó óçëó i ãðàôà èçìåíÿþùèåñÿ âî âðåìåíè ñîñòîÿíèå xi
t ∈ R.Ïåðåìåííûìè ñîñòîÿíèÿ óçëîâ ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, ôèçè÷åñêèåõàðàêòåðèñòèêè (âûñîòà, ïîëîæåíèå, òåìïåðàòóðà, íàïðÿæåíèå èäð.) èëè äðóãèå äàííûå.Ïðèìåð ãðàôà Gmax ïðèâåäåí íà ðèñ. 1 (ñëåâà). Íà ðèñ. 1 (ñïðà-âà) ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàí ãðàô GAt

â íåêîòîðûé ìîìåíòâðåìåíè t.Ïóñòü ui
t ∈ R � óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ, êîòîðûå â ìîìåíòâðåìåíè t âîçäåéñòâóþò íà óçåë i. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçìåíåíèÿñîñòîÿíèé óçëîâ îïèñûâàþòñÿ ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè:

xi
t+1 = xi

t + f i(xi
t, u

i
t), i ∈ N, (1)ïðè äèñêðåòíîì âðåìåíè t = 0, 1, 2, . . . , T, èëè îáûêíîâåííûìè äèô-ôåðåíöèàëüíûìè

ẋi
t = f i(xi

t, u
i
t), i ∈ N, (2)8



Ðèñ. 1: Ïðèìåð ñèñòåìû èç n = 6 óçëîâ ñ ïåðåêëþ÷àþùåéñÿ òîïîëîãèåé.ïðè íåïðåðûâíîì âðåìåíè t ∈ [0;T ], â êîòîðûõ f i(·, ·) : R × R → R� íåêîòîðûå ôóíêöèè.Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ êàæäûé óçåë i ∈ Nèìååò èíôîðìàöèþ î ñâîåì ñîáñòâåííîì ñîñòîÿíèè
yi,it = xi

t + wi,i
t , (3)(ìîæåò áûòü è çàøóìëåííóþ) è, åñëè N i
t 6= ∅, çàøóìëåííûå íàáëþ-äåíèÿ î ñîñòîÿíèÿõ ñîñåäåé:

yi,jt = xj

t−di,j
t

+ wi,j
t , j ∈ N i

t , (4)ãäå wi,i
t , wi,j

t � ïîìåõè, à 0 ≤ di,jt ≤ d̄ � öåëî÷èñëåííàÿ çàäåðæêà,
d̄ � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ çàäåðæêà. Òàê êàê ñèñòåìà íà÷èíàåòðàáîòó ïðè t = 0, íåÿâíûì òðåáîâàíèåì ê ìíîæåñòâó ñîñåäåé áóäåò:

j ∈ N i
t ⇒ t− di,jt ≥ 0. (5)Äëÿ óäîáñòâà ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåëè÷èíû wi,j

t è di,jt îïðåäåëå-íû äëÿ âñåõ (j, i) ∈ Emax. Åñëè (j, i) íå ïîÿâëÿåòñÿ â Et, òîãäà (4)ôèçè÷åñêè íå ðàáîòàåò, à wi,j
t è di,jt ìîæíî ñ÷èòàòü íóëÿìè.Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Áóäåì íàçûâàòü ïðîòîêîëîì (àë-ãîðèòìîì) óïðàâëåíèÿ ñ òîïîëîãèåé (N,Et) îáðàòíóþ ñâÿçü ïîíàáëþäåíèÿì ñîñòîÿíèé

ui
t = Ki

t(y
i,j1
t , . . . , y

i,jmi

t ), (6)ãäå ìíîæåñòâî {j1, . . . , jmi
} ∈ {i}⋃N

i

t, N
i

t ⊆ N i
t . 9



Øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðîòîêîë óïðàâëåíèÿ, èçâåñòíûé ïîä íà-çâàíèåì �ïðîòîêîë ëîêàëüíîãî ãîëîñîâàíèÿ�:
ui
t = αt

∑

j∈N̄i
t

bi,jt (yi,jt − yi,it ), (7)â êîòîðîì óïðàâëÿþùèé âõîä êàæäîãî óçëà çàâèñèò îò âçâåøåííîéñóììû ðàçíèöû åãî ñîñòîÿíèÿ è èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèÿõ åãî ñî-ñåäåé. Çäåñü αt > 0 � ðàçìåðû øàãîâ ïðîòîêîëà óïðàâëåíèÿ (7),
bi,jt > 0 ∀j ∈ N̄ i

t . Ïîëîæèâ bi,jt = 0 äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ïàð i, j,îïðåäåëèì Bt = [bi,jt ] � ìàòðèöó ïðîòîêîëà óïðàâëåíèÿ (7).Çàìåòèì, åñëè ñîñòîÿíèå óçëà i è âñåõ åãî ñîñåäåé ðàâíû, òî
ut
i = 0 ïî ïðîòîêîëó (7). Ïðè ýòîì â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà f i(xi

t, u
i
t) =

ui
t, ñîñòîÿíèå óçëà i íå èçìåíÿåòñÿ. Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðèíåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ýòîò ïðîòîêîë ïðèâîäèò âñå ñîñòîÿíèÿ ê îäè-íàêîâûì çíà÷åíèÿì.Î ï ð å ä å ë å í è å 2. Óçëû i è j íàçûâàþòñÿ ñîãëàñîâàííûìèâ ñåòè â ìîìåíò âðåìåíè t òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xi

t = xj
t .Ïîä êîíñåíñóñíûì óïðàâëåíèåì áóäåì ïîíèìàòü óïðàâëåíèå,îáåñïå÷èâàþùåå äîñòèæåíèå êîíñåíñóñà. Çàäà÷à î äîñòèæåíèè êîí-ñåíñóñà � ýòî ñîãëàñîâàíèå âñåõ óçëîâ ìåæäó ñîáîé, ò. å. òðåáóåòñÿíàéòè òàêîé ïðîòîêîë óïðàâëåíèÿ, êîòîðûé ïåðåâîäèò âñå ñîñòîÿ-íèÿ â îäíî è òî æå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå x? = xi ∀i ∈ N , íàçûâàåìîåçíà÷åíèåì êîíñåíñóñà.Î ï ð å ä å ë å í è å 3. n óçëîâ äîñòèãàþò êîíñåíñóñà âìîìåíò âðåìåíè t, åñëè ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà x? : x? = xi

t äëÿâñåõ i ∈ N .Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ãðàôàõ,êîãäà äëÿ âñåõ óçëîâ i ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè (1) ïîë-íîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî óïðàâëåíèÿìè: f i(xi
t, u

i
t) = ui

t, è âñåíàáëþäåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ áåç ïîìåõ è çàäåðæåê: yi,jt = xj
t , j ∈ N i

t .Îáîçíà÷èâ x̄t = [x1
t ; . . . ;x

n
t ] è ūt = [u1

t ; . . . ;u
n
t ] ñîîòâåòñòâóþùèåâåêòîðû-ñòîëáöû, ïîëó÷åííûå âåðòèêàëüíûì ñîåäèíåíèåì n ÷èñåë,ìîæíî ïåðåïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå ïðîòîêîë óïðàâëåíèÿ (7):

ūt = αtBt −D(αtBt))x̄t = −L(αtBt)x̄t (8)è óðàâíåíèå äèíàìèêè (1) â äèñêðåòíîì âðåìåíè:
x̄t+1 = x̄t + ūt, t = 0, 1, 2, . . . , T, (9)10



à òàêæå è â íåïðåðûâíîì̇̄
xt = ūt, t ∈ [0, T ]. (10)Ïðè ýòîì çàìêíóòàÿ ñèñòåìà â äèñêðåòíîì âðåìåíè ïðèíèìàåò âèä:

x̄t+1 = (I − L(αtBt))x̄t, t = 0, 1, 2, . . . , T, (11)ãäå I � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n×n èç íóëåé è åäèíèö íà äèàãîíàëè,à â íåïðåðûâíîì
˙̄xt = −L(αtBt)x̄t, t ∈ [0, T ]. (12)Î ï ð å ä å ë å í è å 4. n óçëîâ äîñòèãàþò àñèìïòîòè÷åñêîãîêîíñåíñóñà, åñëè ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà x? : x? = limt→∞ xi

t äëÿâñåõ i ∈ N .Ïîêàæåì, ÷òî ïðîòîêîë óïðàâëåíèÿ (7) ñ αt = α è Bt = A àñèìï-òîòè÷åñêè îáåñïå÷èâàåò êîíñåíñóñ êàê äëÿ äèñêðåòíîé, òàê è äëÿíåïðåðûâíîé ìîäåëè.Äåéñòâèòåëüíî, â äèñêðåòíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (11) ïðåâðàùà-åòñÿ â
x̄t+1 = (I − L(αA))x̄t ≡ P x̄t, (13)ãäå ìàòðèöà Ïåððîíà P = I−L(αA) èìååò îäíî ïðîñòîå ñîáñòâåííîåçíà÷åíèå ðàâíîå åäèíèöå, à âñå îñòàëüíûå � âíóòðè åäèíè÷íîãîêðóãà, åñëè

α <
1

dmax
. (14)Òàê êàê ñóììà ýëåìåíòîâ ñòðîê ìàòðèöû ëàïëàñèàíà L ðàâíà íóëþ,òî ñóììà ýëåìåíòîâ ñòðîê ìàòðèöû P ðàâíà åäèíèöå, ò. å. âåêòîð 1,ñîñòàâëåííûé èç åäèíèö, ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîììàòðèöû P , ñîîòâåòñòâóþùèì åäèíè÷íîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ,êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, åñëè ó ãðàôà åñòü îñòîâíîå äåðåâî. Âñåîñòàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëåæàò âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà.Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ó ãðàôà åñòü îñòîâíîå äåðåâî, òî, îáîçíà÷èâ

z̄1 = [z1, . . . , zn] ëåâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû P , îðòîãîíàëü-íûé 1, â ïðåäåëå ïðè t → ∞ ïîëó÷àåì
x̄t → 1(z̄T1 x̄0), (15)11



ò. å. äîñòèãàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé êîíñåíñóñ. Çíà÷åíèå êîíñåíñó-ñà x? ðàâíî íîðìàëèçîâàííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íà÷àëüíûõ ñî-ñòîÿíèé ñ âåñàìè ðàâíûìè ýëåìåíòàì ëåâîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðàìàòðèöû P

x? =
z̄T1 x̄0

z̄T1 1
=

∑n
i=1 z

ixi
0

∑n
i=1 z

i
. (16)Ýòî çíà÷åíèå çàâèñèò îò òîïîëîãèè ãðàôà è, ñëåäîâàòåëüíî, îò òîãî,êàê óçëû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé.Ë å ì ì à 2. Åñëè ãðàô GA èìååò îñòîâíîå äåðåâî è â ïðîòî-êîëå óïðàâëåíèÿ (7) âûáðàíû Bt = A è αt = α òàê, ÷òî âûïîëíåíîóñëîâèå (14), òî ïðîòîêîë óïðàâëåíèÿ (7) îáåñïå÷èâàåò àñèìïòî-òè÷åñêèé êîíñåíñóñ äëÿ äèñêðåòíîé ñèñòåìû (9) è åãî çíà÷åíèå

x? îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (16).Åñëè ãðàô ñáàëàíñèðîâàííûé, òîãäà ñóììû ïî ñòðîêàì ëàïëàñè-àíà L ðàâíû ñóììàì ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ñòîëáöàì, è ýòî ñâîéñòâîïåðåäàåòñÿ ìàòðèöå P . Òîãäà z̄1 = c1 è çíà÷åíèå êîíñåíñóñà ðàâíîñðåäíåìó çíà÷åíèþ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé
x? =

1

n

n
∑

i=1

xi
0è íå çàâèñèò îò òîïîëîãèè ãðàôà.Â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå èìååì

˙̄x = −Lx̄. (17)Îáîçíà÷èì λ1, . . . , λn � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû L, óïî-ðÿäî÷èâ èõ ïî âîçðàñòàíèþ ìîäóëåé âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé: 0 ≤
|Re(λ1)| < |Re(λ2)| < . . . < |Re(λn)|, è ïóñòü z̄1, z̄2, . . . , z̄n è r̄1 =
1√
n
1, r̄2, . . . , r̄n ñîîòâåòñòâóþùèå èì ëåâûå è ïðàâûå îðòîíîðìèðî-âàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìàòðèöû L. Åñëè ó ãðàôà åñòü îñòîâ-íîå äåðåâî, òîãäà λ1 = 0 � ïðîñòîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî, à âñå îñòàëü-íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ L íàõîäÿòñÿ â îòêðûòîé ïðàâîé ïîëîâèíåêîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. ò. å. ñèñòåìà (17) ÷àñòè÷íî óñòîé÷èâà ñ îä-íèì ïîëþñîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è îñòàëüíûìè â îòêðûòîé ëåâîéïîëóïëîñêîñòè.Äëÿ ïåðâîãî ëåâîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà z̄1 = [z̄1, . . . , z̄n] ìàò-ðèöû L íåñëîæíî âûâåñòè

d

dt
(z̄T1 x̄t) = z̄T1 ˙̄xt = −z̄T1 Lx̄t = 0, 12



ò. å. âåëè÷èíà x̃ ≡ z̄T1 x̄t =
∑n

i=1 z
i
1x

i
t � èíâàðèàíò � ïîñòîÿí-íà è íå çàâèñèò îò ñîñòîÿíèé óçëîâ. Òàêèì îáðàçîì, ∑n

i=1 z̄
i
1x

i
0 =

∑n
i=1 z̄

i
1x

i
t, ∀t.Ïðèìåíÿÿ ìîäàëüíîå ðàçëîæåíèå ìîæíî çàïèñàòü âåêòîð ñîñòî-ÿíèé ÷åðåç ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìàòðèöû L.Åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L ïðîñòûå (ôàêòè÷åñêèâàæíî òîëüêî òî óñëîâèå, ÷òî λ1 � ïðîñòîå), òî

x̄t = e−Ltx̄0 =

n
∑

j=1

r̄je
−λjtz̄Tj x̄0 =

n
∑

j=2

(z̄Tj x̄0)e
−λj tr̄j +

x̃√
n
1. (18)Â ïðåäåëå ïðè t → ∞ ïîëó÷àåì xt → x̃√

n
1 èëè xt

i → x? = x̃√
n
, ∀i ∈

N , ò. å. äîñòèãàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé êîíñåíñóñ.Ë å ì ì à 3. Åñëè ãðàô GA èìååò îñòîâíîå äåðåâî, òî ïðî-òîêîë óïðàâëåíèÿ (7) ñ αt = α è Bt = A îáåñïå÷èâàåò àñèìïòî-òè÷åñêèé êîíñåíñóñ äëÿ íåïðåðûâíîé ñèñòåìû (10) è åãî çíà÷åíèå
x? îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

x? =
1√
n

n
∑

i=1

z̄i1x
i
0 (19)ïî âåêòîðó íà÷àëüíûõ äàííûõ x̄0 è îðòîíîðìèðîâàííîìó ïåðâîìóëåâîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó ìàòðèöû L.Íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè ìîæíî ãîâîðèòü î äîñòèæåíèèïðèáëèæåííîãî ε-êîíñåíñóñà (ε > 0).Î ï ð å ä å ë å í è å 5. n óçëîâ äîñòèãàþò ε-êîíñåíñóñàâ ìîìåíò âðåìåíè t, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåëè÷èíà x?, ÷òî

||xi
t − x?||2 ≤ ε äëÿ âñåõ i ∈ N .Î ï ð å ä å ë å í è å 6. Âåëè÷èíó T (ε) áóäåì íàçûâàòüâðåìåíåì äîñòèæåíèÿ ε-êîíñåíñóñà, åñëè äëÿ âñåõ t ≥ T (ε) âñå nóçëîâ äîñòèãàþò ε-êîíñåíñóñà.Èç ôîðìóëû (18), îöåíèâ êâàäðàò íîðìû ïåðâîãî ñëàãàåìîãî

||
n
∑

j=2

(z̄Tj x̄0)e
−λj tr̄j ||2 ≤ e−2Re(λ2)t||x̄0 − x?1||2, 13



ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ âðåìåíåì äîñòèæåíèÿ ε-êîíñåíñóñàâ ñèñòåìå (17)
T (ε) =

1

2Re(λ2)
ln

(

(n− 1)||x0 − x?1||2
ε

)

. (20)Ë å ì ì à 4. Åñëè ãðàô GA èìååò îñòîâíîå äåðåâî, òî óïðàâëå-íèÿ (7) ñ αt = α è Bt = A îáåñïå÷èâàåò ε-êîíñåíñóñ äëÿ íåïðåðûâ-íîé ñèñòåìû (10) äëÿ ëþáîãî t ≥ T (ε), ãäå T (ε) îïðåäåëåíî â (20),è åãî çíà÷åíèå x? îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (19).Ïîõîæàÿ îöåíêà äëÿ âðåìåíè äîñòèæåíèÿ ε-êîíñåíñóñà ìîæåòáûòü ïîëó÷åíà è äëÿ äèñêðåòíîé ñèñòåìû (13).Íåîïðåäåëåííîñòè è çàäåðæêè â íàáëþäåíèÿõ ìîãóò ñóùåñòâåí-íî ñêàçàòüñÿ íà õàðàêòåðå ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèè çàìêíóòîé ñòîõà-ñòè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïðè àíàëèçå ñâîéñòâ ïîëó÷àþ-ùèõñÿ ðåøåíèé äëÿ äèñêðåòíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì èñïîëüçî-âàíèå ìåòîäà óñðåäíåííûõ ìîäåëåé Äåðåâèöêîãî-Ôðàäêîâà-Ëüþíãà(ÄÔË-ñõåìû) [27,30] âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿåò ñâåñòè ðåøåíèåê èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ ñîîòâåòñòâóþùåé äåòåðìèíèðîâàííîé çà-äà÷è.4. Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿÏóñòü (Ω,F ,P) � îñíîâíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî.Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñåòü èç n ∈ N óçëîâ (àãåíòîâ) i, i =
1, 2, . . . , n. Îáîçíà÷èì N = {1, 2, . . . , n} � ìíîæåñòâî óçëîâ.Ïóñòü èçìåíåíèÿ â äèñêðåòíîì âðåìåíè t = 0, 1, 2, . . . ñîñòîÿíèéóçëîâ îïèñûâàþòñÿ ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè (1):

xi
t+1 = xi

t + f i(xi
t, u

i
t), i ∈ N, t = 0 . . . T,â êîòîðûõ xi

t ∈ R � ñîñòîÿíèÿ óçëà i â ìîìåíò âðåìåíè t, f i(·, ·) :
R× R → R � íåêîòîðûå ôóíêöèè:A1. ∀i ∈ N ôóíêöèè f i(x, u) ãëàäêèå è ëèïøèöåâû ïî x è u:

|f i(x, u) − f i(x′, u′)| ≤ L1(Lx|x − x′| + |u − u′|), ñêîðîñòü ðî-ñòà îãðàíè÷åíà: |f i(x, u)|2 ≤ L2(Lc +Lx|x|2 + |u|2), ïðè ëþáîì
x âåðíî Ef i(x, u) = f i(x,E u) è f i(x, 0) = 0; 14



ui
t ∈ R � óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ, êîòîðûå â ìîìåíò âðåìåíè tâîçäåéñòâóþò íà óçåë i è ôîðìèðóþòñÿ ïî ïðîòîêîëó (7)

ui
t = αt

∑

j∈N̄i
t

bi,jt (yi,jt − yi,it )ïî çàøóìëåííîé èíôîðìàöèè yi,it (ñì. (3)) î ñîñòîÿíèè ñàìîãî óçëà
i è, åñëè N̄ i

t 6= ∅, î ñîñòîÿíèÿõ ñîñåäåé yi,jt (ñì. (4)).Îáîçíà÷èì w̄t ∈ R
n2 � âåêòîð ñîñòàâëåííûé èç ýëåìåíòîâ wi,j

t , i, j ∈
N (ìàòðèöà n×n èç ïîìåõ íàáëþäåíèé èëè íóëåé, ðàñïèñàííàÿ ïîñòðîêàì â âèäå âåêòîðà).Ïðè íåâûðîæäåííûõ ïîìåõàõ â íàáëþäåíèÿõ w̄t, åñëè αt íåñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, òî àñèìïòîòè÷åñêèé êîíñåíñóñ, êàê ïðàâèëî, íåäîñòèãàåòñÿ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó î äîñòèæåíèè ïðèáëè-æåííîãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî êîíñåíñóñà.Î ï ð å ä å ë å í è å 7. n óçëîâ äîñòèãàþò ñðåäíåêâàäðàòè÷å-ñêîãî ε-êîíñåíñóñà â ìîìåíò âðåìåíè t, åñëè E||xi

t||2 < ∞, i ∈ N èñóùåñòâóåò ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ x? òàêàÿ, ÷òî E||xi
t−x?||2 ≤ εäëÿ âñåõ i ∈ N .Ñôîðìóëèðóåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ î ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàê-òåðèñòèêàõ íåîïðåäåëåííîñòåé, ïðè êîòîðûõ ïðîòîêîë ëîêàëüíîãîãîëîñîâàíèÿ (7) îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ε-êîíñåíñóñà.A2. à) ∀i ∈ N, j ∈ N i ïîìåõè íàáëþäåíèé wi,j

t � öåíòðèðîâàííûå,íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûñ îãðàíè÷åííûìè äèñïåðñèÿìè: E(wi,j
t )2 ≤ σ2

w .á) ∀i ∈ N, j ∈ N i ïîÿâëåíèå ïåðåìåííîãî ðåáðà (i, j) â ãðàôå
GAt

� íåçàâèñèìîå ñëó÷àéíîå ñîáûòèå, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî
pi,ja (ò. å. ìàòðèöû At � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-íûå ñëó÷àéíûå ìàòðèöû).â) ∀i ∈ N, j ∈ N i âåñà bi,jt â ïðîòîêîëå óïðàâëåíèÿ � îãðà-íè÷åííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû: b ≤ bi,jt ≤ b̄ ñ âåðîÿòíîñòüþåäèíèöà, è ñóùåñòâóþò ïðåäåëû bi,j = limt→∞ Ebi,jt .ã) ∀i ∈ N, j ∈ N i ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ âåëè÷èíà d̄ ∈ N: di,jt ≤ d̄ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 è öåëî÷èñëåííûå çàäåðæêè di,jt � íåçàâèñè-ìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèíè-ìàþùèå çíà÷åíèÿ k = 0, . . . , d̄ ñ âåðîÿòíîñòÿìè pijk . 15



Êðîìå òîãî, âñå ýòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ìàòðèöû íåçàâè-ñèìû ìåæäó ñîáîé è èõ ýëåìåíòû èìåþò îãðàíè÷åííûå äèñ-ïåðñèè.Äëÿ t = 1, 2, . . . îïðåäåëèì ðàñøèðÿþùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè σ-àëãåáð âåðîÿòíîñòíûõ ñîáûòèé F̃t, ïîðîæäàåìûõ ñëó÷àéíû-ìè ýëåìåíòàìè A1, . . . , At−1; d
ij
1 , . . . , d

ij
t−1, b

ij
1 , . . . , b

ij
t−1, w

ij
1 , . . . , wij

t ,

i, j ∈ N , è Ft = σ{FA
t , At; b

ij
t , d

ij
t , i, j ∈ N}.Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X è σ-àëãåáðû âåðîÿòíîñòíûõ ñîáû-òèé F ââåäåì îáîçíà÷åíèå EFX äëÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãîîæèäàíèÿ X îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû F .Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû x̄t èçìåðèìû îòíîñèòåëüíî

σ-àëãåáðû Ft−1, ò. å. EFt−1
x̄t = x̄t.Ïðè d̄ > 0 äîáàâèì ê ðàññìàòðèâàåìîé òîïîëîãèè ñåòè nd̄ íî-âûõ óçëîâ, âêëþ÷èâ íîâûõ �ôèêòèâíûõ� àãåíòîâ ñ ñîñòîÿíèÿìè âìîìåíò âðåìåíè t, ðàâíûì ñîîòâåòñòâóþùèì ñîñòîÿíèÿì äåéñòâè-òåëüíûõ àãåíòîâ â ïðåäøåñòâóþùèå d̄ ìîìåíòîâ âðåìåíè: t− 1, t−

2, . . . , t − d̄. Îáîçíà÷èì n̄ = n(d̄ + 1) è îïðåäåëèì ìàòðèöó Amaxðàçìåðíîñòè n̄× n̄ ïî ïðàâèëó:
ai,jmax = pi,j mod d̄

j÷d̄
pi,j mod d̄
a bi,j mod d̄, i ∈ N, j = 1, 2, . . . , n̄,

ai,jmax = 0, i = n+ 1, n+ 2, . . . , n̄, j = 1, 2, . . . , n̄.Çäåñü îïåðàöèè mod è ÷ � îñòàòîê îò äåëåíèÿ è äåëåíèå íàöåëîñîîòâåòñòâåííî.Çàìåòèì, ÷òî ïðè d̄ = 0 ýòî îïðåäåëåíèå òîïîëîãèè ñåòè (ìàò-ðèöû Amax ðàçìåðíîñòè n× n) èìååò âèä
ai,jmax = pi,ja bi,j , i ∈ N, j ∈ N.Åñëè ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ìàòðèö Āt ñýëåìåíòàìè, çàäàþùèìè ñâÿçè â ìîìåíò âðåìåíè t, òî îíè âñå îäè-íàêîâî ðàñïðåäåëåíû, à ìàòðèöà Amax ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ åå ìà-òåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì (óñðåäíåíèåì).Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ìàòðèöû òîïîëîãèè ñåòè âûïîëíÿåòñÿñëåäóþùåå óñëîâèå:A3. Ãðàô {N,Emax} èìååò îñòîâíîå äåðåâî è äëÿ ëþáîãî ðåáðà

(j, i) ∈ Emax ñðåäè ýëåìåíòîâ ai,jmax, a
i,j+n
max , . . . , ai,j+d̄n

max ìàòðèöû
Amax íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí íåíóëåâîé. 16



5. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà íåïðåðûâíîé ìîäåëèïðè îòñóòñòâèè çàäåðæåêÏåðåïèøåì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñîñòîÿíèé ñåòè â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîìâèäå:
x̄t+1 = x̄t + F (αt, x̄t, w̄t), (21)ãäå F (αt, x̄t, w̄t) � âåêòîð ðàçìåðíîñòè n:

F =







· · ·
f i(xi

t, αt

∑

j∈N̄i
t

bijt ((x
j
t − xi

t) + (wi,j
t − wi,i

t )))

· · ·






. (22)Ïðèìåíåíèå ìåòîäà óñðåäíåííûõ ìîäåëåé (ñì. [27, 30]) ñîñòî-èò â ïðèáëèæåííîé çàìåíå èñõîäíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ðàçíîñòíîãîóðàâíåíèÿ (21), îïèñûâàþùåãî äèíàìèêó ñåòè, îáûêíîâåííûì äèô-ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:

dX

dτ
= R(α, x̄), (23)â êîòîðîì

R(α, x̄) = R






α,

x1...
xn






=





· · ·
1
αf

i(xi, αsi(x̄))
· · ·



 , (24)
si(x̄) =

∑

j∈Ni

ai,jmax(x
j − xi) = −di(Amax)x

i +

n
∑

j=1

ai,jmaxx
j , i ∈ N.Óñëîâèÿ áëèçîñòè òî÷åê òðàåêòîðèé {x̄t} èç (21)-(22) è {x̄(τt)},

τt = α0+α1+ . . .+αt−1, (â ÷àñòíîñòè, åñëè ∀t αt = α = const, òîãäà
τt = Tα), èç (23)-(24) íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè ñëåäóþò èçñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ [27, 28].Ò å î ð å ì à 1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ A1, A2à�â è 0 <
αt < ᾱ, òîãäà ñóùåñòâóåò α̃ òàêîå, ÷òî ïðè ᾱ < α̃ ñïðàâåäëèâàñëåäóþùàÿ îöåíêà:

E max
0≤τt≤τmax

||x̄t − x̄(τt)||2 ≤ C1e
C2τmax ᾱ, (25)ãäå C1 > 0, C2 > 0 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. 17



Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàëüíåéøèõ äîêàçàòåëüñòâàõ áóäóò ïîëåçíûäâà ôàêòà.Ï ð å ä ë î æ å í è å 1. Äëÿ z̄ ∈ R
n è ìàòðèöû Amax âûïîëíÿ-åòñÿ íåðàâåíñòâî

n
∑

i=1

(
∑

j∈Ni

aijmaxz
j)2 ≤ ||Amax||22||z̄||2.Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ïî-ëó÷àåì

n
∑

i=1

(
∑

j∈Ni

aijmaxz
j)2 ≤

n
∑

i=1

(
∑

j∈Ni

ai,jmax

2
)(
∑

j∈Ni

zj
2
) ≤

≤ (

n
∑

i=1

n
∑

j=1

ai,jmax

2
)(

n
∑

j=1

zj
2
) ≤ ||Amax||22||z̄||2.Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.

||s̄(z̄)||2 ≤ 2||L(Amax)||22||z̄||2.Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò Ïðåäëîæåíèÿ 1, âûâîäèì
||s̄(z̄)||2 =

n
∑

i=1

(

n
∑

j=1

aijmax(z
j−zi))2 ≤

n
∑

i=1

(di(Amax)|zi|+|
∑

j∈Ni

aijmaxz
j|)2 ≤

≤ 2(
n
∑

i=1

di(Amax)
2 + ||Amax||22)||z̄||2 = 2||L(Amax)||22||z̄||2.Ï ð å ä ë î æ å í è å 3. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé A2 si(x̄) =

1
αt
EFt−1

ui
t è ñïðàâåäëèâà îöåíêà
1

α2
t

EFt−1
ui
t

2 ≤ (n− 1)b̄2||x̄t − xi
t1||2 + nb̄2σ2

w, i ∈ N. 18



Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïðîòîêîëà(7)
1

αt
ui
t =

∑

j∈N̄i
t

bi,jt ((xj − xi) + (wi,j
t − wi,i

t )).Èç óñëîâèé A2 ñëåäóåò, ÷òî si(x̄) = 1
αt
EFt−1

ui
t.Â ñèëó öåíòðèðîâàííîñòè ïîìåõ íàáëþäåíèé (ïî óñëîâèþ A2a)ïîñëåäîâàòåëüíî âûâîäèì

1

α2
t

EFt−1
ui
t
2
= EFt−1

(
∑

j∈N̄i
t

bijt ((x
j
t − xi

t) + (wij
t − wii

t )))
2 =

= EFt−1
(
∑

j∈N̄i
t

bijt (x
j
t − xi

t))
2 + EFt−1

(
∑

j∈N̄i
t

bijt (w
ij
t − wii

t ))
2 ≤

≤ ||x̄t − xi
t1||2EFt−1

∑

j∈N̄i
t

(bijt )
2 ++EFt−1

(
∑

j∈N̄i
t

bijt
2
(wij

t

2
+ wii

t

2
))

≤ (n− 1)b̄2||x̄t − xi
t1||2 + nb̄2σ2

w .Ï ð å ä ë î æ å í è å 4. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé A2 ñïðàâåäëèâàîöåíêà
EFt−1

| 1
αt

ui
t − si(x̄)|2 ≤ (n− 1)b̄2||x̄t − xi

t1||2 + nb̄2σ2
w , i ∈ N.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñëîâèé A2, âçÿâ óñëîâíîå ìàòåìàòè÷å-ñêîå îæèäàíèå îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû F̃t ñëåäóåò, ÷òî si(x̄) = Eui

t.Â ñèëó öåíòðèðîâàííîñòè ïîìåõ íàáëþäåíèé (ïî óñëîâèþ A2a),îáîçíà÷èâ
s̃it =

∑

j∈N̄i
t

bijt (x
j
t − xi

t), w̃
i
t =

∑

j∈N̄i
t

bijt (w
ij
t − wii

t )ïîñëåäîâàòåëüíî âûâîäèì
EF̃t

| 1
αt

ui
t − si(x̄)|2 = EF̃t

|s̃it + w̃i
t − si(x̄)|2 = EF̃t

(s̃it)
2+

+EF̃t
(w̃i

t)
2 + (si(x̄))2 − 2si(x̄)EF̃t

w̃i
t − 2si(x̄)EF̃t

s̃it + 2EF̃t
s̃itw̃

i
t = 19



= EF̃t
(s̃it)

2 + EF̃t
(w̃i

t)
2 − (si(x̄))2 = EF̃t

(s̃it)
2 − (si(x̄))2 + nb̄2σ2

w.Âçÿâ óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû
Ft−1, ïîëó÷àåì

EFt−1
(s̃it)

2 − (si(x̄))2 + nb̄2σ2
w ≤ (n− 1)b̄2||x̄t − xi

t1||2 + nb̄2σ2
w .Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ Òåîðåìû 1íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ëèïøèöà è ðîñòàèç ôîðìóëèðîâêè Òåîðåìû 1 èç [36].Ïåðâîå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì èç ëèïøèöåâîñòè ôóíêöèè

f i(x, u) è âèäà âåêòîð-ôóíêöèè R(α, z̄). Ïóñòü z̄, z̄′ ∈ R
n. Â ñèëóïðåäïîëîæåíèÿ Ïðåäëîæåíèÿ 1 èìååì

||R(α, z̄)−R(α, z̄′)|| =
(

L2
1

α2

n
∑

i=1

(Lx|zi − z′
i|+ |αsi(z̄ − z̄′)|)2

)
1

2

≤

≤ L1

√
2

√

Lx

α2
+ 2||L(Amax)||22||(z̄ − z̄′)|| = L̄1||z̄ − z̄′||.Àíàëîãè÷íî âûâîäèì

||R(α, z̄)−R(α′, z̄)|| =
(

∑

i∈N

(
1

α
f i(zi, αsi(z̄))− 1

α′ f
i(zi, α′si(z̄)))2

)
1

2

=

= (
∑

i∈N

(
1

α
(f i(zi, αsi(z̄))−f i(zi, α′si(z̄)))−(

1

α′−
1

α
)f i(zi, α′si(z̄)))2)

1

2 ≤

= (2
∑

i∈N

L2
1(α− α′)2

α2
|si(z̄)|2+L2(

1

α′−
1

α
)2(Lc+Lx|zi|2+α′2|si(z̄)|2)) 1

2 ≤

≤ L̄α(1 + ||z̄||)|α− α′|.Äîêàæåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ðîñòà. Ïóñòü z̄ ∈ R
n. Â ñèëó îãðà-íè÷åííîñòè ñêîðîñòè ðîñòà f i(x, u) è ëèïøèöåâîñòè ïî u (ïî ïðåä-ïîëîæåíèþ A1) èìååì

E|| 1
αt

F (αt, z̄, w̄t)−R(α, z̄)||2 =
∑

i∈N

E| 1
αt

f i(zi, αts̃
i
t)−

1

α
f i(zi, αsi(z̄))|2 =20



=
∑

i∈N

E| 1
αt

(f i(zi, αts̃
i
t)− f i(zi, αsi(z̄)))− (

1

α
− 1

αt
)f i(zi, αsi(z̄))|2 ≤

≤ 2
∑

i∈N

E
1

α2
t

|f i(zi, αts̃
i
t)−f i(zi, αsi(z̄))|2+(

1

α
− 1

αt
)2|f i(zi, αsi(z̄))|2 ≤

≤ 2
∑

i∈N

E
L1

α2
t

|αts̃
i
t − αsi(z̄)|2 + L2(

1

α
− 1

αt
)2(Lc + Lx|zi|2 + |si(z̄)|2) ≤

≤ γt(nLc+Lx||z̄||2)+
∑

i∈N

E4L1|s̃it−si(z̄)|2+(
4L1(α− αt)

2

α2
t

+γt)s
i(z̄)2,ãäå γt = 2L2(1/α− 1/αt)

2.Ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàòû Ïðåäëîæåíèé 2, 3 è 4, îáîçíà÷àÿ βt =
(4L1((α− αt)

2 − 1)/α2
t + γt ïîñëåäîâàòåëüíî âûâîäèì

E|| 1
αt

F (αt, z̄, w̄t)−R(α, z̄)||2 ≤ γt(nLc + Lx||z̄||2)+

+
∑

i∈N

(4
L1

α2
t

(E(s̃it)
2 − si(z̄)2) + (

4L1(α− αt)
2

α2
t

+ γt)s
i(z̄)2 =

= γt(nLc+Lx||z̄||2)+4
L1

α2
t

E||s̃t||2+βt||s̄(z̄)||2 ≤ nγtLc+4
L1

α2
t

n2b̄2σ2
w+

+(γtLx + 8n(n− 1)b̄2
L1

α2
t

+ 2βt||L(Amax)||22)||z̄||2 = L̄2(1 + ||z̄||2).Çàìåòèì, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà αt ≡ α = const è Lx = 0, ïðèôèêñèðîâàííîì ïðàâîì êîíöå èíòåðâàëà äëÿ íåïðåðûâíîé ìîäåëè
τmax êîíñòàíòû C1 è C2 íå çàâèñÿò îò α, à, çíà÷èò, çà ñ÷åò âûáîðàìàëîãî α âîçìîæíî äîñòèæåíèå ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ðàñõîæäåíèÿòðàåêòîðèé.Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å î äîñòèæåíèè êîíñåíñóñà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîâ íåïðåðûâíîé ìîäåëè (23)-(24) ñ òå÷åíèåì âðåìåíè äîñòèãàåòñÿ ε

4 -êîíñåíñóñ, ò. å. âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà x̄(τ) ñòàíîâÿòñÿ áëèçêè êíåêîòîðîìó îáùåìó äëÿ âñåõ i ∈ N çíà÷åíèþ x?. Óñëîâèÿ äîñòèæå-íèÿ ε-êîíñåíñóñà äëÿ òðàåêòîðèé {x̄t} èç (21)-(22) äàíû â ñëåäóþ-ùåé òåîðåìå. 21



Ò å î ð å ì à 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ A1, A2à�â,
0 < αt < ᾱ è äëÿ íåïðåðûâíîé ìîäåëè (23)-(24) äîñòèãàåòñÿ ε

4 -êîíñåíñóñ çà âðåìÿ T ( ε4 ). Åñëè ïàðàìåòðû ïðîòîêîëà êîíñåíñóñà
{αt} âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî τmax =

∑T
t=0 αt > T ( ε4 ) è äëÿêîíñòàíò C1, C2 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

C1e
C2τmax max

τt≤τmax

αt ≤
ε

4
,òîãäà â ñòîõàñòè÷åñêîé äèñêðåòíîé ñèñòåìå (21)-(22) â ìîìåíòûâðåìåíè t : T ( ε4 ) ≤ t ≤ τmax äîñòèãàåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèé

ε-êîíñåíñóñ.Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì x? � çíà÷åíèå êîíñåíñóñà íåïðåðûâ-íîé ñèñòåìû. Èç ïåðâûõ óñëîâèé Òåîðåìû 2 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿÒåîðåìû 1, ò. å. åå ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ. Èç îñòàëüíûõ óñëîâèéÒåîðåìû 2 è ðåçóëüòàòà Òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì
E||x̄t − x?1||2 ≤ 2E||x̄t − x̄(τ)||2 + 2||x̄(τ) − x?1||2 ≤ ε

2
+

ε

2
≤ ε.Ðàññìîòðèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ∀i ∈ N f i(x, u) = u.Èç Òåîðåìû 2 ìîæíî ïîëó÷èòü âàæíîå ñëåäñòâèå. Â Ëåììå 4äëÿ âðåìåíè äîñòèæåíèÿ ε

4 -êîíñåíñóñà â íåïðåðûâíîé ìîäåëè (23)-(24) ïîëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó
T
(ε

4

)

=
1

2Re(λ2)
ln

(

4(n− 1)||x̄0 − x?1||2
ε

)

. (26)Ò å î ð å ì à 3. Åñëè f i(x, u) = u äëÿ ëþáîãî i ∈ N è âûïîë-íåíû óñëîâèÿ A2à�â, A3, òîãäà äëÿ âñÿêîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãîïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε > 0 äëÿ ëþáîãî τmax > T ( ε4 ), îïðåäåëÿå-ìîãî ïî (26), ïðè âûáîðå äîñòàòî÷íî ìàëûõ
max

τt≤τmax

αt ≤
ε

4C1eC2τmaxâ ìîìåíòû âðåìåíè t : T ( ε4 ) ≤ t ≤ τmax n óçëîâ äîñòèãàþòñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî ε-êîíñåíñóñà. Çäåñü êîíñòàíòû C1, C2, ᾱ èçÒåîðåìû 6, à λ2 � áëèæàéøåå ê ìíèìîé îñè ñîáñòâåííîå ÷èñëîìàòðèöû L ñ íåíóëåâîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ. 22



Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 3 R(α, x̄) � ëèíåéíàÿ ôóíê-öèÿ. Ò. å. äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (23) èìååò âèä (17):
˙̄x = −L(Amax)x̄,ãäå L(Amax) � ìàòðèöà, ÿâëÿþùàÿñÿ ëàïëàñèàíîì ìàòðèöû Amax.Âñå ñóììû ïî ñòðîêàì ýëåìåíòîâ ìàòðèöû L(Amax) ðàâíû íóëþè, áîëåå òîãî, âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ïîëîæèòåëüíû è ðàâíûïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñóììå âñåõ îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ â ñòðîêå.Âåêòîð èç åäèíèö 1 ÿâëÿåòñÿ åå ïðàâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì,ñîîòâåòñòâóþùèì íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. Ïîëó÷åííàÿíåïðåðûâíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî óñòîé÷èâîé ïðè h = 1T x̄.Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ A3 â Ëåììå 3 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òîâ òàêîé íåïðåðûâíîé ñèñòåìå äîñòèãàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé êîíñåí-ñóñ, à â Ëåììå 4 � ε-êîíñåíñóñ è ïîëó÷åíà ôîðìóëà (20) äëÿ âðå-ìåíè åãî äîñòèæåíèÿ.Ðàññìîòðèì ñëó÷àé áåñêîíå÷íîãî èíòåðâàë âðåìåíè: T = ∞.Î ï ð å ä å ë å í è å 8. n óçëîâ äîñòèãàþò àñèìïòîòè÷å-ñêîãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî ε-êîíñåíñóñà, åñëè E||xi

t||2 < ∞, t =
0, 1, . . . , i ∈ N è ñóùåñòâóåò ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ x? òàêàÿ, ÷òî
limt→∞ E||xi

t − x?||2 ≤ ε äëÿ âñåõ i ∈ N .Òåîðåìà 2 íå äàåò ñâåäåíèé îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ñè-ñòåìû. Óñëîâèÿ äîñòèæèìîñòè àñèìïòîòè÷åñêîãî ñðåäíåêâàäðàòè-÷åñêîãî ε-êîíñåíñóñà äàíû â ñëåäóþùåé òåîðåìå.Ò å î ð å ì à 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ A1, A2à�â,
0 < αt < ᾱ è íåïðåðûâíàÿ ìîäåëü (23)-(24) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé-÷èâà, òîãäà n óçëîâ äîñòèãàþò àñèìïòîòè÷åñêîãî ñðåäíåêâàäðà-òè÷åñêîãî ε-êîíñåíñóñà ñ ε = C3ᾱ

µ äëÿ íåêîòîðûõ íåçàâèñÿùèõ îò
ᾱ êîíñòàíò C3 è µ : 0 < µ < 1.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 2 áûëî ïîêàçàíî,÷òî âûïîëíåíèè óñëîâèé A1, A2à�â âëå÷åò âûïîëíåíèå óñëîâèéÒåîðåìû 1 èç [36]. Ò. ê. ïî óñëîâèþ Òåîðåìû 4 íåïðåðûâíàÿ ìî-äåëü (23)-(24) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà, òî âûïîëíåíû âñå óñëî-âèÿ Òåîðåìû 1 èç [36]. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îöåíêè áëèçîñòè òðàåê-òîðèé ñòîõàñòè÷åñêîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû è íåïðåðûâíîé ìîæíî23



âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì
E||x̄t − x̄(τt)||2 ≤ C3ᾱ

µ,èç êîòîðîãî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò çàêëþ÷åíèå Òåîðåìû 4, òàêêàê ||x̄(τt)||2 → 0 ïðè t → ∞ â ñèëó ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòèíåïðåðûâíîé ìîäåëè (23)-(24).Â ñëó÷àå, åñëè íåïðåðûâíàÿ ñèñòåìà (23)-(24) íå ÿâëÿåòñÿ ýêñïî-íåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé, òî äëÿ àíàëèçà äîñòèæèìîñòè êîíñåíñóñàÒåîðåìó 4 èñïîëüçîâàòü íåëüçÿ.Îäíèì èç íîâûõ íàïðàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå òî÷íîñòè íåïðå-ðûâíûõ ìîäåëåé íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè ïðè ïðåäïî-ëîæåíèå ÷àñòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (23) âìåñòî àñèìïòîòè-÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.Ñëåäóÿ [35] ââåäåì îïðåäåëåíèÿ.Î ï ð å ä å ë å í è å 9. Ïóñòü Ω,Ω0, Ω ⊆ Ω0 � çàìêíóòûåïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà R
n è Ω ñîñòîèò èç ðàâíîâåñèÿ (23).Ìíîæåñòâî Ω íàçûâàåòñÿ Ω0−ïîòî÷å÷íî óñòîé÷èâûì äëÿ ñèñòå-ìû (23), åñëè îíî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è ëþáîå ðåøåíèå, íà÷è-íàÿñü ñ Ω0, ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå èç Ω êîãäà t → ∞.Î ï ð å ä å ë å í è å 10. Ñèñòåìà (23) íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî h-óñòîé÷èâîé, åñëè ñóùåñòâóþò ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ȳ = h(z̄), h :

R
n → R

l è îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî Ω0 ⊆ R
n òàêèå, ÷òî rank∂y

∂z̄ =
l äëÿ z̄ ∈ Ω = {z̄ ∈ Ω0 : h(z̄) = 0} è ìíîæåñòâî Ω ÿâëÿåòñÿ
Ω0−ïîòî÷å÷íî óñòîé÷èâûì.Ïðè ïðåäïîëîæåíèè ÷àñòè÷íîé h-óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (23)-(24) âîçìîæíî ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòîâ î äîñòèæåíèè êîíñåíñóñà íàîñíîâå Òåîðåìû 1 èç [36].Ò å î ð å ì à 5. Ïóñòü óñëîâèÿ A1, A2à�â âûïîëíåíû,ñèñòåìà (23)-(24) ÷àñòè÷íî h-óñòîé÷èâà, à òàêæå ñóùåñòâóþòäâàæäû íåïðåðûâíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V (z̄) è ïîëîæè-òåëüíûå ÷èñëà κ1, κ2, κ3 òàêèå, ÷òî

V̇ (z̄) ≤ −κ1V (z̄),

∣

∣

∣

∣

∂2V (z̄)

∂z̄(i)∂z̄(j)

∣

∣

∣

∣

≤ κ3, V (z̄) ≥ κ2||h(z̄)||2. (27)24



Åñëè â íåïðåðûâíîé ìîäåëè (23)-(24) äîñòèãàåòñÿ àñèìïòîòè÷å-ñêèé êîíñåíñóñ òîãäà â äèñêðåòíîé ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìå (21)-(22) äîñòèãàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèé ε-êîí-ñåíñóñ ñ
ε = C4α̃

µ, (28)ãäå êîíñòàíòû C4 > 0, 0 < µ < 1, α̃ : 0 < αt ≤ α̃.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 2 óñòàíîâëåíû âû-ïîëíåíèå óñëîâèé Ëèïøèöà äëÿ ôóíêöèè R(α, x̄) è îãðàíè÷åííîñòèñêîðîñòè ðîñòà. Â ñèëó ýòîãî çàêëþ÷åíèå Òåîðåìû 5 ïðÿìî ñëåäó-åò èç Òåîðåìû 1 èç [36], â êîòîðîé óñòàíîâëåíà ðàâíàÿ âåëè÷èíå
ε èç (28) âåðõíÿÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îöåíêà ðàññòîÿíèÿ ìåæäóòåêóùèì ñîñòîÿíèåì íåïðåðûâíîé ñèñòåìû è ïðåäåëüíûì ìíîãî-îáðàçèåì, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîíñåí-ñóñó, äîñòèãàåìîìó â íåïðåðûâíîé ñèñòåìå â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿÒåîðåìû 5.6. Óñëîâèÿ äîñòèæåíèÿ êîíñåíñóñàïðè çàäåðæêàõ â íàáëþäåíèÿõÒåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà d̄ ≥ 0. Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ êàæäûé óçåë i ∈ N èìååò çàøóìëåííóþ èí-ôîðìàöèþ î ñâîåì ñîáñòâåííîì ñîñòîÿíèè

yi,it = xi
t + wi,i

tè, åñëè N̄ i
t 6= ∅, çàøóìëåííûå íàáëþäåíèÿ î ñîñòîÿíèÿõ ñîñåäåé âòåêóùèé èëè ïðåäøåñòâóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè

yi,jt = xj

t−di,j
t

+ wi,j
t , j ∈ N̄ i

t ,ãäå di,jt � ñëó÷àéíàÿ çàäåðæêà â ìîìåíò âðåìåíè t â íàáëþäåíèè
i-ì àãåíòîì ñîñòîÿíèÿ j-ãî àãåíòà, wi,i

t , wi,j
t � ïîìåõè íàáëþäåíèé.Ïîëîæèì x̄t ≡ 0 äëÿ −d̄ ≤ t < 0, è îïðåäåëèì X̄t ∈ R

nd̄ �ðàñøèðåííûé âåêòîð ñîñòîÿíèé X̄t = [x̄t, x̃t−1, . . . , x̃t−d̄], ãäå x̃t−k �âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç òàêèõ xi
t−k, ÷òî ∃j ∈ N i ∃k′ ≥ k : pijk′ > 0, ò. å.ýòî çíà÷åíèå ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ ó÷àñòâóåò â ôîðìèðî-âàíèè õîòÿ áû îäíîãî èç óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé. Â äàëüíåéøåì25



äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òàê ââåäåííûé ðàñøèðåííûé âåê-òîð ñîñòîÿíèé ðàâåí X̄t = [x̄t, x̄t−1, . . . , x̄t−d̄], ò. å. â íåãî âõîäÿò âñåêîìïîíåíòû ñî âñåâîçìîæíûìè çàäåðæêàìè, íå ïðåâîñõîäÿùèìè d̄.Ïåðåïèøåì äèíàìèêó îáîáùåííûõ ñîñòîÿíèé ñåòè â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîì âèäå:
X̄t+1 = UX̄t + F (αt, X̄t, w̄t), (29)ãäå U � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n̄× n̄, èìåþùàÿ âèä:
U =















I 0 0 . . . 0
I 0 0 . . . 0
0 I 0 . . . 0... ... . . . ... ...
0 0 . . . I 0















, (30)â êîòîðîì I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n×n, à F (αt, X̄t, w̄t) :

R × R
n̄ × R

n2 → R
n̄ � âåêòîð-ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àðãóìåí-òîâ:

F =











· · ·
f i(xi

t, αt

∑

j∈N̄i
t

bijt ((x
j

t−dij
t

− xi
t) + (wij

t − wii
t )))

· · ·
0nd̄











, (31)ñîäåðæàùàÿ íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òîëüêî íà ïåðâûõ n ìåñòàõ.Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ (29) óñðåäíåííóþ äèñêðåòíóþ ìî-äåëü
Z̄t+1 = UZ̄t +G(αt, Z̄t), Z̄0 = X̄0, (32)ãäå

G(α, Z̄) = G






α,

z1...
zn(d̄+1)






=









· · ·
f i(zi, αsi(Z̄))

· · ·
0nd̄









, (33)
si(Z̄) =

∑

j∈Ni

pija b
ij((

d̄
∑

k=0

pijk z
j+kn)−zi) = −di(Amax)z

i+

n(d̄+1)
∑

j=1

ai,jmaxz
j,

i ∈ N. 26



Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå áåç ñëó÷àéíûõ çàäåðæåê â èç-ìåðåíèÿõ, òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû {X̄t} èç (29) âìîìåíò âðåìåíè t áëèçêè â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå ê òðàåê-òîðèÿì óñðåäíåííîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû (32).Ò å î ð å ì à 6. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ A1,A2, 0 < αt < ᾱ,òîãäà ñóùåñòâóåò α̃ òàêîå, ÷òî ïðè ᾱ < α̃ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþ-ùàÿ îöåíêà:
E max

0≤t≤T
||X̄t − Z̄t||2 ≤ c1τT e

c2τ
2

T ᾱ, (34)ãäå τT = 2d̄(α0+α1+. . .+αT−1), c1, c2 > 0 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû:
c1 = 8n

(

c̃+ ĉ(
nL2Lc + ᾱ2c̃

c3
+ ||X̄0||2)eT ln(c3+1)

)

, c̃ = n2L2
1b̄

2σ2
w ,

c2 = 21−d̄L2
1(
Lx

α
+2ᾱ2||L(Amax)||22), c3 = d̃+Lx(2

1+d̃/2L1+L2)+ ᾱc′,

ĉ = 2L2
1n(n− 1)b̄2, c′ = 21+d̃/2L1||L(Amax)||2 + ᾱ(L2||L(Amax)||22 + ĉ),

α = min
1≤t≤T

αt, d̃ = 0, åñëè d̄ = 0, èëè d̃ = 1, åñëè d̄ > 0.Çàìåòèì, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè çàäåðæåê â èçìåðåíèè (d̃ = 0)è ïðè Lx = 0 îïðåäåëåííàÿ â Òåîðåìå (6) êîíñòàíòà c3 îöåíèâà-åòñÿ âåëè÷èíîé ïðîïîðöèîíàëüíîé ᾱ, è, ñëåäîâàòåëüíî, êîíñòàíòà
c1 îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé ïðîïîðöèîíàëüíîé τT , ÷òî ñîîòâåòñòâóåòïîëó÷åííîìó ðàíåå äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ðåçóëüòàòó èç [27, 28].Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

vt = F (αt, X̄t, w̄t)−G(αt, X̄t). (35)Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ A2 óñðåäíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî îòíî-ñèòåëüíî σ-àëãåáð Fd
t è Ft íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî EFt

vt = 0.Ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 6 áóäóò èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå÷åòûðå âñïîìîãàòåëüíûõ ïðåäëîæåíèÿ:Ï ð å ä ë î æ å í è å 5.
||UX̄||2 ≤ 2d̃||X̄ ||2, . . . , ||U d̄X̄ ||2 ≤ 2d̄||X̄||2, . . . , ||UkX̄||2 ≤ 2d̄||X̄||2,27



Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû U íåñëîæíî ïîëó-÷èòü ïåðâîå íåðàâåíñòâî, à äåëåå ïîëó÷àåì èíäóêöèåé ïî k, ó÷èòû-âàÿ
∀k > d̄ Uk = U d̄ =











I 0 0 . . . 0
I 0 0 . . . 0... ... ... ... ...
I 0 0 . . . 0











. (36)Ï ð å ä ë î æ å í è å 6. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé A2 ñïðàâåäëèâàîöåíêà
E max

1≤t≤T
||

t
∑

i=1

vt||2 ≤ 4n

T
∑

t=1

E||vt||2.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé A2 ñëó÷àéíûå ýëåìåí-òû vt ÿâëÿþòñÿ ìàðòèíãàëüíûìè ðàçíîñòÿìè, ò. å. îíè öåíòðèðîâà-íû ïðè óñëîâíîì óñðåäíåíèè îòíîñèòåëüíî ïðåäûñòîðèè: EFt−1
vt =

0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíèìà Ëåììà 1 èç ïàðàãðàôà 3 ðàáîòû [37].Ðàçìåðíîñòü âåêòîðîâ vt ðàâíà nd̄, íî òàê êàê òîëüêî ïåðâûå nêîìïîíåíò âåêòîðîâ vt îòëè÷íû îò íóëÿ, òî â ôîðìóëå äëÿ îöåíêèìîæíî âìåñòî nd̄ ìîæíî èñïîëüçîâàòü âåëè÷èíó n.Ï ð å ä ë î æ å í è å 7. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë
µt ≥ 0, t = 0, 1, . . . , T óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

µt+1 ≤ ᾱc1τt + c22
d̄τt

t
∑

k=1

γkµk, c1, c2 ≥ 0,òîãäà
µt ≤ c1τte

c2τ
2

t ᾱ.Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëå-äóåò èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà â [38].Ï ð å ä ë î æ å í è å 8. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé A1�A6
E||X̄t||2 ≤ (

2nL2 + ᾱ2c̃

c3
+ ||X̄0||2)et ln(c3+1). 28



Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì óðàâíåíèå (29) â âèäå
X̄t+1 = UX̄t +G(αt, X̄t) + vt. (37)Äëÿ êâàäðàòà íîðìû X̄t+1 èìååì

||X̄t+1||2 = ||UX̄t+G(αt, X̄t)||2+2(UX̄t+G(αt, X̄t))
Tvt+||vt||2. (38)Âçÿâ óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ ÷àñòåé (38)ïî σ-àëãåáðå Ft−1 (ò. å. ïðè ôèêñèðîâàííîì X̄t), â ñèëó óñëîâíîéöåíòðèðîâàííîñòè vt ïîëó÷àåì

EFt−1
||X̄t+1||2 = ||UX̄t +G(αt, X̄t)||2 + EFt−1

||vt||2 =

= ||UX̄t||2 + 2(UX̄t)
TG(αt, X̄t) + ||G(αt, X̄t)||2 + EFt−1

||vt||2. (39)Â ñèëó âèäà vt è ëèïøèöåâîñòè ïî u ôóíêöèé f i(u) (ïî ïðåäïî-ëîæåíèþ A1) äëÿ ||vt||2 èìååì
||vt||2 =

∑

i∈N

|f i(xi
t, αt

∑

j∈N̄i
t

bi,jt (xj

t−di,j
t

− xi
t + wi,j

t − wi,i
t ))−

−f i(xi
t, αts

i
t(X̄t))|2 ≤ L2

1||ūt − α2
t s̄t||2.Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé A2 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû EFt−1

ui
t, i ∈

N óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Ïðåäëîæåíèÿ 3
EFt−1

||vt||2 = α2
tL

2
1(2n(n− 1)b̄2||X̄t||2 + n2b̄2σ2

w). (40)Äàëåå, ïîñëåäîâàòåëüíî îöåíèâàÿ âñå òðè ñëàãàåìûõ â ïðàâîé÷àñòè (39), ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàòû Ïðåäëîæåíèé 5, 2 è 3, âûâîäèì
EFt

||X̄t+1||2 ≤ 2d̃||X̄t||2 + 21+d̃/2||X̄t||L1(Lx||X̄t||+ αt||s̄||)+

+L2(nLc+Lx||X̄t||2 +α2
t ||s̄||2)+α2

tL
2
1(2n(n− 1)b̄2||X̄t||2 +n2b̄2σ2

w) ≤

≤ (2d̃ + 21+d̃/2L1Lx + L2Lx + αt2
1+d̃/2L1||L(Amax)||2+

+α2
t (L2||L(Amax)||22+2n(n− 1)L2

1b̄
2))||X̄t||2+nL2Lc+α2

tn
2L2

1b̄
2σ2

w ≤
≤ c̄+ c̄3||X̄t||2,ãäå c̄ = nL2Lc + α2

t c̃, c̄3 = c3 + 1. 29



Âçÿâ áåçóñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ ÷àñòåé ïî-ñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, ïîñëåäîâàòåëüíî èòåðèðóÿ ïî t, ïîëó÷àåì çà-êëþ÷åíèå Ïðåäëîæåíèÿ 8
E||X̄t||2 ≤ c̄+ c̄3E||X̄t−1||2 ≤ c̄+ c̄c̄3 + c̄23E||X̄t−2||2 ≤

≤ c̄(1 + c̄3 + c̄23 + . . .+ c̄t−1
3 ) + c̄t3||X̄0||2 ≤ c̄

c̄t3 − 1

c3
+ c̄t3||X̄0||2 ≤

≤
(

c̄

c3
+ ||X̄0||2

)

c̄t3 ≤ (c̄4 + ||X̄0||2)et ln c̄3 ,ãäå c̄4 = c̄/c3.Ïåðåéäåì ê íåïîñðåäñòâåííîìó äîêàçàòåëüñòâó Òåîðåìû (6). Èòå-ðèðóÿ ñîîòíîøåíèå (29) äëÿ t, t− 1, . . . t− d+ 1 ïîëó÷èì
X̄t+1 = UX̄t +G(αt, X̄t) + vt =

= U2X̄t−1 + UG(αt−1, X̄t−1) +G(αt, X̄t) + Uvt−1 + vt = (41)
= · · · = U t+1X̄0 +

t
∑

k=0

U t−kG(αk, X̄k) +

t
∑

k=0

U t−kvk.Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì
Z̄t+1 = U t+1X̄0 +

t
∑

k=0

U t−kG(αk, Z̄k). (42)Îöåíèì âåëè÷èíó ||X̄t − Z̄t||2, t = 1, . . . , T . Âû÷èòàÿ (42) èç (41) èâîçâîäÿ ðåçóëüòàò â êâàäðàò, ïîëó÷àåì
||X̄t − Z̄t||2 = ||

t
∑

k=1

U t−kvk +

t
∑

k=1

U t−k(G(αk, X̄k)−G(αk, Z̄k))||2 ≤

≤ 2||
t
∑

k=1

U t−kvk||2 + 2||
t
∑

k=1

U t−k(G(αk, X̄k)−G(αk, Z̄k))||2 ≤

2||
t
∑

k=1

U t−kvk||2 + 2
τt

2d̄

t
∑

k=1

1

αt
||U t−k(G(αk, X̄k)−G(αk, Z̄k))||2. (43)30



Äëÿ ñëàãàåìûõ âî âòîðîé ñóììå â (43), èñïîëüçóÿ Ïðåäëîæå-íèÿ 2, 5 è ëèïøèöåâîñòü f i(·, ·) (ïðåäïîëîæåíèå A1), âûâîäèì
||U t−k(G(αk, X̄k)−G(αk, Z̄k))||2 ≤ 2d̄L2

1

n
∑

i=1

(Lx|xi
k − zik|+

+αk|s(xi
k)− s(zik)|)2 ≤ 21+d̄L2

1

n
∑

i=1

Lx|xi
k − zik|2 + α2

ks(x
i
k − zik)

2 ≤

≤ 21+d̄L2
1(Lx + 2α2

k||L(Amax)||22)||X̄k − Z̄k||2Âçÿâ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ ÷àñòåé (43) è îáîçíà-÷èâ µT = max
0≤t≤T

E||X̄t − Z̄t||2, ïðèìåíèâ Ïðåäëîæåíèå 6 ê ïåðâîìóñëàãàåìîìó è ïîëó÷åííóþ âûøå îöåíêó âòîðîãî, ïîëó÷èì
µT ≤ 23+d̄n

T
∑

k=1

E||vk||2 + 2τTL
2
1

t
∑

k=1

(
Lx

α
+ 2αk||L(Amax)||22)µk. (44)Äëÿ îöåíêè E||vk||2, âîñïîëüçîâàâøèñü ïîëó÷åííûì ðàíåå ñîîòíî-øåíèåì (40) è ðåçóëüòàòîì Ïðåäëîæåíèÿ 8, âûâîäèì

E||vk||2 ≤ α2
k(c̃+ ĉ(c̄4 + ||X̄0||2)ek ln(c3+1))è, ñëåäîâàòåëüíî,

23+d̄n

T
∑

k=1

E||vk||2 ≤ ᾱ8nτT (c̃+ ĉ(c̄4 + ||X̄0||2)eT ln(c3+1)). (45)Â ñèëó ïðîñòîãî ñîîòíîøåíèÿ 2d̄
∑t

k=1 α
2
k ≤ ᾱ2d̄

∑t
k=1 αk = ᾱτt,ó÷èòûâàÿ îöåíêè (45) èç (44), èìååì

EµT ≤ ᾱc1τT + c2τT 2
d̄

T
∑

k=1

αkEµk. (46)Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà (46), ïðèìåíèâ Ïðåäëîæåíèå 7, ïî-ëó÷àåì çàêëþ÷åíèå Òåîðåìû 6Ò å î ð å ì à 7. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ A1,A2, 0 < αt < ᾱ,à â óñðåäíåííîé äèñêðåòíîé ñèñòåìå (32) â ìîìåíò âðåìåíè T31



äîñòèãàåòñÿ ε
4 -êîíñåíñóñ è äëÿ êîíñòàíò c1, c2 èç ôîðìóëèðîâêèÒåîðåìû 6 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

c1τT e
c2τ

2

T ᾱ ≤ ε

4
,òîãäà â ñòîõàñòè÷åñêîé äèñêðåòíîé ñèñòåìå (29) äîñòèãàåòñÿ

ε-êîíñåíñóñ â ìîìåíò âðåìåíè t.Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì x? � çíà÷åíèå êîíñåíñóñà óñðåäíåí-íîé äèñêðåòíîé ñèñòåìå (32). Èç ïåðâûõ óñëîâèé Òåîðåìû 7 ñëåäóåòâûïîëíåíèå óñëîâèÿ Òåîðåìû 6, ò. å. åå ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ. Èçîñòàëüíûõ óñëîâèé Òåîðåìû 7 è ðåçóëüòàòà Òåîðåìû 6 ïîëó÷àåì
E||X̄t − x?1||2 ≤ 2E||X̄t − Z̄t||2 + 2||Z̄t − x?1||2 ≤ ε

2
+

ε

2
≤ ε.Ðàññìîòðèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ∀i ∈ N f i(x, u) = u è

αt = α = const, â êîòîðîì äèñêðåòíàÿ óñðåäíåííàÿ ñèñòåìà èìå-åò âèä (32):
Z̄t+1 = (I − ((I − U)− L(αAmax)))Zt. (47)Ò å î ð å ì à 8. Åñëè αt = α > 0 è f i(x, u) = u äëÿ ëþáîãî

i ∈ N , à òàêæå âûïîëíåíû óñëîâèÿ A2 è A3 âìåñòå ñ (14) äëÿìàòðèöû Amax, òîãäà â óñðåäíåííîé äèñêðåòíîé ñèñòåìå (47) nóçëîâ äîñòèãàþò àñèìïòîòè÷åñêîãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî êîí-ñåíñóñà.Êðîìå òîãî, åñëè çà âðåìÿ T ( ε4 ) â óñðåäíåííîé äèñêðåòíîé ñè-ñòåìå (47) äîñòèãàåòñÿ ε
4 -êîíñåíñóñ è ñóùåñòâóåò T > T ( ε4 ), äëÿêîòîðîãî ïàðàìåòð α îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
C̄1e

C̄2α ≤ ε

4
,

C̄1 = 8n

(

c̃+ ĉ(
α2c̃

c3
+ ||X̄0||2)eT ln(c3+1)

)

τt,

C̄2 = 22−d̄α2||L(Amax)||22, c̃ = n2b̄2σ2
w, ĉ = 2n(n− 1)b̄2τ2t ,

c3 = 21+d̃ + 2α2(||L(Amax)||22 + ĉ),ãäå d̃ = 0, åñëè d̄ = 0, èëè d̃ = 1, åñëè d̄ > 0.òîãäà â ñòîõàñòè÷åñêîé äèñêðåòíîé ñèñòåìå (29) äîñòèãàåò-ñÿ ε-êîíñåíñóñ â ìîìåíòû âðåìåíè t : T ( ε4 ) ≤ t ≤ T . 32



Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåçóëüòàò Òåîðåìû 8 ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìñëåäñòâèåì Òåîðåìû 7.Âñå ñóììû ïî ñòðîêàì ýëåìåíòîâ ìàòðèöû L̄ = (I−U)−L(αAmax)ðàâíû íóëþ è, áîëåå òîãî, âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ïîëîæèòåëü-íû è ðàâíû ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñóììå âñåõ îñòàëüíûõ ýëåìåí-òîâ â ñòðîêå, êîòîðûå îòðèöàòåëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà L̄ÿâëÿåòñÿ ëàïëàñèàíîì íåêîòîðîãî ãðàôà è âåêòîð èç åäèíèö 1 ÿâëÿ-åòñÿ åå ïðàâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì íóëåâîìóñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ.Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ A3 ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé ëàïëàñè-àíó L̄, èìååò îñòîâíîå äåðåâî, ò. ê. ãðàô èç ïåðâûõ n âåðøèí èìååòîñòîâíîå äåðåâî ïî óñëîâèþ A3, à ñòîÿùèå ïî (n + 1)-é äèàãîíà-ëè åäèíèöû ñâÿçûâàþò ïîñëåäîâàòåëüíî n̄-þ âåðøèíó ñ (n̄− d̄)-îé,
(n̄−1)-þ âåðøèíû ñ (n̄−d̄−1)-îé è ò. ä. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Ëåììå 2 âòàêîé äèñêðåòíîé ñèñòåìå äîñòèãàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé êîíñåíñóñ,ò. ê. óñëîâèå (14) âûïîëíåíî â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé Òåîðåìû 8.Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé Òåîðåìû 7 îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî êîí-ñòàíòû C̄1 è C̄2 ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîíñòàíòàìè èçÒåîðåìû 6. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
L1 = L2 = 1, Lx = Lc = 0.Çàìåòèì, ÷òî â [11] ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, áëèçêèõê óñëîâèÿì Òåîðåìû 8, äîêàçàíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëî-âèå äîñòèæåíèÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî êîíñåíñóñà â ñëó÷àå, åñëèðàçìåðû øàãîâ αt ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Âûøå áûë ðàññìîòðåí áîëååîáùèé ñëó÷àé âèäà ôóíêöèé f i(xi

t, u
i
t) è íå ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ αt.7. Áàëàíñèðîâêà çàãðóçêè óçëîâ ñåòèÐàññìîòðèì ïðàêòè÷åñêèé ïðèìåð ïðèëîæåíèÿ îïèñàííûõ òåî-ðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ.Ðàññìîòðèì ìîäåëü äåöåíòðàëèçîâàííîé ñèñòåìû ðàñïðåäåëå-íèÿ çàäàíèé ìåæäó n àãåíòàìè (óçëàìè), âûïîëíÿþùèìè ïàðàë-ëåëüíî îäíîòèïíûå çàäàíèÿ, â êîòîðîé äîïóñêàåòñÿ ïåðåðàñïðåäå-ëåíèå çàäàíèé ìåæäó àãåíòàìè íà îñíîâå îáðàòíûõ ñâÿçåé. Êàæäûéàãåíò i ∈ N = {1, . . . , n} âûïîëíÿåò ïîñòóïàþùèå çàäàíèÿ ïî ïðèí-öèïó î÷åðåäè. Çàäàíèÿ ïîñòóïàþò â ñèñòåìó â ðàçëè÷íûå äèñêðåò-íûå ìîìåíòû âðåìåíè t = 1, 2, . . . , T íà ðàçíûå óçëû. Ñâÿçü ìåæäó33



óçëàìè îïðåäåëÿåòñÿ, êàê è ðàíåå, ñòðóêòóðîé ñâÿçè äèíàìè÷åñêîéñåòè.Â ìîìåíò âðåìåíè t ïîâåäåíèå êàæäîãî àãåíòà i ∈ N îïèñûâà-åòñÿ äâóìÿ õàðàêòåðèñòèêàìè:
• qit � çàãðóæåííîñòü èëè äëèíà î÷åðåäè èç àòîìàðíûõ ýëåìåí-òàðíûõ çàäàíèé óçëà i â ìîìåíò âðåìåíè t;
• rit � ïðîèçâîäèòåëüíîñòü óçëà i â ìîìåíò âðåìåíè t.Ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äèíà-ìèêà èçìåíåíèé çàãðóæåííîñòè àãåíòîâ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìèóðàâíåíèÿìè:

qit+1 = qit − rit + zit + ui
t; i ∈ N, t = 0, 1, . . . , T. (48)Åñëè N i

t 6= ∅, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t óçåë
i ïîëó÷àåò äàííûå î ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñîñåäåé è çàøóìëåííûåíàáëþäåíèÿ îá èõ çàãðóæåííîñòè: yi,jt = qj

t−di,j
t

+wi,j
t , j ∈ N i

t . Êðîìåòîãî, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t óçåë i èìååò çàøóìëåííûå äàííûåî ñâîåé çàãðóæåííîñòè yi,it = qit + wi,i
t .Òðåáóåòñÿ ïîääåðæèâàòü ðàâíîìåðíóþ çàãðóçêó âñåõ óçëîâ ñå-òè.Ë å ì ì à 5. (îá îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ) Èç âñåõâîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ îáùåãî êîëè÷åñòâà çàäàíèé,íåîáðàáîòàííûõ ê ìîìåíòó âðåìåíè t, íàèìåíüøåå âðåìÿ ðàáîòûñèñòåìû ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ïðè êîòîðîì

qit/r
i
t = qjt /r

j
t , ∀i, j ∈ N. (49)Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âçÿòü xi

t = qit/r
i
t â êà÷åñòâå ñîñòîÿíèÿ óçëà

i, òî öåëü óïðàâëåíèÿ � äîñòèæåíèå êîíñåíñóñà � áóäåò ñîîòâåò-ñòâîâàòü ïðèâåäåííîìó âûøå ñîîáðàæåíèÿì îá îïòèìàëüíîì ðàñ-ïðåäåëåíèè çàäàíèé ìåæäó óçëàìè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî rit 6= 0∀ i. Ðàññìîòðèì ïðîòîêîë óïðàâëå-íèÿ (7), â êîòîðîì ∀ i ∈ N , ∀ t îïðåäåëèì N̄ i
t = N i

t è bi,jt =
rjt /r

i
t, , j ∈ N i

t .Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïðèìåíåíèå ïðîòîêîëà (7) íà ïðàêòèêå òðå-áóåò áîëüøåé àêêóðàòíîñòè. Çäåñü èäåàëèçèðîâàíî ïðåäïîëàãàåòñÿìãíîâåííûé îáìåí ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîòîêàìè âõîäíûõ äàííûõ.34



Êðîìå òîãî, íàäî äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿòü ñîãëàñîâàííîñòü ïåðå-ñûëîê ïàêåòîâ, òàê êàê âîçìîæíû ðàçëè÷íûå êîëëèçèè çà ñ÷åò çà-äåðæåê è ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè ñ ïîìåõàìè.Äèíàìèêà çàìêíóòîé ñèñòåìû (48) äëÿ ïðîòîêîëà (7) â ðàññìàò-ðèâàåìîì ñëó÷àå èìååò âèä:
xi
t+1 = xi

t − 1 + zit/r
i
t + αt

∑

j∈Ni
t

bi,jt (yi,jt /rjt − yi,it /rit). (50)Ïðè ïîñòîÿííûõ ðàçìåðàõ øàãîâ α = αt, îòñóòñòâèè çàäåðæåêè ïîìåõ â íàáëþäåíèÿõ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äîñòèæåíèÿ êîí-ñåíñóñà áóäåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà: α < maxi∈N

∑

j∈Ni
t
rjt /r

i
t.Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî â ðàáîòå áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ ñî ñëó÷àéíû-ìè íåîïðåäåëåííîñòÿìè â èçìåðåíèÿõ, ñòðóêòóðå ñâÿçåé â ñåòè è âïðîòîêîëå óïðàâëåíèÿ Òåîðåìà 8 èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ïîçâî-ëÿåò ñâåñòè èññëåäîâàíèå äèíàìèêè áàëàíñèðîâêè çàãðóçêè óçëîâê èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ ñîîòâåòñòâóþùåé óñðåäíåííîé äèñêðåòíîéìîäåëè.Ò å î ð å ì à 9. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì α, åñëè äàííûå îïðîèçâîäèòåëüíîñòè óçëîâ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñòàáèëèçèðóþò-ñÿ: ∃ limt→∞ Erit = r̄i > 0, ∀ i ∈ N , à òàêæå âûïîëíåíû óñëîâèÿA2, A3 âìåñòå ñ (14) äëÿ ìàòðèöû Amax è â óñðåäíåííîé äèñêðåò-íîé ñèñòåìå çà âðåìÿ T ( ε4 ) äîñòèãàåòñÿ ε

4 -êîíñåíñóñ è ñóùåñòâó-åò T > T ( ε4 ), äëÿ êîòîðîãî ïàðàìåòð α îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèåóñëîâèÿ
C̄1e

C̄2α ≤ ε

4ñ ïîñòîÿííûìè C̄1, C2, a
i,j , i ∈ N, j = 1, 2, . . . , n̄ èç ôîðìóëèðîâêèÒåîðåìû 8,òîãäà â ñòîõàñòè÷åñêîé äèñêðåòíîé ñèñòåìå n óçëîâ äîñòè-ãàþò ε-êîíñåíñóñà â ìîìåíòû âðåìåíè t : T ( ε4 ) ≤ t ≤ T .8. Çàêëþ÷åíèåÄëÿ àãåíòîâ ñ íåëèíåéíîé äèíàìèêîé ñîñòîÿíèé áûëè èññëåäî-âàíû ñâîéñòâà êîíñåíñóñíîãî ìóëüòèàãåíòíîãî óïðàâëåíèÿ, ôîðìè-ðóåìîãî ïî ïðîòîêîëó (àëãîðèòìó) ëîêàëüíîãî ãîëîñîâàíèÿ ñ íåóáû-âàþùèì äî íóëÿ ðàçìåðîì øàãà, ïðè ñëó÷àéíî èçìåíÿþùåéñÿ ñòðóê-òóðå ñâÿçåé â ñåòè è íàáëþäåíèÿõ ñî ñëó÷àéíûìè çàäåðæêàìè èïîìåõàìè. 35



Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû áûë ïðèìåíåí ìåòîä óñðåä-íåííûõ ìîäåëåé. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà óñðåäíåííûç ìîäåëåé ïîç-âîëÿåò ñóùåñòâåííî ñíèçèòü îáúåì âû÷èñëåíèé. Â äàëüíåéøåé ðà-áîòå áóäåò ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿíèå �öâåòíûõ� ïîìåõ íà ðàáîòóàëãîðèòìà. Òàêæå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû áóäóò ðàñøèðåíû íàñëó÷àé ìíîãîìåðíûõ ñîñòîÿíèé óçëîâ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1] Àãàåâ Ð.Ï., ×åáîòàðåâ Ï.Þ. Ñõîäèìîñòü è óñòîé÷èâîñòü â çà-äà÷àõ ñîãëàñîâàíèÿ õàðàêòåðèñòèê (îáçîð áàçîâûõ ðåçóëüòà-òîâ) // Óïðàâëåíèå áîëüøèìè ñèñòåìàìè. Ñïåö. âûïóñê 30.1�Ñåòåâûå ìîäåëè â óïðàâëåíèè�. 2010. Ñ. 470�505.[2] Ren W., Beard R. W. Distributed Consensus in Multi-vehicleCooperative Control: Theory and Applications � Communicationand Control Engineering Series. Springer Verlag. New York. 2007.319 p.[3] Cortes J., Bullo F. Coordination and geometric optimization viadistributed dynamical systems // SIAM Journal on Control andOptimization. 2005. Vol. 44. No. 5. P. 1543�1574.[4] Ìèðêèí Á.Ì. Àäàïòèâíîå äåöåíòðàëèçîâàííîå óïðàâëåíèå ñìîäåëüíîé êîîðäèíàöèåé // Àâòîìàòèêà è Òåëåìåõàíèêà. 1999.� 1. Ñ. 90-100.[5] Olfati-Saber R., Murray R.M. Consensus problems in networks ofagents with switching topology and time-delays // IEEE Trans.Automatic Control. Sept. 2004. Vol. 49. P. 1520�1533.[6] Armbruster D., Mikhailov A.S., Kaneko K. (eds.) Networksof Interacting Machines: Production Organization in ComplexIndustrial Systems and Biological Cells � World Scienti�c.Singapore. 2005. 267 p.[7] Glashenko A., Inozemtzev S., Grachev I., Skobelev P. MagentaTechnology: case studies of Magenta i-scheduler for roadtransportation // Proc. of Int. Conf. on Autonomous Agents andMulti Agent Systems (AAMAS-6). Hawaii. 2007. P. 1385�1392.36
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