
Ðàíäîìèçèðîâàííûå àëãîðèòìûÍîâûå ðàíäîìèçèðîâàííûå àëãîðèòìûâ óïðàâëåíèè è îáðàáîòêå äàííûõ1Ê. Ñ. Àìåëèí, àñïèðàíò,Î. Í. Ãðàíè÷èí, ä. ô.-ì. í.2Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,Èíñòèòóò ïðîáëåì ìàøèíîâåäåíèÿ ÐÀÍOleg_granichin@mail.ru, konstantinamelin@mail.ruÐàíäîìèçàöèÿ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿåò �îáîãàòèòü� äàííûå íàáëþ-äåíèé è ðàçðàáîòàòü �áûñòðûå� àëãîðèòìû, ñóùåñòâåííî ñîêðàùàþùèå êî-ëè÷åñòâî îïåðàöèé è �ïîäàâëÿþùèå� âëèÿíèå ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê (ýô-ôåêò ñìåùåíèÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïîìåõàõ), òî÷íîñòü êîòîðûõ îáû÷íî íåñó-ùåñòâåííî çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè äàííûõ.Ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì íå ÷òî èíîå, êàê ïðîöåäóðà, ïðè êîòîðîéîäèí èëè íåñêîëüêî øàãîâ îñíîâàíû íà ñëó÷àéíîì âûáîðå ïðàâèëà, ò. å. ïðèèñïîëüçîâàíèè ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ íà êàêîì-òî ýòàïå âìåñòî òî-ãî, ÷òîáû ñàìèì ïðèíÿòü ðåøåíèå, ìû ïðèçûâàåì �ñóäüáó� (ñëó÷àé) âûáèðàòüçà íàñ. Íî òîãäà åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: çà÷åì ïðèáåãàòü ê �ñóäüáå�ìóäðîìó ÷åëîâåêó? �Ñóäüáà� íå ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëèñòîì íè â ÷åì, âûáîð äå-ëàåòñÿ ñëó÷àéíî. Èòàê, ïî÷åìó îò ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ìîæåòáûòü ïîëüçà? Ñîçíàòåëüíîå èñïîëüçîâàíèå ðàíäîìèçèðîâàííûõ ìåòîäîâ òðå-áóåò îòâåòîâ ñåáå íà ýòîò âîïðîñ, ÷àñòü èç êîòîðûõ îáñóæäàåòñÿ â ñòàòüå.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàíäîìèçèðîâàííûå àëãîðèòìû, îïòèìèçàöèÿ è îöåíèâà-íèå, óïðàâëåíèå.1. ÂâåäåíèåÂ ïîñëåäíåå âðåìÿ â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿðàíäîìèçèðîâàííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, â çàäà÷àõ,òðåáóþùèõ áîëüøîãî îáúåìà �ïåðåáîðà� âàðèàíòîâ, àëãîðèòìû, îñ-íîâàííûå íà ñëó÷àéíîì âûáîðå, ïîçâîëÿþò çà îãðàíè÷åííîå âðåìÿäîáèâàòüñÿ õîðîøèõ ðåçóëüòàòîâ ñ îïðåäåëåííîé âåðîÿòíîñòüþ. Ñäðóãîé ñòîðîíû, âîçìîæíîñòü ðàíäîìèçàöèè ïðîöåññîâ íàáëþäåíèéïîçâîëÿåò âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ êîìïåíñèðîâàòü íåãàòèâíîå âëèÿíèåñèñòåìàòè÷åñêèõ ïîãðåøíîñòåé.1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ èññëåäîâàíèé â ÑÏáÃÓ ïî òåìå �6.38.71.2011�Èçó÷åíèå ñâîéñòâ è âîçìîæíîñòåé ïðèìåíåíèÿ ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèò-ìîâ êëàñòåðèçàöèè, îïòèìèçàöèè è îöåíèâàíèÿ�.2 c©Ê. Ñ. Àìåëèí, Î. Í. Ãðàíè÷èí, 2011 3



Òðàäèöèîííûé ïîäõîä ê ïðîöåññó êîíñòðóèðîâàíèÿ ñàìûõ ðàç-íîîáðàçíûõ ñèñòåì è àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéâûïîëíåíèå äåòåðìèíèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ, ñîñòîÿùèõ èç ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ øàãîâ. Ýòîò ïîäõîä, îäíàêî, ìî-æåò áûòü îáîáùåí âêëþ÷åíèåì ðàíäîìèçàöèè. Â ðàíäîìèçèðîâàí-íûõ àëãîðèòìàõ îäèí èëè íåñêîëüêî øàãîâ îñíîâûâàþòñÿ íà ñëó-÷àéíîì ïðàâèëå, ïðè êîòîðîì ñðåäè ìíîãèõ äåòåðìèíèðîâàííûõïðàâèë îäíî âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé ñõå-ìîé. Ðàíäîìèçàöèÿ ïîçâîëÿåò ââåñòè íîâûé òåðìèí �âåðîÿòíîñòíîóñïåøíûé àëãîðèòì�. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, êîãäà äåòåðìèíèñòè÷å-ñêîé óñïåøíîñòè äîñòè÷ü íåâîçìîæíî, âåðîÿòíîñòíàÿ óñïåøíîñòüïðåäëàãàåòñÿ êàê çíà÷èìàÿ àëüòåðíàòèâà. Ðàíäîìèçàöèÿ ñòàíîâèò-ñÿ ìîùíûì ñðåäñòâîì äëÿ ðåøåíèÿ öåëîãî ðÿäà çàäà÷ îðãàíèçàöèèðàáîòû ñëîæíûõ ñèñòåì, ñ÷èòàþùèõñÿ íåðàçðåøèìûìè ñ ïîìîùüþäåòåðìèíèðîâàííûõ ìåòîäîâ.Â ýòîé ñòàòüå áóäóò îïèñàíû îáùèå èäåè ïåðñïåêòèâíîñòè èñ-ïîëüçîâàíèÿ ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ â óïðàâëåíèè è îáðà-áîòêå äàííûõ. Åå öåëü � íå ñîñòàâëåíèå âñåîáúåìëþùåãî îáçîðà, àòîëüêî (êàê è â [1]) ïîïûòêà ôîðìóëèðîâêè íåñêîëüêèõ îòâåòîâ íàâîïðîñ: ïî÷åìó îò ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ìîæåò áûòüïîëüçà?Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 2 îòìå÷å-íû òðóäíîñòè â óïðàâëåíèè è îáðàáîòêå äàííûõ â óñëîâèÿõ ðåàëü-íîãî âðåìåíè. Â ðàçäåëàõ 3-4 ôîðìóëèðóþòñÿ íåêîòîðûå ïåðñïåê-òèâíûå ÷åðòû ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ. Â ðàçäåëå 5 äàåòñÿêðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð ïîÿâëåíèÿ ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãî-ðèòìîâ â óïðàâëåíèè è îáðàáîòêå äàííûõ. Â ðàçäåëàõ 6-8 ñîáðà-íû íàèáîëåå õàðàêòåðíûå ïðèìåðû òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ïîèñïîëüçîâàíèþ ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ â ðàçëè÷íûõ ïðè-ëîæåíèÿõ (îïòèìèçàöèè ôóíêöèîíàëîâ ñðåäíåãî ðèñêà (mean-risk),àäàïòèâíîå óïðàâëåíèå, ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ, êîíñòðóèðîâàíèåðîáàñòíûõ ðåãóëÿòîðîâ). Â çàêëþ÷åíèè ïîäâîäÿòñÿ èòîãè.2. Óïðàâëåíèå è îáðàáîòêà äàííûõ �íà ëåòó�Ðàçâèòèå ñðåäñòâ êîíòðîëÿ è âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ïîçâî-ëÿåò â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïåðåéòè ê ðåøåíèþ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõçàäà÷ �íà ëåòó�, âñòðàèâàÿ �óìíûå� áëîêè â êîíòóðû óïðàâëåíèÿïðîñòûõ è ñëîæíûõ ñèñòåì, â òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû, â ðàçíî-4



îáðàçíûå ñèñòåìû ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé è ò. ï.Îáû÷íî â óñëîâèÿõ ðåàëüíîãî âðåìåíè äëÿ �èçâëå÷åíèÿ� èç äàí-íûõ èíôîðìàöèè èìååì:
• ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ â ðåñóðñàõ;
• íåäîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî äàííûõ ñ íåîáõîäèìûì ðàçíîîáðà-çèåì.Â ñâÿçè ñ ýòèì êàêèå íîâûå òðóäíîñòè âîçíèêàþò â ïðîöåññàõóïðàâëåíèÿ è îáðàáîòêè äàííûõ è â êàêîé ñòåïåíè âîçìîæíî èõïðåîäîëåíèå?2.1. Àäåêâàòíîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåéôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé è íàáëþäåíèéÄëÿ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ òåîðèÿ äî ñèõ ïîðíå ìîæåò ïðåäëîæèòü óäîâëåòâîðèòåëüíûõ ðåøåíèé. Ñðåäè íèõ:ïðîáëåìû îðãàíèçàöèè äèíàìè÷åñêè ðåêîíôèãóðèðóåìîãî èíòåë-ëåêòóàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, àñèíõðîííîãî óïðàâëåíèÿ, óïðàâëåíèÿ÷åðåç Èíòåðíåò, óïðàâëåíèÿ êîìàíäîé ðîáîòîâ, ïðîãðàììèðîâàíèåñèñòåìû óïðàâëåíèÿ áàêòåðèåé è ìíîãèå äðóãèå. Îäíà èç îñíîâ-íûõ òðóäíîñòåé ñâÿçàíà, â ÷àñòíîñòè, ñ íåäîñòàòêàìè â ïîäõîäàõ êñîñòàâëåíèþ ôîðìàëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ çàäà÷.Òî÷íîå ðåøåíèå ëþáîé ïðîáëåìû âîçìîæíî ïðè òî÷íîé ïîñòà-íîâêå çàäà÷è, íî ñâÿçè è îòíîøåíèÿ â ðåàëüíî ñóùåñòâóþùåì ìèðåíàñòîëüêî ñëîæíû è ìíîãîîáðàçíû, ÷òî ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíîìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãî îïèñàòü ìíîãèå ÿâëåíèÿ. Òèïè÷íûì ïîäõî-äîì â òåîðèè ÿâëÿåòñÿ âûáîð áëèçêîé ê ðåàëüíûì ïðîöåññàì ìà-òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è âêëþ÷åíèå â íåå ðàçëè÷íûõ ïîìåõ, îòíî-ñÿùèõñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ê ãðóáîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è, ñäðóãîé, õàðàêòåðèçóþùèõ íåêîíòðîëèðóåìûå âíåøíèå âîçìóùåíèÿîáúåêòà èëè ñèñòåìû. Òðàäèöèîííûå ìåòîäû îïèñàíèÿ äèíàìè÷å-ñêèõ ñèñòåì ïðåäïîëàãàþò âûáîð íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿ-íèé X ⊂ R

n, n ∈ N è ñîñòàâëåíèå óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
ẋ = F (x, u, w, θ)äëÿ çàâèñÿùåé îò âðåìåíè ïåðåìåííîé ñîñòîÿíèÿ x ∈ X. Óïðàâëÿ-þùàÿ ïåðåìåííàÿ u õàðàêòåðèçóåò êîíòðîëèðóåìûå âíåøíèå âîç-äåéñòâèÿ íà ñèñòåìó (èãðàåò ðîëü �ïîñðåäíèêà� ñ âíåøíèì ìèðîì),5



íåêîíòðîëèðóåìûå âîçäåéñòâèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ ïåðåìåííîé w. Âèäóðàâíåíèé äèíàìèêè îáû÷íî çàäàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðîãîíàáîðà êîíñòàíò θ ∈ Θ (îáû÷íî êîíå÷íîìåðíîãî), íàçûâàåìîãî ïà-ðàìåòðàìè ñèñòåìû.Ïîñëå óäà÷íîãî è îáîñíîâàííîãî âûáîðà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëèîäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ ïðè àíàëèçå äèíàìè÷åñêèõñèñòåì, ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå èëè óòî÷íåíèå èíôîðìàöèè î ðåàëü-íûõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû (èäåíòèôèêàöèÿ ñèñòåìû). Ýòà èíôîð-ìàöèÿ ìîæåò â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ïðîãíîçèðîâàíèèïîâåäåíèÿ ñèñòåìû èëè ïðè ôîðìèðîâàíèè çàêîíà óïðàâëåíèÿ. Äëÿâñåõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðåçóëüòàòîì ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò � ÷èñëî, ìíîæåñòâî ÷èñåë, êðèâàÿ è ò. ï.Íàðÿäó ñ îïèñàíèåì äèíàìèêè ïðîöåññà âûáèðàþò òó èëè èíóþìîäåëü íàáëþäåíèé. Ëþáûå èçìåðåíèÿ äàþò âñåãäà çíà÷åíèÿ âå-ëè÷èí, çàâåäîìî óñðåäíåííûå êàê ïî íåêîòîðîé ïðîñòðàíñòâåííîéîáëàñòè, òàê è ïî íåêîòîðîìó ïðîìåæóòêó âðåìåíè. Îáû÷íî íàáîðíàáëþäåíèé y ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê äâîéíîé èíòåãðàë ïîíåêîòîðîìó óñëîâíîìó ðàñïðåäåëåíèþ Py(·)

y(t) =

∫ t

t−δ

dt′
∫

M

Py(dx| t
′, u, w),ãäå ïðîäîëæèòåëüíîñòü èíòåðâàëà âðåìåíè δ è íåêîòîðîå ïîäìíî-æåñòâî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé M ⊂ X (îáû÷íî M ⊂ ∂X ) îïðå-äåëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè ðåãèñòðèðóþùèõ ïðèáîðîâ. Ïðèíöè-ïû ïîñòðîåíèÿ ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ íàèáîëååàäåêâàòíû îáðàáîòêå ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáëþäåíèé, ïîëó÷àåìûõâ äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïîñëå äèñêðåòèçàöèè è íåêîòîðûõóïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèé äëÿ ìîäåëè íàáëþäåíèé ìîæíî ïîëó-÷èòü âûðàæåíèå âèäà

yk = Dk(xk, u, θ) + vk, k = 1, 2, . . . ,â êîòîðîì Dk(·) � íåêîòîðûå ôóíêöèè, à vk = ṽk + v̂k(θ) ïîíèìà-åòñÿ êàê ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà â íàáëþäåíèè (ïîìåõà), ñîñòîÿùàÿîáû÷íî èç ñòàòèñòè÷åñêîé (ñëó÷àéíîé) ïîãðåøíîñòè ṽk è ñèñòåìà-òè÷åñêîé v̂k(θ) (ïîãðåøíîñòè ìîäåëè). Íà ïðàêòèêå íåîáõîäèìîñòüó÷èòûâàòü êàê ñòàòèñòè÷åñêèå, òàê è ñèñòåìàòè÷åñêèå ïîãðåøíîñòèâîçíèêàåò èç-çà òîãî, ÷òî ðåàëüíûå ñèñòåìû ðåäêî èñ÷åðïûâàþùåîïèñûâàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè. 6



Ïðîöåññ âûáîðà õàðàêòåðèñòèê (ïàðàìåòðîâ) ìîäåëè èç çàäàí-íîãî êëàññà äëÿ íàèëó÷øåãî îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ, íàçûâàåìûéîöåíèâàíèåì, ÷àñòî óäàåòñÿ ñâÿçàòü ñ êàêîé-íèáóäü êîëè÷åñòâåí-íîé õàðàêòåðèñòèêîé êà÷åñòâà îöåíèâàíèÿ f(·) : Θ → R, è ïðèâûáîðå îöåíîê åñòåñòâåííî ñòàðàòüñÿ ìèíèìèçèðîâàòü îòðèöàòåëü-íîå âëèÿíèå ïîãðåøíîñòåé
f → min .Âîçìîæíîñòü âíåñåíèÿ â ñèñòåìó âíåøíèõ óïðàâëÿþùèõ âîç-äåéñòâèé u äàåò åùå áîëåå øèðîêóþ îñíîâó äëÿ ïîñòàíîâêè îïòè-ìèçàöèîííûõ çàäà÷. Óâåëè÷åíèå áûñòðîäåéñòâèÿ ñîâðåìåííûõ âû-÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ äî ñêîðîñòåé áëèçêèõ ê äëèòåëüíîñòÿì õà-ðàêòåðíûõ ÿâëåíèé â ìèêðîìèðå ìîæåò ïîçâîëèòü ïîäñòóïèòüñÿ êðåøåíèþ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ íå òîëüêî ìàêðîñêîïè÷åñêèìè îáúåê-òàìè, íî è íà óðîâíå ìèêðîìèðà, â ïðîöåññå çàðîæäåíèÿ è ðàçâè-òèÿ ñëîæíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Íî íà ýòîì ïóòè òðàäèöè-îííûå ïðåäñòàâëåíèÿ î äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ïðåäñòàâëÿþò ñî-áîé ñåðüåçíûé áàðüåð. Èëëþñòðàöèåé ýòîãî ÿâëÿþòñÿ òðóäíîñòè âîïèñàíèè ÿâëåíèé òóðáóëåíòíîñòè â ìåõàíèêå è ìîäåëåé ïîâåäåíèÿãðóïï ëþäåé â èçìåíÿþùåéñÿ âíåøíåé îáñòàíîâêå. Îáùèì îãðàíè-÷åíèåì òðàäèöèîííûõ ïîäõîäîâ ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î âûáîðåêîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé X ⊂ Rn.Â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû áåñêîíå÷íî, è ãè-ïîòåçà î êîíå÷íîìåðíîñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïðàâîìåðíà òîëü-êî òîãäà, êîãäà èç âñåõ ñòåïåíåé ñâîáîäû âûäåëÿåòñÿ êîíå÷íîå,îáû÷íî íåáîëüøîå, ÷èñëî õàðàêòåðèñòèê ïîðÿäêà, îïðåäåëÿþùèõïîâåäåíèå ñèñòåìû â êîíêðåòíûõ óñëîâèÿõ ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íî-ñòüþ. Íàèáîëåå òðóäíûìè äëÿ ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ ÿâëÿþòñÿ�ïåðåõîäíûå� äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû â ñèñòåìàõ, âîçíèêàþùèå ïðèáûñòðîì èçìåíåíèè �âíåøíèõ� óñëîâèé. Îáû÷íûå ïîäõîäû ê îïèñà-íèþ òàêèõ íåðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ íåýôôåêòèâíû, ïîñêîëüêó ñà-ìà ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé çàâèñèò îò âðåìåíè [2]. Ýêñ-ïåðèìåíòàëüíûå íàáëþäåíèÿ çà ïðîòåêàíèåì íåðàâíîâåñíûõ ïðî-öåññîâ ïîäòâåðæäàþò çàðîæäåíèå â ñèñòåìå íîâûõ ñòðóêòóð ìåçî-ñêîïè÷åñêîãî (ïðîìåæóòî÷íîãî ìåæäó ìèêðî è ìàêðî) ìàñøòàáà,êîòîðûå â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè è îïðåäåëÿþò äèíàìè÷åñêîå èçìå-íåíèå òèïà ôîðìàëüíîé ìîäåëè. Ïðèìåðàìè òàêîãî ðîäà ñòðóêòó-ðîîáðàçîâàíèÿ ìîãóò ñëóæèòü:

• îáðàçîâàíèå ìíîãîìàñøòàáíûõ âèõðåâûõ ñòðóêòóð â òóðáó-7



ëåíòíûõ òå÷åíèÿõ æèäêîñòè è ïëàñòè÷åñêèõ òå÷åíèÿõ òâåð-äûõ ìàòåðèàëîâ ïðè èìïóëüñíîì íàãðóæåíèè,
• êëàñòåðèçàöèÿ â ïîòîêàõ êîíöåíòðèðîâàííûõ äèñïåðñíûõ ñìå-ñåé,
• èåðàðõèè ñòðóêòóð â æèâûõ ñèñòåìàõ,
• à òàêæå ïîõîæèå ÿâëåíèÿ ïðè ñàìîîðãàíèçàöèè â ìóëüòèà-ãåíòíûõ ñèñòåìàõ.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî, ÷òî ñèíåðãåòè÷åñêèå ïðîöåññû ôîð-ìèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñòðóêòóð ìåçîñêîïè÷åñêîãî ìàñøòàáà âîòêðûòûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñâÿçàíû ñ âîçíèêíîâåíèåìèíôîðìàöèîííî-óïðàâëåí÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè, âíóòðåííåãî óïðàâ-ëåíèÿ, êîòîðîå âìåñòå ñ âíåøíèì óïðàâëåíèåì ÷åðåç íàëîæåííûåíà ñèñòåìó ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è ïðèâîäèò ê äèñêðåòèçàöèè ïðî-ñòðàíñòâà è âðåìåíè íåðàâíîâåñíîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì ôèçè÷å-ñêèìè íîñèòåëÿìè èíôîðìàöèè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû äèíàìè÷åñêèõñòðóêòóð. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ äèíàìèêèïîâåäåíèÿ òàêèõ ñèñòåì íåäîñòàòî÷íî âûáðàòü òó èëè èíóþ äèíà-ìè÷åñêóþ ìîäåëü ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêàè ïðèâÿçàííóþ òîëüêî ê îäíîìó ìàñøòàáíîìó óðîâíþ. Íåîáõîäè-ìî ðàññìàòðèâàòü íîâûé êëàññ ìîäåëåé, ïðåäïîëàãàþùèõ âîçìîæ-íîñòü èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé.Áîëåå òî÷íî, ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ñòðóê-òóð ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé Σ è íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî L, ìî-æåò áûòü è áåñêîíå÷íîìåðíîå, â êîòîðîå âêëàäûâàþòñÿ âñå ïðîìå-æóòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. Îáîçíà÷èâ òåêóùóþ ñòðóêòóðóïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ÷åðåç s ∈ Σ è Xs ⊂ L � òåêóùåå ïðîñòðàí-ñòâî ñîñòîÿíèé, âìåñòî îäíîãî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè áóäåì ðàññìàò-ðèâàòü äâà: äëÿ ïåðåìåííûõ â òåêóùåì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé

ẋ = Fs(x, u, w, θs), x(t) ∈ Xs(t),è äëÿ äèíàìèêè èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé
s(t) =

∫ t

−∞

dt′
∫

Xs(t′)

Ps(dx| t
′, u, w).Èíòåãðàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé îòâñåé ïðåäûñòîðèè ðàçâèòèÿ ïðîöåññà, ïîäñêàçûâàåìàÿ ôèçè÷åñêè-8



ìè ñîîáðàæåíèÿìè, ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î �ìåäëåííîì� âðåìåíè ïðî-öåññà èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ïî ñðàâíåíèþ ñ �áûñòðîé� äèíàìèêîéïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ. Åñëè ïî àíàëîãèè ñ îïèñàííûì âûøå îïðå-äåëèòü äèñêðåòèçèðîâàííûé ïðîöåññ íàáëþäåíèÿ, òî ïðèâåäåííàÿñõåìà èëëþñòðèðóåò î÷åíü ñåðüåçíóþ òðóäíîñòü â èñïîëüçîâàíèèòðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ îöåíèâàíèÿ è îïòèìèçàöèè. Â ìîäåëè íà-áëþäåíèÿ òðóäíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ ñèñòåìàòè÷åñêóþ ïî-ãðåøíîñòü v̂k(θs), òàê êàê ïî ëîãèêå ñîñòàâëåíèÿ íîâîé ìîäåëè íåâîç-ìîæíî ñ óâåðåííîñòüþ ãîâîðèòü î òîì, êàêîâà æå â äàííûé ìîìåíòñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé, è ñîîòâåòñòâåííî ïðåäïðèíè-ìàòü òå èëè èíûå ìåðû, íàïðàâëåííûå íà �ïîãàøåíèå� ñèñòåìàòè÷å-ñêîé ïîãðåøíîñòè. Ýòîò ïðèìåð òðóäíîñòåé â èñïîëüçîâàíèè ñòàí-äàðòíûõ ïîäõîäîâ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïîèñêà àëãîðèòìîâ,îáåñïå÷èâàþùèõ âûñîêîå êà÷åñòâî îöåíèâàíèÿ ïðè ìèíèìàëüíûõïðåäïîëîæåíèÿõ î ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïîìåõ.Âîçìîæíà ëè òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è â ïðèíöèïå?Äàëåå áóäåò îïèñàí îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ, ïîçâîëÿþùèõñ îïòèìèçìîì ñìîòðåòü íà ïåðñïåêòèâû ðåøåíèÿ òàêîãî òèïà çà-äà÷. Êëþ÷åâîé îñîáåííîñòüþ ýòîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòüâêëþ÷åíèÿ ðàíäîìèçàöèè â ìîäåëü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíà áûëàíåçàâèñèìîé ñ âíåøíèìè ïîìåõàìè. Äëÿ ðàññìîòðåííîé âûøå ìîäå-ëè äèíàìèêè �â áûñòðîì âðåìåíè� áåç ñóùåñòâåííîãî îãðàíè÷åíèÿîáùíîñòè ñèñòåìàòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü v̂k(θs) ìîæíî ðàññìàòðè-âàòü êàê âíåøíþþ ïîìåõó, êîòîðàÿ ñëàáî ñâÿçàíà ñ èçìåíåíèåìòåêóùèõ (ìãíîâåííûõ) ïåðåìåííûõ.Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîáëåì îïòèìèçàöèè ñòîõàñòè÷åñêàÿ ïîñòà-íîâêà íå òîëüêî ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå àäåêâàòíîé ðåàëüíûì ïðîöåñ-ñàì, íî è ÷àñòî ïîçâîëÿåò ïðåäëàãàòü îáîñíîâàííûå ðåøåíèÿ äëÿâû÷èñëèòåëüíî �ñëîæíûõ� èëè ïëîõî îáîñíîâàííûõ çàäà÷.Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé îïðàâ-äàí è îáðàòíûé ïåðåõîä îò ñòîõàñòè÷åñêèõ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé êíåïðåðûâíûì [3�6] (ñõåìà ÄÔË, Äåðåâèöêèé-Ôðàäêîâ-Ëüþíã).3. Âîçìîæíî ëè îñìûñëåííîå îöåíèâàíèåïðè ïðîèçâîëüíûõ âíåøíèõ ïîìåõàõ?Óæå â øêîëüíîé ïðîãðàììå êàæäûé ñòàëêèâàåòñÿ ñ ôèçè÷åñêè-ìè ýêñïåðèìåíòàìè, â êîòîðûõ èçìåðÿåòñÿ ðåçóëüòàò òîãî èëè èíîãîâîçäåéñòâèÿ íà ñèñòåìó. Íàïðèìåð, ïðèêëàäûâàÿ ê ïðóæèíå ðàç-9



íûå óñèëèÿ, ïîëó÷àåì ðàçíûå äëèíû ðàñòÿæåíèÿ èëè ñæàòèÿ. Íîïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû � ýòî íå ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, à îíè îïðå-äåëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè (ïàðàìåòðàìè) ñàìîé ïðóæèíû (êîýô-ôèöèåíòîì óïðóãîñòè) è íåêîòîðûìè âíåøíèìè ïîìåõàìè.Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ íåèç-âåñòíîãî ïàðàìåòðà θ∗ ïî íàáëþäåíèÿì:
yt = θ? · ut + vt, (1)â êîòîðîé

• ìîæíî âûáèðàòü âõîäû (óïðàâëåíèÿ) ut, t = 1, 2, ..., N,

• èçìåðÿòü âûõîäû yt (ñì. ðèñ. 1).
Ðèñ. 1: Ìîäåëü íàáëþäåíèé.Òðåáóåòñÿ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âõîäîâ è âûõîäîâ {ut, yt} îöå-íèòü (îïðåäåëèòü) íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð θ? ∈ R ïðè îòñóòñòâèèêàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîìåõ {vt}.Íå êàæåòñÿ ëè òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è àáñóðäíîé?Ñ äåòåðìèíèñòñêîé òî÷êè çðåíèÿ, êîíå÷íî! Íå ìîæåò áûòü íèêà-êîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà, äàþùåãî õîòÿ áû â êàêîì-òîñìûñëå çäðàâûé îòâåò (êðîìå áåññìûñëåííîãî ðåøåíèÿ � âñÿ ÷èñ-ëîâàÿ îñü). Ïðåäëîæèâ â êà÷åñòâå îòâåòà ëþáîå èç ÷èñåë èëè äàæåêàêîé-òî èíòåðâàë ïðè êîíå÷íîì (èëè ñ÷åòíîì) ÷èñëå íàáëþäåíèé,âñåãäà ìîæíî áóäåò ïîäîáðàòü òàêèå vt, ÷òî ïðè ñëåäóþùåì íàáëþ-äåíèè ïðåäëîæåííûé îòâåò áóäåò íåâåðíûì.Àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîãî îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåò-ðà θ? èç (1) ñîñòîèò èç äâóõ øàãîâ:1. Âûáîð âõîäà (óïðàâëåíèÿ) ut.2. Îöåíèâàíèå ïàðàìåòðà θ? íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ äàííûõ ut, yt(âû÷èñëåíèå, íàïðèìåð, îöåíêè θ̂t èëè ìíîæåñòâà Θ̂t, ñîäåð-æàùåãî θ?). 10



Åñëè áû â óñëîâèÿõ çàäà÷è äîïîëíèòåëüíî ìîæíî áûëî áû ïðåä-ïîëîæèòü ñëó÷àéíóþ (âåðîÿòíîñòíóþ) ïðèðîäó ïîìåõ vt, òî ïðèâûïîëíåíèè óñëîâèé óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë [7] ìîæíîáûëî áû ãîâîðèòü îá îöåíèâàíèè íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ? ïóòåìïðîñòîãî óñðåäíåíèÿ äàííûõ íàáëþäåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâà-íèÿ ñ èñòèííûì ïàðàìåòðîì θ? = 3 è íàáëþäåíèÿìè, êîòîðûå ïðî-èçâîäèëèñü ñ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå [−0.5; 0.5]ïîìåõîé vt, ïðèâåäåíû â òàáë. 1 (ñòðîêà 5), ïîêàçûâàþò áëèçîñòüîöåíêè θ̂7 = 2.99 ê èñòèííîìó ïàðàìåòðó θ? = 3.Òàáëèöà 1.
t 1 2 3 4 5 6 7
ut 1 1 1 1 1 1 1

vt = rand()− 0.5

yt 2.9 2.8 3.2 3.3 2.6 3.4 2.7
θ̂t 2.9 2.85 2.97 3.05 2.96 3.03 2.99

vt = rand()− 0.5 +m, m = 1

yt 3.9 3.8 4.2 4.3 3.6 3.9 4.2
θ̂t 3.9 3.85 3.97 4.05 3.96 4.03 3.99Åñëè íàáëþäåíèÿ ïðîâîäèëèñü áû òàêæå ñî ñëó÷àéíîé ïîìå-õîé, íî ó êîòîðîé ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå m = E{vt} (íàïðèìåð,

m = 1, òàáë. 1, ñòðîêà 6) áûëî áû íåèçâåñòíî, òî ðåçóëüòàòû ìî-äåëèðîâàíèÿ (òàáë. 1, ñòðîêà 8) ïîêàçûâàþò îøèáî÷íîñòü ðàáîòûàëãîðèòìà, θ̂7 = 3.99 è ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò θ? = 3.Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ àáñóðäíîñòü ïîñòàíîâêè çàäà÷è îöå-íèâàíèÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ âíåøíèõ ïîìåõàõ, èç ïðàêòè÷åñêèõ ïî-òðåáíîñòåé (ñì. ðàçäåë 2) ÷àñòî åå âñå-òàêè ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü.Â äåòåðìèíèðîâàííîì àëãîðèòìå êàæäûé øàã çàäàåòñÿ äåòåð-ìèíèðîâàííûì ïðàâèëîì ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäó-ùèõ øàãîâ, è ïîëó÷åííàÿ íîâàÿ èíôîðìàöèÿ î ñèñòåìå (âûõîä)âîçâðàùàåòñÿ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ïîñëåäóþùèõ øàãàõ àëãîðèòìà.Òàêàÿ òî÷êà çðåíèÿ, îäíàêî, ìîæåò áûòü îáîáùåíà äî ñëåäóþùåãîîïðåäåëåíèÿ ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ:Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Ðàíäîìèçèðîâàííûì íàçûâàåò-ñÿ àëãîðèòì, â êîòîðîì âûïîëíåíèå îäíîãî èëè íåñêîëüêî øàãîâîñíîâàíî íà ñëó÷àéíîì ïðàâèëå (ò. å. ñðåäè ìíîãèõ äåòåðìèíèðî-âàííûõ ïðàâèë îäíî âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî â ñîîòâåòñòâèè ñ âåðî-ÿòíîñòüþ P ).Â çàâèñèìîñòè îò ñïåöèôèêè êîíêðåòíîé çàäà÷è âåðîÿòíîñòü11



Ðèñ. 2: Ìîäåëü äåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà.èëè ÿâëÿåòñÿ èñêóññòâåííûì ýëåìåíòîì, ââîäèìûì â àëãîðèòì äëÿóëó÷øåíèÿ ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû, èëè â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòå-ìå ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü èçìåðÿåìûå ñëó÷àéíûå ýëåìåíòû. Âûáîðýòîé âåðîÿòíîñòè P ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ êîíñòðóèðîâàíèÿ àëãîðèòìà.Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïðàâèëî ñëó÷àéíîãî âûáîðà äëÿ ïåðâî-ãî øàãà ðàíäîìèçèðîâàííîãî àëãîðèòìà ïîñëåäîâàòåëüíîãî îöåíè-âàíèÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ? èç (1):
ut =

{
+1, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

2 ,

−1, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
2 ,

(2)ò. å. íà ïåðâîì øàãå ñëó÷àéíî âûáèðàåòñÿ îäèí èç 27 âîçìîæíûõíàáîðîâ âõîäîâ (óïðàâëåíèé).Íà âòîðîì øàãå ïî èçâåñòíûì ïàðàì çíà÷åíèé (ut, yt) ôîðìè-ðóåì âåëè÷èíû
ȳt = ut · yt.Äëÿ �íîâîé� ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàáëþäåíèé ñïðàâåäëèâà ïîõîæàÿíà (1) ìîäåëü

ȳt = θ? · ūt + v̄t,â êîòîðîé ūt = u2t è v̄t = ut · vt. 12



Ðèñ. 3: Äåòåðìèíèðîâàííûé (à) è ðàíäîìèçèðîâàííûé (á) àëãîðèòìû.Ïóñòü, êàê è ðàíåå ïðè ìîäåëèðîâàíèè, vt � ñëó÷àéíûå ïîìå-õè ñ íåèçâåñòíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì. Åñëè vt � âíåøíèåïîìåõè, òî åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî îíè íåçàâèñèìû ñ íàøèì ðàí-äîìèçèðîâàííûì ïðàâèëîì âûáîðà âõîäîâ (óïðàâëåíèé) íà øàãå 1.Ñëåäîâàòåëüíî,
E{v̄t} = E{ut · vt} = E{ut} · E{vt} = 0 ·m = 0,ò. å. �â íîâîé ìîäåëè� íàáëþäåíèé çàäà÷à îá îöåíèâàíèè íåèçâåñò-íîãî ïàðàìåòðà θ? èç (1), íå èìåâøàÿ ðåøåíèÿ, ïðåâðàùàåòñÿ ïðèèñïîëüçîâàíèè ñëó÷àéíîãî ïðàâèëà âûáîðà âõîäîâ (óïðàâëåíèé) íàøàãå 1 ðàíäîìèçèðîâàííîãî àëãîðèòìà â �ñòàíäàðòíóþ� çàäà÷ó îáîöåíèâàíèè íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ?, íàáëþäàåìîãî íà ôîíå íåçà-âèñèìûõ öåíòðèðîâàííûõ ïîìåõ.Â òàáë. 2 ñâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû èìèòàöèîííîãîìîäåëèðîâàíèÿ. Òàáëèöà 2.
t 1 2 3 4 5 6 7
ut -1 1 -1 1 1 1 -1

vt = rand()− 0.5 +m, m = 1

yt -2.1 3.8 -1.8 4.3 3.6 4.4 -2.3
ūt 1 1 1 1 1 1 1
ȳt 2.1 3.8 1.8 4.3 3.6 4.4 2.3
θ̂t 2.1 2.95 2.57 3.00 3.12 3.33 3.19Êàê âèäíî, ïîëó÷åííûå â ñòðîêå 7, òàáë. 2, ðåçóëüòàòû ñóùå-ñòâåííî ëó÷øå, ÷åì â ñòðîêå 8, òàáë. 1, íî â îòëè÷èå îò ðåçóëüòàòîâ13



áîëåå ñîîòâåòñòâóþùåé èì ñòðîêå 5, òàáë. 1, êà÷åñòâî îöåíîê ïîëó-÷èëîñü íèæå, òàê êàê �íîâûå îøèáêè� v̄t èìåþò áîëüøóþ äèñïåðñèþïî ñðàâíåíèþ ñ vt.Áîëåå ñòðîãèé ìàòåìàòè÷åñêèé ðåçóëüòàò î ãàðàíòèðîâàííîììíîæåñòâå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ? ìîæ-íî ïîëó÷èòü äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âíåøíèõ ïîìåõ vt, ñëåäóÿ ìåòîäó,äåòàëüíî îïèñàííîìó â ðàçäåëå 7 è îáîñíîâàííîìó Ì. Êàìïè â [1](ñì. [8] íà ðóññêîì ÿçûêå). Îïóñêàÿ òåõíè÷åñêèå äåòàëè, îïèøåììåòîä ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà:1. Ïóñòü M = 8 è âûáåðåì ñëó÷àéíî ñåìü (= M − 1) ðàçíûõãðóïï ïî ÷åòûðå èíäåêñà T1, . . . , T7.2. Âû÷èñëèì ñåìü ÷àñòè÷íûõ ñóìì s̄i =
∑

j∈Ti
ȳj, i = 1, . . . , 7.3. Ñôîðìèðóåì äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë

Θ̂ = [min
i∈1:7

s̄i; max
i∈1:7

s̄i],ñîäåðæàùèé θ? c âåðîÿòíîñòüþ p = 75% (= 1− 2 · 1/M).Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì, ïîñêîëüêóçàâèñèò îò ñëó÷àéíîãî âûáîðà âõîäíîãî ñèãíàëà. Äîâåðèòåëüíàÿâåðîÿòíîñòü p = 75% îçíà÷àåò, ÷òî ïðè 75 íàáîðàõ âõîäîâ èç 100ïîëó÷àþùèéñÿ äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë áóäåò ñîäåðæàòü θ?, ïðè-÷åì ýòà âåðîÿòíîñòü òî÷íàÿ, à íå íèæíÿÿ ãðàíèöà, è ýòîò ðåçóëüòàòñïðàâåäëèâ äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øóìîâ {vt}.Ïî îïèñàííîìó ìåòîäó äëÿ äàííûõ {(ut, yt)} èç òàáë. 2 ïîëó÷à-åì: Òàáëèöà 3.
i Ti s̄i1 {2, 3, 4, 5} 3.3752 {1, 3, 4, 6} 3.153 {2, 3, 5, 6} 3.44 {1, 2, 6, 7} 3.155 {1, 4, 5, 7} 3.0756 {2, 3, 5, 7} 2.8757 {1, 4, 6, 7} 3.275è, ñëåäîâàòåëüíî,

• èíòåðâàë Θ̂ = [2.875; 3.4] ñîäåðæèò íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð θ?c âåðîÿòíîñòüþ p = 75%, 14



÷òî âïîëíå ñîîòíîñèòñÿ ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è, ò. ê. ïðè ìîäåëèðî-âàíèè èñïîëüçîâàëîñü ôàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå θ? = 3. Âçÿâ âìåñòîñåìè ïÿòíàäöàòü (M = 16) ÷àñòè÷íûõ ñóìì s̄i, ìîæíî âäâîå ñîêðà-òèòü âåðîÿòíîñòü îøèáêè, ïîëó÷èâ p = 87.5%, íî ïðè ýòîì, âîîáùåãîâîðÿ, ïîëó÷èòñÿ áîëüøèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë Θ̂.Èòàê, äàòü óòâåðäèòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ, âûíåñåííûé â çà-ãîëîâîê ýòîãî ðàçäåëà, îêàçûâàåòñÿ âïîëíå âîçìîæíî.Äëÿ êàçàëîñü áû àáñóðäíîé çàäà÷è îá îöåíèâàíèè ïàðàìåòðàïðè ïðîèçâîëüíûõ âíåøíèõ ïîìåõàõ, ñ êîòîðîé ïðèíöèïèàëüíî íåìîæåò ñïðàâèòüñÿ íè îäèí äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì, âíåñåíèåðàíäîìèçàöèè â ïðîöåññ âûáîðà âõîäíûõ äàííûõ ïîçâîëÿåò ïîëó-÷èòü âïîëíå îñìûñëåííûå ðåçóëüòàòû.Ââåäÿ èñêóññòâåííî âåðîÿòíîñòü â ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó, ìîæ-íî ïðè õàðàêòåðèñòèêå êà÷åñòâà ðàáîòû àëãîðèòìà ãîâîðèòü î åãîâåðîÿòíîñòíîé óñïåøíîñòè.Î ï ð å ä å ë å í è å 2. Ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì íàçû-âàåòñÿ âåðîÿòíîñòíî-óñïåøíûì ñ âåðîÿòíîñòüþ p, åñëè âåðîÿò-íîñòü åãî ïðàâèëüíîãî ðåçóëüòàòà íå ìåíåå p.Äîñòèæåíèå óñïåøíûõ ðåçóëüòàòîâ ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ âåðî-ÿòíîñòè â îòëè÷èå îò äåòåðìèíèðîâàííîãî ñëó÷àÿ ñîîòâåòñòâóåòîñìûñëåííîìó âûáîðó êîìïðîìèññà: åñëè ïîëíîñòüþ ãàðàíòèðîâàí-íîãî ðåçóëüòàòà ïîëó÷èòü íåâîçìîæíî, òî ëó÷øå èìåòü 75%-þ ãà-ðàíòèþ âìåñòî íè÷åãî.Êîíå÷íî, íå âî âñåõ çàäà÷àõ êîìïðîìèññ âîçìîæåí. Âî ìíîãèõñëó÷àÿõ îòâåò íóæåí ãàðàíòèðîâàííûé íà 100%. Íî �çàùèùàÿ� ðàí-äîìèçèðîâàííûå àëãîðèòìû, íàäî îòìåòèòü, ÷òî óðîâåíü äîñòîâåð-íîñòè p îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì àëãîðèòìà, êîòîðûé ìîæåòáûòü íàñòðîåí ïîëüçîâàòåëåì. Ïàðàìåòð p â îïðåäåëåíèè 2 îñëàá-ëÿåò ïîíÿòèå äåòåðìèíèðîâàííîé ðàçðåøèìîñòè, äëÿ êîòîðîé âå-ðîÿòíîñòü óñïåõà ìîæåò áûòü òîëüêî 0 èëè 1, îáðàçíî âûðàæàÿñü,ðåçóëüòàò �÷åðíûé� èëè �áåëûé�. Ïåðåõîäÿ ê ðàíäîìèçèðîâàííûìàëãîðèòìàì, ñòàíîâèòñÿ íåïðåðûâíûì ïàðàìåòðîì, ïðîáåãàþùèìèíòåðâàë [0; 1], çàäàâàÿ òîò èëè èíîé îòòåíîê �ñåðîãî�.Çàìå÷àíèå. Àëüòåðíàòèâíûé âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþçàäà÷è îöåíèâàíèÿ � áàéåñîâñêèé, ïðè êîòîðîì ïðèñóòñòâóþùèìâ ñèñòåìå ïîìåõàì vt àïðèîðè ïðèïèñûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ïðè-ðîäà Q, íî åãî íåâîçìîæíî ïðèìåíèòü ïðè ïðîèçâîëüíûõ âíåøíèõïîìåõàõ (â õóäøåì ñëó÷àå), ò. ê. âñå âûâîäû èìåþò âåðîÿòíîñò-15



íóþ îñíîâó ïðåäïîëîæåíèé î ñèñòåìå. Ïî ñìûñëó áàéåñîâñêèé èðàíäîìèçèðîâàííèé ïîäõîäû ñîâåðøåííî ðàçëè÷íû ñ ïðàêòè÷åñêîéòî÷êè çðåíèÿ. Â áàéåñîâñêîì � Q îïèñûâàåò âåðîÿòíîñòü òîãî èëèèíîãî çíà÷åíèÿ ïîìåõè vt ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè, ò. å. âûáîð Qÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ìîäåëè çàäà÷è. Â îòëè÷èå îò ýòîãî, âåðîÿòíîñòü Pâ ðàíäîìèçèðîâàííîì ïîäõîäå ÿâëÿåòñÿ òåì, ÷òî ìû èñêóññòâåííîâûáðàëè è èñïîëüçóåì. P ñóùåñòâóåò òîëüêî â íàøåì àëãîðèòìå,è, ñëåäîâàòåëüíî, íåò òðàäèöèîííîé ïðîáëåìû ïëîõîé ìîäåëè, êàêýòî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ ñ Q ïðè áàéåñîâñêîì ïîäõîäå.4. Ðàíäîìèçèðîâàííûå àëãîðèòìû êàê ñïîñîáñíèæåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòèÌíîãèå àâòîðû âûñòóïàþò çà èñïîëüçîâàíèå ðàíäîìèçèðîâàí-íûõ àëãîðèòìîâ äëÿ óìåíüøåíèÿ ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé ïî ñðàâ-íåíèþ ñ áîëåå òðàäèöèîííûìè äåòåðìèíèðîâàííûìè ïîäõîäàìè.Èäåÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïðåäïîëîæèì, ÷òî äåòåðìèíèðîâàí-íûé àëãîðèòì òðåáóåò ÷ðåçìåðíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ îáðàáîòêè âñåéäîñòóïíîé èíôîðìàöèè. Òîãäà ìîæíî ñîçíàòåëüíî îòêàçàòüñÿ îò÷àñòè èíôîðìàöèè è ïåðåéòè ê ðåøåíèþ óïðîùåííîé çàäà÷è ñ ÷à-ñòè÷íîé èíôîðìàöèåé. Ïðè ýòîì, îäíàêî, äåòåðìèíèðîâàííîé ðàç-ðåøèìîñòè, ìîæåò áûòü, äîñòè÷ü íåâîçìîæíî, íî êàê è ðàíåå ìîæ-íî ðàññìîòðåòü ðàíäîìèçèðîâàííûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ðåøå-íèÿ ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà. Êîíå÷íûé ðåçóëüòàò: êîìïðî-ìèññ ìåæäó ïîëíîé ãàðàíòèåé óñïåõà è âû÷èñëèòåëüíîé ðåàëèçóå-ìîñòüþ (âîçìîæíîñòüþ ïîëó÷èòü îòâåò çà ðåàëüíîå îãðàíè÷åííîåâðåìÿ).Çàìåòèì, ÷òî ïðè÷èíà îáðàùåíèÿ ê ðàíäîìèçèðîâàííûì ìåòî-äàì îñòàëàñü òà æå: ýòî íåäîñòàòîê èíôîðìàöèè. Îäíàêî çäåñü äðó-ãàÿ ïîäîïëåêà: èíôîðìàöèþ âïîëíå âîçìîæíî ñîáðàòü è âñþ, íî åå÷àñòü ñîçíàòåëüíî îòáðàñûâàåòñÿ äëÿ óâåëè÷åíèÿ âû÷èñëèòåëüíîéðåàëèçóåìîñòè, äåëàÿ ïðè ýòîì åå íåäîñòàòî÷íîé äëÿ ðåøåíèÿ ïðî-áëåìû òðàäèöèîííûì äåòåðìèíèðîâàííûì ñïîñîáîì.Â ðàìêàõ ýòîé ëîãèêè âïå÷àòëÿþùèå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó-÷åíû äëÿ ðàíäîìèçèðîâàííûõ ïîäõîäîâ â îñíîâíûõ îáëàñòÿõ òåî-ðèè óïðàâëåíèÿ è ñèñòåì. Ýòî îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, ê âûïóêëûìïðîáëåìàì ðîáàñòíîãî óïðàâëåíèÿ, âêëþ÷àÿ â òîì ÷èñëå øèðîêèéêëàññ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ, ñâîäÿùèõñÿ ê ïàðàìåòðî-çàâèñèìûì ëè-íåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâàì (LMIs). Êàê èçâåñòíî, ìíîãèå èç16



ýòèõ ïðîáëåì ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè â äåòåðìèíèðîâàííîé ïîñòà-íîâêå, ñì., íàïðèìåð, [9�11].Óñïåõó ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ñïîñîáñòâóåò åùå è òî,÷òî ïðîèçâîäèòåëüíîñòü è âåðîÿòíîñòü óñïåõà ðàíäîìèçèðîâàííûõàëãîðèòìîâ ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî òî÷íî îöåíåíà àíàëèòè÷åñêèìèìåòîäàìè, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Õåôäèíãà [12].5. Èñòîðè÷åñêèé îáçîðÐîæäåíèå ðàíäîìèçèðîâàííûõ ìåòîäîâ âîñõîäèò ê ïîÿâëåíèþìåòîäà ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ Ìîíòå-Êàðëî (ÌÊ), ïðåä-ëîæåííîãî â Ëîñ-Àëàìîñå Í. Ìåòðîïîëèñîì è Ñ. Óëàìîì â õîäå ðà-áîò íàä Ìàíõýòòåíñêèì ïðîåêòîì [13]. Ìåòîä ÌÊ çàäàåò ïðîñòóþñõåìó äëÿ îöåíêè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ (ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ)
E{F (X)} íà îñíîâå ñëó÷àéíîé âûáîðêè îáðàçöîâ xk ñëó÷àéíîé âå-ëè÷èíû X (ðàíäîìèçàöèè X). Ïåðâîíà÷àëüíî ñòîõàñòè÷åñêèé ïîä-õîä èñïîëüçîâàëè äëÿ àïïðîêñèìàöèè ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ âóðàâíåíèÿõ ïåðåíîñà, âîçíèêøèõ â ñâÿçè ñ çàäà÷åé î äâèæåíèè íåé-òðîíà â èçîòðîïíîé ñðåäå. Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå ÌÊ ìîæíîíàéòè, íàïðèìåð, â êíèãå Ñ.Ì. Åðìàêîâà [14].Èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âõîäíûõ ñèãíàëîâ äëÿ óñòðà-íåíèÿ ýôôåêòà ñìåùåíèÿ áûëà âûäâèíóòà Ð. Ôèøåðîì [15] â âèäåðàíäîìèçèðîâàííîãî ïðèíöèïà ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà. Ðåêóð-ðåíòíûå àëãîðèòìû îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè ïðè ñëó÷àé-íûõ âõîäíûõ ñèãíàëàõ ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå â êíèãàõ À. Àëáåð-òà, Ë. Ëüþíãà, T. Ñ�åäåðñòð�åìà, Ï. Þíãà [5, 16�18], íî ïðè ñòàí-äàðòíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ïîìåõàõ, à èìåííî, ñ÷èòàëîñü, ÷òî îíèïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íó-ëåâûì ñðåäíèì, íåçàâèñèìûõ èëè ñëàáîçàâèñèìûõ. Î.Í. Ãðàíè÷è-íûì, À.Â. Ãîëüäåíøëþãåðîì è Á.Ò. Ïîëÿêîì â [19�21] áûëè ïðåäëî-æåíû ðàíäîìèçèðîâàííûå àëãîðèòìû îöåíêè ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîéðåãðåññèè, ñîñòîÿòåëüíûå ïðè ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ ïîìåõàõ.Äåòàëüíîìó àíàëèçó âîçìîæíîñòåé ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãî-ðèòìîâ â çàäà÷àõ îöåíèâàíèÿ è îïòèìèçàöèè ïðè ïðîèçâîëüíûõïîìåõàõ ïîñâÿùåíà êíèãà Î.Í. Ãðàíè÷èíà è Á.Ò. Ïîëÿêà [22]. Ðàñ-ñìàòðèâàåìûé â ýòîé êíèãå íîâûé òèï ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãî-ðèòìîâ ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè (ÐÀÑÀ), íàçûâàåìûõ â àí-ãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå Simultaneous Perturbation Stochastic Appro-ximation (SPSA), áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ Î.Í. Ãðàíè÷èíà [23,25],17



Á.Ò. Ïîëÿêà è À.Á. Öûáàêîâà [5], Äæ. Ñïàëëà [26], è Õ.-Ô. ×åíà,Ò. Äóíêàí è Á. Ïàñèê-Äóíêàí [27]. Îíè îñíîâàíû íà àïïðîêñèìàöèèãðàäèåíòà âäîëü ñëó÷àéíî âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ � ðàíäîìèçà-öèè, êîòîðàÿ îïèðàåòñÿ íà íåêîòîðûå êîíòðîëèðóåìûå ñëó÷àéíûåâåëè÷èíû, âëèÿþùèå íà ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé, ñóùåñòâóþùèå âñèñòåìå èëè äîáàâëÿåìûå ýêñïåðèìåíòàòîðîì. Ýòè àëãîðèòìû îò-íîñÿòñÿ ê áîëåå øèðîêîìó êëàññó ìåòîäîâ ñëó÷àéíîãî ïîèñêà, êîòî-ðûå ðàíåå â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå èññëåäîâàëèñü, íàïðèìåð, âðàáîòàõ Ë.À. Ðàñòðèãèíà [28], Þ.À. Ñóøêîâà [29], À. Æèëèíñêàñàè À.À. Æèãëÿâñêîãî [30]. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçà-öèè â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ àëãîðèòìû èìèòàöèèîòæèãà [31�34] è ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû [35], â îñíîâå êîòîðûõòàêæå ëåæàò ðàíäîìèçèðîâàííûå ïðàâèëà.Ïàðàëëåëüíî, íà÷èíàÿ ñ ðàáîò Â.Í. Âàïíèêà è À.ß. ×åðâîíåí-êèñà, â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå ðàçâèâàëàñü ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿâîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòåé ïî ýìïèðè÷åñêèì äàííûì [36, 37],íàïðàâëåííàÿ íà óñòàíîâêó óñëîâèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ýì-ïèðè÷åñêèõ ñðåäíèõ ê ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèÿì. Âìåñòî îöåíêè
E{F (X)} öåëü ïðåâðàòèëàñü â ãîðàçäî áîëåå òåõíè÷åñêè ñëîæíóþçàäà÷ó: îöåíêè E{F (θ,X)|X}, ãäå X ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-íîé, â îòíîøåíèè êîòîðîé áåðåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, à θ �ïàðàìåòð. Ýòà ïðîáëåìà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè òåñíî ñâÿçàíà ñçàäà÷àìè îáó÷åíèÿ: åñëè èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü, òîðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîé îøèáêè ïî îòíîøåíèþê θ âîçâðàùàåò ïî÷òè ìèíèìóì ñîîòâåòñòâóþùåé îøèáêè ìàòåìà-òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ E{F (θ,X)|X} (ñì., íàïðèìåð, [38, 39]), ò. å.ìîæåò ñëóæèòü õîðîøåé îöåíêîé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

E{F (θ,X)|X} → min .Â ðàáîòå Ì. Âèäüÿñàãàðà [40] ìåòîäû èç òåîðèè îáó÷åíèÿ áûëîïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü â çàäà÷àõ ðîáàñòíîãî óïðàâëåíèÿ, â êîòî-ðûõ òðàäèöèîííîå êîíñòðóèðîâàíèå äëÿ �õóäøåãî� ñëó÷àÿ, ñ îäíîéñòîðîíû, ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ NP-ñëîæíûõ çàäà÷, àñ äðóãîé � ÷àñòî ïðèâíîñèò â ñèñòåìó ÷ðåçìåðíûé êîíñåðâàòèçì,ïîñêîëüêó âûíóæäàåò ôîêóñèðîâàòüñÿ íà âñåõ âûðîæäåííûõ ñëó-÷àÿõ, âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ êîòîðûõ íà ïðàêòèêå íåâåëèêà. Ïî-ÿâèëàñü ñîâåðøåííî íîâàÿ îáëàñòü ïðèëîæåíèÿ ðàíäîìèçèðîâàí-íûõ ìåòîäîâ, îðèåíòèðîâàííûõ íà ñðåäíåå êà÷åñòâî ñèíòåçà ðåãó-ëÿòîðà: äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà îáúåêòîâ X , àññîöèèðîâàííîãî ñ18



íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé, îïèñûâàþùåé âîçìîæíîñòü ïðîÿâ-ëåíèÿ ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ, îæèäàåìîå êà÷åñòâî êîíòðîëëåðà îïðå-äåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì θ è ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê E{F (θ,X)|X}.Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷ó îïòèìèçàöèè âûáîðà êîíòðîëëåðà ìîæíîðåøèòü ïóòåì ðàíäîìèçàöèè íà X ïðè óñëîâèè, ÷òî èìååò ìåñòîðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü. Èñïîëüçîâàíèå ðàíäîìèçàöèè íå îãðàíè-÷èâàåòñÿ çàäà÷àìè, ãäå ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà çàäàåòñÿ ìàòåìàòè÷å-ñêèì îæèäàíèåì E{F (θ,X)|X}. Ðàíäîìèçàöèÿ ìîæåò áûòü ïðèìå-íåíà è ïðè ðåøåíèè ìèíèìàêñíûõ ïðîáëåì ïðè óñëîâèè, ÷òî âîç-ìîæíî îñëàáëåíèå òðåáîâàíèÿ �ìàêñ� â âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå. Áî-ëåå òî÷íî, åñëè ìîæíî äîâîëüñòâîâàòüñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
max
x∈X̄

F (θ, x) → min,ãäå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ X̄ ⊂ X äîëæíî èìåòü äîñòàòî÷íî áîëü-øóþ âåðîÿòíîñòü, íàïðèìåð, Prob{X̄} > 1−ε, (�chance-constrained�problem [41]), ò. å. ïîçâîëåíî èãíîðèðîâàòü òå îáúåêòû èç X , øàíñïîÿâëåíèÿ êîòîðûõ íå áîëåå ε. Êîãäà ε óìåíüøàþò ê íóëþ, ýòî çà-äà÷à âîçâðàùàåòñÿ ê ñòàíäàðòíîé ôîðìóëèðîâêå ìèíèìàêñíîé ðî-áàñòíîñòè. Øèðîêèé îáçîð èñïîëüçîâàíèÿ ðàíäîìèçèðîâàííûõ ìå-òîäîâ â ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ â î÷åð÷åííûõ çäåñü îáùèõ ðàìêàõ äàíâ ðàáîòàõ P. Òåìïî, Äæ. Êàëàôèîðå è Ô. Äàááåíå [42,43]. Áåç êàêèõ-ëèáî ïðåòåíçèé íà ïîëíîòó ïåðå÷èñëåíèÿ â äîïîëíåíèå ê àâòîðàìóïîìÿíóòîãî îáçîðà îòìåòèì ðàáîòû â ýòîé îáëàñòè Ð. Ñòåíãåëÿ, Ë.Ðýÿ, Ï. Êàðãîíåêàðà, À. Òèêêó, Ý.-Â. Áàÿ, Á. Áàðìèøà, Ê. Ëàãîà,Þ. Îèøè, Õ. Êèìóðà, Á.Ò. Ïîëÿêà, Þ. Ôóäæèñàêè, Ï.Ñ. Ùåðáà-êîâà, Ñ. Êàíåâà, Ò. Áàøàðà, Õ. Èøèè [44�54].Êðîìå ïðèëîæåíèé â çàäà÷àõ òåîðèè óïðàâëåíèÿ ñöåíàðíûéïîäõîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí è ïðè îáíàðóæåíèè íåèñïðàâíî-ñòåé, �ðàçëàäêè� èëè íåòðàäèöèîííîãî ïîâåäåíèÿ â ñàìûõ ðàçíîîá-ðàçíûõ ñèñòåìàõ. Â [55] îïèñàíà èäåÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ïîäõîäàê îáíàðóæåíèþ ðàçðûâîâ ôóíêöèè, èíñïèðèðîâàííàÿ ñöåíàðíûìïîäõîäîì. Â äàëüíåéøåì åå ðàçâèòèå ïðèâåëî ê íîâîìó ðàíäîìèçè-ðîâàííîìó àëãîðèòìó óñòîé÷èâîé êëàñòåðèçàöèè, êîòîðûé ñîñòîèòâ ïîñòðîåíèè ïî íåáîëüøîìó ñëó÷àéíî âûáðàííîìó êîëè÷åñòâó òî-÷åê íåñêîëüêèõ ðàâíîìåðíûõ àïïðîêñèìàöèé èíäåêñíîé ôóíêöèèñïåöèàëüíîãî âèäà, èìåþùåé �ñêà÷îê� â òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåéèñòèííîìó êîëè÷åñòâó êëàñòåðîâ [56�59]. Èìèòàöèîííûå ýêñïåðè-ìåíòû ïîêàçûâàþò ðàáîòîñïîñîáíîñòü íîâîãî àëãîðèòìà ïðè îïðå-äåëåíèè íåñêîëüêèõ òûñÿ÷ êëàñòåðîâ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè,19



íà ïîðÿäîê ïðåâûøàþùåé èõ äåéñòâèòåëüíîå êîëè÷åñòâî. Ïðè ýòîìèñïîëüçîâàíèå íîâîãî àëãîðèòìà ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòüîáùóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü ïðîöåññà ïîèñêà êëàñòåðîâ.Äðóãàÿ ïðîáëåìà, ñ êîòîðîé ñòàëêèâàþòñÿ ïðè ñèíòåçå çàêî-íîâ óïðàâëåíèÿ, � íåäîñòàòî÷íàÿ âàðèàòèâíîñòü ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè íàáëþäåíèé: �óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ äîëæíû áûòü â èç-âåñòíîé ìåðå èçó÷àþùèìè, íî â èçâåñòíîé ìåðå íàïðàâëÿþùèìè�(À.À. Ôåëüäáàóì, [60]). Íàïðèìåð, åñëè öåëü àäàïòèâíîãî óïðàâëå-íèÿ ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè îòêëîíåíèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìûîò çàäàííîé òðàåêòîðèè, òî ýòî ÷àñòî ïðèâîäèò ê âûðîæäåííîé ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè íàáëþäåíèé, â òî âðåìÿ, êàê äëÿ óñïåøíîãî ïðî-âåäåíèÿ èäåíòèôèêàöèè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû äîëæíîáûòü îáåñïå÷åíî �ðàçíîîáðàçèå� íàáëþäåíèé. Ó÷èòûâàÿ âîçìîæíî-ñòè ïðÿìîãî âëèÿíèÿ íà óïðàâëÿåìûå ïðîöåññû ÷åðåç âõîäíûå ïå-ðåìåííûå ñèñòåìû, â 1986 ã. Î.Í. Ãðàíè÷èíûì ñîâìåñòíî ñ Â.Í. Ôî-ìèíûì [61] è Õ.-Ô.×åíîì ñ Ë.Ãàî [62] áûëî ïðåäëîæåíî è îáîñíîâà-íî ïðè ñèíòåçå àäàïòèâíîãî àñèìïòîòè÷åñêè-îïòèìàëüíîãî óïðàâ-ëåíèÿ (ìèíèìàêñíîãî è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî ñîîòâåòñòâåííî) äî-ïîëíèòåëüíî ê îñíîâíîìó óïðàâëåíèþ âêëþ÷àòü â êàíàë óïðàâëå-íèÿ ïðîáíîå ðàíäîìèçèðîâàííîå âîçìóùåíèå. Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿðàíäîìèçèðîâàííàÿ ñòðàòåãèÿ àäàïòèâíîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-íèÿ. Â ñîâðåìåííûõ ðàáîòàõ Ì. Êàìïè, Ý. Âåéåðà [63] è Äæ. Êà-ëàôèîðå, Ë. Ôàäæèàíî [64] ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåðñïåêòèâû èñïîëü-çîâàíèÿ òàêîãî æå òèïà ðàíäîìèçèðîâàííûõ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿäëÿ èäåíòèôèêàöèè è ñèíòåçà ðîáàñòíîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-íèÿ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè.Â áëèçêèõ ïî ïîñòàíîâêàì çàäà÷àõ ôèëüòðàöèè ïðè ïðîèçâîëü-íûõ îãðàíè÷åííûõ ïîìåõàõ â íàáëþäåíèÿõ ðàíäîìèçèðîâàííûå ìî-äèôèêàöèè ñòàíäàðòíûõ àëãîðèòìîâ ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [65�71].Â ñâÿçè ñ ìàññîâûì ïåðåõîäîì ê îáðàáîòêå ïîòîêîâ äâóìåð-íûõ (2-D) è òðåõìåðíûõ (3-D) äàííûõ ðåçêî óâåëè÷èëèñü îáúåìûîáðàáàòûâàåìîé èíôîðìàöèè. Ñëîæíîñòü òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâêâàíòîâàíèÿ ñèãíàëîâ âîçðàñòàåò ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó ñðîñòîì ðàçìåðíîñòè. Êâàíòîâàíèå 1-D ñèãíàëîâ ïðè N = 103 îò-ñ÷åòîâ ñîîòâåòñòâóåò 106 â ñëó÷àå 2-D , à â 3-D � 109, ÷òî óæå÷ðåçâû÷àéíî âåëèêî. Â ñîâðåìåííûõ ïðèëîæåíèÿõ äëÿ öèôðîâûõôîòî- è âèäåîêàìåð òðàäèöèîííîå òðåáîâàíèå î íåîáõîäèìîé ÷àñòî-òå (ñêîðîñòè, Nyquist Rate) èçìåðåíèÿ íàñòîëüêî âûñîêî, ÷òî ñëèø-20



êîì áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïîëó÷àþùèõñÿ äàííûõ íàäî ñóùåñòâåííîñæèìàòü ïåðåä õðàíåíèåì èëè ïåðåñûëêîé. Â äðóãèõ ïðèëîæåíè-ÿõ, âêëþ÷àÿ ñèñòåìû îòîáðàæåíèÿ (ìåäèöèíñêèå ñêàíåðû, ðàäàðû)è áûñòðîäåéñòâóþùèå àíàëîãî-öèôðîâûå êîíâåðòåðû, óâåëè÷åíèå÷àñòîòû èçìåðåíèé îêàçûâàåòñÿ î÷åíü äîðîãîñòîÿùèì. Ñ ïðàêòè-÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÷ðåçâû÷àéíî èíòåðåñíî èññëåäîâàòü âîçìîæ-íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ θ ∈ Rd ïî y ∈ Rm ïðè m << d, ÷òî, êî-íå÷íî æå, íåðåàëèçóåìî â îáùåì ñëó÷àå. Íî â ïîñëåäíåå âðåìÿ íàïîìîùü òðàäèöèîííîé òåîðèè îáðàáîòêè ñèãíàëîâ ïðèõîäèò íîâàÿïàðàäèãìà compressive sensing (�îïîçíàíèå ñî ñæàòèåì�), ïîçâîëÿþ-ùàÿ äîñòàòî÷íî òî÷íî âîññòàíàâëèâàòü �ðàçðåæåííóþ� (sparse) èí-ôîðìàöèþ θ [72, 73]. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ðàíäîìèçèðîâàííûåèçìåðåíèÿ, ïî ðåçóëüòàòàì êîòîðûõ èíôîðìàöèÿ âîññòàíàâëèâàåò-ñÿ, íàïðèìåð, íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ `1-îïòèìèçàöèè: x íà-õîäèòñÿ êàê ðåøåíèå íåêîòîðîé çàäà÷è âèäà
||θ||1 =

∑

j

|θ[j]| → min : y =

N∑

j=1

θ[j]u[j].Áîëåå äåòàëüíîå îïèñàíèå íîâîé ïàðàäèãìû è ìíîãî ïðèìåðîâ ìîæ-íî íàéòè â [74�76].6. Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëîâòèïà ñðåäíåãî ðèñêàÏðîáëåìà îïòèìèçàöèè òîãî èëè èíîãî ôóíêöèîíàëà âñòàåò âîìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Èíîãäà ýêñòðåìàëüíûå çíà÷å-íèÿ ìîæíî íàéòè àíàëèòè÷åñêè, îäíàêî çà÷àñòóþ èíæåíåðû èìå-þò äåëî ñ íåèçâåñòíûì ôóíêöèîíàëîì, çíà÷åíèå êîòîðîãî ìîæíîòîëüêî âû÷èñëÿòü â çàäàâàåìûõ òî÷êàõ. Ïðè ýòîì âîçìîæíî ïî-ÿâëåíèå íåêîíòðîëèðóåìûõ íåîïðåäåëåííîñòåé ðàçëè÷íîé ïðèðî-äû, êàê ñòàòèñòè÷åñêèõ, òàê è íåðåãóëÿðíûõ (íàïðèìåð, íåèçâåñò-íûõ, íî îãðàíè÷åííûõ, äëÿ êîòîðûõ òðàäèöèîííûå ïðåäïîëîæåíèÿî ñòàòèñòè÷åñêîé ïðèðîäå, íåçàâèñèìîñòè è öåíòðèðîâàííîñòè íåâûïîëíåíû).Ïóñòü (Ω,F ,P) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, è F (θ, w) : Rn ×
W → R � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó ôóíêöèÿ,W ⊂
Rd.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè i = 1, 2, . . . ââûáèðàåìûõ ýêñïåðèìåíòàòîðîì òî÷êàõ èçìåðåíèÿ x1, x2, . . . (ïëàí21



íàáëþäåíèÿ) äîñòóïíî íàáëþäåíèþ ñ àääèòèâíîé ïîìåõîé vi çíà-÷åíèå ôóíêöèè
yi = F (xi, wi) + vi, (3)ãäå wi ∈ W � íåêîíòðîëèðóåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ, èìåþùèõ îäèíàêîâîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåèç-âåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå Pw(·).Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè ïî íàáëþäåíèÿì y1, y2, . . . ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê {θ̂i} íåèçâåñòíîãî âåêòîðà θ?, ìèíèìèçè-ðóþùåãî ôóíêöèþ f(θ) òèïà ôóíêöèîíàëà ñðåäíåãî ðèñêà:

f(θ) = E{F (θ, w)|w} → min . (4)Îáû÷íî èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé F (θ, w) = f(θ). Ñäåëàííîå îáîáùå-íèå ïîçâîëÿåò, íàïðèìåð, ó÷åñòü ñëó÷àé ìóëüòèïëèêàòèâíîé íåîïðå-äåëåííîñòè: F (θ, w) = wf(θ) è Ew = 1.Íàðÿäó ñ (4) ÷àñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ è íåñòàöèîíàðíàÿ ïîñòàíîâ-êà çàäà÷è. Ïóñòü çàäàíî ñåìåéñòâî ôóíêöèé {Fξ(θ, w)}ξ∈Ξ, äèôôå-ðåíöèðóåìûõ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó, x1, x2, . . . � âûáèðàåìàÿ ýêñ-ïåðèìåíòàòîðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èçìåðåíèÿ (ïëàí íàáëþ-äåíèÿ), â êîòîðûõ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè i = 1, 2, . . . äîñòóïíîíàáëþäåíèþ ñ àääèòèâíîé ïîìåõîé vi çíà÷åíèå ôóíêöèè Fξi(xi, wi)

yi = Fξi(xi, wi) + vi, (5)ãäå ξi � íåêîíòðîëèðóåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: ξi ∈ Ξ. Òðåáóåò-ñÿ ïî íàáëþäåíèÿì y1, y2, . . . ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê
{θ̂i} íåèçâåñòíûõ âåêòîðîâ {θi}, ìèíèìèçèðóþùèõ ôóíêöèè fi(x)òèïà ôóíêöèîíàëà ñðåäíåãî ðèñêà:

fi(θ) = E{Fξi(θ, w)|w} → min . (6)Çàäà÷à (4) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (6) ïðè θi ≡ θ è Ξ = {ξ1}.Îáîçíà÷èì ïðîáíîå âîçìóùåíèå ∆i ∈ R
n, i = 1, 2, . . . , è P∆i

(·)� åãî ðàñïðåäåëåíèå.Ïóñòü θ̂0 ∈ Rn è çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Θi} âûïóêëûõìíîæåñòâΘi ⊂ Rn, ñîäåðæàùèõ íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãîN > 0 òî÷êó/-è ìèíèìóìà/-îâ ôóíêöèîíàëà (4)/-îâ (6). Íàïðèìåð, {Θi} � ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü ðàñøèðÿþùèõñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè øàðîâ. Ðàññìîò-ðèì ñâîéñòâà îöåíîê ñëåäóþùèõ òðåõ àëãîðèòìîâ òèïà ñëó÷àéíîãîïîèñêà:
θ̄i = θ̂i−1 + βi∆i, yi = F (θ̄i, wi) + vi, 22



θ̂i = Pi(θ̂i−1 −
αi

βi
Ki(∆i)yi), (7)ñ îäíèì è äâóìÿ èçìåðåíèÿìè íà èòåðàöèè

θ̄2i = θ̂i−1 + βi∆i, θ̄2i−1 = θ̂i−1 − βi∆i,

θ̂i = Pi(θ̂i−1 −
αi

2βi
Ki(∆i)(y2i − y2i−1)), (8)

θ̄2i = θ̂i−1 + βi∆i, θ̄2i−1 = θ̂i−1,

θ̂i = Pi(θ̂i−1 −
αi

βi
Ki(∆i)(y2i − y2i−1)), (9)ãäå Pi � ïðîåêòîðû íà Θi, ïðè÷åì äëÿ àëãîðèòìà (7) Θi � êîì-ïàêòû, à Ki(·) : R

n → R
n � íåêîòîðûå âåêòîð-ôóíêöèè (ÿäðà),íàïðèìåð, Kn(∆) = ∆.Î.Í. Ãðàíè÷èíûì óñòàíîâëåíà ñîñòîÿòåëüíîñòü è ñèëüíàÿ ñî-ñòîÿòåëüíîñòü ìåòîäîâ ñ ïðîáíûì âîçìóùåíèåì ïðè óñëîâèè ïî÷òèïðîèçâîëüíûõ ïîìåõ [23]. Á.Ò. Ïîëÿê è À.Á. Öûáàêîâ îáîñíîâàëèìèíèìàêñíóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ îïòèìàëüíîñòü ñêîðîñòè ñõîäèìî-ñòè îöåíîê àëãîðèòìîâ (7) è (8) â òîì ñìûñëå, ÷òî ïîðÿäîê åå íåìîæåò áûòü óëó÷øåí íèêàêèì äðóãèì èòåðàòèâíûì àëãîðèòìîì [5].Äæ. Ñïàëë ïîêàçàë àñèìïòîòè÷åñêîå ñîêðàùåíèå êîëè÷åñòâà èçìå-ðåíèé äëÿ ìåòîäîâ ñ ïðîáíûì âîçìóùåíèåì òèïà (8), ïî ñðàâíå-íèþ ñ ïðîöåäóðîé Êèôåðà-Âîëüôîâèöà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí-íûì ïðè áîëüøèõ n [26].Â çàäà÷å (6) àëãîðèòìû ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè ñ ïðîá-íûì âîçìóùåíèåì (7)-(9) îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ñ ïîñòîÿííûìè øà-ãàìè αn ≡ α, βn ≡ β. Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíà áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà (9)ðåêóððåíòíîé îïòèìèçàöèè íåñòàöèîíàðíîãî ôóíêöèîíàëà.Ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ïîëó÷àþùèõñÿ îöåíîê îáû÷íî ïðåä-ïîëàãàþò âûïîëíåííûìè ðÿä óñëîâèé íà ôóíêöèè F è íåîïðåäå-ëåííîñòè xi è vi:(A) Ñèëüíàÿ âûïóêëîñòü f(θ) â òî÷êå ìèíèìóìà.(B) Îãðàíè÷åííîñòü ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ãðàäèåíòà ∇F (·, w).(C) Óñëîâèå ïåðåñòàíîâêè îïåðàòîðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ è äèôôåðåí-öèðîâàíèÿ äëÿ F (θ, w) è ∇F (θ, w).(D) Îãðàíè÷åííîñòü ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ F (θ, w) è ‖∇F (θ, w)‖ρâ òî÷êå ìèíèìóìà. 23



Ðèñ. 4: Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà (9) â çàäà÷å íåñòàöèîíàðíîé îïòèìèçàöèè.(E) Îãðàíè÷åííîñòü êîëåáàíèé ôóíêöèè F â ïîñëåäîâàòåëüíûå ìî-ìåíòû âðåìåíè.(F) Îãðàíè÷åííîñòü äðåéôà òî÷åê ìèíèìóìà.(G) Íåèçâåñòíûå ïîìåõè íàáëþäåíèÿ vi ëèáî äåòåðìèíèðîâàííûå èîãðàíè÷åííûå, ëèáî ñëó÷àéíûå íåçàâèñèìûå ñ {∆i}, èìåþùèå îãðà-íè÷åííûé ìîìåíò ñòåïåíè ρ.(H) Áóäåì ñ÷èòàòü ïðîáíîå ðàíäîìèçèðîâàííîå âîçìóùåíèå ïîñëå-äîâàòåëüíîñòüþ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íåçàâèñèìûìèìåæäó ñîáîé êîìïîíåíòàìè.(I) Óñëîâèÿ íà ðàçìåðû øàãîâ àëãîðèòìîâ αn, βn ≥ 0 ñòàíäàðòíûåäëÿ àëãîðèòìîâ òèïà ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè.Îáîñíîâàíèå ñâîéñòâ îöåíîê ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè äàíî â [22,67, 77]:Ò å î ð å ì à 1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A) äëÿ f(θ), (B)-(E)äëÿ F (θ, w), à òàêæå (G)-(I),òîãäà îöåíêè àëãîðèòìîâ (7)-(9) ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìèè E‖θ̂i − θ?‖ρρ→0 ïðè i→ ∞.Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ìîæíî ïîëó÷èòü ñèëü-íóþ ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê èëè õàðàêòåðèñòèêè ñêîðîñòè ñõîäèìî-ñòè.Äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àÿ èìååì. 24



Ò å î ð å ì à 2. Ïðè ïîñòîÿííûõ ðàçìåðàõ øàãîâ: αi ≡ α,
βi ≡ β, åñëè ðàâíîìåðíî ïî i âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A) äëÿ fi(θ), (B)-(E) äëÿ Fξi(θ, wi), (F) äëÿ äðåéôà ìèíèìóìà, (G) äëÿ àääèòèâíûõïîìåõ íàáëþäåíèÿ, (H) äëÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî âîçìóùåíèÿ,òî ìîæíî ñïåöèàëüíûì îáðàçîì òàê îïðåäåëèòü íåêîòîðûåïîñòîÿííûå K è L, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

E‖θ̂i − θmi‖
ρ
ρ ≤ KiE‖θ̂0 − θ0‖

ρ
ρ + (1−Ki)

L

1−K
,è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê {θ̂i} èìååò ãðàíèöó ñòàáèëèçàöèè,ðàâíóþ L̄ = L

1−K
.6.1. Îïòèìèçàöèÿ ðàáîòû ñåðâåðà,îáðàáàòûâàþùåãî î÷åðåäü çàäàíèéÄëÿ àïðîáèðîâàíèÿ ìåòîäîâ àäàïòèâíîé îïòèìèçàöèè â çàäà÷åïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè îáñëóæèâàíèÿ îäíèì ñåðâåðîì î÷åðåäèçàäàíèé áûëà ðàçðàáîòàíà ìîäåëü, èìèòèðóþùàÿ ðàáîòó ñåðâåðà, èáûëè ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ ïðèìåíèìîñòè ðàíäîìèçèðîâàííûõàëãîðèòìîâ ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ïðè íàñòðîéêå íàèëó÷øå-ãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà äèñïåò÷åðèçàöèè ñåðâåðà â çàâèñèìîñòè îòðåàëüíûõ âõîäíûõ äàííûõ.Ïðîáëåìà ýôôåêòèâíîãî îáñëóæèâàíèÿ ñåðâåðîì î÷åðåäè çàäà-íèé � îäíà èç êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ìåòîäîâ äëÿ åå ðåøåíèÿ, áûëè ðàçðàáîòàíûðàçëè÷íûå àëãîðèòìû è ïðîâåäåíû ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ.Âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ àäàïòèâíûõ ìåòîäîâ â ýòîé çàäà÷å íåñòîëü äåòàëüíî èçó÷åíû. Â ÷àñòíîñòè, ðÿä ñïîñîáîâ ïðåäëàãàåòñÿ èèññëåäóåòñÿ â êíèãå [6] è â ñòàòüå [78]. Èõ îáîñíîâàíèå áàçèðóåòñÿ íàèñïîëüçîâàíèè òåõíèêè �àíàëèçà áåñêîíå÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèé�.Â [79] áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü äëÿ àäàïòèâíîé ïîäñòðîé-êè èçìåíÿåìîãî ïàðàìåòðà ñåðâåðà ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòìñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè.Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà çàãðóæåííîñòü îáû÷íîé êîðïîðàòèâ-íîé ñåòè. Â íà÷àëå è êîíöå ðàáî÷åãî äíÿ â íåé ïðåîáëàäàþò êðàò-êîâðåìåííûå è ÷àñòûå çàïðîñû ê ñåðâåðó, à â ñåðåäèíå äíÿ çàäàíèÿïîñòóïàþò ðåæå è ñòàíîâÿòñÿ áîëåå òðóäîåìêèìè. Òàêèå êîëåáàíèÿìîãóò âîçíèêàòü íå òîëüêî â òå÷åíèå ñóòîê, íî è çàâèñåòü îò ñåçîíà,äíÿ íåäåëè è ò. ï. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ áîëåå ðåçóëüòàòèâíîé ðàáîòû25



ñåðâåðà ìîæíî ïîäñòðàèâàòü åãî õàðàêòåðèñòèêè ïîä òèï ïîñòóïà-þùèõ çàäàíèé, íî êàê îïðåäåëèòü ãðàíèöû ïåðèîäîâ? Âîçìîæíîïðîâåñòè íåêîòîðîå èññëåäîâàíèå-ìîíèòîðèíã è ïîëó÷èòü ïðèáëè-çèòåëüíûå èñêîìûå çíà÷åíèÿ. Ýòîò ñïîñîá íå î÷åíü õîðîø, ïîòîìóêàê â ðåàëüíîé ñèòóàöèè âûÿâèòü ïðÿìóþ çàâèñèìîñòü îò ôàêòî-ðîâ ñëîæíî, è, êðîìå òîãî, ïîäîáíîå èññëåäîâàíèå âåñüìà äîðîãîè òðåáóåò ïîâòîðíûõ ðàáîò äàæå ïðè íåçíà÷èòåëüíûõ èçìåíåíèÿõ.Õîòåëîñü áû èìåòü âîçìîæíîñòü ðåàãèðîâàòü íà èçìåíåíèÿ ýòèõçíà÷åíèé â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè â çàâèñèìîñòè îò âèäà ïî-ñòóïàþùèõ çàäàíèé.Ôîðìàëèçóåì ïîñòàíîâêó çàäà÷è î ïîâûøåíèè ýôôåêòèâíîñòèñåðâåðà. Ïóñòü îí èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáñëóæèâàíèÿ î÷åðåäè çàäà-íèé, ïðîöåññ ïîñòóïëåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì. Áóäåì ñ÷è-òàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ çà-äàíèÿ ñåðâåðîì çàâèñèò îò âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà θ, êîòîðûéòðåáóåòñÿ âûáðàòü ñ öåëüþ ìèíèìèçàöèè ñðåäíåãî âðåìåíè îæèäà-íèÿ L(x) êëèåíòàìè âìåñòå ñ íåêîòîðîé ñòîèìîñòüþ q(x) èñïîëüçî-âàíèÿ ïàðàìåòðà x
f(θ) = q(θ) + L(θ) ≡ q(θ) + lim

N→∞

1

N

N∑

i=1

Eyi(θ) → min,ãäå yi(θ) � âðåìÿ, êîòîðîå çàäàíèå, çàêîí÷åííîå i-ì ïî ñ÷åòó, îæè-äàëî (�ïðîñòàèâàëî�) â ñåðâåðå äî ìîìåíòà ñâîåãî çàâåðøåíèÿ. Òðå-áóåòñÿ íàéòè ïàðàìåòð θ?, ìèíèìèçèðóþùèé f(θ) ïî θ èç íåêîòî-ðîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà Θ ⊂ R (îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ).Âîîáùå ãîâîðÿ, ôóíêöèþ L(θ) î÷åíü òðóäíî âû÷èñëèòü. Ïóñòü
θ ôèêñèðîâàíî. Ìîæíî, íàáëþäàÿ çà î÷åðåäüþ äëèòåëüíîå âðåìÿ(ôèêñèðóÿ âðåìÿ ïîñòóïëåíèÿ çàêàçà, âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ è âðåìÿîòïðàâêè äëÿ êàæäîãî êëèåíòà), èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå äàííûåäëÿ îöåíêè Ĝ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà ∇f(θ) äëÿ òåêó-ùåãî çíà÷åíèÿ θ̂, ïîëó÷àþùåãîñÿ â ðåçóëüòàòå ïîäñ÷åòà ïî íåêîòî-ðîìó ãðàäèåíòíîìó àëãîðèòìó. Çäåñü òåðìèí îöåíêà ïðîèçâîäíîéïîíèìàåòñÿ â øèðîêîì ñìûñëå, òàê êàê îíà ìîæåò ïîëó÷àòüñÿ ñìå-ùåííîé. Ôàêòè÷åñêè, ìû îáÿçàíû ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîëó÷àþùàÿñÿîöåíêà ïðîèçâîäíîé çàâèñèò íå òîëüêî îò âûáðàííîé òî÷êè θ̂, íî èîò íåêîòîðîãî íàáîðà w íåêîíòðîëèðóåìûõ âîçìóùåíèé (ïîìåõ)

Ĝ = G(θ̂, w), 26



îïðåäåëÿþùèõñÿ êîíêðåòíûìè óñëîâèÿìè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñåð-âåðà íà âûáðàííîì äëÿ èññëåäîâàíèé èíòåðâàëå âðåìåíè, âêëþ÷àÿôàêòè÷åñêè ðåàëèçîâàâøóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàïðîñîâ. Îñíîâ-íàÿ òðóäíîñòü, îáùàÿ äëÿ ìíîãèõ ñèñòåì ðåàëüíîãî âðåìåíè, çàêëþ-÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îïòèìèçàöèÿ äîëæíà áûòü ïîëó÷åíà íà îñíîâà-íèè íàáëþäåíèé òîëüêî íà êîíêðåòíîé òðàåêòîðèè ðåàëèçàöèè ñëó-÷àéíîé âåëè÷èíû. Ó ýêñïåðèìåíòàòîðà íåò âîçìîæíîñòè âûáèðàòüçíà÷åíèÿ ôóíêöèè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x äëÿ ôîðìèðî-âàíèÿ îöåíêè ïðîèçâîäíîé â ýòîé òî÷êå, ò. å. ýòó çàäà÷ó îïòèìèçà-öèè íå ðåøèòü òðàäèöèîííûìè ñðåäñòâàìè, ñòàíäàðòíûå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ìåòîäû îöåíêè ïðîèçâîäíîé ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà âðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ìàëîïðèãîäíû. Áîëåå àäåêâàòíûìè ïîä-õîäàìè ê ðåøåíèþ ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà èñïîëüçî-âàíèè ïîäñ÷èòûâàåìûõ íà îïðåäåëåííûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè çíà-÷åíèé ýìïèðè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ êà÷åñòâà F (x,w), êîòîðûå ïðèîïðåäåëåííûõ åñòåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ðåãóëÿðíîñòè âõîä-íîãî ïîòîêà è ýêñïëóàòàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ñåðâåðà ÿâëÿþòñÿíåñìåùåííûìè îöåíêàìè çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà
f(θ) = E{F (θ, w)|w}.Êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ òðóäíîñòåé, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îïòè-ìàëüíîå çíà÷åíèå θ îáû÷íî äðåéôóåò, íàïðèìåð, êàê ïðè êîëåáàíè-ÿõ ïàðàìåòðîâ âõîäíûõ ïîòîêîâ â êîðïîðàòèâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõñåòÿõ. Ïîýòîìó íàðÿäó ñ çàäà÷åé îïòèìèçàöèè íå ìåíåå àêòóàëüíîéÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà î òðåêèíãå (îòñëåæèâàíèè èçìåíÿþùåéñÿ òî÷-êè ìèíèìóìà). Áîëåå òî÷íî, ïóñòü Ft(θ, w) � ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿäèñêðåòíîãî âðåìåíè t = 1, 2, . . ., âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà θ è âåêòîðàíåêîíòðîëèðóåìûõ âîçìóùåíèé w. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ft �òåêóùèé�ôóíêöèîíàë ñðåäíåãî ðèñêà:
ft(θ) = E{Ft(θ, w)|w}.Òî÷êó ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà ft îáîçíà÷èì
θt = argmin

θ
ft(θ).Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî, âûáðàâ θ íà îïðåäåëåííûõ èíòåðâàëàõ âðå-ìåíè, ìû ìîæåì èçìåðèòü çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî �òåêóùå-ãî� ýìïèðè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà Ft(θ, w). Ïðè ýòîì ìû åñòåñòâåííî27



ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñêîðîñòü �äðåéôà� îïòèìàëüíîãî ïàðàìåòðà íà-ñòîëüêî íèçêàÿ, ÷òî ìû â ñîñòîÿíèè ïîëó÷èòü öåëóþ ñåðèþ çíà÷å-íèé Ft(θi, wi), i = 1, 2, . . ..Òðåáóåòñÿ ïî íàáëþäåíèÿì (ìîæåò áûòü ñ äîïîëíèòåëüíûìèïîìåõàìè) çà ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè Ft(θi, wi), i = 1, 2, . . . ïî-ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê {θ̂t}, îòñëåæèâàþùèõ èçìåíå-íèÿ ïàðàìåòðà θt, äëÿ êîòîðîé ‖θ̂t − θt‖ → min â êàêîì-íèáóäüñìûñëå.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîöåññ ïîñòóïëåíèÿ ýòèõ çàäàíèé îòêëèåíòîâ íîñèò ñëó÷àéíûé õàðàêòåð. Âõîäíûå äàííûå îïðåäåëÿþòïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð ÷èñåë {(tini , di)}, â êîòîðûõ ïåðâîå çíà÷å-íèå ñîîòâåòñòâóåò âðåìåíè ïðèõîäà çàäàíèÿ íà ñåðâåð, à âòîðîå �âðåìåíè, íåîáõîäèìîìó äëÿ åãî èñïîëíåíèÿ. Åñòåñòâåííî, ÷òî äëÿñåðâåðà çíà÷åíèÿ di ñ÷èòàþòñÿ íåèçâåñòíûìè.Äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì, ÷òî ñåðâåð îáðàáàòûâàåò çàäàíèÿ ñëå-äóþùèì îáðàçîì:
• çàäàåòñÿ øàã äèñïåò÷åðèçàöèè θ (θ ∈ Θ = [a; b]);
• ïåðâîå ïîñòóïèâøåå çàäàíèå íà÷èíàåò âûïîëíÿòüñÿ ñåðâåðîìñðàçó ïîñëå ïîñòóïëåíèÿ;
• ïîñòóïàþùèå çàäàíèÿ ïîïàäàþò â åñòåñòâåííóþ î÷åðåäü;
• â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñåðâåð îáðàáàòûâàåò òîëüêî îäíîòåêóùåå çàäàíèå;
• â ìîìåíòû âðåìåíè, êðàòíûå âûáðàííîìó øàãó äèñïåò÷åðè-çàöèè θ, åñëè ñåðâåð ñâîáîäåí, òî îí ïåðåêëþ÷àåòñÿ íà âûïîëíåíèåïåðâîãî â î÷åðåäè çàäàíèÿ, åñëè îí çàíÿò, òî âûïîëíÿþùååñÿ çàäà-íèå ïðåðûâàåòñÿ è îòïðàâëÿåòñÿ â êîíåö î÷åðåäè, à ñåðâåð ïåðåêëþ-÷àåòñÿ íà ïåðâîå çàäàíèå èç î÷åðåäè. Íà ýòó îïåðàöèþ �çàãðóçêè-âûãðóçêè� ñåðâåð âñåãäà çàòðà÷èâàåò ôèêñèðîâàííîå âðåìÿ dload.Âûáåðåì íàòóðàëüíîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî N (íàïðèìåð,

N = 1000). Ðàçîáüåì îáùåå âðåìÿ ðàáîòû ñåðâåðà íà îïðåäåëåííûåèíòåðâàëû � òàêòû: t0, t1, . . . , tk, . . ., ïî ïðàâèëó:
t0 � âðåìÿ íà÷àëà ðàáîòû ñåðâåðà;
t1 � âðåìÿ îêîí÷àíèÿ âûïîëíåíèÿ ïåðâûõ N çàäàíèé;...
tk � âðåìÿ îêîí÷àíèÿ âûïîëíåíèÿ k-é ñåðèè èç N çàäàíèé;...Îòìåòèì, ÷òî âîîáùå-òî çàäàâàòü òàêòû ìîæíî ðàçëè÷íûìèñïîñîáàìè: ëèáî íà÷èíàÿ íîâûé èíòåðâàë ïî çàâåðøåíèè îáðàáîòêèãðóïïû èç íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà çàêàçîâ, ëèáî ïîñëå28



ïðèõîäà íà ñåðâåð ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà çàäàíèé, ëèáî âûáèðàÿôèêñèðîâàííûé èíòåðâàë âðåìåíè ñåðâåðà, è ò. ï. Âñå ðàçóìíûåïðàâèëà âûáîðà òàêòîâ âî ìíîãîì ýêâèâàëåíòíû.Îïèøåì ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèé yk äëÿ ýìïèðè÷åñêîãî ôóíê-öèîíàëà F (θ, w). Ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî k-ãî òàêòà êàêèì-òîîáðàçîì çàäàíî ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå îöåíêè θ̂k äëÿ ðåãóëèðó-åìîãî ïàðàìåòðà θ (èíòåðâàëà âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ çàäàíèÿ íàñåðâåðå). Äëÿ óäîáñòâà ïåðåíóìåðóåì çàäàíèÿ, âûïîëíåííûå ñåðâå-ðîì, â ïîðÿäêå îêîí÷àíèÿ èõ îáðàáîòêè. Êàæäîìó çàäàíèþ íàðÿäóñ ïàðîé ÷èñåë (tini , di), îïðåäåëåííûõ óæå â ìîìåíò åãî ïîñòóïëå-íèÿ, ñîïîñòàâèì åùå îäíî � touti � âðåìÿ îêîí÷àíèÿ åãî îáðàáîòêè.Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè êà÷åñòâà êàê ñðåäíååâðåìÿ áåñïîëåçíîãî îæèäàíèÿ çàäàíèé äî èõ çàâåðøåíèÿ ñ ó÷åòîìñòîèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ çàãðóçêè-âûãðóçêè îáðàáîò÷èêà
yk =

(tk − tk−1) · dload

θ̂k
+

1

N

∑

tout
i

∈[tk−1;tk]

(touti − tini − di).Àëãîðèòìû àäàïòàöèè.Âûáåðåì íåêîòîðûå äîñòàòî÷íî ìàëûå êîýôôèöèåíòû α > 0è β > 0 è â êà÷åñòâå ïðîáíîãî îäíîâðåìåííîãî âîçìóùåíèÿ âîçü-ìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàáëþäàåìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõíåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë {∆t}, ðàâíûõ ±1 ñ îäèíàêîâîé âå-ðîÿòíîñòüþ. Îáîçíà÷èì P[a;b](·) � ïðîåêòîð â èíòåðâàë [a; b].Àëãîðèòì SPSA ñ îäíèì èçìåðåíèåì:1. Ïîëîæèì k = 0 è âûáåðåì íåêîòîðîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèåîöåíêè θ̂0.2. Â íà÷àëå êàæäîãî k−ãî òàêòà âû÷èñëÿåì θ′k = P[a;b](θ̂k+β∆k).3. Çàïóñêàåì ñåðâåð ñ çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà θ = θ′k.4. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ k−ãî òàêòà ïîäñ÷èòàåì íîâóþ îöåíêó ïîïðàâèëó
θ̂k+1 = P[a;b](θ̂k −

α

β
∆kyk).5. Óâåëè÷èâàåì íîìåð òàêòà k = k + 1.6. Ïåðåõîä ê ï. 2 (ïîâòîð äåéñòâèé çàíîâî).Àëãîðèòì SPSA ñ äâóìÿ èçìåðåíèÿìè îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäó-ùåãî àëãîðèòìà òîëüêî â äâóõ îïåðàöèÿõ:2. Â íà÷àëå êàæäîãî òàêòà k âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå θ′k, íî â ýòîòðàç îíî çàâèñèò îò ÷åòíîñòè ñ÷åò÷èêà: åñëè k ÷åòíîå, òî θ′k = θ̂k,èíà÷å θ′k = P[a;b](θ̂k + β∆k). 29



4. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ k−ãî òàêòà ïîäñ÷èòàåì íîâóþ îöåíêó ïîïðàâèëó: åñëè k ÷åòíîå, òî θ̂k+1 = θ̂k, èíà÷å
θ̂k+1 = θ̂k −

α

β
∆k(yk − yk−1).Èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå. Äëÿ ïðîâåðêè ðàáîòîñïîñîáíî-ñòè îïèñàííîé âûøå ñõåìû áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà, â êîòîðîéçàäàâàòü î÷åðåäü âõîäíûõ çàäàíèé ìîæíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.Êðîìå òîãî, èíòåðôåéñ ïðîãðàììû ïîçâîëÿë çàïóñêàòü ñåðâåð (ñíîâûìè âõîäíûìè äàííûìè è íóëåâîé î÷åðåäüþ ñåðâåðà), çàäàâàòüïàóçó â ðàáîòå ñåðâåðà (âñå äàííûå ñîõðàíÿþòñÿ), âîçîáíîâëÿòüðàáîòó ñåðâåðà ñ ñîõðàíåííûìè äàííûìè, çàâåðøàòü ðàáîòó ïðî-ãðàììû, çàäàâàòü ïàðàìåòðû θ � èíòåðâàë íåïðåðûâíîãî âðåìåíèîáñëóæèâàíèÿ çàäàíèé ñåðâåðîì, è dload � âðåìÿ, íåîáõîäèìîå íàçàãðóçêó�âûãðóçêó çàäàíèé.

Ðèñ. 5: Îïòèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà.Âõîäíûå äàííûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð
(tini , di). Â ïðîãðàììå ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü âûáîðà âõîäíûõäàííûõ èëè èç ôàéëà, èëè â ðåçóëüòàòå ãåíåðàöèè ïñåâäîñëó÷àé-íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàäàâàåìîé ñ ïîìîùüþ ýêñïîíåíöèàëüíûõðàñïðåäåëåíèé ñ ïàðàìåòðàìè ηin è ηd ñîîòâåòñòâåííî:

tini = tini−1 −
1

ηin
lnωin

i ,

di = −
1

ηd
lnωd

i , 30



ãäå ωin
i , ω

d
i � íåêîòîðûå ðåàëèçàöèè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîéíà [0; 1] ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Ðèñ. 6: Àäàïòàöèÿ ê îïòèìàëüíîìó ïàðàìåòðó.Âîçìîæíîñòè èìèòàöèîííîé ìîäåëè ïîçâîëÿþò, âûáðàâ ïàðà-ìåòðû âõîäíîãî ïîòîêà, èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü ïîâåäåíèÿ çíà÷å-íèé ýìïèðè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà îò èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðàñåðâåðà θ (øàãà äèñïåò÷åðèçàöèè). Íà ðèñ. 5à ïîêàçàí ãðàôèê çà-âèñèìîñòè îò θ óñðåäíåííûõ çíà÷åíèé ýìïèðè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëàïðè âûáîðå dload = 0.05, ηin = 0.5 è ηd = 0.75. Ìèíèìàëüíîå çíà÷å-íèå ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå θ, áëèçêîé ê 0.17. Ðèñ. 5á èëëþñòðèðóåòòîò ôàêò, ÷òî ïðè ðàáîòå ñ ôèêñèðîâàííûì ïàðàìåòðîì θ = 0.05ïîâåäåíèå òåêóùèõ îöåíîê ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà ÷àñòî ïðèâîäèòê ñóùåñòâåííîìó ðîñòó ôóíêöèè ïîòåðü, ÷òî ãîâîðèò î íèçêîé ýô-ôåêòèâíîñòè îáðàáîòêè î÷åðåäè çàäàíèé. Íàïðîòèâ, èñïîëüçîâàíèåðàññìîòðåííîãî â ðàáîòå ðàíäîìèçèðîâàííîãî àëãîðèòìà àäàïòà-öèè øàãà äèñïåò÷åðèçàöèè ïðè òåõ æå ñòàðòîâûõ óñëîâèÿõ ïîç-âîëÿåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âûéòè íà óðîâåíü, áëèçêèé ê ñðåäíå-ìó ìèíèìàëüíî âîçìîæíîìó çíà÷åíèþ, ò. å. ñåðâåð, íà÷àâ ðàáîòóñ íåîïòèìàëüíûì ïàðàìåòðîì θ, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè àäàïòèðóåò-ñÿ ê êîíêðåòíûì (íåèçâåñòíûì äëÿ ñåðâåðà) ïàðàìåòðàì âõîäíîãîïîòîêà. Òèïè÷íûé âèä ïîâåäåíèÿ çíà÷åíèé ýìïèðè÷åñêîãî ôóíêöè-îíàëà êà÷åñòâà ïðè òàêîé ïîäñòðîéêå ïðèâåäåí íà ðèñ. 6.Íà ðèñ. 7 ïîêàçàí ïðèìåð ïîäñòðîéêè íàñòðàèâàåìîãî ïàðàìåò-ðà ñåðâåðà ê ñêà÷êîîáðàçíîìó èçìåíåíèþ ïàðàìåòðîâ âõîäíîãî ïî-òîêà. 31



Ðèñ. 7: Ïîâåäåíèå yk ïðè ïîäñòðîéêå ê èçìåíåíèþ âõîäíîãî ïîòîêà.6.2. Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ çàãðóçêîé óçëîâðàñïðåäåëåííîé âû÷èñëèòåëüíîé ñåòèÏóñòü â ñèñòåìå èìååòñÿ n óçëîâ. Øàã ðàáîòû ñèñòåìû çàêëþ-÷àåòñÿ â îáðàáîòêå ïàêåòà çàäàíèé èçâåñòíîãî ðàçìåðà ri. Ïðåä-ïîëîæèì, ÷òî âåñü ïàêåò ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàç-äåëåí íà n çàäàíèé äëÿ óçëîâ, ïðè ýòîì óçåë j ïîëó÷àåò çàäà-íèå ðàçìåðîì u
(j)
i , j = 1, 2, . . . , n, ∑n

j=1 u
(j)
i = ri. Âðåìÿ âû÷èñ-ëåíèÿ äëÿ óçëà j îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå t(j)i (u

(j)
i ) =

u
(j)
i

θ
(j)
i

, ãäå
θ
(j)
i ∈ R � ïðîèçâîäèòåëüíîñòü óçëà j. Íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðî-âàòü ïî ui = (u

(1)
i , u

(2)
i , . . . , u

(n)
i )T ñðåäíåå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ çàäà-íèÿ ïàêåòà ri:

Zi =
T (ui)

ri
= max

j=1,...,n

t
(j)
i (u

(j)
i )

ri
→ min

ui

.Ïðè ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ, åñëè ïðîèçâîäèòåëüíîñòè óçëîâ èç-âåñòíû è íå ìåíÿþòñÿ θi ≡ θ, òîãäà îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëîïðîïîðöèîíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàíèé.Íà ïðàêòèêå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè óçëîâ ìîãóò áûòü èñêàæåíûèç-çà ñòîðîííèõ çàäàíèé, ò. å. θi = θ + w̄i − wi , ëèáî èçìåíÿòüñÿñî âðåìåíåì: θi = θi−1 + ξi, ãäå ξi, wi ∈ Rn � âåêòîðû íåçàâèñèìûõñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàñïðåäåëåííûõ ïî Ïàðåòî.Äëÿ èäåíòèôèêàöèè èëè îòñëåæèâàíèÿ èçìåíåíèé θi, öåëåñîîá-32



ðàçíî èñïîëüçîâàòü êîíòóð îáðàòíîé ñâÿçè, â êîòîðûé âêëþ÷åí ÐÀ-ÑÀ. Äëÿ îöåíèâàíèÿ îòêëîíåíèÿ ñðåäíåãî âðåìåíè íà âûïîëíåíèåîäíîãî ïàêåòà çàäàíèé îò îïòèìàëüíîãî ïðè èñïîëüçîâàíèè ÐÀÑÀâ ñòàöèîíàðíîé è íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷å â êà÷åñòâå íàáëþäåíèéìîæíî èñïîëüçîâàòü âåëè÷èíû
yi =

n∑

j=1

(
u
(j)
i

t
(j)
i

− θ̃
(j)
i

)ρ

,êîòîðûå â ñèëó âûáðàííîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ çàøóì-ëåííûìè èçìåðåíèÿìè ôóíêöèè fi(θ) = ‖θi−θ‖
ρ
ρ.Ïîäðîáíîñòè ìîæ-íî íàéòè â [80].6.3. Ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâÂ òåîðèè îáó÷åíèÿ òèïè÷íîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à êëàññèôèêàöèèâõîäíûõ ñèãíàëîâ (ñòèìóëîâ, îáúåêòîâ). Â ïðîöåññå êëàññèôèêàöèèîáíàðóæèâàþòñÿ ïðèçíàêè, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ãðóïïû îáúåê-òîâ èññëåäóåìîãî íàáîðà äàííûõ � êëàññû (êëàñòåðû). Ïî ýòèì ïðè-çíàêàì êàæäûé ñèãíàë ìîæíî îòíåñòè ê òîìó èëè èíîìó êëàññó. Ðå-çóëüòàòîì êëàñòåðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèå ñèãíàëîâ íà ãðóïïû âóñëîâèÿõ, êîãäà êëàññû çàðàíåå íå îïðåäåëåíû. Ïîëó÷àþùååñÿ ðàç-áèåíèå åñòåñòâåííûì îáðàçîì õàðàêòåðèçóåò ñòðóêòóðó ìíîæåñòâàäàííûõ è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â äàëüíåéøåì äëÿ åå îïðåäå-ëåíèÿ.Ñ ñîäåðæàòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ äîñòàòî÷íî ÷àñòî ïðîöåññ ðàñ-ïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ òðàêòóåòñÿ êàê êëàññèôèêàöèÿ âõîäíûõ ñèã-íàëîâ x èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà X, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â ïîñòðîå-íèè ïðàâèëà ñîïîñòàâëåíèÿ êàæäîé òî÷êå x ∈ X íåêîòîðîãî îáðàçà(êëàññà) Xk. Âûáîð ïðàâèëà êëàññèôèêàöèè ïîðîæäàåò ðàçáèåíèåìíîæåñòâà X íà êëàññû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðàâèëî êëàññèôèêà-öèè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì íàáîðîì η, è çàäàíàôóíêöèÿ l(η), âîçâðàùàþùàÿ êîëè÷åñòâî êëàññîâ ïðè êëàññèôèêà-öèè ïî ïðàâèëó η. Âñÿêèé ñïîñîá êëàññèôèêàöèè η ñâÿçàí ñ ïîòåðÿ-ìè, êîòîðûå îáû÷íî õàðàêòåðèçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ øòðàôíûõ ôóíê-öèé ñòîèìîñòè qk(η, x) ïðè îòíåñåíèè òî÷êè x ê êëàññó ñ íîìåðîì

k. Â òèïè÷íûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà X � âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðî-ñòðàíñòâî, çíà÷åíèÿ øòðàôíûõ ôóíêöèé qk(η, x) âîçðàñòàþò ïðèóäàëåíèè x îò öåíòðà ñîîòâåòñòâóþùåãî îáðàçà (êëàññà). 33



Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïðàâèëî êëàññèôèêàöèè: ïðè çàäàííûõ
η è ôóíêöèÿõ qk(η, x), k = 1, . . . , l(η), âõîäíîé ñèãíàë x èç ìíîæå-ñòâà X îòíîñèòñÿ ê òîìó êëàññó Xk ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì k =
k(x), äëÿ êîòîðîãî çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé øòðàôíîé ôóíêöèè
qk(η, x) ìèíèìàëüíî

k(x) = min{arg min
i∈1:l(η)

qi(η, x)}.Íàïðèìåð, åñëè íà X çàäàíà íîðìà ‖ · ‖ è â ìíîæåñòâå äàííûõ lêëàññîâ, à ηl � íàáîð âåêòîðîâ öåíòðîâ êëàññîâ: ηl = (θ1, θ2, ..., θl),òî ìîæíî ñ÷èòàòü η = {l, ηl} è â êà÷åñòâå qk(η, x) ìîæíî çàäàòüðàññòîÿíèå äî öåíòðà k-ãî êëàññà θk: qk(η, x) = ‖θk − x‖
2. Ïðè ýòîììíîæåñòâî X ðàçáèâàåòñÿ íà l êëàññîâ X1(η),X2(η), . . . ,Xl(η) òàêèìîáðàçîì, ÷òî ê êëàññó (ïîäìíîæåñòâó) Xk(η) îòíîñÿòñÿ âñå òî÷êè x,íàõîäÿùèåñÿ ê öåíòðó θk áëèæå, ÷åì ê ëþáîìó äðóãîìó. Èíòåãðàë∫

Xk(η)
‖θk−x‖

2 îïðåäåëÿåò ðàññåÿíèå òî÷åê x â ïîäìíîæåñòâå Xk(η).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå X çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå P(·).Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà êëàñòåðèçàöèè ïî ïðàâèëó η:
F (η) =

l(η)∑

k=1

∫

Xk(η)

qk(η, x)P(dx).Òîãäà çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè ìíîæåñòâà äàííûõ èç l êëàññîâ ñîñòî-èò â îïðåäåëåíèè íàáîðà öåíòðîâ ηl?, ìèíèìèçèðóþùåãî ñóììàð-íóþ ñòîèìîñòü ðàçáèåíèÿ. Çàäà÷à óñòîé÷èâîé êëàñòåðèçàöèè ÿâ-ëÿåòñÿ îáîáùåíèåì äëÿ ñëó÷àÿ íàõîæäåíèÿ çàðàíåå íåèçâåñòíîãîîïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ êîëè÷åñòâà êëàññîâ l? è ñîîòâåòñòâóþùåãîíàáîðà öåíòðîâ ηl?? .Åñëè â êàêîì-òî ñìûñëå ìîæíî áûëî áû ãîâîðèòü î äèôôå-ðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèîíàëà F , òî èñêîìûé íàáîð öåíòðîâ η? äîë-æåí áûë áû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ ∇F (η?) = 0, êîòîðîå ìîæíîáûëî áû ïîïûòàòüñÿ ðåøèòü òðàäèöèîííûìè ñðåäñòâàìè. Ñëîæ-íîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â íåäèôôåðåíöèðóå-ìîñòè ôóíêöèîíàëà F . Ïðè èçâåñòíîì ðàñïðåäåëåíèè P(·) ñôîð-ìóëèðîâàííûå çàäà÷è âñå-òàêè ìîãóò áûòü òî÷íî èëè ïðèáëèæåí-íî ðåøåíû. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â îïèñàííîì âûøå ïðèìåðåìíîæåñòâà Xk(η) èìåþò âèä ìíîãîãðàííèêîâ, à ìèíèìèçèðóþùèéôóíêöèîíàë ñðåäíåãî ðèñêà íàáîð öåíòðîâ ηl?? = (θ?1 , θ
?
2 , . . . , θ

?
l?) ñîâ-34



ïàäàåò ñ öåíòðàìè òÿæåñòè ýòèõ ìíîæåñòâ, ò. å.
θ?k =

∫
Xk(η?)

xP(dx)
∫
Xk(η?)

P(dx)
, k = 1, 2, . . . , l?.Ïðèâåäåííûå ñîîáðàæåíèÿ îòâå÷àþò èíòóèòèâíîìó ïðåäñòàâëåíèþî ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà X íà l? íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññîâ, ïðè÷åìöåíòðû òÿæåñòè ñîñåäíèõ ìíîæåñòâ íàõîäÿòñÿ íà ïðÿìîé, îðòîãî-íàëüíîé ðàçäåëÿþùåé ìíîæåñòâà ãðàíè.Â ñèñòåìàõ, ðàáîòàþùèõ â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè â óñëî-âèÿõ èçìåíÿþùåéñÿ ñî âðåìåíåì îáñòàíîâêè, ðàñïðåäåëåíèå P(·)î÷åíü ÷àñòî áûâàåò íåèçâåñòíî. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ðåæèìåðåàëüíîãî âðåìåíè íà âõîä ïîñòóïàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . .ñèãíàëîâ, ïîðîæäåííàÿ íåèçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì P(·). Òðåáó-åòñÿ ïðåäëîæèòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê

{η̂i} íàáîðà η?, ìèíèìèçèðóþùåãî îïðåäåëåííûé âûøå ôóíêöèîíàëñðåäíåãî ðèñêà. Ðåøåíèå çàäà÷è äîïîëíèòåëüíî îñëîæíÿåòñÿ òåì,÷òî íà ïðàêòèêå ôóíêöèè qk(·, ·), k = 1, 2, . . . , l(η) íå âñåãäà çàäàíûàíàëèòè÷åñêè, íî äîñòóïíû èçìåðåíèþ èõ çíà÷åíèÿ (ìîæåò áûòü ñïîìåõàìè):
yk(η, x) = qk(η, x) + vk, k = 1, 2, . . . , l(η).Îáîçíà÷èì Y (x, η) � l-ìåðíûé âåêòîð èç âåëè÷èí yk(x, η), k =

1, 2, . . . , l; Vn � l-ìåðíûé âåêòîð ïîìåõ, 1Xk(η)(x), k = 1, 2, . . . , l �õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ïî èçìåðåíèÿì ñ ïî-ìåõàìè yk(x, η), k = 1, 2, . . . , l.Â [81] áûë ïðåäëîæåí ïðîñòîé ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿðåêóððåíòíûé ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì äëÿ àâòîìàòè÷åñêî-ãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà äàííûõ íà çàäàííîå çàðàíåå êîëè÷åñòâîêëàññîâ. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé íà÷àëüíûé íàáîð η̂0 ∈ Rm×l èâûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ñòðåìÿùèåñÿê íóëþ: {αn} è {βn}. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê
η̃±n = η̂n−1 ± βn∆nJ

T (xn, η̂n−1),

η̂n = (10)
PΘ

(
η̂n−1 − αnJ

T (xn, η̂n−1)
Y (xn, η̃

+
n )− Y (xn, η̃

−
n )

2βn
∆nJ

T (xn, η̂n−1)

)
,35



ãäå J(xn, η̂n) � l-ìåðíûé âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç çíà÷åíèé õà-ðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé 1Xk(η̂n)(xn), k = 1, 2, . . . , l; Y (xn, η̃
±
n ) =

Q(xn, η̃
±
n ) + V ±

n � l-ìåðíûå âåêòîðû, ñîñòàâëåííûå èç èçìåðåííûõñ ïîìåõàìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ çíà÷åíèé ôóíêöèé ïîòåðü;
V ±
n � ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðà èç îøèáîê íàáëþäåíèé; PΘ(·) �ïðîåêòîð â ìíîæåñòâî Θ.Äëÿ óïðîùåíèÿ ôîðìóëèðîâîê îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà è äîêàçà-òåëüñòâà îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì îäíîòèïíûõ ôóíêöèé qk(x, η), k =

1, 2, . . . , l. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàáîð η ñîñòîèò èç l âåêòîðîâ η =(
θ1, θ2, . . . , θl

) è ôóíêöèè qk(x, η) = q̄(x, θk) è íå çàâèñÿò îò äðó-ãèõ âåêòîðíûõ ýëåìåíòîâ íàáîðà η. Çäåñü q̄(·, ·) : X × R
m → R -íåêîòîðàÿ îáùàÿ äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ. Âåêòî-ðû θk, k = 1, 2, . . . , l óäîáíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê öåíòðû êëàññîâ.Ñôîðìóëèðóåì ïðåäïîëîæåíèÿ, êîòîðûì äîëæíà áóäåò óäîâëå-òâîðÿòü øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ q̄(·, ·):Ï.1. Ôóíêöèè q̄(x, ·) : Rm → R - äèôôåðåíöèðóåìûå ïðè ëþáîì

x ∈ X è èõ ãðàäèåíòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà, ò. å.
‖∇θq̄(x, θ1)−∇θq̄(x, θ2)‖ ≤M‖θ1 − θ2‖, ∀θ1, θ2 ∈ R

mñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé M > 0, íå çàâèñÿùåé îò x ∈ X.Ï.2. Ïðè ëþáîì θ ∈ Rm ôóíêöèè q̄(·, θ) è ∇θq̄(·, θ) ðàâíîìåðíîîãðàíè÷åíû íà X;Ï.3. Êàæäàÿ èç ôóíêöèé
fk(θ) =

∫

Xk(η?)

q̄(x, θ)P(dx), k = 1, 2, . . . , lèìååò åäèíñòâåííûé ìèíèìóì â Rm â íåêîòîðîé òî÷êå θk? è
〈
θ − θk? ,∇f

k(θ)
〉
≥ µ‖θ − θk?‖

2, ∀θ ∈ R
mñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé µ > 0 (óñëîâèå ñèëüíîé âûïóêëîñòè).Îáîçíà÷èì

dmax = max
k∈{1,2,...,l}

max
x∈Xk(θ?)

|q̄(x, θk? )|. 36



Ò å î ð å ì à 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:1) îáó÷àþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . , xn, . . . ñîñòîèò èç íåçà-âèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ âåêòîðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíñ òàêèì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ, ÷òî îíè ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíî-ñòüþ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â êàæäîì èç l êëàññîâ â ïðèçíàêîâîìïðîñòðàíñòâå;2) (Ï.1�3) äëÿ ôóíêöèè q̄(·, ·);3) ∀n ≥ 1 ñëó÷àéíûå âåêòîðû V ±
1 , V ±

2 . . . , V ±
n è x1, x2, . . . , xn−1 íåçàâèñÿò îò xn, ∆n, à ñëó÷àéíûé âåêòîð xn íå çàâèñèò îò ∆n;4) E{vn} <∞, E{v2n} ≤ σ2

n, |vn| ≤ Cv, Cv > 0;5) èç âûïîëíåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ k èç 1, 2, . . . , l, x ∈ X
k(η?) è θíåðàâåíñòâà |q̄(x, θ)| ≤ dmax ñëåäóåò

|q̄(x′, θ)| > dmax + 2Cv ∀x′ ∈ X
i(η?), i 6= k, i ∈ {1, 2, . . . , l}, (11)6) ∑n αn = ∞ è αn → 0, βn → 0, αnβ

−2
n → 0 ïðè n→ ∞.Åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê {η̂n}, äîñòàâëÿåìûõ àë-ãîðèòìîì (10) ïðè ïðîèçâîëüíîì âûáîðå η̂0, âûïîëíåíî

lim
n→∞

〈J(xn, η̂n−1), Q(xn, η̂n−1)〉 ≤ dmax + Cv, (12)òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê {η̂n} ñõîäèòñÿ â ñðåäíåêâàäðà-òè÷íîì ñìûñëå: limn→∞ E{‖η̂n − η?‖
2} = 0, ïðè n → ∞, ê îäíîìóèç íàáîðîâ η?, ñîñòîÿùåìó èç âåêòîðîâ θ1?, θ2?, . . . , θl?.Åñëè, áîëåå òîãî,∑n αnβ

2
n+α

2
nβ

−2
n <∞, òî η̂n → η? ïðè n→ ∞ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.Çàìå÷àíèÿ: 1. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (12) â îáùåì ñëó÷àå ïðåä-âàðèòåëüíî íå ïðîâåðèòü. Åñëè äëÿ êàêîé-òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòèîöåíîê {η̂n} óñëîâèå (12) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ýòî åùå íå îçíà÷àåòíåâîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ñîñòîÿòåëüíûõ îöåíîê ñ ïîìîùüþ àëãî-ðèòìà (10). Ìîæíî âçÿòü äðóãèå íà÷àëüíûå äàííûå è ïîïðîáîâàòüâîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì åùå ðàç.2. Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî óñëîâèÿ (Ï.1,2,3) âûïîëíÿþòñÿäëÿ ôóíêöèè q̄(x, θ) = ‖x− θ‖2. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíèå óñëîâèÿ(11) îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàçëè÷íûìè êëàññàìè äîëæíîáûòü áîëüøå, ÷åì ìàêñèìàëüíûé ñðåäè âñåõ êëàññîâ ðàäèóñ.3. Â òåîðåìå 3 ïîìåõè íàáëþäåíèÿ V ±

n ìîæíî óñëîâíî íàçâàòüïî÷òè ïðîèçâîëüíûìè, òàê êàê îíè ìîãóò áûòü íåñëó÷àéíûìè, íî37



íåèçâåñòíûìè è îãðàíè÷åííûìè, èëè ïðåäñòàâëÿòü èç ñåáÿ ðåàëè-çàöèþ íåêîòîðîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà ñ ïðîèçâîëüíîé ñòðóê-òóðîé çàâèñèìîñòåé.4. Â êà÷åñòâå ïðîáíîãî îäíîâðåìåííîãî âîçìóùåíèÿ íå îáÿçà-òåëüíî áðàòü áåðíóëëèåâñêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Äîñòàòî÷íî ïî-òðåáîâàòü äëÿ èõ ðàñïðåäåëåíèÿ ñèììåòðè÷íîñòè è êîíå÷íîñòè íî-ñèòåëÿ. Äðóãèå ñîîáðàæåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõóñëîâèÿõ èñïîëüçîâàíèå áåðíóëëèåâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí äàåòáîëüøóþ ýôôåêòèâíîñòü.5. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αk
n} è {βk

n},èçìåíÿþùèåñÿ îòäåëüíî äëÿ îöåíîê ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà. Ýòîîêàçûâàåòñÿ óäîáíûì îñîáåííî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðåäñòàâèòå-ëè ðàçíûõ êëàññîâ ïîÿâëÿþòñÿ â îáó÷àþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòèíåðàâíîìåðíî.Ïðèìåð. Ñìîäåëèðóåì ïðèìåíåíèå ðàíäîìèçèðîâàííîãî àëãî-ðèòìà ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè (10) ê ðåøåíèþ çàäà÷è ñà-ìîîáó÷åíèÿ. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå âõîäîâ ñóùåñòâó-åò òðè êëàññà èçîáðàæåíèé, êîòîðûå ñ ïîìîùüþ íàáîðà ïðèçíà-êîâ îòîáðàæàþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññû â ïðîñòðàíñòâå ïðè-çíàêîâ, ñîäåðæàùåìñÿ â R2. Ðåøåíèå çàäà÷è ñàìîîáó÷åíèÿ â ýòîìñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê ðàçáèåíèþ ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ íà òðè ïîä-ìíîæåñòâà, ÷òî ýêâèâàëåíòíî íàõîæäåíèþ òðåõ öåíòðîâ ýòèõ ìíî-æåñòâ. Â ïðèìåðå ìîäåëèðîâàíèÿ ðîëü �íàñòîÿøèõ� êëàññîâ â ïðî-ñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ èãðàëè ìíîæåñòâà
X

1 = [−1.0± 1.8]× [−1.0± 1.8], X2 = [2.0± 1.1]× [0.5± 2.8],

X
3 = [−0.5± 1.3]× [3.0± 2.0].Â êà÷åñòâå øòðàôíûõ ôóíêöèé áûëè âûáðàíû qk(x, η) = ‖x −

θk‖2, k = 1, 2, 3. Íà ðèñ. 8 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìî-äåëèðîâàíèÿ ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà (10) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñàìî-îáó÷åíèÿ ïîñëå íàáëþäåíèé íà èíòåðâàëå âðåìåíè îò 1 äî 300. Ïðèýòîì ðîëü ïðîáíîãî îäíîâðåìåííîãî âîçìóùåíèÿ èãðàëè ñëó÷àéíûåâåëè÷èíû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå â êâàäðàòå [−1; 1]× [−1; 1].Â ðåçóëüòàòå áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè öåíòðîâ:
θ̂1300 =

(
−1.21
−1.03

)
, θ̂2300 =

(
1.85
0.52

)
, θ̂3300 =

(
−0.42
3.23

)
,êîòîðûå, êàê íå òðóäíî âèäåòü, íåäàëåêè îò �íàñòîÿùèõ�. Ñêîðîñòü38



Ðèñ. 8: Êëàññû ìíîæåñòâ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê.è õàðàêòåð ñõîäèìîñòè òåêóùèõ îöåíîê ê �íàñòîÿùèì� öåíòðàìïðèâåäåíû íà ðèñ. 8.

Ðèñ. 9: Ñõîäèìîñòü îöåíîê ê �íàñòîÿùèì� öåíòðàì.Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà äîñòàòî÷íîåóñëîâèå (11) íå âûïîëíÿåòñÿ. Ýòîò ïðèìåð ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî-âàíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçûâàåò ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ àëãî-ðèòìà (10) è â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòîìòåîðåìû 3. 39



7. Àäàïòèâíîå óïðàâëåíèåÊàê îòìå÷àëîñü âûøå, ìàëàÿ âàðèàòèâíîñòü âõîäíûõ ñèãíàëîâóñëîæíÿåò çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè. Äëÿ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ âîç-ìîæíîñòü ñäåëàòü îñîáûé óïðàâëÿþùèé (èñïûòûâàþùèé, òåñòèðó-þùèé, çîíäèðóþùèé) ñèãíàë âî âõîäíîì êàíàëå ìîæåò çíà÷èòåëüíîîáëåã÷èòü ïðîáëåìó ðåêîíñòðóêöèè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Íà-ïðèìåð, åñëè ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë ïîñòóïàåò íà âõîä ñòàöèîíàð-íîãî ëèíåéíîãî îáúåêòà, òî âûõîä îáúåêòà òàêæå áóäåò ãàðìîíè-÷åñêèì ñèãíàëîì ïîñëå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîíåò ïîìåõ). Àìïëèòóäà ýòîãî ñèãíàëà ïðîïîðöèîíàëüíà çíà÷åíèþïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè îáúåêòà â òî÷êå, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ÷à-ñòîòå âõîäíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà. Âàðüèðóÿ ÷àñòîòó, ìîæíîâîññòàíîâèòü âñþ ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ îáúåêòà. Òî÷íî òàê æå,ñåðèÿ îäèíî÷íûõ èìïóëüñîâ âî âõîäíîì êàíàëå ïîçâîëÿåò âîññòà-íîâèòü èìïóëüñíóþ ôóíêöèþ îáúåêòà [82].Êðîìå òîãî, ñïåöèàëüíûå ðàíäîìèçèðîâàííûå òåñòîâûå ñèãíà-ëû âî âõîäíîì êàíàëå ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû îáúåêòàóïðàâëåíèÿ, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü îáúåêòà ñ ïî÷òè ïðî-èçâîëüíûìè àääèòèâíûìè ïîìåõàìè. Ïðîöåäóðà, ïðåäëîæåííàÿ â[22,61], ðàáîòàåò äëÿ ëþáîãî øóìà vt è íå òðåáóåò àïðèîðíûõ çíà-íèé îá èõ õàðàêòåðèñòèêàõ, øóì ìîæåò áûòü íå ñëó÷àéíûì èëèìîæåò áûòü áåëûì èëè êîððåëèðîâàííûì ñ íóëåâûì ñðåäíèì èëèñî ñìåùåíèåì, îòíîøåíèå ñèãíàë/øóì ìîæåò áûòü âûñîêèì èëèíèçêèì. Âîññòàíîâëåíèå íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ îáåñïå-÷èâàåòñÿ ñâîéñòâàìè ðàíäîìèçèðîâàííûõ òåñòîâûõ ñèãíàëîâ, êî-òîðûå ñêëàäûâàþòñÿ âìåñòå ñ ñîáñòâåííûì ñèãíàëîì àäàïòèâíîãîóïðàâëåíèÿ îò îáðàòíîé ñâÿçè.Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó
yt = G?(z

−1)ut + vt, (13)ñ âõîäàìè ut è âûõîäàìè yt êàê íà ðèñ. 10. Ïîìåõà vt îïèñûâà-åò âñå äðóãèå èñòî÷íèêè, êðîìå ut, êîòîðûå âûçûâàþò èçìåíåíèÿ â
yt. z−1 � îïåðàòîð çàäåðæêè: z−1ut = ut−1. Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ
G?(z

−1) ïðèíàäëåæèò íàáîðó ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé G(θ, z−1), ïà-ðàìåòðèçîâàííîìó θ, òàê ÷òî G?(z
−1) = G(θ?, z

−1) ïðè íåêîòîðîì
θ?. Ñòðóêòóðà êëàññà ìîäåëè G(θ, z−1) èçâåñòíà, íî ñàìî θ? íåèç-âåñòíî.Â çàäà÷àõ àäàïòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ èäåí-òèôèêàöèîííûé ïîäõîä: íà îñíîâå äàííûõ íàáëþäåíèÿ ïîñëåäîâà-40



Ðèñ. 10: Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà.òåëüíî ñòðîÿòñÿ îöåíêè äëÿ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ ïà-ðàìåòðîâ è äàëåå îíè èñïîëüçóþòñÿ â ïàðàìåòðèçîâàííîì êîíòóðåîáðàòíîé ñâÿçè, äëÿ êîòîðîãî îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ èëè óñòàíàâ-ëèâàåòñÿ, ÷òî ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå ïàðàìåòðà êà÷åñòâî ðàáîòûçàìêíóòîé ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿåò ïîëüçîâàòåëÿ. Â ýòîì êîíòåêñòåðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè íà îñíîâå âõîäíûõ è âûõîäíûõäàííûõ, ñîáðàííûõ â ìîìåíò t = 1, 2, . . . , N äîâåðèòåëüíîé îáëà-ñòè Θ̂ ïðè θ? ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ, âûáèðàåìîé ïîëüçîâàòåëåì,ïðè÷åì Θ̂ äîëæíî áûòü ïîñòðîåíî áåç êàêèõ-ëèáî àïðèîðíûõ çíà-íèé îá óðîâíå, ðàñïðåäåëåíèè èëè êîððåëÿöèè ïîìåõ.Ñòàíäàðòíûì ïîäõîäîì ê ïîëó÷åíèþ äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåéÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè èäåíòèôèêàöèèñèñòåì (ñì., íàïðèìåð, [5, 22]). Õîòÿ ýòè ðåçóëüòàòû áûëè óñïåøíîèñïîëüçîâàíû âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ, àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ãà-ðàíòèðóþò ÷òî-ëèáî òîëüêî òîãäà, êîãäà îáúåì äàííûõ N ñòðåìèò-ñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Åñëè ÷èñëî òî÷åê äàííûõ èçìåðåíèé êîíå÷íî,àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê îøèáî÷íûì ðåçóëüòà-òàì äàæå äëÿ áîëüøèõ íàáîðîâ äàííûõ. Åùå îäèí ñïîñîá � SetMembership Identi�cation (èäåíòèôèêàöèÿ ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæ-íîñòè) � ïðåäïîëàãàåò èçâåñòíóþ ãðàíèöó äëÿ âñåõ êîìïîíåíòîâñèñòåìû, êîòîðûå íå îïèñûâàþòñÿ G?(z
−1). Â ðåçóëüòàòå ãàðàíòè-ðîâàííàÿ îáëàñòü ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàáîð çíà÷åíèé, êî-òîðûå íå íàðóøàþò àïðèîðíûõ ãðàíèö [51,83�85].Íèæå áóäåò îïèñàíà ïðîöåäóðà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîãî ãàðàí-òèðîâàííûõ íåàñèìïòîòè÷åñêèõ äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé äëÿ íåèç-âåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîãî äèíàìè÷åñêîãî îáúåêòà óïðàâëåíèÿ,ïîäâåðæåííîãî ïðîèçâîëüíîìó øóìó (ïîâåäåíèå êîòîðîãî âîçìó-ùàåòñÿ ïðîèçâîëüíûì øóìîì), êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ïðîñòûõ ýòàïîâïðîåêòèðîâàíèÿ âõîäîâ, à çàòåì àëãîðèòìà �èñêëþ÷åíèå îáëàñòåéçíàêîäîìèíèðóþùèõ êîððåëÿöèé� (LSCR, Leave-out Sign-dominantCorrelation Regions), àêòèâíî ïðîäâèãàåìîé â ñîâðåìåííûõ ðàáî-41



òàõ Ìàðêî Êàìïè ñ ñîàâòîðàìè [63]. Ãëàâíîå îòëè÷èå îò ðåçóëüòà-òîâ [63] îñíîâàíî íà ñïåöèàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè ìîäåëè îáúåêòà.Ýòî ïðèâîäèò ê ìåíüøèì ðàçìåðíîñòÿì äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåéè îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ LSCR äëÿ êëàññà ïðîèç-âîëüíûõ îáðàòíûõ ñâÿçåé (â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðåãóëÿòîðîâ ñ íàñòðà-èâàåìûìè êîýôôèöèåíòàìè). Ðàíåå òîò æå ìåòîä ïàðàìåòðèçàöèèáûë îïèñàí â [22, 61, 68] ïðè ñèíòåçå àñèìïòîòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâîöåíèâàíèÿ. Ïðîöåäóðà äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà íàáëþäåíèéáûëà ïðåäëîæåíà â [8].7.1. Ïðåäâàðèòåëüíûé ïðèìåðÄëÿ ïðåäâàðèòåëüíîé èëëþñòðàöèè îñíîâíîé èäåè ìåòîäà LSCRðàññìîòðèì ïðèìåð ñêàëÿðíîãî îáúåêòà óïðàâëåíèÿ âòîðîãî ïîðÿä-êà, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
yt − 2yt−1 + yt−2 = b?ut−1 + 1.6ut−2 + vt, (14)ãäå t = 1, . . . , N � âðåìåííîé ðÿä, N = 15, y0 = y−1 = u−1 = 0 è b?íåèçâåñòíî. Íåò íèêàêîé èíôîðìàöèè î âíåøíèõ øóìàõ vt êðîìåòîé, ÷òî åñëè îíè íîñÿò ñëó÷àéíûé õàðàêòåð, òî îíè íå çàâèñÿòîò ut. Îñíîâíîå ðàçëè÷èå ñ ïðèìåðàìè èç [63] ñîñòîèò â ñâîéñòâàõíåñòàáèëüíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåêòà (14).Öåëü çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè íà îñíîâå íàáëþäåíèé âõîäîâè âûõîäîâ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà Θ̂, êîòîðûé ñîäåðæèò θ? = b?ñ âåðîÿòíîñòüþ 80%. (Ýòà çàäà÷à ñ ëþáîé âåðîÿòíîñòüþ äî 100 %âñåãäà èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå � âñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ îñü.)Áîëåå òîãî, ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè òàêîãî àëãî-ðèòìà îöåíêè b? è ãåíåðàöèè âõîäíûõ äàííûõ u0, . . . , u14, ÷òî äî-âåðèòåëüíûé èíòåðâàë â ðåçóëüòàòå Θ̂ õàðàêòåðèçîâàë áû b? áîëååòî÷íî. Íàïðèìåð, ýòî ìîæåò îçíà÷àòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ìíî-æåñòâà Θ̂ �ñæèìàþòñÿ� âáëèçè òî÷êè b? as N → ∞.Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä:

G?(z
−1) =

b?z
−1 + 1.6z−2

1− 2z−1 + z−2
.Ïðîöåäóðà.1. Âûáîð q = 2 è M = 20 òàê, ÷òîáû 1− 2q/M = 0.8.2. Ãåíåðàöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñ-ïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ (i.i.d.) ïåðåìåííûõ ∆t, t = 0, . . . , 14 (áóäåì42



íàçûâàòü èõ ðàíäîìèçèðîâàííûì ïðîáíûì âîçìóùåíèåì), ïðèíè-ìàþùèõ çíà÷åíèÿ ±1 ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ 1
2 , è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî

ut = ∆t, t = 0, . . . , 14.3.Ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ âûõîäîâ yt, t = 1, . . . , 15.Èñïîëüçóÿ äàííûå íàáëþäåíèé∆0, . . . ,∆14u1, y1, . . . , y15 ïðè t =
1, . . . , 15 è îáîçíà÷àÿ íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû ψt = 2yt−1 − yt−2 +
1.6ut−2, ìîæíî ïðåäñòàâèòü îøèáêó

εt(b) = yt − ψt − but−1êàê ëèíåéíóþ ôóíêöèþ b.Îáîçíà÷èì
ft(b) = ∆t−1εt(b) = (∆t−1(yt − ψt))− (∆t−1ut−1) b.Çàìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèé ìû ìîæåì âûâåñòè

E[∆t−1εt(b)] = (b? − b)E[∆2
t−1] + E[∆t−1vt] = (b? − b).Èñõîäÿ èç ýòîãî, âû÷èñëèì ðÿä îöåíîê ýìïèðè÷åñêèõ êîððåëÿöèé

E[∆t−1εt(b)] ñ ïîìîùüþ ft(b), èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå ïîäìíîæåñòâàèìåþùèõñÿ äàííûõ. Âûáèðàÿ ñëó÷àéíî 19 = M − 1 ïîäìíîæåñòâäàííûõ, âû÷èñëÿåì ýìïèðè÷åñêèå îöåíêè
gi(b) =

15∑

t=1

hi,t · ft(b), i = 1, . . . , 19,ãäå hi,t � i.i.d. áåðíóëëèåâñêèå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå ñ ðàâíîéâåðîÿòíîñòüþ 1
2 çíà÷åíèÿ 0 è 1 (hi,t îïðåäåëÿåò, áóäåò ëè ft(b) èñ-ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîäñ÷åòà i-é ýìïèðè÷åñêîé êîððåëÿöèè).4. Èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ òå îáëàñòè âîçìîæíûõ çíà÷å-íèé b, â êîòîðûõ ýìïèðè÷åñêèå îöåíêè èìåþò òîëüêî ïîëîæèòåëü-íûå (èëè òîëüêî îòðèöàòåëüíûå) çíà÷åíèÿ ñëèøêîì ÷àñòî (âñå èëèêðîìå 1 = q − 2), òàê êàê ýòî î÷åíü ìàëîâåðîÿòíî, ÷òî âñå gi(b?)èìåþò îäèíàêîâûé çíàê.Â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ ñ b? = 1 è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîãî øóìà vt ñîñðåäíèì 0.5 è äèñïåðñèåé 0.1 (øóì ñî ñìåùåíèåì) áûë ïîëó÷åí äî-âåðèòåëüíûé èíòåðâàë [0.874; 1.119]. Íî â ðåçóëüòàòå âûõîäíàÿ ïå-ðåìåííàÿ çíà÷èòåëüíî âîçðàñòàåò (ñì. ðèñ. 11, ëèíèÿ 1), ÷òî ïëîõî43



ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ íåñòàáèëüíîñòüþ ïåðå-äàòî÷íîé ôóíêöèè. Â çàäà÷àõ àäàïòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ñ íåèçâåñò-íîé, íî îãðàíè÷åííîé ïîìåõîé âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ ìîæåò áûòüñòàáèëèçèðîâàíà ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ñâÿçè ñ íàñòðàèâàåìûìè êî-ýôôèöèåíòàìè (ñì., íàïðèìåð, [61]). Òîò æå ýôôåêò ìîæåò áûòüäîñòèãíóò â ñî÷åòàíèè ñ íåêîòîðûìè äðóãèìè ìåòîäàìè èäåíòè-ôèêàöèè. Íàïðèìåð, åñëè âûáðàòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå Cv ( = 10)

Ðèñ. 11: Âûõîäíûå ïåðåìåííûå yt, t = 1, 2, . . . , 15.è ïðåäïîëîæèòü, ÷òî |vt| ≤ Cv, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòàáèëè-çèðóþùèé ìåòîäîì �ìîäèôèöèðîâàííàÿ ïîëîñêà� [22, 86], êîòîðûéôîðìèðóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê b̂t. Îöåíêà b̂t èñïîëüçóåòñÿäëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåé ÷àñòüþ ūt óïðàâëÿþùåãî âõîäà,êîòîðàÿ äîáàâëÿåòñÿ â ðàíäîìèçèðîâàííîìó óïðàâëåíèþ ∆t

ut = ∆t + ūt.Ñòàáèëèçèðóþùàÿ ÷àñòü ūt ïîëó÷àåòñÿ çà ñ÷åò çàêîíà îáðàòíîéñâÿçè
ūt =

{
β1
t yt + β2

t yt−1 − αtut−1, b̂t 6= 0,

0, b̂t = 0,â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû α, β1
t è β2

t îïðåäåëÿþòñÿ èç ïîëèíîìèàëü-íîãî óðàâíåíèÿ
(1− 2λ+ λ2)(1 + αtλ)− λ(̂bt + 1.6λ)(β1

t + β2
t λ) = 1. 44



Îáúåêò óïðàâëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðîì b? ìîæåò áûòü íå-ìèíèìàëüíî-ôàçîâûì (íåñòàáèëüíûì ïî âõîäó), òàê êàê |b?| < 1.6,íî âûøå îïèñàííàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü ñòàáèëèçèðóþùàÿ ïî âõîäó äëÿîáúåêòà ñ ïàðàìåòðàìè b̂t (ñì., íàïð., [22, 86]). Ïðè ìîäåëèðîâàíèèèñïîëüçîâàëñÿ ñòàáèëèçèðóþùèé àëãîðèòì �ìîäèôèöèðîâàííàÿ ïî-ëîñêà� â ôîðìå, êàê îïèñàíî â [22,68]. Ýòîò àëãîðèòì âêëþ÷àåòñÿ,êîãäà âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ ïðåâûøàåò îãðàíè÷èòåëüíûé óðîâåíü
20. Â ðåçóëüòàòå ïîâåäåíèå âûõîäíûõ (ñì. ðèñ. 11, ëèíèÿ 2) è âõîä-íûõ ïåðåìåííûõ ñòàáèëèçèðîâàëîñü.Â ýòîì ñëó÷àå ñâîéñòâî E[∆t−1εt(b)] = (b? − b) ïî-ïðåæíåìóâûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê E[∆t−1ūt−1] = 0, è LSCR ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿðàáîòîñïîñîáíîé.Ïîëó÷åííûå ïðè ìîäåëèðîâàíèè ôóíêöèè gi(b), i = 1, 2, . . . , 19,è 80% äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë Θ̂ = [0.865; 1.060] ïîêàçàíû íà ðèñ. 12.

Ðèñ. 12: Ôóíêöèè gi(b), i = 1, 2, . . . , 19, è 80% äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë
Θ̂ = [0.865; 1.060] äëÿ b? = 1.0.Íåñìîòðÿ íà èñïîëüçîâàíèå óðîâíÿ Cv â ñèíòåçå ñòàáèëèçèðóþ-ùåé îáðàòíîé ñâÿçè, ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè ïîLSCR àëãîðèòìó íå çàâèñèò îò Cv. Äàæå ïðè âûáîðå çàíèæåííîãîóðîâíÿ Cv ïðåäëîæåííûé àëãîðèòìà âñå åùå ðàáîòàåò, â òî âðå-ìÿ êàê ìåòîäû èäåíòèôèêàöèè ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæíîñòè áóäóòäàâàòü íåïðàâèëüíûå ðåçóëüòàòû.Ñëó÷àé, êîãäà íåèçâåñòåí êîýôôèöèåíò a? âìåñòî b?, ÿâëÿåò-ñÿ áîëåå ñëîæíûì. Íî âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü îáðàòíóþ ñâÿçü45



ñ íàñòðàèâàåìûìè êîýôôèöèåíòàìè îãðàíè÷èâàåòñÿ íåîáõîäèìî-ñòüþ ñîáëþäåíèÿ óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè âõîäíûõ ðàíäîìèçèðîâàí-íûõ ïðîáíûõ âîçìóùåíèé è øóìà, êîòîðîå íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïðèìåðîáíîâëåííîé ïðîöåäóðû äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ îáñóæäàåòñÿ â [8].7.2. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷èÎáñóæäàåìàÿ â äàëüíåéøåì ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñò-íûõ ïàðàìåòðîâ äèíàìè÷åñêîãî ñêàëÿðíîãî ëèíåéíîãî îáúåêòà óïðàâ-ëåíèÿ, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ àâòîðåãðåññèè ñêîëüçÿùåãîñðåäíåãî, îñíîâàíà íà ïåðåïàðàìåòðèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëèîáúåêòà. Âìåñòî åñòåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ îáúåêòà � åãî äèíàìè÷å-ñêèõ êîýôôèöèåíòîâ � óäîáíî èñïîëüçîâàòü íåêîòîðûå äðóãèå ïà-ðàìåòðû, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèèñ íèìè. Òàêàÿ ïåðåïàðàìåòðèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïåðåïè-ñûâàíèÿ óðàâíåíèÿ îáúåêòà â âèäå íåêîòîðîé ìîäåëè ñêîëüçÿùåãîñðåäíåãî. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðîöåäóðó LSCR äëÿ ñîçäà-íèÿ äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà â êàíàëå îá-ðàòíîé ñâÿçè èñïîëüçóåòñÿ íåêîòîðûé àäàïòèâíûé àëãîðèòì.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáúåêò óïðàâëåíèÿ èìååò ñêàëÿðíûå âõîäûè âûõîäû è îïèñûâàåòñÿ â äèñêðåòíîì âðåìåíè óðàâíåíèåì (13) ñ
G?(z

−1) = B?(z
−1)/A?(z

−1), ãäå
A?(λ) = 1 + a1?λ+ · · ·+ ana

? λna ,

B?(λ) = bl?λ
l + bl+1

? λl+1 + · · ·+ bnb
? λnb ,íàòóðàëüíûå ÷èñëà na, nb � ïîðÿäêè ìîäåëè ïî âûõîäó è âõîäó(óïðàâëåíèþ); l � çàäåðæêà â óïðàâëåíèè, 1 ≤ l ≤ nb,

τ? =




a1?
a2?...
ana
?

bl?
bl+1
?...
bnb
?


� âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ � ïàðàìåòðû îáúåêòà, ÷àñòüèç êîòîðûõ íåèçâåñòíà. 46



Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ îáëàñòè äîñòî-âåðíîñòè äëÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ îáúåêòà (13) ïî íàáëþ-äåíèÿì âûõîäîâ {yt} íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè t = 1, 2, . . . , N,è èçâåñòíûõ âõîäîâ (óïðàâëåíèé) {ut}, êîòîðûå ìîæíî âûáèðàòü.7.3. Óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿñ ðàíäîìèçèðîâàííûìè ïðîáíûìè ñèãíàëàìèÏóñòü s ≤ na+nb− l+1 � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. (Îáû÷íîðàâíîå êîëè÷åñòâó íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ îáúåêòà (13)). È ïóñòüáóäåò N = s ·N∆ ñ íåêîòîðûì N∆.Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,ñèììåòðè÷íî ðàñïðåäåëåííûõ âîêðóã íóëÿ (ðàíäîìèçèðîâàííîå ïðîá-íîå âîçìóùåíèå) ∆0,∆1, . . . ,∆N∆−1 è áóäåì äîáàâëÿòü èõ âî âõîä-íîé êàíàë îäèí ðàç â êàæäûé èç s ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîìåíòîââðåìåíè (â íà÷àëå êàæäîãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà) ñ öåëüþ �îáîãà-ùåíèÿ� ðàçíîîáðàçèÿ íàáëþäåíèé.Áîëåå òî÷íî, áóäåì ñòðîèòü óïðàâëåíèå {ut}N−l
t=0 ïî ïðàâèëó

usn+i−l =

{
∆n + ūsn−l, i = 0,

ūsn+i−l, i = 1, 2, . . . , s− 1,
n = 0, . . . , N∆ − 1,â êîòîðîì �ñîáñòâåííî� óïðàâëåíèå {ūt} îïðåäåëÿåòñÿ ðåãóëèðóå-ìûì çàêîíîì îáðàòíîé ñâÿçè

ūt = Ut(yt, yt−1, . . . , ūt−1, . . .), t ≥ 0, ū−k = 0, k > 0.Òèï è õàðàêòåðèñòèêè îáðàòíîé ñâÿçè çàâèñÿò îò êîíêðåòíûõ ïðàê-òè÷åñêèõ çàäà÷. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü òðèâèàëüíûé çà-êîí � ñîáñòâåííîé� îáðàòíîé ñâÿçè: ūt = 0, t = 0, 1, . . . , N − l èëè,çàäàâ äîñòàòî÷íî áîëüøîé óðîâåíü Cv, âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòàáèëèçè-ðóþùèì ðåãóëÿòîðîì
C(z−1, τ̃t)ūt = D(z−1, τ̃t)yt (15)ñ ïàðàìåòðàìè τ̃t = τ̂t−s, ïîäñòðàèâàåìûìè ïî àëãîðèòìó �ìîäèôè-öèðîâàííàÿ ïîëîñêà�

τ̂t = τ̂t−1 −
(ϕT

t τ̂t−1 − yt)1{|ϕT
t τ̂ t−1−yt|−2Cv−δ‖ϕt‖>0}

‖ϕt‖2
ϕt, (16)47



ãäå 1{·} � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà, δ ≥ 0 � êîí-ñòàíòà,
ϕt =




−yt−1...
−yt−na

ut−l...
ut−nb




.Ðåãóëÿòîð (15) îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðûìè ìíîãî÷ëåíàìè C(λ, τ) è
D(λ, τ): A(λ, τ)C(λ, τ) −B(λ, τ)D(λ, τ) óñòîé÷èâûé ìíîãî÷ëåí.7.4. Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ èïåðåïàðàìåòðèçàöèÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèèA1. Ïîëüçîâàòåëü ìîæåò âûáðàòü ∆n è ýòîò âûáîð íå âëèÿåòíà âíåøíèå øóìû vsn, . . . , vs(n+1)−1. (Â ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå ∆níå çàâèñèò îò {vt}

s(n+1)−1
t=1 .)Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íåò íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé î øóìàõ

vt, íå ïðåäïîëàãàåòñÿ êàêèõ-ëèáî çíàíèé î âåðõíèõ ïðåäåëàõ èõàìïëèòóä, íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé î íóëåâîì ñðåäíåì èëè îá àâòî-êîððåëÿöèîííûõ ñâîéñòâàõ, åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè.Äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè sn, n = 0, . . . , N∆ − 1 ìîæíî îáîçíà÷èòü
v̄sn = vsn + (1 − A?(z

−1))ysn + (B?(z
−1) − bl?z

−l)usn è ïåðåïèñàòüóðàâíåíèå (13) â âèäå
ysn = ∆nθ

1
? + θ1?ūsn−l + v̄sn,ãäå θ1? = bl?. Ýòî óðàâíåíèå ïîêàçûâàåò ïðÿìóþ ñâÿçü ìåæäó íà-áëþäåíèåì ysn è òåñòîâîì ñèãíàëîì ∆n , êîòîðûé íå çàâèñèò îò�íîâîãî� øóìà v̄sn.Òî÷íî òàê æå, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (13) äëÿ îñòàëüíûõ ìîìåí-òîâ âðåìåíè sn + k − 1, k = 2, . . . , s, ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷àÿ èçëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïåðåìåííûå ysn+k−1, . . . , ysn ñ ïîìîùüþ òîãîæå óðàâíåíèÿ (13) äëÿ áîëåå ðàííèõ ìîìåíòîâ âðåìåíè

ysn+k−1 = ∆nθ
k
? +

k−1∑

i=0

θk−i
? ūsn−l+i + v̄sn+k−1, (17)48



ãäå θk−i
? , i = 0, . . . , k − 1 � ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû ïðèîñòàâøèõñÿ â ïðàâîé ÷àñòè ñëàãàåìûõ ñ ūsn−l+i.Â [61] è [22] àâòîðû ïðåäëàãàþò ôîðìèðîâàòü íîâûå ïàðàìåòðûêàê s-âåêòîð θ? êîýôôèöèåíòîâ θk? , ïîëó÷åííûõ â (17). Òàì æå äà-þòñÿ óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè òàêîé ïðîöåäóðû ïåðåïàðàìåòðèçàöèè.Ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà ñðàçó ñëåäóåò èç ïðèâåäåííîãî âûøå îïðå-äåëåíèÿ θ? = A−1B, ãäå s× s ìàòðèöà A è s-âåêòîð B:

A =




1 0 . . . 0 0
a1? 1 . . . 0 0
a2? a1? . . . 0 0... ... . . . ... ...
0 . . . ana

? . . . a1? 1



, B =




bl?...
bnb
?...
0



.Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îáðàòíîéôóíêöèè.A2. Ïóñòü s � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî íàáîðíåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ îáúåêòà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî íåêî-òîðîé ôóíêöèè τ(θ) èç îïðåäåëåííîãî âûøå âåêòîðà θ?.Ïî ëåììå 5.5.1 íà ñòð. 224 èç [86] (èëè 2.2 íà ñòð. 117 èç [22])ïðåäïîëîæåíèå A2 âûïîëíåíî äëÿ s = na+nb− l+1, åñëè ïîðÿäêèîáúåêòà na, nb èçâåñòíû è óäîâëåòâîðÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæå-íèåA3. Ìíîãî÷ëåíû znaA?(z

−1) è znbB?(z
−1) âçàèìíî ïðîñòû.Â [22, 86] ïðèâåäåí òàêæå àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîéôóíêöèè τ(θ).Íà ïðàêòèêå, êàê ïðàâèëî, òîëüêî ÷àñòü ïàðàìåòðîâ îáúåêòàíåèçâåñòíà. Èíîãäà íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû ñîîòâåòñòâóþò íèçêèìñòåïåíÿì z−1, êîòîðûå ìåíüøå, ÷åì íåêîòîðûå n̄a è n̄b ñîîòâåòñòâåí-íî. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî âûáðàòü s = n̄a + n̄b − l + 1, ÷òî çíà÷è-òåëüíî ìåíüøå, ÷åì na+nb− l+1. Áîëåå òîãî �íîâûé� øóì v̄sn+k−1â (17) ìîæåò áûòü ðàçäåëåí íà äâå ÷àñòè: íåèçìåðèìóþ ṽsn+k−1 èèçìåðèìóþ ψsn+k−1. Ïîñëåäíÿÿ îïðåäåëÿåòñÿ íàáëþäàåìûìè âõî-äàìè è âûõîäàìè ñ èçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè (ñì. ñëåäóþùèéïðèìåð).Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì îáúåêò âòîðîãî ïîðÿäêà

yt + a1?yt−1 + yt−2 = b1?ut−1 + 1.6ut−2 + vt, t = 1, 2, . . . , N, (18)ñ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè a1? è b1? 6= 0. 49



Îáîçíà÷èì
τ? =

(
a1?
b1?

)
.âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ îáúåêòà. Ïóñòü s = 2 è âåêòîð�íîâûõ� ïàðàìåòðîâ åñòü

θ? =

(
b1?

1.6− a1?b
1
?

)
∈ R

2.Â ýòîì ñëó÷àå îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ åñòü
τ(θ) =

(
1.6−θ2

θ1

θ1

)
.Óðàâíåíèÿ (17) èìåþò ôîðìó

y2n = ∆nθ
1
? + θ1?ū2n−1 + ψ2n + ṽ2n,

y2n+1 = ∆nθ
2
? + θ2?ū2n−1 + θ1?ū2n + ψ2n+1 + ṽ2n+1,ãäå ψ2n+k = 1.6ū2n−2+k − y2n−2+k, k = 0, 1, ṽ2n = v2n − a1?y2n−1,

ṽ2n+1 = v2n+1 + a1?(a
1
?y2n−1 + y2n−2 − 1.6ū2n−2 − v2n).7.5. Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé1. Èñïîëüçóÿ äàííûå íàáëþäåíèé, çàïèøåì ïðåäñêàçàòåëè êàêôóíêöèè îò θ

ŷsn+k−1(θ) = ∆nθ
k +

k−1∑

i=0

θk−iūsn+k−l−i, (19)
n = 0, . . . , N∆ − 1, k = 1, . . . , s.2. Ðàññ÷èòàåì îøèáêè ïðîãíîçà
εt(θ) = yt − ŷt(θ), t = 1, . . . , N.3. Â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûìè íàáëþäåíèé ñôîðìèðóåì íàáîðôóíêöèé îò θ

fsn+k−1(θ) = ∆nεsn+k−1(θ), n = 0, . . . , N∆ − 1,

k = 1, . . . , s. 50



4. Âûáåðåì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî M > 2s è ïîñòðîèì M ðàç-ëè÷íûõ äâîè÷íûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñòðîê (èç íóëåé è åäèíèö)
(hi,1, . . . , hi,N ), i = 0, 1, . . . ,M − 1,: h0,j = 0, j = 1, . . . , N , à âñåîñòàëüíûå ýëåìåíòû hi,j ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ íóëü èëè îäèíñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ 1

2 . Âû÷èñëèì
gki (θ) =

N∆−1∑

n=0

hi,ns+k · fns+k−1(θ), i = 0, . . . ,M − 1,

k = 1, . . . , s.5. Âûáåðåì q èç èíòåðâàëà [1;M/2s]. Äëÿ k = 1, . . . , s ïîñòðîèìîáëàñòè Θ̂k òàêèå, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå q èç ôóíêöèé gki (θ)ñòðîãî áîëüøå, ÷åì 0 è íå ìåíåå q ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì 0.Äîâåðèòåëüíîå ìíîæåñòâî îïðåäåëèì ïî ôîðìóëå
Θ̂ =

s⋂

k=1

Θ̂k. (20)Çàìå÷àíèÿ. 1. Îïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà àíàëîãè÷íà ïðåä-ëîæåííîé â [63], íî èìååò äâà ñóùåñòâåííûõ îòëè÷èÿ îò íåå. Âî-ïåðâûõ, äîâåðèòåëüíîå ìíîæåñòâî Θ̂ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðîñòðàí-ñòâå ñîñòîÿíèé Rs âìåñòî Rna+nb , à äîâåðèòåëüíûå îáëàñòè Θ̂k, k =
1, . . . , s, ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè Rk âìåñòî Θ̂k ⊂ Rna+nb . Âî-âòîðûõ, ðàíäîìèçèðîâàííîå ïðîáíîå âîçìóùåíèå âêëþ÷àþò ÷åðåçâõîäíîé êàíàë òîëüêî îäèí ðàç çà êàæäûå s ìîìåíòîâ âðåìåíè, àíå ïîñòîÿííî êàê â [63]. Óâåëè÷èâàÿ èíòåðâàë s, ìîæíî óìåíüøèòüíåæåëàòåëüíîå �ðàñêà÷èâàþùåå� âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó óïðàâëå-íèÿ, äàâàÿ åé âîçìîæíîñòü óñïåòü �óñïîêîèòüñÿ�.2. Åñëè ìû ìîæåì ðàçäåëèòü �íîâûé� øóì v̄sn+k−1 â (17) íà äâå÷àñòè: ṽsn+k−1 è ψsn+k−1, ñðåäè êîòîðûõ ïåðâàÿ ÿâëÿåòñÿ íåèçìå-ðèìîé, à âòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ íàáëþäàåìûìè âõîäàìè è âûõîäàìèñ èçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî â îïèñàííîé âûøå ïðîöåäóðåìîæíî èñïîëüçîâàòü áîëåå òî÷íûå ïðåäñêàçàòåëè âìåñòî (19)

ŷsn+k−1(θ) = ∆nθ
k +

k−1∑

i=0

θk−iūsn+k−l−i + ψsn+k−1. 51



7.6. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòûÂåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî θ? ïðèíàäëåæèò êàæäîìó èç Θ̂k, k =
1, 2, . . . , s, äàåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.Ò å î ð å ì à 4. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå A1. Ðàññìîòðèì
k ∈ {1, 2, . . . , s} è ïðåäïîëîæèì, ÷òî Prob(gki (θ?) = 0) = 0. Òîãäà

Prob{θ? ∈ Θ̂k} = 1− 2q/M, (21)ãäå Θ̂k, q è M èç øàãîâ 5 è 4 îïèñàííîé âûøå ïðîöåäóðû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóþùèå ïðåäâàðèòåëüíîå óòâåðæäåíèå, àíà-ëîãè÷íîå ïðåäëîæåíèþ 1 â [63], ñòð. 2716, èãðàåò âàæíóþ ðîëü âäîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.Ë å ì ì à 1. Çàôèêñèðóåì k ∈ [1, . . . , s]. Ïóñòü H � ñòîõà-ñòè÷åñêàÿM×N∆ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè hi,ns+k, i = 0, 1, . . . ,M−
1, n = 0, . . . , N∆−1, èç øàãà 4 àëãîðèòìà, è ïóñòü η = (η1, . . . , ηN∆)

T� âåêòîð, íåçàâèñèìûé îò H è ñîñòîÿùèé èç âçàèìíî íåêîððå-ëèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ, ñèììåòðè÷íî ðàñïðåäåëåííûõîòíîñèòåëüíî íóëÿ. Äëÿ çàäàííîãî i ∈ [0,M − 1] ïóñòü Hi �
M ×N ìàòðèöà ñî ñòðîêàìè, ðàâíûìè i-îé ñòðîêå H. Òîãäà, Hηè (H −Hi)η èìåþò îäèíàêîâîå M -ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè óñëî-âèè, ÷òî i-é ýëåìåíò (H−Hi)η (êîòîðûé ðàâåí 0) ïåðåñòàâëÿåòñÿêàê ïåðâûé ýëåìåíò âåêòîðà.Îáùàÿ ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4 òà æå, êàê è â ñîîòâåò-ñòâóþùåì äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 â [63]. Ðàçíèöà ëèøü íà ñòà-äèè, êîãäà Ëåììà 1 ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî ôàêòà,÷òî êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ gki (θ?) èìååò òàêóþ æå âåðîÿòíîñòü 1/M ,÷òîáû áûòü â îáùåé r-é ïîçèöèè (ò. å., ðîâíî r− 1 äðóãèõ ïåðåìåí-íûõ ìåíüøå, ÷åì ðàññìàòðèâàåìàÿ).Îáîçíà÷èì ηn := ∆n−1ε(n−1)s+k−1(θ?). Äëÿ êîððåëÿöèè ìåæäó
ηi è ηj , i > j, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíî

E[ηiηj ] = E[∆i−1ε(i−1)s+k−1(θ?)∆j−1ε(j−1)s+k−1(θ?)] =

= E[∆i−1]E[ε(i−1)s+k−1(θ?)∆j−1ε(j−1)s+k−1(θ?)] = 0â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ A1 è ñâîéñòâà ñèììåòðèè ðàñïðåäåëåíèÿòåñòîâûõ âîçìóùåíèé: E[∆i−1] = 0, ò. å. ïåðåìåííûå η1, . . . , ηN∆âçàèìíî íåêîððåëèðîâàíû. 52



Âûáåðåì ïåðåìåííóþ gk
ī
(θ?) â r-îé ïîçèöèè. Íåðàâåíñòâî

gki (θ?)− gkī (θ?) =

N∆∑

n=0

(hi,ns+k − hī,ns+k)ηn < 0ñïðàâåäëèâî äëÿ r − 1 âûáîðà i ∈ [0,M − 1]. Ýòî òî æå ñàìîå, ÷òîñïðîñèòü: îòðèöàòåëüíû ëè r− 1 ýëåìåíòîâ (H −Hī)η. Èç ëåììû 1ïîëó÷àåì, ÷òî (H−Hī)η èìååò òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî è Hη èñëåäîâàòåëüíî Prob{�r − 1 ýëåìåíòîâ (H −Hī)η îòðèöàòåëüíû�} =
Prob{�r − 1 ýëåìåíòîâ Hη îòðèöàòåëüíû�} è íå çàâèñèò îò ī.Îñòàëüíàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òàêàÿ æå, êàê è â [63].Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òåîðåìû 4.Ñ ë å ä ñ ò â è å 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4

Prob{θ? ∈ Θ̂} ≥ 1− 2sq/M, (22)ãäå Θ̂ èç (20).Çàìåòèì, êàê îòìå÷àåòñÿ â [63], ÷òî çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè â (21)ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, à íå íèæíèì ïðåäåëîì. Íåðàâåíñòâî â (22) ïî-ëó÷àåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî ñîáûòèÿ {θ? 6∈ Θ̂k}, k = 1, . . . , s ìîãóòïåðåêðûâàòüñÿ.Èç ñêàçàííîãî âûøå ëåãêî âûâåñòè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.Ò å î ð å ì à 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ A1�A2 è ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî Prob(gki (θ?) = 0) = 0. Òîãäà ìíîæåñòâî τ(Θ̂) ÿâëÿ-åòñÿ äîâåðèòåëüíûì ìíîæåñòâîì äëÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâîáúåêòà (13) ñ óðîâíåì äîñòîâåðíîñòè íå ìåíåå 1− 2sq/M .Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå â [22,61] ïðè ïîäîáíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íàîñíîâå îïèñàííîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ áûëè ïîêàçàíû âîçìîæíî-ñòè ôîðìèðîâàíèÿ àëãîðèòìà îöåíèâàíèÿ, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåòàñèìïòîòè÷åñêóþ ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê ê èñòèííûì çíà÷åíèÿìíåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ îáúåêòà (13).7.7. Àñèìïòîòè÷åñêè ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêèÏóñòü {∆n} îáëàäàåò ñâîéñòâàìè
E{∆n} = E{∆3

n} = 0, |∆n| ≤
C∆Rn√
1 + ln{n}

, 53



E{∆2
n} =

σ2
∆R

2
n

1 + ln{n}
, E{∆4

n} ≤
M4

4R
4
n

(1 + ln{n})2
, (23)ãäå

Rn = CR(1 +

p∑

j=1

|ysn+k−j |+

p−k∑

j=1

|ūsn−j |)è σ2
∆, M

4
4 , C∆, CR > 0 � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îöåíîê




τt = τ̄(θ̂n−1), s(n− 1) < t ≤ sn, s = 1, 2, . . . , n = 1, 2, . . . ,

θ̂n = θ̂n−1 − Γ 1+ln{n}
nRn

∆n

(
∆n

Rn
θ̂n−1 − (Yn − ψn(θ̂n−1))

)
,

(24)â êîòîðîì Γ � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà òà-êàÿ, ÷òî 2λmin(Γ)σ
2
∆ ≥ 1, Yn � âåêòîð èç òåêóùèõ íàáëþäåíèé.Âûáåðåì äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî R̄ > 0 è óñëîâèìñÿ ñîá-ñòâåííî óïðàâëåíèå {ūt} ôîðìèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ðåãóëÿòîðà îá-ðàòíîé ñâÿçè òèïà (15) ñ íàñòðàèâàåìûìè ïàðàìåòðàìè

τ̃t =

{
τt, åñëè |yt|+ |ut−1| < R̄,

τ̂t−s � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, (25)ãäå îöåíêè τ̂t ôîðìèðóþòñÿ ïî àëãîðèòìó �ìîäèôèöèðîâàííàÿ ïî-ëîñêà� (16).Ò å î ð å ì à 6. Ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå óñëîâèÿõ èïðîèçâîëüíîì íà÷àëüíîì óñëîâèè θ̂0 ∈ Rs ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τt}ñõîäèòñÿ ê τ? â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ñìûñëå è ñ âåðîÿòíîñòüþåäèíèöà, à òàêæå óïðàâëÿþùèå {ut} è âûõîäíûå {yt} ïåðåìåííûåðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííû.Ïðîáíûé ñèãíàë ∆n íèâåëèðóåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, òàê êàêçà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî àëãîðèòìà ìîäèôèöèðî-âàííàÿ ïîëîñêà âåëè÷èíû Rn ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû. Ýòî ñâîéñòâîàëãîðèòìà èäåíòèôèêàöèè ïîçâîëÿåò ñèíòåçèðîâàòü ñ åãî ïîìîùüþàäàïòèâíûå ñèñòåìû, âûõîä êîòîðûõ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñòàíîâèò-ñÿ íåîòëè÷èìûì îò âûõîäà îïòèìàëüíîé ñèñòåìû, ñèíòåçèðîâàííîéïðè èçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ.Áëîê�ñõåìà ðàññìîòðåííîé àäàïòèâíîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ïðè-âåäåíà íà ðèñ. 13. 54
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Ðèñ. 13: Áëîê�ñõåìà àäàïòèâíîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ïðè l = 1.7.8. Ïðèìåðû1. Âåðíåìñÿ ê îáúåêòó óïðàâëåíèÿ (18) ïðè N = 960 è íåèçâåñò-íûõ äâóõ ïàðàìåòðàõ a? è b?.Îïðåäåëèì ôóíêöèè ft(θ):
f2n(θ) = ∆n(y2n −∆nθ

1 − θ1ū2n−1 − ψ2n), n = 0, . . . , N∆ − 1,

f2n+1(θ) = ∆n(y2sn+1 −∆nθ
2 − θ2ū2n−1 − θ1ū2n − ψ2n+1).Âûáåðåì M = 480 è q = 6 è ïîäñ÷èòàåì ýìïèðè÷åñêèå êîððåëÿ-öèè

gki (θ) =

499∑

n=0

hi,2n+k · f2n+k−1(θ), i = 1, . . . , 479, k = 1, 2.Äëÿ k = 1, 2 ñòðîèì îáëàñòè Θ̂k, êîòîðûå âêëþ÷àþò òîëüêî òàêèåçíà÷åíèÿ θ, ÷òî íå ìåíåå øåñòè ôóíêöèé gki (θ), i = 1, . . . , 479 ñòðîãîáîëüøå íóëÿ è íå ìåíåå øåñòè èç òåõ æå ôóíêöèé ñòðîãî ìåíüøåíóëÿ. 55



Ïî òåîðåìå 3 âåêòîð èñòèííûõ ïàðàìåòðîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ áî-ëåå ÷åì íà 95% = 1 − 2 · 2 · 6/480 ïðèíàäëåæèò äîâåðèòåëüíîìóìíîæåñòâó τ(Θ̂) = τ(Θ̂1
⋂
Θ̂2).

Ðèñ. 14: Äîâåðèòåëüíîå ìíîæåñòâî τ (Θ̂).Ðèñ. 14 ïîêàçûâàåò ðåãèîíû τ(Θ̂), τ(Θ̂1) è τ(Θ̂2), ïîëó÷åííûåïðè ìîäåëèðîâàíèè ñ èñòèííûìè çíà÷åíèÿìè a? = −2 è b? = 1 èòàêèìè æå õàðàêòåðèñòèêàìè øóìà è ñòàáèëèçèðóþùåé îáðàòíîéñâÿçè, êàê è â ïðåäâàðèòåëüíîì ïðèìåðå.2. Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàáîòû àñèìïòîòè÷åñêîãî àëãîðèòìà îöå-íèâàíèÿ èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå íà ÝÂÌ ïðîèçâîäèëîñü ñôàêòè÷åñêèì íàáîðîì íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ
a?1 = 3.7; b?1 = 6.4; b?2 = −8.0,êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðó
θ = θ(τ?) =




6.40
−31.68
110.82


 .Íà ðèñ. 15 ïîêàçàí òèïè÷íûé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ îöåíîê τ̂t è τt, äî-ñòàâëÿåìûõ àëãîðèòìàìè �ìîäèôèöèðîâàííàÿ ïîëîñêà� è ðàíäîìè-çèðîâàííûì. Ìàñøòàá âðåìåíè íà ãðàôèêàõ äëÿ ïåðâûõ 150 ìîìåí-òîâ íå ñîáëþäàåòñÿ. Ïðîáíîå âîçìóùåíèå â êàíàë óïðàâëåíèÿ ïåð-âûé ðàç ïîñòóïàåò ïðè t = 100. Äî ýòîãî ìîìåíòà âðåìåíè àëãîðèòì56
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Ðèñ. 15: Òðàåêòîðèè îöåíîê íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ τ̂t è τt.ïîëîñêà, ñäåëàâ 16 èçìåíåíèé, íà÷èíàÿ ñ
τ̂28 =




3.320
1

5.579
−6.840


 ,ïðåêðàòèë èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ è îáåñïå÷èâàë ñòàáèëèçàöèþ çà-ìêíóòîé ñèñòåìû. Âêëþ÷åíèå ïðîáíîãî âîçìóùåíèÿ, äîáàâëÿåìî-ãî â êàíàë óïðàâëåíèÿ íà êàæäîì òðèäöàòîì òàêòå, ïîçâîëèëî íåòîëüêî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàíäîìèçèðîâàííûì àëãîðèòìîì îöåíèâà-íèÿ ïàðàìåòðîâ, íî è îáåñïå÷èëî áîëåå âûñîêîå êà÷åñòâî îöåíè-âàíèÿ àëãîðèòìîì �ìîäèôèöèðîâàííàÿ ïîëîñêà�, êîòîðûé çà ñ÷åò�ðàñêà÷èâàíèÿ� ñèñòåìû, ñäåëàâ íà èíòåðâàëå t ∈ [109, 221] åùå 11êîððåêòèðîâîê, äîñòèãàåò äîñòàòî÷íî âûñîêîãî êà÷åñòâà îöåíèâà-íèÿ. Îöåíêè ðàíäîìèçèðîâàííîãî àëãîðèòìà ïîñëå âîñüìèäåñÿòèèòåðàöèé (t ≈ 2500) ïîïàäàþò â áëèçêóþ îêðåñòíîñòü âåêòîðà θ èäàëåå íå ïîêèäàþò å�å. 57



8. Ñöåíàðíûé ïîäõîäÌíîãèå ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû ðî-áàñòíîé âûïóêëîé îïòèìèçàöèè (Robust Convex Problems, RCP), âêîòîðûõ îïòèìèçèðóþòñÿ âûïóêëûå ôóíêöèè è ìíîæåñòâî îãðà-íè÷åíèé çàäàåòñÿ òàêæå ñ ïîìîùüþ âûïóêëûõ ôóíêöèé. Â îáùåìâèäå çàäà÷è ðîáàñòíîé âûïóêëîé îïòèìèçàöèè, êàê ïðàâèëî, NP-ñëîæíûå, òàê êàê â íèõ îáû÷íî äëÿ ðåøåíèÿ òðåáóåòñÿ ïðîâåð-êà îãðîìíîãî êîëè÷åñòâà óñëîâèé-îãðàíè÷åíèé. Ðàíäîìèçèðîâàí-íûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïðè àïðèîðíîì çàäàíèè ïàðàìåòðîâ óðîâíÿ
ε è êîíôèäåíöèàëüíîñòè β ïîëó÷àòü ðåøåíèå, êîòîðîå ñ çàäàâàå-ìîé âåðîÿòíîñòüþ (1 − β) áóäåò ðåøåíèåì îïòèìèçàöèîííîé çàäà-÷è, óäîâëåòâîðÿþùèì ïî÷òè âñåì îãðàíè÷åíèÿì, çà èñêëþ÷åíèåììíîæåñòâà ìåðû íå áîëüøåé ε [41].Ïóñòü θ ∈ Θ ⊂ Rn � ïàðàìåòð êîíñòðóèðîâàíèÿ íåêîòîðîéñèñòåìû èëè îáúåêòà óïðàâëåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî âûïóêëûõçàäà÷ îïòèìèçàöèè, ïàðàìåòðèçîâàííûõ x ∈ X ⊆ Rd:

RCP : min
θ∈Θ⊆Rn

cTθ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ {F (θ, x) ≤ 0, x ∈ X} ,ãäå îïòèìèçàöèÿ ôóíêöèè f(θ) = cTθ ïðîâîäèòñÿ ïî θ ∈ Θ, ìíîæå-ñòâî Θ ⊂ Rn âûïóêëî è çàìêíóòî, c ∈ Rn � íåêîòîðûé çàäàííûéâåêòîð, à ôóíêöèÿ F : Θ×X → R âûïóêëà ïî θ äëÿ âñåõ x ∈ X. Â òè-ïè÷íûõ ñëó÷àÿõ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà X ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé,ò. å. îíî ìîæåò ñîäåðæàòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ x.Çàìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè F íèêî-èì îáðàçîì íå ñíèæàåò îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, òàê êàê ñëó÷àé ìíî-ãèõ îãðàíè÷åíèé {Fi(θ, x) ≤ 0, x ∈ X, i = 1, 2, . . . , I} , ëåãêî ê íåìóñâîäèòñÿ ÷åðåç F (θ, x) = maxi Fi(θ, x).Âàæíûì äëÿ ïðèëîæåíèé ÷àñòíûì ñëó÷àåì RCP ÿâëÿþòñÿ çà-äà÷è ðîáàñòíîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â êîòîðûõ F (θ, x) �àôôèííûå ïî θ, è ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â êîòî-ðûõ F (θ, x) = λmax(A(θ, x)), ãäå λmax(A) � ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåí-íîå ÷èñëî ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû A, è
A(θ, x) = A0(x) +

n∑

i=1

θiAi(x), Ai(x) = AT
i (x).Êîíñòðóèðîâàíèå äëÿ �õóäøåãî� ñëó÷àÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðè-âîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ NP-ñëîæíûõ çàäà÷, à ñ äðóãîé �58



÷àñòî ïðèâíîñèò â ñèñòåìó ÷ðåçìåðíûé êîíñåðâàòèçì, ïîñêîëüêóâûíóæäàåò ôîêóñèðîâàòüñÿ íà âñåõ âûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ, âåðî-ÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ êîòîðûõ íà ïðàêòèêå íåâåëèêà.Â ïàðàäèãìå âåðîÿòíîñòíîãî (ðàíäîìèçèðîâàííîãî) ðîáàñòíî-ãî êîíñòðóèðîâàíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàíèå âåðîÿòíîñòíîé ìåðûíà ìíîæåñòâå íåîïðåäåëåííîñòåé X. Òîãäà äëÿ çàäàâàåìîãî óðîâíÿâåðîÿòíîñòè ε ∈ (0, 1) èùåòñÿ ïàðàìåòð êîíñòðóèðîâàíèÿ θ, ìèíè-ìèçèðóþùèé öåëåâóþ ôóíêöèþ cTθ è óäîâëåòâîðÿþùèé ïî÷òè âñåìîãðàíè÷åíèÿì çà èñêëþ÷åíèåì òàêîé íåáîëüøîé ÷àñòè èç íèõ, ÷òîåå ìåðà (âåðîÿòíîñòü) íå ïðåâîñõîäèò çàðàíåå çàäàííîãî óðîâíÿ ε.

Ðèñ. 16: Ñöåíàðíûé ïîäõîä [41]. Ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøåé 1−β âûáè-ðàåì òî÷êè x1, . . . , xN âíå �bad set�. Ïîëó÷àþùååñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèåóäîâëåòâîðÿåò ïî÷òè âñåì íåîïðåäåëåííîñòÿì, êðîìå ìíîæåñòâà ìåðû ε.Ñöåíàðíûé ïîäõîä èëëþñòðèðóåòñÿ íà ðèñ. 16, çàèìñòâîâàííîìèç ñòàòüè [41].Ïóñòü íà X çàäàíà σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ ñîáûòèÿ {x ∈ X :
F (θ, x) > 0}, è íà íåé îïðåäåëåíà âåðîÿòíîñòü P . Ðåøåíèå θ ∈ Θÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðîâíÿ ε, åñëè

V (θ)
.
= P{x ∈ X : F (θ, x) > 0} ≤ ε.Ïóñòü x1, . . . , xN � N íåçàâèñèìûõ ðåàëèçàöèé, ïîëó÷åííûõ ïî59



îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðå P . Ñöåíàðíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ äèñ-êðåòèçàöèåé çàäà÷èRCP è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå ñëåäóþùåéçàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
RCPN : min

θ∈Θ⊆Rn
cTθ, ïðè {F (θ, xi) ≤ 0, xi ∈ X, i = 1, 2, . . . , N} .Â [41] äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Ôèêñèðóåì âåùåñòâåííûåïàðàìåòð óðîâíÿ ε ∈ (0, 1) è ïàðàìåòð êîíôèäåíöèàëüíîñòè β ∈

[0, 1] è ïîëîæèì
N ≥ N(ε, β) =

[
2

ε
ln

2

β
+ 2n+

2n

ε
ln

2

ε

]
,òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøåé, ÷åì 1−β ëèáî ñöåíàðíàÿ çàäà-÷à RCPN íåðàçðåøèìà è òîãäà ïåðâîíà÷àëüíàÿ çàäà÷à ðîáàñòíîéâûïóêëîé îïòèìèçàöèè RCP òàêæå íåðàçðåøèìà, ëèáî RCPNðàçðåøèìà è òîãäà åå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìóðîâíÿ ε äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîé çàäà÷è RCP ([·] � ôóíêöèÿ öåëîé ÷à-ñòè ÷èñëà).Çàêëþ÷åíèåÂ ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå èäåè î ðàíäîìèçèðîâàííûõìåòîäàõ, êîòîðûå áóäóò ñòèìóëèðîâàòü äàëüíåéøèå ðàçìûøëåíèÿè ìîãóò ïîìî÷ü äîñòè÷ü áîëåå ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ ïîòåíöèàëà èîãðàíè÷åíèé ðàíäîìèçàöèè.Îäíèì èç âàæíûõ íàáëþäåíèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â ðàíäîìèçè-ðîâàííîì àëãîðèòìå âûáîð íåêîòîðûõ äåéñòâèé äåëàåòñÿ íàóãàä,òî åñòü äëÿ âûáîðà ïðèçûâàåì ñóäüáó. Òàê êàê �ñëó÷àé� íå ÿâëÿåò-ñÿ ñïåöèàëèñòîì íè â ÷åì, òî ïðåèìóùåñòâî èñïîëüçîâàíèÿ ðàíäî-ìèçèðîâàííîãî àëãîðèòìà íå âñåãäà ìîæåò áûòü âûðàæåíî �õîðî-øèì� âûáîðîì ñóäüáû. Ïðåèìóùåñòâî â íîâîì âîñïðèÿòèè ïðîáëå-ìû ðàçðåøèìîñòè, ïðè êîòîðîì â äîïîëíåíèå ê äâóì êðàéíèì çíà-÷åíèÿì �áåëîå���÷åðíîå� (�ðàçðåøèìî���íåðàçðåøèìî�) ââîäÿò ìíî-æåñòâî îòòåíêîâ �ñåðîãî�. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïåðñïåêòèâ ðåøåíèé äëÿ�õóäøåãî� ñëó÷àÿ (worst-case) �ñåðûé� ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü áîëååïðèåìëåìûì, ÷åì íåñêîëüêî �÷åðíûõ� ñðåäè ìíîãèõ �áåëûõ�.Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â ïðîöåññå îöåíêè óðîâíÿ �ñåðîãî� ìîæíîïðèáåãàòü ê ðåçóëüòàòàì òåîðèè âåðîÿòíîñòè, ÷üÿ ñèëà è ýôôåêòèâ-íîñòü ïîðîé äåéñòâèòåëüíî óäèâëÿåò. Ýòî äîáàâëÿåò óâåðåííîñòè âïåðñïåêòèâàõ èñïîëüçîâàíèÿ ðàíäîìèçèðîâàííûõ ìåòîäîâ. 60
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