
Êâàçèðàíäîìèçèðîâàííûé ìåòîäðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé1Ñ. È. Ñìèðíîâ, àñïèðàíò2Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòq4ality@gmail.comÊàê èçâåñòíî, ðåøåíèå çàäà÷ î íàõîæäåíèè êîðíÿ óðàâíåíèÿ F (x) = 0 èòî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè G (y), êîãäà çíà÷åíèÿ ôóíêöèé F è G ìîãóò áûòüïîëó÷åíû ñî ñëó÷àéíûìè ïîìåõàìè, âîçìîæíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ñòîõàñòè-÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè.Áîëüøîé ïðèêëàäíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà óïîìÿíóòûåçíà÷åíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî. Â ÷àñòíîñòè, åñ-ëè òðåáóåòñÿ ðåøèòü áîëüøóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé,òî âû÷èñëèòåëüíóþ ðàáîòó ìîæíî óìåíüøèòü çà ñ÷åò ðàíäîìèçàöèè èëè êîí-ñòðóèðîâàíèÿ íåñìåùåííûõ îöåíîê ñóììû êâàäðàòîâ íåâÿçîê (ñëó÷àéíûé âû-áîð k óðàâíåíèé èç n, ãäå k � n). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìîäåëèðóåòñÿ ñëó÷àéíûéïðîöåññ, ðåøàþùèé ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó. Ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ èñ-ïîëüçîâàòü òåõíèêó Êâàçè-Ìîíòå-Êàðëî ìåòîäà (ÊÌÊ) ïðè ìîäåëèðîâàíèè.Â ñòàòüå ïðèâåäåíû àëãîðèòìû ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ ðåøå-íèÿ áîëüøèõ ñèñòåì è îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ ÊÌÊäëÿ ýòèõ çàäà÷.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî, Êâàçè-Ìîíòå-Êàðëî ìåòîä, ñòîõàñòè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ.1. ÂâåäåíèåÂî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè òðåáóåòñÿ íàëè÷èåèíñòðóìåíòà, ïîçâîëÿþùåãî ñ �äîñòàòî÷íî õîðîøèì� ïðèáëèæåíè-åì âû÷èñëÿòü ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ìàòðèöó, íàõîäèòüSVD-ðàçëîæåíèå èëè ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé. Ïðè ýòîì, çà÷àñòóþ, ïîðÿäîê ìàòðèöû äëÿ ïðèêëàä-íûõ çàäà÷ äîñòàòî÷íî âåëèê, ÷òî äåëàåò íåöåëåñîîáðàçíûì ïðè-ìåíåíèå ñòàíäàðòíûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ (íàïðèìåð, èç [1, 2])ïî ïðè÷èíå èõ �äîñòàòî÷íî áîëüøîé� âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè.Â èññëåäîâàíèÿõ ïî ýòîé òåìàòèêå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñëó-÷àéíûå íåñìåùåííûå îöåíêè ìàòðèö â ñòîõàñòè÷åñêèõ èòåðàöèîí-íûõ àëãîðèòìàõ, â òîì ÷èñëå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ñëó-÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàòü ëèøü ãðóïïó ñòðîê èëè ñòîëáöîâ ìàò-ðèöû è ïðîèçâîäèòü îïåðàöèè òîëüêî íàä íèìè. Íàïðèìåð, â ðà-áîòå [3] ïðåäïîëàãàåòñÿ ðåøàòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ 11-01-00769-à.2 c©Ñ. È. Ñìèðíîâ, 2011 83



óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ñõåìû Íåéìàíà-Óëàìà, ìîäåëèðóþòñÿ îöåí-êè óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð, âûáèðàÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîìïîäìíîæåñòâî ñòîëáöîâ ìàòðèöû. Àíàëîãè÷íûå èäåè ìîæíî íàéòèâ ðàáîòàõ [4] (àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèö) è [5] (äëÿ SVD). Êàêïîêàçàíî â ýòèõ è ìíîãèõ äðóãèõ ðàáîòàõ, äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåòñóùåñòâåííî óìåíüøèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü, íî óâåëè÷è-âàåò ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè.Â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîìáèíàöèÿ ïîäõîäà, îñíîâàííî-ãî íà ðàíäîìèçèðîâàííûõ îöåíêàõ (èäåÿ îïèñàíà âûøå), è ìåòîäàÁî÷åêà, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ êàê ñðåäñòâî ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòèñèñòåìû. Îòìåòèì, ÷òî â ñòàòüå [6] îáñóæäàåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäàÁî÷åêà äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðûåìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ìåòîäà Ãàëåðêèíà-Ðèòöà. Â äàííîé ðàáîòåïîäõîä åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà áîëåå øèðîêèéêëàññ ìàòðèö (ïðåäïîëàãàåòñÿ òîëüêî îáðàòèìîñòü ìàòðèöû).Õîòåëîñü áû îòìåòèòü, ÷òî â ðàáîòàõ [3�5] äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðî-öåññà ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè èñïîëüçîâàëèñü òîëüêî îöåí-êè, ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî, òîãäà êàê â äàí-íîé ðàáîòå îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ êàê ÌÊ, òàêè ÊÌÊ.Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû ôîðìàëüíî îïèñûâàåòñÿ ìåòîä Áî÷åêàè èñïîëüçóåìûé äëÿ ðàñ÷åòîâ ïðîöåññ ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìà-öèè. Îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè.Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû ïðèâîäèòñÿ îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòèäàííîãî ìåòîäà ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè (â òåðìèíàõ ï. í.) èïðèâîäèòñÿ àíàëîã öåíòðàëüíîé òåîðåìû äëÿ ðàçíèöû ìåæäó òî÷-íûì ðåøåíèåì è îöåíêîé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñòîõàñòè÷åñêîé àï-ïðîêñèìàöèè.Â òðåòüåé ÷àñòè ðàáîòû ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿêàê ìåòîäîì ÌÊ, òàê è ÊÌÊ. Ïðîèçâîäèòñÿ ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëü-òàòîâ.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îïèñàíèå ìåòîäàñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèèÐàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êî-òîðàÿ çàäàåòñÿ â âèäå:
AX = B, (1)84



ãäå A � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n × n, X � âåêòîð íåèçâåñòíûõ, B� ïðàâàÿ ÷àñòü, îáà âåêòîðà èç R
n. Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõáóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (ñóùå-ñòâóåò A−1).Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

A (i, j) � ýëåìåíò ìàòðèöû A, ðàñïîëîæåííûé â i-îé ñòðîêå è
j-îì ñòîëáöå,

A (i, :) � i-àÿ ñòðîêà ìàòðèöû A,
A (:, j) � j-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû A,
〈a, b〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a è b,
‖x‖2 =

√
〈x, x〉, ‖x‖1 =

n∑
i=1

|x (i)|.Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Pàñïðåäåëåíèå P ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ,ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå 1 : n, íàçîâåì ñîãëàñîâàí-íûì ñ âåêòîðîì Q ∈ R
k, åñëè äëÿ ëþáîãî Q (i) 6= 0, P (ξ = i) > 0.Ïóñòü èìåþòñÿ k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ x1, · · · , xk, k �

n. Òîãäà â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1) ðàññìîòðèìòàêîé âåêòîð y =
k∑

i=1

C (i)xi, êîòîðûé äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ôóíêöè-îíàëó 〈Ay −B,Ay −B〉 ñðåäè âñåõ âåêòîðîâ èç ëèíåéíîé îáîëî÷êè
{x1, · · · , xk}. Òàê êàê çíà÷åíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðè çàäàí-íûõ âåêòîðàõ
x1, · · · , xk çàâèñèò òîëüêî îò C, òî 〈Ay (C)−B,Ay (C)−B〉 ìîæíîîáîçíà÷èòü êàê g (C). Çàäà÷ó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

C0 = arg min
C∈Rk

g (C) . (2)Âçÿâ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî C (i) ïîëó÷èì ñèñòåìó:
WC = V, (3)ãäå Ui = Axi, W (i, j) = 〈Ui, Uj〉, à Vi = 〈Ui, B〉.Ñõåìà, îïèñàííàÿ â ðàáîòå [6], çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèìåíåíèè ìå-òîäà ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè ê ñèñòåìå (3).2.1. Àëãîðèòì ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèèäëÿ ìåòîäà Áî÷åêàÀëãîðèòì ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè ÿâëÿåòñÿ èòåðàöèîí-íûì, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ïåðåõîä èç èòåðàöèè N â èòåðà-öèþ N + 1, íà÷àëüíîå çíà÷åíèå � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð C1 ∈ R
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α � êîíñòàíòà ñïåöèàëüíîãî âèäà (ïàðàìåòð, îáåñïå÷èâàþùèé ñõî-äèìîñòü ïðîöåññà äëÿ ëþáîé îáðàòèìîé ìàòðèöû).Ïåðåõîä îò CN ê CN+1.1. Ìîäåëèðîâàíèå íåcìåùåííîé îöåíêè Ŵ ìàòðèöû W .Äëÿ êàæäîé ïàðû (i, j) ∈ (1 : k) × (1 : k) ïðîèçâîäèòñÿ ìîäåëè-ðîâàíèå íåñìåùåííîé îöåíêè êîìïîíåíòû ìàòðèöû W (i, j) (êîìïî-íåíòû ìàòðèöû ìîäåëèðóþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà):1.1. Ìîäåëèðóþòñÿ d íåçàâèñèìûõ, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõíà îòðåçêå [0; 1] ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.1.2 Ñ ïîìîùüþ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí ïîëó÷à-þòñÿ d ðåàëèçàöèé ξ1, · · · , ξd ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùåéçíà÷åíèå íà ìíîæåñòâå 1 : n è èìåþùåé ðàñïðåäåëåíèå P (i, j), ñî-ãëàñîâàííîå ñ âåêòîðîì Q ∈ R
k, êàæäàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî èìååòâèä: Q (l) = Axi (l) · Axj (l).1.3. Ŵ (i, j) = n

d
·

d∑
s=1

Axi (ξs) ·Axj (ξs).2. Ìîäåëèðîâàíèå íåñìåùåííîé îöåíêè V̂ âåêòîðà V .Äëÿ êàæäîãî i ∈ 1 : k ïðîèçâîäèòñÿ ìîäåëèðîâàíèå íåñìåùåí-íîé îöåíêè Vi.2.1. Ìîäåëèðóþòñÿ d íåçàâèñèìûõ, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõíà îòðåçêå [0; 1] ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.2.2 Ñ ïîìîùüþ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí ïîëó÷à-þòñÿ d1 ðåàëèçàöèé η1, · · · , ηd1
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùåéçíà÷åíèå íà ìíîæåñòâå 1 : n è èìåþùåé ðàñïðåäåëåíèå P (i), ñîãëà-ñîâàííîå ñ âåêòîðîì Q ∈ R

k, êàæäàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî èìååòâèä: Q (l) = Axi (l) · B (l).2.3. V̂ (i) = n
d1

·
d1∑
s=1

Axi (ηs) ·B (ηs).3. Ðàññ÷èòûâàåòñÿ çíà÷åíèå CN+1 ïî ôîðìóëå: CN+1 = CN − α
N
·(

ŴCN − V̂
).Ïóñòü áûëî ðàññ÷èòàíî N èòåðàöèé àëãîðèòìà è ëþáîé âåêòîð

xi èìååò íå áîëåå [nk ]+1 íåíóëåâûõ êîìïîíåíò. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òîáûëî ïðîèçâåäåíî ïîðÿäêà N ·O
(
nk + k3

) îïåðàöèé, ÷òî äàåò îöåí-êó âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ïîâòîðåíèÿ N èòåðàöèé àëãîðèòìà.
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3. Ñõîäèìîñòü ìåòîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è (3).Àíàëîã öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìûÏóñòü Wi � îöåíêà äëÿ ìàòðèöû W , ïîëó÷åííàÿ íà i-îì øàãåàëãîðèòìà, Vi � îöåíêà äëÿ V . Òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà(Òåîðåìà 1 èç ðàáîòû [9]):Ò å î ð å ì à 1. Ïðîöåññ ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè (ñèòåðàöèåé CN+1 = CN− α
N
(WN+1CN − VN+1)) äëÿ ñèììåòðè÷íîé,ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû W ñõîäèòñÿ ïî÷òè íàâåð-íîå ê ðåøåíèþ çàäà÷è (3) ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì çíà÷åíèè C1, åñëèîöåíêè ìàòðèöû W è âåêòîðà V îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-ìè:1. limN→∞

∥∥∥∥ 1
N

N∑
i=1

Vi − V

∥∥∥∥ = 0 ï. í.2. limN→∞

∥∥∥∥ 1
N

N∑
i=1

Wi −W

∥∥∥∥ = 0 ï. í.3. ∃ limN→∞
1
N

N∑
i=1

‖Wi‖2 ï. í.Îòìåòèì, ÷òî àëãîðèòì ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè, îïèñàí-íûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ýòîé òåîðåìû,òàê êàê â ñèëó ñîãëàñîâàííîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíîê ñ ñîîòâåò-ñòâóþùèìè âåêòîðàìè ìîìåíòû îöåíîê êîíå÷íû, à ïî íåçàâèñèìî-ñòè è îäèíàêîâîé ðàñïðåäåëåííîñòè îöåíîê ê íèì ìîæíî ïðèìåíÿòüóñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë.Ò å î ð å ì à 2. Ïóñòü äàíà ñèñòåìàWX = F , ãäå W � ïîëî-æèòåëüíî îïðåäåëåíà è ñèììåòðè÷íà, X0 � åå òî÷íîå ðåøåíèå, èçàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {WN , VN} íåçàâèñèìûõ íåñìåùåííûõîöåíîê ïàðû {W,V }, êîòîðàÿ îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1. WN è VN � íåçàâèñèìû.2. E (
WN (i, j)

4
)
< σ, ∀ (i, j) ∈ (1 : k)× (1 : k).3. E (

VN (i)
4
)
< σ, ∀i ∈ 1 : k.Åñëè α, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: 2αλmin (W ) > 1, ãäå λmin (W ) �ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû W , òî ïðîöåññ ñòîõà-ñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè {XN}, ðåêóðñèâíî âû÷èñëÿåìûé ïî ôîð-ìóëå:
XN+1 = XN +

α

N
(WN+1 − VN+1XN ) , 87



ãäå X1 � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, ñõîäèòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå. Â ýòîìñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü XN îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîìïðè N → ∞: √N (XN −X0) ⇒ N (0, S), ãäå N (0, S) � ñëó÷àéíûéâåêòîð, èìåþùèé íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì âåêòîðîìñðåäíèõ è ìàòðèöåé êîâàðèàöèé
S =

∞∫

0

α2e(
I

2
−αW)tS0e

( I

2
−αW)tdt,â êîòîðîé

S0 = E
(
(WNX0 − VN ) · (WNX0 − VN )

T
)
.Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà òåîðåìà åñòü ñëåäñòâèå òåîðåìû 3.1 èç ðàáî-òû [8]. Äîêàçàòåëüñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â ôîðìàëüíîé ïðîâåðêå âñåõóñëîâèé ñëåäñòâèÿ 3.2 èç òåîðåìû 3.1 ðàáîòû [8].Ïðîöåññ ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè, ïîñòðîåííûé â ïðåäû-äóùåì ðàçäåëå, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2, òàê êàê îöåíêèìîäåëèðóþòñÿ ñîãëàñîâàííûìè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåêòîðàìè.Â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ ïðîöåññà ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè,ïîñòðîåííîãî ðàíåå, âûïîëíåíû îáå ïðèâåäåííûõ âûøå òåîðåìû,ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äàííûé àëãîðèòì êàê ïàðàìåòðè÷åñêè ðàçäå-ëèìûé (åñëè ïðèäåðæèâàòüñÿ òåðìèíîâ ðàáîòû [7]), ÷òî ïîçâîëÿåòðàñïàðàëëåëèòü âû÷èñëåíèÿ íà ëþáîå ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ïðîöåñ-ñîðîâ (ïîäðîáíåå î ñâîéñòâàõ ïàðàìåòðè÷åñêè ðàçäåëèìûõ àëãîðèò-ìîâ ñìîòðè [7]).4. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ. Âîïðîñ îöåëåñîîáðàçíîñòè ïðèìåíåíèÿ ÊÌÊÕîðîøî èçâåñòåí òîò ôàêò, ÷òî â çàäà÷å íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿêðàòíîãî èíòåãðàëà ïðèìåíåíèå ÊÌÊ äàåò ñóùåñòâåííîå óëó÷øå-íèå (äëÿ ÌÊ íîðìà îøèáêè èìååò ïîðÿäîê O

(
1√
N

), à äëÿ ÊÌÊíîðìà îøèáêè èìååò ïîðÿäîê O
(
lns N
N

) ). Äëÿ òîãî, ÷òîáû èññëå-äîâàòü óëó÷øàåò ëè ÊÌÊ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðîöåññà ñòîõàñòè-÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ äàííîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà Áî÷åêà, áû-ëè ïðîâåäåíû ñëåäóþùèå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïðè ñëåäóþùèõóïðîùåíèÿõ è äîïóùåíèÿõ: 88



1. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îöåíîê áûëîâçÿòî ðàâíîìåðíîå.2. Ðàçìåð ìàòðèöû n ðàâåí m ∗ k, ãäå k � êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ
x1, · · · , xk, m âûáèðàëàñü â çàâèñèìîñòè îò èññëåäóåìîãî ñëó÷àÿ.3. Äëÿ íåñêîëüêèõ êîìáèíàöèé áûëè ïðîìîäåëèðîâàíû ñëó÷àé-íûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé è �ðåøåíèÿ� ñèñòåìû,ïîñëå ÷åãî áûë ïóòåì óìíîæåíèÿ ïîëó÷åí âåêòîð B.4. Äëÿ êàæäîãî èç ïîëó÷èâøèõñÿ óðàâíåíèé áûëè ïðîìîäåëè-ðîâàíû ïðîöåäóðû ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè, ïðè÷åì êàê ñïîìîùüþ ìåòîäà ÌÊ, òàê è ÊÌÊ.5. d = 1.Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíîé ìàòðèöû:Ìîäåëèðîâàëèñü âåêòîðà p � êàæäàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî áû-ëà íåçàâèñèìî, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå [1, 6] è d� êàæäàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî áûëà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà
[1, 5]. Èç ýòèõ âåêòîðîâ áûëè ñîñòàâëåíû äèàãîíàëè ìàòðèö A1 è
A2. Ïîñëå ÷åãî äëÿ ìàòðèöû A1 áûëè ïðîìîäåëèðîâàíû òîëüêîýëåìåíòû ïîä äèàãîíàëüþ êàê íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûñ íîðìàëüíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ, à ýëåìåíòû íàä äèàãîíàëüþáûëè ïðèðàâíåíû ê íóëþ;à äëÿ ìàòðèöû A2 ýëåìåíòû íàä äèàãî-íàëüþ áûëè ïîëó÷åíû êàê íåçàâèñèìûå ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíûõ âå-ëè÷èí ñ íîðìàëüíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ, à ýëåìåíòû ïîä äèà-ãîíàëüþ áûëè ïðèðàâíåíû ê íóëþ. Èñêîìàÿ ìàòðèöà A ïîëó÷àëàñüïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû A1 íà A2.Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è áûëî ïîëó÷åíî ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:1. Êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ x1, · · · , xk ñî ñëó÷àéíû-ìè êîýôôèöèåíòàìè, ðàñïðåäåëåííûìè íîðìàëüíî ñî ñòàíäàðòíûìîòêëîíåíèåì 5.2. Êàê ñóììà êîìïîíåíò: àíàëîãè÷íîé ñëó÷àþ 1 êîìïîíåíòû èñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé èç q âåêòîðîâ, íåçàâèñèìûõ, ðàñïðåäåëåí-íûõ ñî ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.Âûáîð x1, · · · , xk:Âåêòîðà áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xi (l) = 1, ∀ l ∈ ((i− 1) ∗m+ 1 : i ∗m) è 0 äëÿ îñòàëüíûõ êîìïî-íåíò.Îöåíêè, ìîäåëèðóåìûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ÊÌÊ, áûëè ïîëó÷å-íû ïðè ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Õîëòîíà ñ ðàçëè÷íûìè îñíî-âàíèÿìè (â ðåçóëüòàòàõ ïðèâåäåíû èòîãè äëÿ îñíîâàíèÿ 3).Ñëó÷àé 1. ÂåêòîðàX ìîäåëèðîâàëèñü â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëó÷àåì89



1,q = 0, n = 16, k = 4, m = 4. Áûëî ïðîìîäåëèðîâàíû òðè òàêèåñèñòåìû. Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû íèæå (error = 〈C0 − CI , C0 − CI〉)
Matrix1, n = 16, k = 4, q = 0

I 10
4

10
5

10
6

10
7

errorMC 16.259 1.8568 0.1305 0.0654
errorQMC 12.6466 11.148 0.0994 0.0039

Matrix2, n = 16, k = 4, q = 0

I 10
4

10
5

10
6

10
7

errorMC 25.9293 14.0439 2.1724 0.1988
errorQMC 27.9051 10.6546 0.1250 0.0049

Matrix3, n = 16, k = 4, q = 0

I 10
4

10
5

10
6

10
7

errorMC 61.9445 8.1946 0.7892 0.08182
errorQMC 208.9331 35.4391 0.6287 0.0013Äëÿ ýòèõ ïðèìåðîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ òåîðåòè÷åñêèé ïîðÿäîê ñõî-äèìîñòè ìåòîäà ÌÊ (êâàäðàò íîðìû îøèáêè èìååò ïîðÿäîêO

(
N−1

)),òîãäà êàê ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÊÌÊ çàìåòíî ëó÷øå. Â òî æå ñàìîåâðåìÿ, óëó÷øåíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íå ñòîëü çíà÷èòåëüíî, êàêâ ñëó÷àå âû÷èñëåíèÿ êðàòíîãî èíòåãðàëà.Ñëó÷àé 2. ÂåêòîðàX ìîäåëèðîâàëèñü â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëó÷àåì
1,q = 0, n = 100, k = 10, m = 10. Áûëî ïðîìîäåëèðîâàíû äâå òàêèåñèñòåìû. Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû íèæå (error = 〈C0 − CI , C0 − CI〉)

Matrix4, n = 100, k = 10, q = 0

I 10
4

10
5

10
6

10
7

errorMC 1987.1267 534.3881 65.0609 5.5982
errorQMC 1230.4543 300.4163 63.6743 1.1349

Matrix5, n = 100, k = 10, q = 0

I 10
4

10
5

10
6

10
7

errorMC 654.7632 314.7547 39.1172 5.0428
errorQMC 223.7816 64.9648 29.8086 0.9108Ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà ñëó÷àþ 1 íî ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî àëãî-ðèòì íåñêîëüêî äîëüøå âûõîäèò íà òåîðåòè÷åñêèé ïîðÿäîê ñõîäè-ìîñòè.Ñëó÷àé 3. Âåêòîðà X ìîäåëèðóþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëó÷à-åì 2,

error = 〈A ∗ F ∗ CN −B,A ∗ F ∗ CN −B〉 , 90



ãäå F � ìàòðèöà, êàæäûé ñòîëáåö êîòîðîé âåêòîð xi.
Matrix6, n = 64, k = 8, q = 10

I 10
4

10
5

10
6

10
7

errorQMC 8.1473 · 10
6

2.1473 · 10
6

0.218 · 10
5

3.1296 · 10
2

errorMC 6.9723 · 10
6

1.7654 · 10
5

0.2944 · 10
5

0.0357 · 10
5

Matrix7, n = 100, k = 10, q = 20

I 10
5

10
6

10
7

2 ∗ 10
7

errorMC 83658650.9109 917135.9832 50849.8973 31656.3875
errorQMC 233007160.2677 3676261.0108 91784.8221 20778.1267

Matrix8, n = 128, k = 8, q = 50

I 10
5

10
6

10
7

errorQMC 1.7177 · 10
7

0.3581 · 10
7

0.4423 · 10
5

errorMC 2.6167 · 10
6

1.3865 · 10
6

1.0732 · 10
5Ïî ïðåäñòàâëåííûì ñèñòåìàì ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òîïîäòâåðäèëñÿ ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñ îöåíêàìè ÌÊ, è ìîæ-íî îáîñíîâàííî âûäâèíóòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî â ñëó÷àå èñïîëüçî-âàíèÿ â äàííîì àëãîðèòìå îöåíîê, ìîäåëèðóåìûõ ñ ïîìîùüþ êâà-çèñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè áóäåòëó÷øå, ÷åì O

(
1√
N

).Â öåëîì, åñëè ìîäåëèðîâàòü îöåíêè c ìåíüøåé äèñïåðñèåé (îäèíèç èíñòðóìåíòîâ óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè � óâåëè÷èâàòü d, êðîìåòîãî, äèñïåðñèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-ñòåé), òî ìîæíî îæèäàòü áîëåå áûñòðûé ïåðåõîä ê àñèìïòîòè÷å-ñêîìó ïîðÿäêó ñõîäèìîñòè, ÷òî äåëàåò â ïåðñïåêòèâå ïðèìåíåíèåìåòîäà ÊÌÊ áîëåå îïðàâäàííûì äëÿ äàííîãî êëàññà àëãîðèòìîâñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè (òèïà ìåòîäà Áî÷åêà).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1] Golub G.H., van Loan C.F. Matrix computations. � JHU. 1996.3rd edition.[2] Ãðàíòìàõåð Ô.Ð. Òåîðèÿ ìàòðèö � Ì.: Íàóêà. 1966.[3] Sabelfeld K., Mozartova N. Sparsi�ed Randomization Algorithmsfor large systems of linear equations and a new version of the RandomWalk on Boundary method // Monte Carlo Methods Appl. 2009.Vol. 15. No. 3. P. 257�284. 91
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