
Îáîáùåííûå ëèíåéíûå àëãîðèòìûóïðàâëåíèÿ ôîðìàöèÿìè1Ñ. Ý. Ïàðñåãîâ, àñïèðàíòÈíñòèòóò ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ ÐÀÍ, Ìîñêâàparsegov@ipu.ruÂ ïîñëåäíèå ãîäû âî ìíîãèõ ñëîæíûõ ñîâðåìåííûõ ñèñòåìàõ ðåàëèçóåòñÿïðèíöèï ðàñïðåäåëåííîãî êîîïåðàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè ïîìîùè ïðîñòûõ,îäíîòèïíûõ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ äðóã ñ äðóãîì ïîäñèñòåì, íàçûâàåìûõ àãåí-òàìè. Òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþò ìóëüòèàãåíòíûìè. Â ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ ëè-íåéíûå àëãîðèòìû, ðàçâèâàþùèå è îáîáùàþùèå íåêîòîðûå èçâåñòíûå ìåòî-äû óïðàâëåíèÿ ôîðìàöèÿìè. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà-÷à ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê íà îòðåçêå, ôîðìóëèðóþòñÿ êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòèè ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå îöåíêè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìóëüòèàãåíòíûå ñèñòåìû, óïðàâëåíèå ôîðìàöèÿìè, ôîðìî-îáðàçîâàíèå.1. ÂâåäåíèåÂ ïîñëåäíåå âðåìÿ âî ìíîãèõ ñôåðàõ íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé è ïðî-èçâîäñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè, â òîì ÷èñëå â óïðàâëåíèè, ïðîèñõîäèòïîñòîÿííîå óñëîæíåíèå ðàçëè÷íûõ ñèñòåì. Ýòî ñâÿçàíî êàê ñ ðåç-êèì ðîñòîì âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòè êîìïüþòåðîâ, òàê è ïîÿâëå-íèåì ñâÿçåé ìåæäó ñèñòåìàìè, îáúåäèíåíèåì èõ â ñåòè. Ðàçðàáîòêàòåîðåòè÷åñêèõ ïîëîæåíèé àëãîðèòìîâ öåíòðàëèçîâàííîãî óïðàâëå-íèÿ ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå òðóäîåìêîé, ïîñêîëüêó ñåòåâûå ñòðóêòó-ðû òàêèõ ñèñòåì ïîñòîÿííî óâåëè÷èâàþòñÿ è/èëè óñëîæíÿþòñÿ. Âíåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíåíèå öåíòðàëèçîâàííîãî óïðàâëåíèÿ ìî-æåò áûòü íåæåëàòåëüíûì, ëèáî íåâîçìîæíûì.Â òî æå âðåìÿ ìíîãèå ïðèìåðû ñóùåñòâóþùèõ â îêðóæàþùåìíàñ ìèðå áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì ïîêàçûâàþò, ÷òî ôóíêöèîíèðîâà-íèå ñëîæíîé ñèñòåìû, îñíîâàííîå íà ëîêàëüíîì îáìåíå èíôîðìàöè-åé ìåæäó åå ýëåìåíòàìè ìîæåò ïðèâîäèòü ê äîñòèæåíèþ íåêîòîðîéãëîáàëüíîé öåëè. Â ëèòåðàòóðå ïî àâòîìàòè÷åñêîìó óïðàâëåíèþñòàëè ïîÿâëÿòüñÿ àëãîðèòìû äåöåíòðàëèçîâàííîãî êîîïåðàòèâíîãîóïðàâëåíèÿ, îñíîâàííûå íà èäåå ëîêàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèå ïîäñè-ñòåì.Â ñîâðåìåííîé òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìû, ñî-ñòîÿùèå èç âçàèìîäåéñòâóþùèõ äðóã ñ äðóãîì îäíîòèïíûõ ýëåìåí-1 c©Ñ. Ý. Ïàðñåãîâ, 2011 186



òîâ, ïðèíÿòî íàçûâàòü ìóëüòèàãåíòíûìè, à ñàìè ýëåìåíòû � àãåí-òàìè.Îñîáåííîñòÿìè òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ èõ ñóùåñòâåííûé ïàðàë-ëåëèçì, îáåñïå÷èâàþùèé ðîáàñòíîñòü ê îòêàçàì îòäåëüíûõ àãåí-òîâ, âûñîêóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü è íàäåæíîñòü, è âûñîêèé ïîðÿ-äîê, îáóñëîâëåííûé êàê ïðàâèëî áîëüøèì ÷èñëîì àãåíòîâ.Êîîïåðàòèâíîå óïðàâëåíèå ìóëüòèàãåíòíûìè ñèñòåìàìè ìîæíîóñëîâíî ðàçäåëèòü íà äâå êàòåãîðèè: çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ôîðìàöè-ÿìè ñ ïðèëîæåíèåì ê ìîáèëüíûì ðîáîòàì, áåñïèëîòíûì ëåòàòåëü-íûì àïïàðàòàì, ïîäâîäíûì àâòîíîìíûì óñòðîéñòâàì, êîñìè÷åñêèìàïïàðàòàì, è äðóãèå, íå ñâÿçàííûå ñ îáðàçîâàíèåì ôîðìàöèé, òèïàçàäà÷ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîèñêà, ñèíõðîíèçàöèè è äð.Â çàäà÷àõ êîîïåðàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ñîâìåñòíî èñïîëüçóåìàÿèíôîðìàöèÿ ÷àñòî ìîæåò èìåòü âèä îáùèõ öåëåé, îáùèõ àëãîðèò-ìîâ óïðàâëåíèÿ, èëè èíôîðìàöèè îá îòíîñèòåëüíîì ïîëîæåíèè àãåí-òîâ, ïîëó÷åííîé ñ èõ ñåíñîðîâ. Â ñâåòå èçëîæåííûõ ïîëîæåíèé âíàñòîÿùåå âðåìÿ îñîáûé èíòåðåñ âûçûâàþò çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ãåî-ìåòðè÷åñêèõ îáðàçîâ (ñòðóêòóð) íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå (ò.í.çàäà÷è ôîðìîîáðàçîâàíèÿ). Â ðàáîòàõ [1, 2] óêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà-÷è ôîðìîîáðàçîâàíèÿ ÷àñòî ñâÿçàíû ñ çàäà÷àìè êîíñåíñóñà (çàäà÷èñõîäèìîñòè àãåíòîâ ê îáùåìó ðåøåíèþ).Â [2,3] ïîäðîáíî ðàññìîòðåí îäèí èç ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ çàäà÷ êîí-ñåíñóñà � àëãîðèòì öèêëè÷åñêîãî ïðåñëåäîâàíèÿ, è ïîëó÷åíî îáîá-ùåíèå íà ñëó÷àé, êîãäà ëèíèÿ âèçèðîâàíèÿ êàæäîãî àãåíòà îòêëî-íåíà íà íåêîòîðûé óãîë α. Â òåõ æå ðàáîòàõ îïðåäåëåíû óñëîâèÿ,ïðè êîòîðûõ ãðóïïà àãåíòîâ îáðàçóåò òó èëè èíóþ ôîðìàöèþ, èïðîâåäåí àíàëèç íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ îáîáùåííîãî àëãîðèò-ìà öèêëè÷åñêîãî ïðåñëåäîâàíèÿ ñ ìîäåëÿìè â âèäå èíòåãðàòîðîââòîðîãî ïîðÿäêà.Ïîìèìî öèêëè÷åñêîãî ïðåñëåäîâàíèÿ ê çàäà÷àì ôîðìîîáðàçî-âàíèÿ òàêæå îòíîñÿòñÿ àëãîðèòìû ðàñïîëîæåíèÿ àãåíòîâ íà îòðåç-êå. Â [4] ðàçðàáîòàí è èññëåäîâàí àëãîðèòì äâèæåíèÿ àãåíòîâ, îáåñ-ïå÷èâàþùèé èõ ðàñïîëîæåíèå â ïðàâèëüíîì ïîðÿäêå íà çàäàííîìîòðåçêå è íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà â ïðîñòðàíñòâàõ R1è R2. Ïðîáëåìà ôîðìóëèðóåòñÿ â êëàññå íåïðåðûâíûõ ñèñòåì, ìî-äåëÿìè àãåíòîâ ÿâëÿþòñÿ îäèíî÷íûå èíòåãðàòîðû. Â [5] äåòàëüíîèçó÷åíû ïîõîæèå àëãîðèòìû â êëàññå äèñêðåòíûõ ñèñòåì.Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ îáîáùåíèå àëãîðèòìà ðàâíîìåðíîãîðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê íà îòðåçêå ïóòåì ââåäåíèÿ ìàòðèöû ïîâîðîòà,187



ïðèâîäÿòñÿ êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè è îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.Áîëåå òîãî, ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ óñòîé÷èâîñòè ìóëüòèàãåíòíûõ ñè-ñòåì [6, 7], îñíîâàííîãî íà ïîíÿòèè Ω-îáëàñòè, èññëåäóåòñÿ ñëó÷àéàëãîðèòìà ñ ìîäåëÿìè àãåíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, ôîðìóëèðóåòñÿ èäîêàçûâàåòñÿ êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÐàâíîìåðíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê íà îòðåçêå.Â ðàáîòå [4] ïðåäëàãàåòñÿ ëèíåéíûé çàêîí ïåðåìåùåíèÿ àãåíòîâäëÿ èõ ðàâíîìåðíîãî ðàñïîëîæåíèÿ íà îòðåçêå â îäíîìåðíîì è äâó-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâàõ, ãðàíèöû êîòîðîãî ëèáî ôèêñèðîâàíû, ëèáîèçìåíÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíûì çàêîíîì. Çàêîí óïðàâëåíèÿïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå èíôîðìàöèè î ðàññòîÿíèÿõ ìåæäó àãåíòîìè äâóìÿ åãî áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè. Â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîé ñòðà-òåãèè êàæäûé àãåíò äâèæåòñÿ â íàïðàâëåíèè ñåðåäèíû îòðåçêà, ñî-åäèíÿþùåãî åãî áëèæàéøèõ ïî íîìåðàì ñîñåäåé. Ïðè ýòîì ïåðâûéè ïîñëåäíèé àãåíòû ñòðåìÿòñÿ çàíÿòü ïîëîæåíèå ìåæäó ãðàíèöà-ìè îòðåçêà è áëèæàéøèìè ê íèì ïî íîìåðàì ñîñåäÿìè. Äèíàìèêàêàæäîãî àãåíòà îïèñûâàåòñÿ îäèíî÷íûì èíòåãðàòîðîì � óïðàâëå-íèå äâèæåíèåì ïðîèçâîäèòñÿ çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè àãåíòà.Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ïðèâåäåì àëãîðèòì ðàñ-ïîëîæåíèÿ íà îòðåçêå ñ çàêðåïëåííûìè ãðàíèöàìè äëÿ îäíîìåðíî-ãî è äâóìåðíîãî ñëó÷àåâ [4].Ïóñòü xi(t) � êîîðäèíàòà ïîëîæåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0
i-ãî àãåíòà, i = 1, 2, . . . , n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç xb è xe êîîðäèíàòûíà÷àëà è êîíöà îòðåçêà ñîîòâåòñòâåííî.

ẋi = ui, i = 1, 2, . . . , n. (1)Â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì çàêîí óïðàâëåíèÿ âûáðàí ñëåäóþùèìîáðàçîì
u1 =

x2 + xb

2
− x1,

ui =
xi+1 + xi−1

2
− xi, i = 2, . . . , n− 1 (2)

un =
xe + xn−1

2
− xn. 188



Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äèíàìèêà âñåé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ âû-ðàæåíèåì
ẋ = Ax+ b, (3)ãäå x = [x1, x2, . . . , xn]

T , ìàòðèöà A è âåêòîð b èìåþò âèä
A =











−1 0.5 0 . . . 0
0.5 −1 0.5 . . . 0... ...
0 0 . . . 0.5 −1











∈ R
n×n, (4)

b = [0.5xb, 0, . . . , 0.5xe]
T ∈ R

n. (5)Êàê óêàçàíî â [8], ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A èìåþò âèä
λk = −2 sin2 kπ

2(n+1) , k = 1, . . . , n.Â [4] ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿÒ å î ð å ì à 1. Ñèñòåìà (3) óñòîé÷èâà è ñóùåñòâóåò ñòà-öèîíàðíîå (êîíå÷íîå) ïîëîæåíèå òî÷åê xi → xb +
i

n+1 (xe −xb) ïðè
t → ∞, i = 1, 2, . . . , n, ò.å. âñå òî÷êè èç ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïî-ëîæåíèÿ ñòðåìÿòñÿ âûñòðîèòüñÿ íà îòðåçêå ñ ôèêñèðîâàííûìèêîíöàìè xb è xe íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà.Êàê äàëåå óêàçûâàåòñÿ â [4], äëÿ ñèñòåìû (3) ñïðàâåäëèâà ñëå-äóþùàÿ îöåíêà: ||x(t)−x∗|| ≤ eλ̂||x(0)−x∗||, ãäå x(0), x∗ = −A−1b �âåêòîðà êîîðäèíàò íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ïîëîæåíèÿ àãåíòîâ ñî-îòâåòñòâåííî, λ̂ = maxk Reλk = −2 sin2 π

2(n+1) . Òàêèì îáðàçîì, ïðè
n → ∞ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èìååò âèä λ̂ ≈ − π2

2n2 .Ïðèâåäåì òàêæå àëãîðèòì ðàâíîìåðíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åêíà îòðåçêå äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ [4]. Ïóñòü xi(t) è yi(t) � êî-îðäèíàòû ïîëîæåíèÿ â R2 â ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0 i-ãî àãåíòà,
i = 1, 2, . . . , n; xb, yb è xe, ye � êîîðäèíàòû íà÷àëà è êîíöà îòðåç-êà ñîîòâåòñòâåííî. Àëãîðèòì âåäåò ñåáÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìóñëó÷àþ ïî êàæäîé èç êîîðäèíàò.
ẋ1 =

x2 + xb

2
− x1, ẏ1 =

y2 + yb
2

− y1,

ẋi =
xi+1 + xi−1

2
− xi, ẏi =

yi+1 + yi−1

2
− yi, i = 2, . . . , n− 1, (6)

ẋn =
xe + xn−1

2
− xn, ẏn =

ye + yn−1

2
− yn. 189



Â [4] ïîêàçàíî, ÷òî â êîìïàêòíîé ôîðìå äèíàìèêà ñèñòåìû ìî-æåò áûòü çàïèñàíà â âèäå
[

ẋ
ẏ

]

=

[

A 0
0 A

] [

x
y

]

+

[

bx
by

]

, (7)ãäå ìàòðèöà A îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (4), âåêòîðà êîîðäèíàòíà÷àëà è êîíöà îòðåçêîâ èìåþò âèä bx = [0.5xb, 0, . . . , 0.5xe]
T
, by =

[0.5yb, 0, . . . , 0.5ye]
T . Ïðèâåäåííàÿ â [4] òåîðåìà î ñîáñòâåííûõ ÷èñ-ëàõ è ñõîäèìîñòè àíàëîãè÷íà òåîðåìå 1.Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ñèñòåìà (7), ïî ñóòè, ñîñòîèò èç äâóõ íåçà-âèñèìûõ ïîäñèñòåì, ò. å. íå ó÷èòûâàåòñÿ âîçìîæíîå íàëè÷èå ñâÿ-çè ìåæäó êîîðäèíàòàìè xi, yi êàæäîãî àãåíòà. Òàêàÿ ñâÿçü ìîæåòèìåòü âèä, ê ïðèìåðó, ìàòðèöû ïîâîðîòà [2,3], êîãäà â ñèëó îïðåäå-ëåííûõ îãðàíè÷åíèé, ëèáî ïîñòàíîâêè çàäà÷è âåêòîð ñêîðîñòè êàæ-äîãî àãåíòà îòêëîíÿåòñÿ íà íåêîòîðûé óãîë. Êðîìå òîãî, ïîäõîä ñìîäåëÿìè àãåíòîâ â âèäå îäèíî÷íûõ èíòåãðàòîðîâ ïîäðàçóìåâàåòóïðàâëåíèå ïóòåì ìãíîâåííîãî èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè êàæäîãî àãåí-òà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ èäåàëèçèðîâàííîé ñèòóàöèåé.Â ñâÿçè ñ ýòèì èìååò ñìûñë ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ, ó÷èòûâà-þùèõ êàê âîçìîæíóþ ñâÿçü ìåæäó êîîðäèíàòàìè êàæäîãî àãåíòà,òàê è îïîñðåäîâàííîå èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè ÷åðåç óñêîðåíèå, ò. å. àë-ãîðèòìîâ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ýòèì âîïðîñàì è ïîñâÿùàåòñÿäàëüíåéøåå èçëîæåíèå3. ÐåøåíèåÎáîáùåíèå àëãîðèòìà [4] ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëàèçó÷àåòñÿ àëãîðèòì ñ íàëè÷èåì ñâÿçè ìåæäó êîîðäèíàòàìè êàæäî-ãî àãåíòà â âèäå ìàòðèöû ïîâîðîòà, çàòåì ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòìâòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ñëó÷àÿ íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàò, ïîñëå ïðåäëà-ãàåòñÿ íàèáîëåå îáùèé àëãîðèòì � êîìáèíàöèÿ äâóõ ïðåäûäóùèõ.3.1. Àëãîðèòìû ïåðâîãî ïîðÿäêàÄâóìåðíûé ñëó÷àé.Ïîëó÷èì îáîáùåíèå ñòðàòåãèè ðàâíîìåðíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äëÿäâóìåðíîãî ñëó÷àÿ [4]. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî â (7) ìàòðèöàñèñòåìû èìååò âèä I2 ⊗ A, ãäå I2 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà190



2 × 2, ⊗ � ñèìâîë ïðîèçâåäåíèÿ Êðîíåêåðà. Ïðîèçâåäåì ñëåäóþ-ùóþ ãðóïïèðîâêó êîîðäèíàò äëÿ êàæäîãî àãåíòà. Ïóñòü ξi(t) =

[xi(t), yi(t)]
T ∈ R2 � ïîëîæåíèå â ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0 i-ãî àãåí-òà, i = 1, 2, . . . , n, ξb = [xb(t), yb(t)]

T è ξe = [xe(t), ye(t)]
T � êîîðäè-íàòû íà÷àëà è êîíöà îòðåçêà ñîîòâåòñòâåííî. Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõîáîçíà÷åíèé âûðàæåíèå (7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ξ̇ = (A⊗ I2)ξ + b̂, (8)ãäå ξ =
[

ξT1 , ξ
T
2 , . . . , ξ

T
n

]T , b̂ = [

0.5ξTb , 0, . . . , 0.5ξ
T
e

]T ∈ R2n.Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà âåêòîð ñêîðîñòè êàæäîãî àãåíòàïîâåðíóò íà îäèíàêîâûé äëÿ âñåõ àãåíòîâ óãîë ñìåùåíèÿ α ∈ [−π, π].Íàëè÷èå òàêîé ñâÿçè ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî ôèçè÷åñêèìè îãðà-íè÷åíèÿìè íà äåéñòâèÿ àãåíòîâ, ê ïðèìåðó íåîáõîäèìîñòüþ îáõî-äèòü ïðåïÿòñòâèÿ ìîáèëüíûìè ðîáîòàìè, ëèáî íàëè÷èåì âíåøíèõâîçìóùåíèé, îòêëîíÿþùèõ âåêòîð ñêîðîñòè àãåíòà, è ò.ï. Äëÿ çàäà÷öèêëè÷åñêîãî ïðåñëåäîâàíèÿ àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé ìàòðèöó ïî-âîðîòà, áûë âïåðâûå ïðåäëîæåí â [2]. Âîñïîëüçóåìñÿ èçëîæåííûìèâ [2] èäåÿìè äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê íà îòðåçêå. Òà-êèì îáðàçîì, óïðàâëåíèå íà âõîäå i-ãî àãåíòà áóäåò îïðåäåëÿòñÿñëåäóþùåé ôîðìóëîé
u1 = R(α)

(

ξ2 + ξb
2

− ξ1

)

,

ui = R(α)

(

ξi+1 + ξi−1

2
− ξi

)

, i = 2, . . . , n− 1 (9)
un = R(α)

(

ξe + ξn−1

2
− ξn

)

.ãäå R(α) � ìàòðèöà ïîâîðîòà, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì âûðàæå-íèåì
R(α) =

[

cosα sinα
− sinα cosα

]

. (10)Ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó âñåé ñèñòåìû èç nàãåíòîâ èìååò âèä
ξ̇ = (A⊗R(α))ξ + b∗, (11)

b∗ = (In ⊗R(α))b̂ ∈ R
2n. (12)191



Ò å î ð å ì à 2. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A⊗R(α) èìåþòâèä
λ+
k =

(

−2 sin2
kπ

2(n+ 1)

)

e+jα,

λ−
k =

(

−2 sin2
kπ

2(n+ 1)

)

e−jα, k = 1, 2, . . . , n,è 1. ïðè 0 ≤ |α| < π
2 ñèñòåìà (11) óñòîé÷èâà è ñóùåñòâóåòñòàöèîíàðíîå ïîëîæåíèå òî÷åê ξk → ξb +

k
n+1 (ξe − ξb) ïðè

t → ∞, k = 1, 2, . . . , n, ò. å. âñå àãåíòû èç ëþáîãî íà÷àëüíîãîïîëîæåíèÿ ñòðåìÿòñÿ âûñòðîèòüñÿ íà îòðåçêå ñ ôèêñèðî-âàííûìè êîíöàìè ξb è ξe íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðó-ãà. Ïðè ýòîì îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà ïðè
n → ∞ èìååò âèä λ̂ ≈ −π2 cosα

2n2 ;2. ïðè |α| = π
2 âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò íà ìíèìîé îñèè êàæäûé àãåíò ñîâåðøàåò ñëîæíîå ðåãóëÿðíîå äâèæåíèåâ íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, âêëþ÷àþùåé êîíå÷íóþòî÷êó íà îòðåçêå;3. ïðè π

2 < |α| < π öåëü óïðàâëåíèÿ � îáðàçîâàíèå ôîðìàöèè ñðàâíîîòñòîÿùèìè ýëåìåíòàìè íà îòðåçêå íå äîñòèãàåòñÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A ⊗ R(α) îïðåäå-ëÿþòñÿ èç ñâîéñòâ ïðîèçâåäåíèÿ Êðîíåêåðà, ïðè α = 0 âñå 2nñîáñòâåííûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè è ëåæàò â îòêðûòîéëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Óìíîæåíèþ îòðèöàòåëüíîãî âåùåñòâåííîãî÷èñëà íà e±jα ñîîòâåòñòâóåò åãî ïîâîðîò â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòèíà óãîë ±α îòíîñèòåëüíî äåéñòâèòåëüíîé îñè. Òàêèì îáðàçîì, ñè-ñòåìà áóäåò òåðÿòü óñòîé÷èâîñòü ïðè ïîâîðîòå íà óãîë áîëüøèéèëè ðàâíûé π
2 . Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ óñòîé÷èâîé ñèñòåìû (11) ñòàöèî-íàðíîå (êîíå÷íîå) ïîëîæåíèå àãåíòîâ èìååò òîò æå âèä, ÷òî è äëÿ(8). Êîíå÷íîå ïîëîæåíèå àãåíòîâ äëÿ ñèñòåìû (11) îïðåäåëÿåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì: ξ∗ = −(A ⊗ R(α))−1b∗. Ïî ñâîéñòâàì ïðîèç-âåäåíèÿ Êðîíåêåðà èìååì (A ⊗ R(α))−1b∗ = (A−1 ⊗ R−1(α))(In ⊗

R(α))b̂ = (A−1 ⊗ I2)b̂, ãäå In � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n × n.Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ÷èñëîì
λ̂ = maxk Reλ±

k = −2 cosα sin2 π
2(n+1) . Òàêèì îáðàçîì, ïðè n → ∞192



îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èìååò âèä λ̂ ≈ −π2 cosα
2n2 . Â îñòàëüíîìäîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 â [4].Òðåõìåðíûé ñëó÷àé.Ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé äâè-æåíèÿ àãåíòîâ â R3. Êàê è ðàíåå, äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ áóäåìðàññìàòðèâàòü n àãåíòîâ, ïîëîæåíèå êàæäîãî èç êîòîðûõ â ëþ-áîé ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì íàáîðîì êî-îðäèíàò ξi(t) = [xi(t), yi(t), zi(t)]

T ∈ R
3, i = 1, 2, . . . , n. Ïóñòü ξ =

[

ξT1 , ξ
T
2 , . . . , ξ

T
n

]T , à ξb è ξe êîîðäèíàòû íà÷àëà è êîíöà îòðåçêà ñî-îòâåòñòâåííî.Äâèæåíèå êàæäîãî àãåíòà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì
ξ̇i = ui, (13)à çàêîí óïðàâëåíèÿ âûáèðàåòñÿ â âèäå (9). Â áîëåå êîìïàêòíîé ôîð-ìå äèíàìèêà âñåé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (11). Ìàòðè-öà R(α), α ∈ [−π, π], ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïîâîðîòà îòíîñèòåëüíî îñèâðàùåíèÿ (0, 0, 1)T :

R(α) =





cosα sinα 0
− sinα cosα 0

0 0 1



 , (14)ìàòðèöà A èìååò âèä (4), b∗ = (In ⊗ R(α))
[

0.5ξTb , 0, . . . , 0.5ξ
T
e

]T ∈
R

3n.Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿÒ å î ð å ì à 3. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A⊗R(α) èìåþòâèä
λk = −2 sin2

kπ

2(n+ 1)
,

λ+
k =

(

−2 sin2
kπ

2(n+ 1)

)

e+jα,

λ−
k =

(

−2 sin2
kπ

2(n+ 1)

)

e−jα, k = 1, 2, . . . , n,è 193



1. ïðè 0 ≤ |α| < π
2 ñèñòåìà (11) óñòîé÷èâà è ñóùåñòâóåòñòàöèîíàðíîå ïîëîæåíèå òî÷åê ξk → ξb +

k
n+1 (ξe − ξb) ïðè

t → ∞, k = 1, 2, . . . , n, ò. å. âñå àãåíòû èç ëþáîãî íà÷àëüíîãîïîëîæåíèÿ ñòðåìÿòñÿ âûñòðîèòüñÿ íà îòðåçêå ñ ôèêñèðî-âàííûìè êîíöàìè ξb è ξe íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðó-ãà. Ïðè ýòîì îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà ïðè
n → ∞ èìååò âèä λ̂ ≈ −π2 cosα

2n2 ;2. ïðè |α| = π
2 âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò íà ìíèìîé îñèè êàæäûé àãåíò ñîâåðøàåò ñëîæíîå ðåãóëÿðíîå äâèæåíèåâ íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, âêëþ÷àþùåé êîíå÷íóþòî÷êó íà îòðåçêå;3. ïðè π

2 < |α| < π öåëü óïðàâëåíèÿ � îáðàçîâàíèå ôîðìàöèè ñðàâíîîòñòîÿùèìè ýëåìåíòàìè íà îòðåçêå íå äîñòèãàåòñÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A ⊗ R(α) îïðåäå-ëÿþòñÿ èç ñâîéñòâ ïðîèçâåäåíèÿ Êðîíåêåðà, n ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
{

λk = −2 sin2 kπ
2(n+1)

}n

k=1
íå çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ α, âñåãäà âåùå-ñòâåííûå è ëåæàò îòêðûòîé ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Â îñòàëüíîì äî-êàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.3.2. Àëãîðèòìû âòîðîãî ïîðÿäêàÐàññìîòðåííûå ðàíåå àëãîðèòìû óïðàâëåíèÿ ôîðìàöèÿìè áû-ëè ïîñòðîåíû äëÿ ìîäåëåé àãåíòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà � îäèíî÷íûõèíòåãðàòîðîâ. Ïî ñóòè, òàêîé ïîäõîä ïîäðàçóìåâàåò óïðàâëåíèå ïó-òåì ìãíîâåííîãî èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè êàæäîãî àãåíòà, ÷òî ÿâëÿåòñÿèäåàëèçèðîâàííîé ñèòóàöèåé. Äàëåå ïðåäëàãàþòñÿ ëèíåéíûå àëãî-ðèòìû ðàâíîìåðíîãî ðàñïîëîæåíèÿ àãåíòîâ íà îòðåçêå ñ èñïîëü-çîâàíèåì ìîäåëåé âòîðîãî ïîðÿäêà, ò. å. ïóòåì îïîñðåäîâàííîãîèçìåíåíèÿ ñêîðîñòè ÷åðåç óñêîðåíèå. Â îáùåì ñëó÷àå ïîñòðîåíèåòàêèõ àëãîðèòìîâ ïðåäïîëàãàåò èçìåðåíèå êàê àáñîëþòíûõ êîîð-äèíàò àãåíòîâ, òàê è èõ ñêîðîñòåé.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå àãåíòîâ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-ñòâå. Òàêæå êàê ðàíåå, ξi(t) = [xi(t), yi(t), zi(t)]

T ∈ R3 � ïîëî-æåíèå i-ãî àãåíòà â ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n, è ïóñòü
ξ = [ξT1 , ξ

T
2 , . . . , ξ

T
n ]

T . Êðîìå òîãî, ñëåäóÿ [2, 3], ïóñòü R(α) � ìàò-ðèöà ïîâîðîòà R3 ñ óãëîì α ∈ [−π, π] è îñüþ âðàùåíèÿ (0, 0, 1)T194



(ñì. âûðàæåíèå (14)). Äèíàìèêà êàæäîãî èç àãåíòîâ îïèñûâàåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:
ξ̈i = ui, i = 1, 2, . . . , n. (15)Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé.Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé çàêîí óïðàâëåíèÿ

u1 =
ξ2 + ξb

2
− ξ1 − aξ̇1,

ui =
ξi+1 + ξi−1

2
− ξi − aξ̇i, i = 2, . . . , n− 1 (16)

un =
ξe + ξn−1

2
− ξn − aξ̇n.Îáîçíà÷èì ÷åðåç s = d/dt îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Òîãäàèç (15) è (16) ïîëó÷èì âûðàæåíèå, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó âñåéñèñòåìû èç n àãåíòîâ.

(s2 + as)ξ = (A⊗ I3n)ξ + b̂, (17)ãäå ìàòðèöà A èìååò âèä (4), âåêòîð b̂ =
[

0.5ξTb , 0, . . . , 0.5ξ
T
e

]T ∈ R3n.Ñ àíàëèçîì óñòîé÷èâîñòè ìóëüòèàãåíòíûõ ñèñòåì âèäà (17) ñâÿ-çàíî âàæíîå ïîíÿòèå Ω-îáëàñòè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è èñ-ïîëüçóþùèé ýòî ïîíÿòèå êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè, âïåðâûå ñôîðìó-ëèðîâàííûé è äîêàçàííûé ß.Ç. Öûïêèíûì è Á.Ò. Ïîëÿêîì â [6] èïîçäíåå íåçàâèñèìî îò íèõ ïîëó÷åííûé â [7].Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ è êîíñòðóêöèè èç [6], íåîáõîäèìûå äëÿäàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé. Ïîëèíîì φ(s) = s2 + as ÿâëÿåòñÿ ïî-ëèíîìîì îò îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, äåéñòâóþùèì íà êàæ-äóþ èç êîìïîíåíò âåêòîðà ξ. Óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû äèôôåðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé âèäà φ(s)ξ = Aξ èìååò ìåñòî, åñëè ïîëèíîì
G(s) = det (A− φ(s)In) ãóðâèöåâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(p) õàðàêòå-ðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ìàòðèöû A.

D(p) = dnp
n + . . .+ d1p+ d0 (18)Òàêèì îáðàçîì, îòñóòñòâèå ïðàâûõ íóëåé ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîéôóíêöèè ñëåäóþùåãî âèäà

G(s) = D(φ(s)) = dnφ
n(s) + . . .+ d1φ+ d0 (19)195



áóäåò îçíà÷àòü ãóðâèöåâîñòü ïîëèíîìà G(s). Îäíèì èç ïóòåé ïðî-âåðêè óñòîé÷èâîñòè ïîëèíîìà (19) ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå îáùèõ êðè-òåðèåâ, íå èñïîëüçóþùèõ ñòðóêòóðó G(s). Îäíàêî òàêîé ïîäõîä ìî-æåò ïðèâåñòè ê îïåðèðîâàíèþ ïîëèíîìàìè âûñîêîé ñòåïåíè, à ïî-ýòîìó íåæåëàòåëåí. Óïðîùåíèå àíàëèçà ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ñèñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùåãî ïîíÿòèÿ.Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Ω-îáëàñòüþ ôóíêöèè φ(s) íàçûâàåò-ñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê λ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðûõ
φ(s)− λ íå èìååò ïðàâûõ íóëåé:

Ω = {λ ∈ C : φ(s)− λ 6= 0, Res ≥ 0}Òàêæå îòìåòèì, ÷òî â [7] ôóíêöèþ φ(s) íàçûâàþò îáîáùåííîé÷àñòîòíîé ïåðåìåííîé, à ôóíêöèþ h(s) = 1/φ(s) � ïåðåäàòî÷íîéôóíêöèåé àãåíòà.Êàê óêàçàíî â [6], òàêîå ìíîæåñòâî ìîæíî ïîñòðîèòü ñ èñïîëü-çîâàíèåì ïðèíöèïà D-ðàçáèåíèÿ. Êðèâàÿ z = φ(jω), −∞ < ω < ∞ðàçáèâàåò êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü íà îòêðûòûå ñâÿçíûå îáëàñòè,íå âêëþ÷àþùèå òî÷êè ñàìîé êðèâîé. Íå ñîäåðæàùàÿ ïðàâûõ íó-ëåé φ(s)−λ îáëàñòü è ÿâëÿåòñÿ Ω-îáëàñòüþ. Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿòàêîé îáëàñòè óïðîùàåòñÿ äëÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ φ(s). Ñêàæåì,÷òî êðèâàÿ z = φ(jω), −∞ < ω < ∞ îêðóæàåò l ðàç òî÷êó λ (l �íå îáÿçàòåëüíî öåëîå), åñëè ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà φ(jω) − λ ðàâ-íî 2πl, −∞ < ω < ∞. Êàê ïðàâèëî, äëÿ ôèêñèðîâàííîé îáëàñòè÷èñëî îêðóæåíèé íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè λ èç ýòîé îáëàñòè,ñëåäîâàòåëüíî ìîæíî ãîâîðèòü î ÷èñëå îêðóæåíèé îáëàñòè.Â [6] ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.Ë å ì ì à 1. Ïóñòü φ(s) � äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ,
φ(s) = A(s)/B(s), (A(s), B(s) � ïîëèíîìû), degA = k, degB = m,
B(jω) 6= 0, ω ∈ R è B(s) èìååò l ïðàâûõ íóëåé. Òîãäà Ω-îáëàñòüñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ, êîòîðóþ z = φ(jω) îêðóæàåò N ðàç. Çäåñü

• N = l, åñëè φ(s) ñîáñòâåííàÿ (k ≤ m).
• N = (k −m)/2 + l, åñëè φ(s) íåñîáñòâåííàÿ (k > m).Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [6]Ò å î ð å ì à 4. Ôóíêöèÿ G(s) = D(φ(s)) óñòîé÷èâà òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êîðíè ïîëèíîìà D(p) ëåæàò â Ω-îáëàñòè

φ(s). 196



Ïðèìåíèì âûøåèçëîæåííûå ïîëîæåíèÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé-÷èâîñòè è ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñèñòåìû (17). Ñïðàâåäëèâà ñëåäó-þùàÿ òåîðåìà.Ò å î ð å ì à 5. Ìàòðèöà ñèñòåìû (17) ãóðâèöåâà, åå ñîá-ñòâåííûå ÷èñëà îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì
{

−0.5a±
√

(0.5a)2 − 2 sin2
kπ

2(n+ 1)

}n

k=1

,à îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðè n → ∞ èìååò âèä ŝ ≈ − π2

2an2 .Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôóíêöèè φ(s) = s2 + as, a > 0, Ω-îáëàñòüÿâëÿåòñÿ âíóòðåííîñòüþ ïàðàáîëû φ(jω) = −ω2+ jaω íà êîìïëåêñ-íîé ïëîñêîñòè (ðèñ. 1), èç Ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè îòðèöàòåëü-íîì a òàêîé îáëàñòè íå ñóùåñòâóåò. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû
A, èìåþùåé âèä (4), ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè è îòðèöàòåëüíû-ìè. Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â Ω-îáëàñòè ôóíêöèè
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Ðèñ. 1: Ω-îáëàñòü, îãðàíè÷èâàåìàÿ φ(jω) = −ω2 + jaω, a > 0, |ω| < ∞.
φ(s) = s2+as, a > 0 è ñèñòåìà (17) óñòîé÷èâà. Ïîëó÷èì ñîáñòâåííûå÷èñëà ìàòðèöû ñèñòåìû (17) è èññëåäóåì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àë-ãîðèòìà. Î÷åâèäíî, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ñèñòåìû (17)197



ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèåì ñëåäóþùåãî ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòè÷å-ñêèõ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé
s2 + as− λk = 0, a > 0, k = 1, 2, . . . , n, (20)ãäå λk � k-å ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A. Â îáùåì âèäå ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (20) èìååò âèä
s1,2 = −0.5a±

√

(0.5a)2 − 2 sin2
kπ

2(n+ 1)Ïîñêîëüêó 0 < kπ
2(n+1) < π

2 ïðè ëþáûõ n è k = 1, 2, . . . , n,òî maxk

(

−2 sin2 kπ
2(n+1)

)

= −2 sin2 π
2(n+1) , ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè áó-äåò îïðåäåëÿòüñÿ êîðíåì ñ íàèáîëüøåé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ ŝ =

−0.5a+
√

(0.5a)2 − 2 sin2 π
2(n+1) . Ïîêàæåì, ÷òî ŝ ≈ − π2

2an2 ïðè n →
∞. Î÷åâèäíî, ÷òî −2 sin2 π

2(n+1) ≈ − π2

2n2 ïðè n → ∞. Ââåäåì âñïî-ìîãàòåëüíóþ áåñêîíå÷íî ìàëóþ âåëè÷èíó x. Äëÿ íåå ëåãêî ïîëó-÷èòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè: −c+
√
c2 + x ≈ x

2c ïðè
n → ∞, ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, ïîñêîëüêó lim

x→0

−c+
√
c2+x

x/2c =

lim
x→0

c2+x−c2

(x/2c)(c+
√
c2+x)

= 1. Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìî-ñòè.Àëãîðèòì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîâîðîòîì.Ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé àëãîðèòì ðàâíîìåðíîãî ðàñïîëîæåíèÿíà îòðåçêå ñ ìîäåëÿìè â âèäå äâîéíûõ èíòåãðàòîðîâ (15), êîãäà âîïèñàíèè äèíàìèêè ñèñòåìû ïðèñóòñòâóåò ìàòðèöà ïîâîðîòà R(α).Âûáåðåì çàêîí óïðàâëåíèÿ â ñëåäóþùåì âèäå
u1 = R(α)

(

ξ2 + ξb
2

− ξ1 − aξ̇1

)

,

ui = R(α)

(

ξi+1 + ξi−1

2
− ξi − aξ̇i

)

, i = 2, . . . , n− 1 (21)
un = R(α)

(

ξe + ξn−1

2
− ξn − aξ̇n

)

.Â òàêîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó nàãåíòîâ áóäåò èìåòü âèä
(s2 + as)ξ = (A⊗R(α))ξ + b∗, (22)198



ãäå ìàòðèöû A è R(α) èìåþò âèä (4) è (14) ñîîòâåòñòâåííî, b∗ =

(In ⊗R(α))
[

0.5ξTb , 0, . . . , 0.5ξ
T
e

]T ∈ R3n.Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü äàííîé ñèñòåìû ïî ïðèâåäåííîìó âû-øå êðèòåðèþ êðèòåðèþ. Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, ìàòðèöà A ⊗
R(α) èìååò ñëåäóþùèå 3n ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

λk = −2 sin2
kπ

2(n+ 1)
,

λ+
k = λke

+jα =

(

−2 sin2
kπ

2(n+ 1)

)

e+jα,

λ−
k = λke

−jα =

(

−2 sin2
kπ

2(n+ 1)

)

e−jα, k = 1, 2, . . . , n.Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè.Ò å î ð å ì à 6. Ñèñòåìà (22) óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà
a2 cosα

sin2 α
> 2 sin2

πn

2(n+ 1)Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óæå áûëî óêàçàíî ðàíåå (ñì. äîêàçàòåëüñòâîòåîðåìû 5), äëÿ ôóíêöèè φ(s) = s2 + as, a > 0, îáëàñòü Ω íà êîì-ïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âíóòðåííîñòü ïàðàáîëû.Òàêèì îáðàçîì, âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λk, k = 1, 2, . . . , nïðè ëþáîì α ëåæàò â Ω-îáëàñòè. Ïðè èçìåíåíèè α íà óñòîé÷è-âîñòü ñèñòåìû áóäåò âëèÿòü ðàñïîëîæåíèå 2n ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
{

λke
±jα

}n

k=1
, ïîýòîìó ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòüïåðåõîä {λke
±jα

}n

k=1
çà ãðàíèöó Ω-îáëàñòè. Ðàñïîëîæåíèþ ñîáñòâåí-íûõ ÷èñåë λke

±jα = λk(cosα±j sinα) íà ãðàíèöå Ω-îáëàñòè φ(jω) =
−ω2 + jaω, −∞ < ω < ∞ ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâ-íåíèé

{

λk cosα = −ω2,

λk sinα = aω.Ðåøèì ýòó ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî λk. Ïîëó÷åííûå äâà ðåøåíèÿèìåþò âèä: λ
(1)
k = 0, λ

(2)
k = −a2 cosα

sin2 α
. Ïåðâîå ðåøåíèå íå èìååòñìûñëà â ñèëó òîãî, ÷òî λk = −2 sin2 kπ
2(n+1) 6= 0 äëÿ ∀n. Íåòðóäíîçàìåòèòü, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè α ïåðâûì ãðàíèöó Ω-îáëàñòè ïåðå-ñå÷åò ïàðà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λne

±jα (ñì. ðèñ.2). Îòñþäà ñëåäóåòêðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè. 199
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Ðèñ. 2: Ðàñïîëîæåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λn, λ
±
n
â Ω-îáëàñòè.4. ÏðèìåðûÍèæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû àíàëèçà èçó÷åííûõ â ðàáîòå ñòðà-òåãèé äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ. Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè áûëà ïðî-ìîäåëèðîâàíà ñèñòåìà èç n = 3 àãåíòîâ.5. Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ïîëó÷åíû àëãîðèòìû, îáîáùàþùèå ñòðàòåãèþ ðàâíî-ìåðíîãî ðàñïîëîæåíèÿ àãåíòîâ íà îòðåçêå, ïðåäëîæåííóþ â [4].Îáîáùåíèå ñòðîèëîñü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðåäëàãàëèñü àëãîðèò-ìû ïåðâîãî ïîðÿäêà, ó÷èòûâàþùèå íàëè÷èå ñâÿçè ìåæäó êîîðäè-íàòàìè êàæäîãî àãåíòà â âèäå ìàòðèöû ïîâîðîòà, çàòåì áûë èçó-÷åí àëãîðèòì îïîñðåäîâàííîãî èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè ÷åðåç óñêîðåíèå� àëãîðèòì âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîñëå ÷åãî èçó÷åíà èõ êîìáèíàöèÿ,ñî÷åòàþùàÿ êàê íàëè÷èå ìàòðèöû ïîâîðîòà, òàê è âòîðîé ïîðÿ-äîê àëãîðèòìà. Äëÿ ïåðâûõ äâóõ àëãîðèòìîâ áûëè ïîëó÷åíû óñëî-âèÿ óñòîé÷èâîñòè è îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, äëÿ áîëåå ñëîæ-íîãî îáîáùåííîãî àëãîðèòìà � ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí êðèòåðèéóñòîé÷èâîñòè.Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå ïðåäïîëàãàåò ïîëó÷åíèå îöåíêè ñêî-ðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ ïîñëåäíåãî ñëó÷àÿ, ðàçðàáîòêà èíûõ àëãîðèò-200
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Ðèñ. 3: Íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå è òðàåêòîðèè àãåíòîâ. Àëãîðèòì ïåðâîãîïîðÿäêà áåç ïîâîðîòà.
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Ðèñ. 4: Íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå è òðàåêòîðèè àãåíòîâ. Àëãîðèòì ïåðâîãîïîðÿäêà, óãîë α = π/2.5.ìîâ âòîðîãî ïîðÿäêà è èõ èçó÷åíèå, èçó÷åíèå äðóãèõ âèäîâ ñâÿçèìåæäó êîîðäèíàòàìè àãåíòà. 201
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Ðèñ. 5: Íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå è òðàåêòîðèè àãåíòîâ. Àëãîðèòì âòîðîãîïîðÿäêà áåç ïîâîðîòà, a = 0.5.
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Ðèñ. 6: Íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå è òðàåêòîðèè àãåíòîâ. Àëãîðèòì âòîðîãîïîðÿäêà, a = 1.8, α = π/3.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1] Ren W., Beard R.W., Atkins E.M. A survey of consensus problems202
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