
Áûñòðûé ðàíäîìèçèðîâàííûéàëãîðèòì íàõîæäåíèÿ òî÷íîãî êîëè÷åñòâàêëàñòåðîâ â áîëüøîì ìíîæåñòâå äàííûõ1Ì. À. ÌîðîçêîâÑàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòmmorozkov@gmail.comÎäíîé èç íàèáîëåå ñëîæíûõ è íåðåøåííûõ çàäà÷ êëàñòåðíîãî àíàëèçàäàííûõ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ êîëè÷åñòâà ãðóïï â äàííîì ìíîæåñòâåäàííûõ. Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ðàíäîìèçèðîâàííûé ïîäõîä îñíîâàí-íûé íà òåîðèè èñêàæåíèÿ èíôîðìàöèè, ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü òî÷íîå êî-ëè÷åñòâî êëàñòåðîâ âî ìíîæåñòâå äàííûõ. Áàçîâûå èäåè íîâîãî ñöåíàðíîãîïîäõîäà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü âû÷èñëèòåëü-íóþ ñëîæíîñòü. Ñ âîçìîæíîñòüþ îïðåäåëÿòü èñòèííîå êîëè÷åñòâî ãðóïï âìíîæåñòâå äàííûõ è ïðîèçâîäèòü êëàñòåðèçàöèþ â ðåæèìå îíëàéí, î÷åð÷è-âàåòñÿ êðóã ïðèìåíèìîñòè ê çàäà÷àì òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé,êîòîðûå ñóùåñòâåííî ìîãëè áû èçâëå÷ü âûãîäó îò ïðèìåíåíèÿ ðàññìàòðèâà-åìîãî àëãîðèòìà. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîäòâåðæäàþùèåçíà÷èòåëüíóþ îïòèìèçàöèþ ïî ñêîðîñòè ïðè ãàðàíòèðîâàííîì âåðîÿòíîñò-íîì óðîâíå ïðàâèëüíîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êëàñòåðèçàöèÿ, ðàíäîìèçèðîâàííûå àëãîðèòìû, àäàïòèâ-íîå óïðàâëåíèå, îïòèìèçàöèÿ, ìàøèííîå îáó÷åíèå.1. ÂâåäåíèåÂñå áîëüøå è áîëüøå ñîâðåìåííûõ çàäà÷ òåîðèè óïðàâëåíèÿíóæäàþòñÿ â àëãîðèòìàõ, êîòîðûå ñïîñîáíû ðåøàòü èõ â ðåæèìåðåàëüíîãî âðåìåíè. Òàêèå àëãîðèòìû óæå ïðèìåíÿþòñÿ â íåêîòî-ðûõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ, òàêèõ êàê ðîáîòåõíèêà, óïðàâëåíèå ñïðîãíîçèðóþùèìè ìîäåëÿìè èëè îïòèìèçàöèÿ öåïî÷åê ïîñòàâîê âëîãèñòèêå; íî âðåìåííûå îòðåçêè, çà êîòîðûå ðåøàåòñÿ ñîîòâåòñòâó-þùàÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ, èçìåðÿþòñÿ ìèíóòàìè, ÷òî íå ñîâñåì ÿâ-ëÿåòñÿ ðåæèìîì ðåàëüíîãî âðåìåíè. Íî áåçóñëîâíî, åñòü ìíîæåñòâîãîðàçäî áîëåå äèíàìè÷íûõ ñèñòåì, êîòîðûå òðåáóþò, ÷òîáû âðåìÿðåøåíèÿ èçìåðÿëîñü êàê ìàêñèìóì â ñåêóíäàõ, ÷òî äåëàåò íåïðè-ìåíèìûì áîëüøèíñòâî ñîâðåìåííûõ òàê íàçûâàåìûõ àëãîðèòìîâðåæèìà ðåàëüíîãî âðåìåíè. Âñëåäñòâèå ýòîãî ñóùåñòâóåò âûñîêàÿïîòðåáíîñòü â äåéñòâèòåëüíî áûñòðûõ ïîäõîäàõ. Â ïîñëåäíåå âðå-ìÿ âñå áîëüøå è áîëüøå âíèìàíèÿ óäåëÿåòñÿ ýòîé ïðîáëåìå, òàê êïðèìåðó, Áîéä çàòðîíóë ýòó òåìó â ñâîåì ïëåíàðíîì äîêëàäå íàìóëüòèêîíôåðåíöèè IEEE MSC2011 ïî ñèñòåìàì è óïðàâëåíèþ [1].1 c©Ì. À. Ìîðîçêîâ, 2011 69



Èõ ðåàëèçàöèÿ ñèñòåìû àâòîìàòè÷åñêîé ãåíåðàöèè êîäà CVXGEN,êîòîðàÿ ñêàíèðóåò îïèñàíèå ñåìåéñòâà çàäà÷ è âûïîëíÿåò îáúåì-íûé àíàëèç è îïòèìèçàöèþ àëãîðèòìà, âûäàåò ðåøåíèå ÷ðåçâû÷àé-íî áûñòðî (âðåìÿ èñïîëíåíèÿ àëãîðèòìà èçìåðÿåòñÿ ìèëëè- èëèìèêðîñåêóíäàìè, â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðîâ çàäà÷è).Íî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ áîëüøèìêîëè÷åñòâîì ñëîæíûõ çàäà÷, òàêèõ êàê ïîìåõè, íåîïðåäåëåííîñòü,NP-ïîëíîòà è ò. ä. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóùåñòâåííî ñíèçèòü çàòðàòûíà âû÷èñëåíèÿ, è òàêèì îáðàçîì ðàäèêàëüíî óìåíüøèòü âðåìÿ èñ-ïîëíåíèÿ, ðàçóìíî ïðèìåíÿòü ñòîõàñòè÷åñêèå è ðàíäîìèçèðîâàí-íûå ïîäõîäû [2, 3], íàïðèìåð, íîâûé ðàíäîìèçèðîâàííûé ñöåíàð-íûé ïîäõîä Ì. Êàìïè, Äæ. Êàëàôèîðå è äð. [4, 5], ðàçðàáîòàí-íûé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðîáàñòíîé âûïóêëîé îïòèìèçàöèè (RobustConvex Problem). Ôóíäàìåíòàëüíàÿ èäåÿ ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåò-ñÿ â òîì, ÷òîáû ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îïðåäåëåííîå êîíå÷íîå ÷èñ-ëî íåîïðåäåëåííîñòåé è ðåøàòü ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è âûïóê-ëîé îïòèìèçàöèè. Òåîðåòè÷åñêèé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â [4], ãëà-ñèò, ÷òî êîëè÷åñòâî íåîïðåäåëåííîñòåé, êîòîðûå íóæíî ðàññìîò-ðåòü, äîñòàòî÷íî ìàëî, à ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïðè ðåøåíèè ñî-îòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè, óäîâëåòâîðÿåò âñåìîñòàëüíûì íåïðîñìîòðåííûì ñöåíàðèÿì ñ ãàðàíòèðîâàííîé âåðî-ÿòíîñòüþ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü çàäàíà ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê åäè-íèöå. Î.Í. Ãðàíè÷èíûì è Î.À. Èçìàêîâîé [6] äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-ãî íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõîáðàçîâ áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãî-ðèòì òèïà ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè ñ âîçìóùåíèåì íà âõîäå,ÿâëÿþùåãîñÿ ìîäèôèêàöèåé áîëåå ðàííåãî îáùåãî àëãîðèòìà [7,8].Îäíîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ è íåðåøåííûõ ïðîáëåì êëàñòåðè-çàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîèñê êîëè÷åñòâà ãðóïï â çàäàííîì íåèçâåñòíîìáîëüøîì ìíîæåñòâå äàííûõ. Çà ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ áûëî ïðåä-ëîæåíî íåñêîëüêî ïðèåìîâ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, òàêèå êàêðàçëè÷íûå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà èíäåêñíûõ ôóíêöèÿõ (Õàðòè-ãàí [9], Ñüþãåð è Äæåéìñ [10]), ìîäåëÿõ óñòîé÷èâîñòè (Ëåâèí èÄîìàíè [14], Äæåéí è Ìîðî [15]) è âåðîÿòíîñòûõ ìîäåëÿõ (Êó-ýâàñ è äð. [16] è [17], Âîëêîâè÷ è äð. [18]). Ìåòîä èçãèáà (elbowmethodology) ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ êàê ïðàâèëî îñòàíîâêè ïðè îïðå-äåëåíèè òî÷íîãî êîëè÷åñòâà ãðóïï â ìíîæåñòâå äàííûõ. ×èñëî êëà-ñòåðîâ â òàêîì ñëó÷àå âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî äîáàâëåíèååùå îäíîãî êëàñòåðà íå äåëàåò ìîäåëü ìíîæåñòâà äàííûõ ëó÷øå.70



Òàêàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ ñêà÷êîì (elbow point). Ê ñîæàëåíèþ, ìíî-ãèå óïîìÿíóòûå ìåòîäû áûëè ðàçðàáîòàíû äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåò-íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ è íå ïîäêðåïëåíû òåîðåòè÷åñêèìè ðåçóëü-òàòàìè.Â ïîñëåäíåå âðåìÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷íîãî ÷èñëà êëàñòåðîââî ìíîæåñòâå äàííûõ ñòàëà ïðèìåíÿòüñÿ òåîðèÿ èñêàæåíèÿ èíôîð-ìàöèè (rate distortion theory). Áëàãîäàðÿ ðàáîòå Ñüþãåð è Äæåéì-ñà [10] áûë îõâà÷åí öåëûé êëàññ ïðèìåíèìîñòè ýòîé òåîðèè â èíòåë-ëåêòóàëüíîì àíàëèçå äàííûõ. Â ýòîé âåðñèè ìåòîäà ñêà÷êà (jumpmethod) ïðîöåäóðà ïîèñêà òî÷íîãî ÷èñëà ãðóïï ñâîäèòñÿ ê âû÷èñ-ëåíèþ êðèâîé èñêàæåíèé, êîòîðàÿ îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ ìåðîé âíóòðè-êëàñòåðíîé äèñïåðñèè (â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèò îò âûáîðà ìåòðèêè).Äàëåå ýòà êðèâàÿ èñêàæåíèé îáðàùàåòñÿ ñ îòðèöàòåëüíûì ïîêàçà-òåëåì ñòåïåíè (ýìïèðè÷åñêèå äàííûå, ïîëó÷åííûå â [10], ïîêàçû-âàþò íàëè÷èå çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè äàííûõ). Íàèáîëüøèéñêà÷îê ïîëó÷åííîé ôóíêöèè îáîçíà÷àåò ëó÷øèé âàðèàíò äëÿ êî-ëè÷åñòâà êëàñòåðîâ â äàííîì ìíîæåñòâå äàííûõ. Íåñìîòðÿ íà âñåïðåèìóùåñòâà òàêîãî ïîäõîäà, åñòü îäèí ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê� âûñîêàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü.Â ðàáîòàõ [11, 12] íà îñíîâå èäåé èç [10] áûë ïðåäëîæåí íîâûéðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ êîëè÷åñòâà êëàñòåðîâ,ïðè ýòîì îöåíêà êîëè÷åñòâà íåîáõîäèìûõ äåéñòâèé ôîðìèðîâàëàñüíà îñíîâå íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà. Â ñëåäóþùåé ðàáîòå [13], èñïîëü-çóÿ íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà, áûëè ïîëó÷åíû áîëåå ñèëüíûå ðåçóëü-òàòû, êîòîðûå ñîñòàâèëè îñíîâó òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè ýòîé ñòàòüè.2. Ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòìÎñíîâûâàÿñü íà ïîäõîäå ñ èíäåêñíûìè ôóíêöèÿìè, ïðåäëîæåí-íîì Ñüþãåð è Äæåéìñîì [10] â ðàìêàõ òåîðèè èñêàæåíèÿ èíôîðìà-öèè, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ òî÷íîãî ÷èñëà êëàñòåðîâ â ìíîæåñòâå äàí-íûõ ôîðìàëüíî ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü x� n-ðàçìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ñìåøàííîå ðàñïðå-äåëåíèå èç k∗ êîìïîíåíò, êàæäàÿ ñ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé Γ.Òîãäà ìèíèìàëüíîå äîñòèæèìîå èñêàæåíèå, îáîçíà÷àþùåå èñòèí-íîå êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ â ìíîæåñòâå äàííûõ ðàâíÿåòñÿ
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ãäå C1, . . . , Ck � ìíîæåñòâî èç k êëàñòåðíûõ öåíòðîâ, ïîëó÷åííûõñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðû êëàñòåðèçàöèè (íàïðèìåð, k-means); Cx � ýòî áëèæàéøèé êëàñòåðíûé öåíòð ê x. Çàìåòèì, ÷òîâ ñëó÷àå åñëè êîâàðèàöèÿ Γ ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé, èñêà-æåíèå áóäåò ïðîñòî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêîé. Ñ ïîìîùüþ èñ-êàæåíèé Gk, âû÷èñëÿåòñÿ ðàçíîñòíûé òðàíñôîðìèðîâàííûé ôóíê-öèîíàë ñêà÷êà ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:
Jk = G−λ

k −G−λ
k−1,ãäå λ � ýòî ïîêàçàòåëü òðàíñôîðìàöèè. Ñîãëàñíî àñèìïòîòè÷å-ñêèì ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì Ñüþãåð è Äæåéìñîì èç òåîðèè èñ-êàæåíèÿ èíôîðìàöèè, ýòîò ïîêàçàòåëü çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ïðî-ñòðàíñòâà è ïðåäïî÷òèòåëüíîå çíà÷åíèå ðàâíÿåòñÿ

λ = n/2.Áîëåå òîãî, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé ðàçìåðíîñòè äàííûõ
n, ðàçíîñòíûå èñêàæåíèÿ Jk àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìÿòñÿ ê íóëÿ, êî-ãäà êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ k ìåíüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò k∗.Òàêèì îáðàçîì äëÿ áîëüøèõ n, òðàíñôîðìèðîâàííûå èñêàæåíèÿ
Jk ïî÷òè íóëåâûå ïðè k < k∗, çàòåì çíà÷åíèå ðåçêî ñêà÷åò è äàëü-øå âåäåò ñåáÿ ïî÷òè ëèíåéíî ïðè k ≥ k∗. Ìåòîä ñêà÷êà èñïîëüçóåòòàêîå ïîâåäåíèå èíäåêñíîé ôóíêöèè äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòüíàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå êîëè÷åñòâà êëàñòåðîâ k â ìíîæåñòâåäàííûõ. Îöåíåííîå òàêèì îáðàçîì êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ ñîîòâåò-ñòâóåò èíäåêñó ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì ðàçíîñòíîé ôóíêöèè Jk:

k∗ = argmax
k

Jk.Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ òî÷íîãî ÷èñëà ãðóïï ìîæåòáûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé áîëåå îáùåé ïðîáëå-ìû, à èìåííî, çàäà÷è îáíàðóæåíèÿ îøèáêè èëè íàõîæäåíèÿ òî÷êèðàçðûâà íåÿâíî çàäàííîé ôóíêöèè. Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à ìîæåòáûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü èìååòñÿ âåùå-ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàë [0; 1], ó êîòîðîé íåáîëåå îäíîé òî÷êè ðàçðûâà íà ýòîì èíòåðâàëå x∗ ∈ (0; 1). Çàäà÷à,ðåøàåìàÿ â [19], çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè äîâåðèòåëüíîãî èíòåð-âàëà äëÿ x∗ ïðè óñëîâèè: 72



1. Ôóíêöèÿ f(·) ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà C íà èíòåð-âàëàõ (0;x∗) è (x∗; 1);
A1 : C ≥ max

j=2,...,k∗−1,k∗+1,...,kmax

|I (j)− I (j − 1)| ,2. Åñëè ó ôóíêöèè åñòü ñêà÷îê â òî÷êå x∗, òîãäà âåëè÷èíà ñêà÷êàâ ýòîé òî÷êå áîëüøå çàðàíåå îïðåäåëåííîé êîíñòàíòû B > 0.
A2 : B ≤ |I (k∗)− I (k∗ − 1)| .Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåàëèçîâàòü óïîìÿíóòûé ìåòîä â ðàìêàõ çàäà-÷è êëàñòåðèçàöèè, áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðàíñôîðìèðîâàííûå èñ-êàæåíèÿ I(·), ïðåäëîæåííûå Ñüþãåð è Äæåéìñîì [10]. Íå óìàëÿÿîáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî I (0) = I(1). Òàêæå ââåäåì êîíå÷íóþêóñî÷íî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ f :

fI

(

k

kmax

)

= I (k) ,

fI(x) = I(k) +

(

x− k

kmax

)

(I(k + 1)− I(k)),ïðè
k

kmax
≤ x ≤ k + 1

kmax
, k = 0, . . . , k∗ − 2, k∗, . . . , kmax − 1,è
fI(x) = I(k∗ − 1),ïðè
k∗ − 1

kmax
≤ x ≤ k∗

kmax
.Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì:1. Âûáðàòü ïàðàìåòð íàäåæíîñòè β ∈ (0, 1).2. Âûáðàòü ïàðàìåòðû N, T òàêèå, ÷òî:

T =

[

4
√
2Ckmax√

1− βBN
− 1

N

]

+ 1. (1)73



3. Ñëó÷àéíî âûáðàòü T ãðóïï ïî N òî÷åê èç èíòåðâàëà (0, 1):
Zt = {ztn, n = 1, ..., N} , t = 1, . . . , T.Îáîçíà÷èì

Z =
⋃

t

Zt.4. Âûáðàòü êîíñòàíòû D,M > 0. Äëÿ êàæäîé èç ãðóïï Zt, t =
1, . . . , T ïîñòðîèòü ðàâíîìåðíûå àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè fI(x):

gt(x) =

M
∑

m=0

dtmpm(x), t = 1, . . . , T, (2)ìèíèìèçèðóþùèå îøèáêó
γt = max

x∈Zt

|gt(x)− fI(x)|ïðè óñëîâèè
|dtm| ≤ D, m = 0, . . . ,M, t = 1, . . . , T.Äëÿ ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è âûïóêëîé îïòèìèçàöèè ìîæíî èñ-ïîëüçîâàòü MATLAB-ñîâìåñòèìûå ïàêåòû YALMIP, SeDuMièëè cvx. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç çàäà÷ àïïðîêñèìàöèè íå èìååòðåøåíèÿ, òî íåîáõîäèìî íåîáõîäèìî âåðíóòüñÿ íà ïåðâûé øàãâûáîðà ïàðàìåòðîâ è íà÷àòü ñíà÷àëà.5. Îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî

∆ = {x̃ = xkmax : x ∈ (0; 1), χ(x) > L(x)} (3)ãäå
χ(x) = max

t=1,...,T
gt(x)− min

t=1,...,T
gt(x), x ∈ (0; 1) (4)

L(x) = B − B

4Ckmax
h(x)− 2γ,

h(x) = max
z∈[zl(x),zr(x)]

max
t=1,...,T

|g′t(z)|, (5)êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì äëÿ òî÷êè x∗.74



Ò å î ð å ì à 1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñôîðìóëèðîâàííûå âû-øå óñëîâèÿ A1 è A2, òîãäà ìíîæåñòâî ∆, îïðåäåëåííîå â (3), íåïóñòî è ñîäåðæèò òî÷êó x∗kmax, ñîîòâåòñòâóþùóþ èñòèííîìóêîëè÷åñòâó êëàñòåðîâ â çàäàííîì ìíîæåñòâå äàííûõ ñ âåðîÿòíî-ñòüþ êàê ìèíèìóì p = β.Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ ïåðåìåííóþ ζ, ðàâíóþìàêñèìàëüíîìó ðàññòîÿíèþ ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè òî÷-êàìè â Z. Îíà ïîëîæèòåëüíà, åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî
E [ζ] =

1

NT + 1
,à äèñïåðñèÿ ðàâíÿåòñÿ

D [ζ] =
NT

(NT + 1)2(NT + 2)
.Èñïîëüçóÿ

E [ζ] = E
[

ζ2
]

− (E [ζ])2,ïîëó÷àåì
E
[

ζ2
]

=
2

(NT + 1)(NT + 2)
.Â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà ïîëó÷àåì

Prob

{

|ζ| > B

4Ckmax

}

≤ 2(4C)2k2max

B2(NT + 1)(NT + 2)
≤ 2(4C)2k2max

B2(NT + 1)2
.Äàëåå èç óñëîâèè (1) ñëåäóåò, ÷òî

Prob

{

|ζ| > B

4Ckmax

}

≤ 1− β.À, çíà÷èò, ñ âåðîÿòíîñòüþ êàê ìèíèìóì β åñòü òàêèå äâå òî÷êè zilè zjr â Z, ÷òî:
zil < x∗ ≤ zjr ,è

|zjr − zil | ≤
B

4Ckmax
.Ðàññìîòðèì ôóíêöèè gi è gj íà èíòåðâàëàõ ∆̄l = [zil ;x

∗] è ∆̄r =
[x∗; zjr ]. Èç îïðåäåëåíèÿ γ ñëåäóåò, ÷òî

|fI(zil)− gi(zil)|+ |fI(zjr )− gj(zjr )| ≤ 2γ. 75



Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ìîãóò áûòü ïîñëåäîâàòåëüíî âûâåäåíû èçâûêëàäîê, ïðîâåäåííûõ âûøå, è íà÷àëüíûõ óñëîâèé àëãîðèòìà:
χ(x∗) ≥ |gj(x∗)− gi(x

∗)| ≥ |gj(zjr )− gi(zil)|−

−(|∆̄l|+ |∆̄r|)H ≥ |fI(zjr )− fI(zil)| − 2γ − (|∆̄l|+ |∆̄r|)H ≥

≥ B − 2γ − (|∆̄l|+ |∆̄r|)(H + C) ≥ B − 2γ − B

4Ckmax
(H + C),ãäå H � ýòî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé gi(·)′ íà èíòåð-âàëå [zil , zjr ]. Â çàêëþ÷åíèå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî (5),ïîëó÷àåì

χ(x∗) ≥ B − B

4Ckmax
h(x∗)− 2γ.3. ÏðèìåíåíèåÑ òî÷êè çðåíèÿ áóäóùèõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ íåâåðîÿòíî âàæíîðàçðàáàòûâàòü àëãîðèòìû, êîòîðûå ðàáîòàþò â ðåæèìå ðåàëüíîãîâðåìåíè. À ñ âîçìîæíîñòüþ íàõîäèòü òî÷íîå êîëè÷åñòâî êëàñòå-ðîâ â áîëüøîì ìíîæåñòâå äàííûõ â îíëàéí ðåæèìå ìîæíî áóäåòðàñøèðèòü ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè êëàñòåðèçàöèè íà äðóãèå ñìåæ-íûå îáëàñòè, ãäå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ðåçóëü-òàò êëàñòåðèçàöèè, òàêèå êàê ëîãèñòèêà, ìóëüòèàãåíòíûå ñèñòåìû,ñåíñîðû, áåñïðîâîäíûå êîììóíèêàöèè, óïðàâëåíèå äèíàìè÷åñêèìïîêðûòèåì, áèîèíôîðìàòèêà, ìåäèöèíà è äðóãèå. Â ýòîì ðàçäåëåðàññìàòðèâàþòñÿ âîçìîæíûå ïðèìåíåíèÿ áûñòðîãî ðàíäîìèçèðî-âàííîãî àëãîðèòìà ïîèñêà èñòèííîãî ÷èñëà êëàñòåðîâ â ìíîæåñòâåäàííûõ, à òàêæå îáúÿñíÿåòñÿ, êàê íåêîòîðûå çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðå-øåíèé â òåîðèè óïðàâëåíèÿ ìîãóò èçâëå÷ü ñóùåñòâåííóþ ïîëüçóîò èñïîëüçîâàíèÿ òàêîãî àëãîðèòìà íà ïðèìåðå çàäà÷è ïîêðûòèÿäâèæóùèõñÿ îáúåêòîâ.Â ñàìîì øèðîêîì ñìûñëå çàäà÷à ïîêðûòèÿ äâèæóùèõñÿ îáúåê-òîâ (dynamic coverage problem) ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà êàê:íàéòè êëàñòåðû (ãðóïïû) äâèæóùèõñÿ îáúåêòîâ è îïðåäåëèòü îï-òèìàëüíîå ïîëîæåíèå è äèíàìèêó äâèæåíèÿ ðåñóðñîâ, òàêèì îáðà-çîì, ÷òî ýòè ðåñóðñû îáåñïå÷èâàþò ïîëíîå è íåïðåðûâíîå ïîêðûòèåäâèæóùèõñÿ îáúåêòîâ íà ïðîòÿæåíèè âðåìåíè íàáëþäåíèÿ. 76



Ýòà çàäà÷à íàñëåäóåò âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü çàäà÷è ðàç-ìåùåíèÿ ñðåäñòâ îáñëóæèâàíèÿ (facility location problem), êîòîðàÿâîçíèêàåò â ìíîæåñòâå ïðèìåðîâ ðåàëüíîãî ìèðà, òàêèõ êàê îï-òèìèçàöèÿ ìåñòîïîëîæåíèÿ, ðàçìåùåíèå îáîðóäîâàíèÿ, íàïèñàíèåîïòèìàëüíîãî êîäà, ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ, êëàñòåðèçàöèÿ è êëàñ-ñèôèêàöèÿ äàííûõ [20]. Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷è ñòàòè÷åñêîãî ïîêðû-òèÿ ÿâëÿþòñÿ NP-ïîëíûìè [21], ïðè÷åì èñïîëüçóåìûå ôóíêöèîíà-ëû êà÷åñòâà íåâûïóêëûå è îáû÷íî èìåþò íåñêîëüêî ëîêàëüíûõ ìè-íèìóìîâ. Äàæå äëÿ ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ áûëî ïðåäëîæåíî íå òàêìíîãî àëãîðèòìîâ, êîòîðûå áû èçáåãàëè ïîïàäàíèÿ â ëîêàëüíûåìèíèìóìû è áûëè íå òàê ÷óâñòâèòåëüíû ê âõîäíûì ïàðàìåòðàì.Òàêèì îáðàçîì, óïîìÿíóòàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ïðåêðàñíîé âîçìîæ-íîñòüþ äëÿ àïðîáàöèè âîçìîæíîñòåé íîâîãî ðàíäîìèçèðîâàííîãîàëãîðèòìà íà ïðàêòèêå äëÿ òîãî, ÷òîáû çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü âû-÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû, íå îïóñêàÿñü ïðè ýòîì íèæå çàðàíåå îïðå-äåëåííîãî óðîâíÿ âåðîÿòíîñòè.Çàäà÷è ïîêðûòèÿ äâèæóùèõñÿ îáúåêòîâ ðàññìàòðèâàëèñü â [22,23], ãäå îñíîâíîé óïîð äåëàëñÿ íà ðàñïðåäåëåííóþ ðåàëèçàöèþ, òîåñòü ïðè óñëîâèè îãðàíè÷åííîãî èíôîðìàöèîííîãî ïîòîêà ìåæäóèíäèâèäóàëüíûìè ýëåìåíòàìè. Îäíàêî íåñìîòðÿ íà ðàñïðåäåëåí-íîñòü ðåàëèçàöèè, òàêèå àëãîðèòìû ÷óâñòâèòåëüíû ê íà÷àëüíîìóðàñïîëîæåíèþ ðåñóðñîâ, à òàêæå âûäàþò â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ëî-êàëüíûé ìèíèìóì, âìåñòî ãëîáàëüíîãî. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ðàñ-ïðåäåëåííîìó ïîäõîäó áûëè ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû, êîòîðûå îá-ðàùàþò âíèìàíèå íà çàäà÷è äðóãîé ïðèðîäû, òàê íàïðèìåð â [24]îáñóæäàåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðèíöèïå ìàêñèìàëüíîé ýí-òðîïèè. Äèíàìè÷åñêîå ïîêðûòèå îáúåêòîâ äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþîïðåäåëåíèÿ ïîëåé ñîîòâåòñòâóþùåé ñêîðîñòè äëÿ ðåñóðñîâ.Íåäàâíÿÿ ðàáîòà [25] áûëà ïåðâîé, ãäå ðàññìàòðèâàëàñü çàäà-÷à îòñëåæèâàíèÿ êëàñòåðíûõ öåíòðîâ ïðè óñëîâèè, ÷òî ó îáúåêòîâìîæåò áûòü óñêîðåíèå. Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíî ãðàôè÷åñêîå ïðåä-ñòàâëåíèå çàäà÷è ïîêðûòèÿ äâèæóùèõñÿ îáúåêòîâ.4. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿÄëÿ ïðîâåðêè ïðèìåíèìîñòè ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà íà áîëü-øîì ìíîæåñòâå äàííûõ, áûëî ñãåíåðèðîâàíî ñèíòåòè÷åñêîå ìíîæå-ñòâî äàííûõ, ñîñòîÿùåå èç 3100 êëàñòåðîâ, ñîäåðæàùèõ îò 8 äî 19òî÷åê êàæäûé ñ ïîìîùüþ ãàóññîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà åäèíè÷íîì77



Ðèñ. 1: Êëàñòåðèçàöèÿ äâèæóùèõñÿ îáúåêòîâ â çàäàííîé îáëàñòè. Êâàä-ðàòû è çâåçäî÷êè îáîçíà÷àþò ïîëîæåíèÿ îáúåêòîâ è ðåñóðñîâ ñîîòâåò-ñòâåííî. Îáúåêòû x1 è x2 íàõîäÿòñÿ â îäíîì êëàñòåðå â ìîìåíò âðåìåíè,ñîîòâåòñòâóþùèé ëåâîé êàðòèíêå. Ïîñëå ðàçáèåíèÿ â íåêîòîðûé ìîìåíòâðåìåíè, îíè íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ ãðóïïàõ. Òàêîé ìîìåíò âðåìåíè èçîá-ðàæåí íà ïðàâîé êàðòèíêå.
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Ðèñ. 2: Èíäåêñíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà äàííûõ.êâàäðàòå [0; 1]× [0; 1].Çàäàâ èíòåðâàë [1; 8000], êîòîðûé çàâåäîìî ñîäåðæèò ðåàëüíîå78



êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ, äëÿ êàæäîé òî÷êè áûëî ïîäñ÷èòàíî ïî àëãî-ðèòìó Ñüþãåð-Äæåéìñà òðàíñôîðìèðîâàííîå èñêàæåíèå I(k). Çà-ìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . , 8000 çàïóñêàëñÿ àëãîðèòì êëà-ñòåðèçàöèè (k-means), è ïî åãî ðåçóëüòàòàì ñ÷èòàëèñü I(k) (ðèñ. 2).Îïèñàííûé âûøå ñöåíàðíûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñî-êðàòèòü êîëè÷åñòâî çàïóñêîâ àëãîðèòìà êëàñòåðèçàöèè, à, ñëåäîâà-òåëüíî, è âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü. Ïîëàãàÿ ïàðàìåòðû B > 1.0è C < 0.002, âûáèðàåì β = 0.9; M = 20; N = 29; D = 0.6. Äàëååâ ñèëó óñëîâèÿ (1) âûáèðàåì T = 10. Êðèâûå àïïðîêñèìàöèè gt(·)ïîêàçàíû íà ðèñ. 3 âìåñòå ñ ðåçóëüòèðóþùåé ôóíêöèåé χ(·).
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Ðèñ. 3: Àïïðîêñèìèðóþùèå ôóíêöèè.Ñ äîïóùåíèÿìè B > 1.0 è C < 0.002 ïîëó÷àåì óðîâåíü ïðè-íÿòèÿ ðåøåíèÿ, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 4. Îò÷åòëèâûé ïèê âèäåí ðÿ-äîì ñ òî÷êîé x∗ = 3200. Èíòåðâàë [2750, 3410] ÿâëÿåòñÿ äîâåðè-òåëüíûì äëÿ ∆ ñ âåðîÿòíîñòüþ êàê ìèíèìóì β = 0.9. Òàêèì îáðà-çîì, ïîñ÷èòàâ òîëüêî 290 çíà÷åíèé èíäåêñíîé ôóíêöèè I(k) (âìåñòî
7400 âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé ôóíêöèè, êàê ïîäðàçóìåâàþò òðàäèöè-îííûå äåòåðìèíèðîâàííûå ïîäõîäû), ïîëó÷àåì ñîêðàùåíèå èíòåð-âàëà íåîïðåäåëåííîñòè â 14 ðàç. Äëÿ ïîëó÷åíèå îêîí÷àòåëüíîãî ðå-øåíèÿ íåîáõîäèìî âûïîëíèòü åùå 660 âû÷èñëåíèé èíäåêñíîé ôóíê-79



öèè I(x) äëÿ âñåõ òî÷åê èç äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà èëè îïÿòüïðèìåíèòü ðàíäîìèçèðîâàíûé àëãîðèòì.
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