
Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà âåêòîðàñîñòîÿíèé îáîáùåííîé ëèíåéíîéäèíàìè÷åñêîé ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìûñ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé1Í. Ê. Êðèâóëèí, ä. ô.-ì. í.Î. À. ÍåâÑàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò2nkk@math.spbu.ru, nevolga@gmail.comÂ ñòàòüå èçó÷àåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ îïè-ñûâàåòñÿ ëèíåéíûì âåêòîðíûì óðàâíåíèåì ñ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé âòî-ðîãî ïîðÿäêà â èäåìïîòåíòíîì ïîëóêîëüöå ñ îïåðàöèÿìè ìàêñèìóìà è ñëî-æåíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿíåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è íîëü, à îáà íåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåí-òà ðàâíû ïðîèçâîëüíîé íåîòðèöàòåëüíîé êîíñòàíòå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà-÷à îïðåäåëåíèÿ ñðåäíåé àñèìïòîòè÷åñêîé ñêîðîñòè ðîñòà âåêòîðà ñîñòîÿíèé(ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà) ñèñòåìû. Ðåøåíèå âêëþ÷àåò çàìåíó ïåðåìåííûõ, âðåçóëüòàòå êîòîðîé âìåñòî ñëó÷àéíûõ êîîðäèíàò âåêòîðà ñîñòîÿíèé ââîäÿò-ñÿ íîâûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, àíàëèç êîòîðûõ îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäîáíûì.Çàòåì âûïîëíÿåòñÿ ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îäíîìåðíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîêàçàòåëü Ëÿ-ïóíîâà âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîéèç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîêàçàòåëü Ëÿïóíî-âà, èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî, ñõîäèìîñòü ðàñïðåäåëåíèé.1. ÂâåäåíèåÌîäåëè îáîáùåííûõ ëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõñèñòåì íàõîäÿò ïðèìåíåíèå ïðè àíàëèçå ìíîãèõ ðåàëüíûõ ñèñòåì âòåõíèêå, ýêîíîìèêå, óïðàâëåíèè è äðóãèõ îáëàñòÿõ. Äèíàìèêà ñè-ñòåìû â òàêèõ ìîäåëÿõ îïèñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ëèíåéíûõ â ñìûñ-ëå íåêîòîðîãî èäåìïîòåíòíîãî ïîëóêîëüöà [1�3] âåêòîðíûõ óðàâíå-íèé ñî ñëó÷àéíîé ìàòðèöåé.Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçó÷åíèå àñèìïòîòè-÷åñêèõ ñâîéñòâ ñèñòåìû, âêëþ÷àÿ îïðåäåëåíèå ñðåäíåé àñèìïòîòè-÷åñêîé ñêîðîñòè ðîñòà âåêòîðà ñîñòîÿíèé (ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà)äëÿ ñèñòåìû. Îäíàêî âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà÷àñòî îêàçûâàåòñÿ äîâîëüíî òðóäîåìêîé çàäà÷åé äàæå äëÿ âåñü-ìà ïðîñòûõ ìîäåëåé ñèñòåì. Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû â ýòîé îáëàñòè1 c©Í. Ê. Êðèâóëèí, Î. À. Íåâ, 20112Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò �09-01-00808.232



âêëþ÷àþò ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ [3�10] äëÿ ñèñòåì ñ ìàò-ðèöåé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñëó-÷àéíûõ ýëåìåíòîâ.Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíî-âà äëÿ ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé âòîðîãî ïîðÿäêà, äèàãîíàëüíûìè ýëå-ìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èíîëü, à îáà íåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòà ðàâíû ïðîèçâîëüíîé íåîòðè-öàòåëüíîé êîíñòàíòå. Èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â [3, 6�8], êîòîðûé ïðåäïîëàãàåò çàìåíó ïåðåìåííûõ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîéâìåñòî ñëó÷àéíûõ êîîðäèíàò âåêòîðà ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ââîäÿò-ñÿ íîâûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, àíàëèç êîòîðûõ îêàçûâàåòñÿ áîëååóäîáíûì. Çàòåì âûïîëíÿåòñÿ ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå ñõîäèìî-ñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì âåëè÷èíàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îäíî-ìåðíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà âû÷èñëÿ-åòñÿ êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîé èç ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòåé.Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïîëó÷åíû â îáùåì âèäå è íå çàâèñÿòîò êîíêðåòíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà ìàòðè-öû. Ðàññìîòðåíû ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ âû-÷èñëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà ïðè óñëîâèè, êîãäà ñëó÷àéíàÿ âå-ëè÷èíà èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå èëè ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå.2. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìàÐàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, ýâîëþöèÿêîòîðîé ïðè âñåõ k = 1, 2, . . . îïèñûâàåòñÿ âåêòîðíûì óðàâíåíèåì,çàäàííûì â èäåìïîòåíòíîì ïîëóêîëüöå ñî ñêàëÿðíûìè îïåðàöèÿìèâû÷èñëåíèÿ ìàêñèìóìà â ðîëè ñëîæåíèÿ è àðèôìåòè÷åñêîãî ñëî-æåíèÿ â ðîëè óìíîæåíèÿ
z(k) = A(k)z(k − 1),ãäå A(k) � ñëó÷àéíàÿ ìàòðèöà, z(k) � âåêòîð ñîñòîÿíèé ñèñòåìû.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

A(k) =

(

αk c
c 0

)

, z(k) =

(

x(k)
y(k)

)

, z(0) =

(

0
0

)

,ãäå c � íåêîòîðàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ êîíñòàíòà, {αk|k ≥ 1} � ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,233



êîòîðûå èìåþò îáùåå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñ ôóíêöèåé ðàñ-ïðåäåëåíèÿ Fα(t) è êîíå÷íûì ñðåäíèì a.Âåêòîðíîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì îáû÷-íûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â âèäå
x(k) = max(x(k − 1) + αk, y(k − 1) + c),

y(k) = max(x(k − 1) + c, y(k − 1)).Ñðåäíÿÿ (àñèìïòîòè÷åñêàÿ) ñêîðîñòü ðîñòà âåêòîðà ñîñòîÿíèé,êîòîðóþ îáû÷íî íàçûâàþò ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà ñèñòåìû, îïðå-äåëÿåòñÿ êàê ïðåäåë
λ = lim

k→∞

1

k
max(x(k), y(k)).Ïðèìåíÿÿ ýðãîäè÷åñêóþ òåîðåìó èç [3], íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òîäëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû óêàçàííûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò ñ âå-ðîÿòíîñòüþ 1, à òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
k→∞

1

k
Emax(x(k), y(k)) = λ.Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîêàçàòåëÿËÿïóíîâà ìîæíî îò èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíïåðåéòè ê èññëåäîâàíèþ ñõîäèìîñòè èõ ñðåäíèõ.3. Ïåðåõîä ê íîâûì ïåðåìåííûìÑäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

X(k) = x(k)− x(k − 1),

Y (k) = y(k)− x(k).Òîãäà ñêàëÿðíûå óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä
X(k) =max(αk, Y (k − 1) + c),

Y (k) =max(c, Y (k − 1))−max(αk, Y (k − 1) + c).Çàìåòèì, ÷òî èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò íåðà-âåíñòâî
Y (k) ≤ max(c− αk,−c) ≤ c. 234



Òîãäà óðàâíåíèÿ ìîæíî îêîí÷àòåëüíî çàïèñàòü â âèäå
X(k) = max(αk, Y (k − 1) + c),

Y (k) = c−max(αk, Y (k − 1) + c).Êðîìå òîãî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî x(k) = X(1) + · · ·+X(k), èìååì
λ = lim

k→∞

1

k
E

k
∑

i=1

X(i) + lim
k→∞

1

k
Emax(0, Y (k)) = lim

k→∞

1

k
E

k
∑

i=1

X(i).4. Ñõîäèìîñòü ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿÂâåäåì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
Φk(t) = P{X(k) < t}, Ψk(t) = P{Y (k) < t}.Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Φk è ïðåäñòàâèì åå â âèäå

Φk(t) = P{max(αk, Y (k − 1) + c) < t} = Fα(t)Ψk−1(t− c).Çàìåòèì, ÷òî
Ψ0(t) =

{

0, åñëè t ≤ 0;
1, åñëè t > 0;

Ψ0(−t) = 1−Ψ0(t).Ïðåîáðàçóåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Ψk(t), èñïîëüçóÿ ôîðìó-ëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè,
Ψk(t) =

∞
∫

0

P{Y (k) < t|αk = u}fα(u)du.Èñïîëüçóÿ ðåêóððåíòíîå óðàâíåíèå äëÿ Y (k), ïîëó÷èì
P{Y (k) < t|αk = u} = 1− P{u ≤ −t+ c, Y (k − 1) ≤ −t}.Â ñèëó òîãî, ÷òî

P{Y (k) < t|αk = u} =

{

1−Ψk−1(−t), åñëè u ≤ −t+ c;
1, åñëè u > −t+ c;ïðè t ≤ c èìååì

Ψk(t) = 1−Ψk−1(−t)Fα(c− t). 235



Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Y (k) ≤ c, äëÿ âñåõ t > c âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
Ψk(t) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

Ψk(t) =







1− Fα(c− t), åñëè t ≤ −c;
1−Ψk−1(−t)Fα(c− t), åñëè −c < t ≤ c;
1, åñëè t > c.Ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Ψk(t) ïðè −c < t ≤ c.Ââåäåì îáîçíà÷åíèå G(t) = Fα(c− t)Fα(c+ t). Ïîëîæèì k = 2m.Òîãäà

Ψ2m(t) = (1− Fα(c− t))(1 +G(t) + . . .+Gm−1(t)) +Gm(t)Ψ0(t).Ïóñòü k = 2m+ 1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ψ0(−t) = 1−Ψ0(t), èìååì
Ψ2m+1(t) = (1− Fα(c− t))(1 +G(t) + . . .+Gm(t))+

+ Fα(c− t)Gm(t)Ψ0(t).Ñóììà â ñêîáêàõ â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèé, çàïèñàííûõ äëÿ
Ψ2m(t) è Ψ2m+1(t), ïðè êàæäîì t ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ÷ëåíîâ ãåîìåò-ðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì G(t) < 1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
Gm(t) → 0 ïðè m → ∞, ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ψ2m(t) è Ψ2m+1(t)ñõîäÿòñÿ ê ôóíêöèè

Ψ(t) = (1− Fα(c− t))
1

1−G(t)
=

1− Fα(c− t)

1− Fα(c− t)Fα(c+ t)
.Èç ñõîäèìîñòè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ψ2m(t) è Ψ2m+1(t) ê îá-ùåìó ïðåäåëó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ −c < t ≤ c èñõîäíàÿ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü Ψk(t) òàêæå ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè Ψ(t).Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ t îêîí÷àòåëüíî èìååì

Ψ(t) =







1− Fα(c− t), åñëè t ≤ −c;
1−Fα(c−t)

1−Fα(c−t)Fα(c+t) , åñëè −c < t ≤ c;

1, åñëè t > c.Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíê-öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y .Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé Ψk ñõîäèòñÿ ê ôóíê-öèè Ψ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé Φk òàêæå ñõîäèòñÿ ïðè k → ∞236



ê íåêîòîðîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ èìååò âèä
Φ(t) = Fα(t)Ψ(t− c) =







0, åñëè t ≤ 0;

Fα(t)
1−Fα(2c−t)

1−Fα(2c−t)Fα(t)
, åñëè 0 < t ≤ 2c;

Fα(t), åñëè t > 2c.Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðå-äåëåíèÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X .5. Âû÷èñëåíèå ïîêàçàòåëÿ ËÿïóíîâàÑõîäèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X(k) → X âëå÷åò çà ñîáîé ñõî-äèìîñòü ñðåäíèõ EX(k) → EX , îòêóäà ñëåäóåò
λ = lim

k→∞

1

k
E

k
∑

i=1

X(i) = EX.Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîêàçà-òåëÿ Ëÿïóíîâà â ÿâíîì âèäå, ñíà÷àëà çàïèøåì
λ =

∞
∫

0

tdΦ(t) =

2c
∫

0

td

(

Fα(t)
1− Fα(2c− t)

1 − Fα(2c− t)Fα(t)
− Fα(t)

)

+

∞
∫

0

tdFα(t).Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ïåðâîå ñëàãàåìîå, ïîëó÷èì
λ = a+

2c
∫

0

Fα(t)Fα(2c− t)(1 − Fα(t))

1− Fα(t)Fα(2c− t)
dt.6. ÏðèìåðûÏðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà αk èìååò ýêñïîíåíöè-àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

Fα(t) =

{

0, åñëè t ≤ 0;
1− e−µt, åñëè t > 0.Òîãäà a = 1/µ è

2c
∫

0

Fα(t)Fα(2c− t)(1− Fα(t))

1− Fα(t)Fα(2c− t)
dt =

2c
∫

0

(1 − e−µt)(1− e−µ(2c−t))e−µt

1− (1− e−µt)(1 − e−µ(2c−t))
dt.237



Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà äàåò ðåçóëüòàò
λ = c+

e−2µc

µ
+ arctan

√
4e2µc − 1(e2µc − 1)

3e2µc − 1
.Ðàññìîòðèì ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà [0, 2c] ñ ôóíêöèåéðàñïðåäåëåíèÿ

Fα(t) =







0, åñëè t ≤ 0;
t
2c , åñëè 0 < t ≤ 2c;
1, åñëè t > 2c.Â ýòîì ñëó÷àå a = c. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïîëó÷àåì

λ = c+

2c
∫

0

t(2c− t)2

2c(4c2 − 2ct+ t2)
dt =

2πc

3
√
3
.7. Çàêëþ÷åíèåÎïðåäåëåíèå âåëè÷èíû ñðåäíåé àñèìïòîòè÷åñêîé ñêîðîñòè ðî-ñòà âåêòîðà ñîñòîÿíèé (ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà) äëÿ îáîáùåííûõ ëè-íåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ äî-âîëüíî òðóäîåìêîé çàäà÷åé äàæå äëÿ âåñüìà ïðîñòûõ ìîäåëåé ñè-ñòåì. Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû â ýòîé îáëàñòè, êàê ïðàâèëî, îãðàíè-÷èâàþòñÿ ñëó÷àåì ñèñòåì ñ ìàòðèöåé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ýêñïîíåí-öèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà ñèñòåìà ñ ìàòðèöåé âòîðî-ãî ïîðÿäêà, äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ íåîò-ðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ êîíå÷íûì ñðåäíèì è íîëü, àîáà íåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòà ðàâíû ïðîèçâîëüíîé íåîòðèöàòåëü-íîé êîíñòàíòå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîêàçàòåëü Ëÿïó-íîâà ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïîëó÷åí â äîñòàòî÷íî îáùåé ôîðìå, êî-òîðàÿ íå çàâèñèò îò âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ìîãóò áûòü íàïðàâëåíû êàê íà àíà-ëèç íîâûõ ìîäåëåé ñèñòåì, òàê è íà ïðîäîëæåíèå èçó÷åíèÿ ðàñ-ñìîòðåííîé âûøå ñèñòåìû. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ýòîé ñèñòåìû ïðåä-ñòàâëÿåò èíòåðåñ âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà äëÿíîâûõ òèïîâ ðàñïðåäåëåíèé, ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü íå òîëüêîíåïðåðûâíûå, íî è äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. 238
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