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В работе рассматривается проектирование системы управления с филь-
тром Калмана, адаптирующейся к управляющим и возмущающим воздей-

ствиям в реальных помеховых условиях. Алгоритм адаптации реализует
функции обнаружения и принятия решения. В соответствии с величиной ди-

намической составляющей ошибки управления изменяется полоса пропуска-
ния фильтрации Калмана и параметры закона управления.
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1. Введение

Рассмотрим систему управления с фильтром Калмана, приве-
денную на рис. 1.

Рис. 1: Структурная схема алгоритма формирования команд управле-
ния.

Для сглаживания наблюдений используется фильтр Калмана
[1, 2]:

dXo/dt = ΦXo +BU + SRHTN−1(Z −HXo), (1)

dR/dt = N0 + ΦR+RΦT −RHTN−1HR, (2)

1 c©В. М. Понятский, 2008
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где xo – вектор оценок состояния объекта управления; X(t) – век-
тор состояния объекта управления: dXo/dt = ΦXo +ω; Φ – переход-
ная матрица; Z – вектор-столбец наблюдений: Z = HX + v; H –
матрица наблюдения; R – корреляционная матрица ошибок филь-
трации; v – вектор-столбец гауссовских белых шумов наблюдения;
ω – вектор-столбец гауссовских формирующих шумов; N – матрица
интенсивностей шумов наблюдений; N0 – матрица интенсивностей
полезного сигнала; K = RHTN−1 – матрица коэффициентов; U –
вектор управления; B(t) – матрица коэффициентов управления; S
– признак типа измерителя или отсутствия измерений S = 0.

Дискретный алгоритм оценивания состояния объекта управле-
ния в рамках методов фильтрации Калмана имеет вид [1]:

Xo[n+ 1/n] = Φ[n]Xo[n] +B[n]U [n];

Xo[n] = Xo[n/n− 1] + S[n]K[n](Z[n]−H [n]Xo[n/n− 1]);

Zo[n] = H [n]Xo[n/n− 1]; (3)

P [n+ 1/n] = Φ[n]P [n]ΦT [n] +No[n];

K[n] = P [n/n− 1]HT (H [n]P [n/n− 1]H [n]T +N [n])−1;

P [n] = P [n/n− 1] −K[n]H [n]P [n/n− 1], (4)

где Z[n] – вектор наблюдений; Zo[n] – вектор оценок наблюдений;
Xo[n] – оценка вектора состояния объекта управления; Xo[n+ 1/1]
– оценка вектора прогнозирования состояния объекта управления;
Φ[n] – переходная матрица;H [n] – матрица наблюдения;K[n] – мат-
рица коэффициентов; P [n+ 1/n] – дисперсионная матрица ошибок
прогнозирования оценки вектора состояния объекта; P [n] – диспер-
сионная матрица ошибок оценки вектора состояния объекта; U [n]
– вектор управления; B[n] – матрица коэффициентов управления;
S[n] – признак типа измерителя или отсутствия измерений S[n] = 0.

Повышение помехоустойчивости к воздействию нестационарных
возмущений в виде помех измерения состояния объекта управле-
ния и их возможным кратковременным прерываниям при управ-
лении обеспечивается взаимосвязанным выбором параметров алго-
ритма фильтрации и алгоритма формирования команд управления
(рис. 1) [6].
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2. Обеспечение помехоустойчивости

системы управления

Для обеспечения устойчивости системы управления с фильтром
Калмана вводится обратная связь по командам управления u(t),
исходя из выполнения условия:

Wz = WfWc,

где Wz – желаемая передаточная функция замкнутой системы с
фильтром; Wf – передаточная функция фильтра; Wc – передаточ-
ная функция системы без фильтра.

Формирование требуемых динамических характеристик систе-
мы управления (полосы пропускания, запасов устойчивости, точ-
ности и т. д.) может быть проведено методом частотных характе-
ристик и возможно при разных соотношениях полосы пропускания
системы без фильтра fc и полосы пропускания фильтра ff . Ес-
ли требуемое качество управления обеспечивается выбором полосы
пропускания системы без фильтра Wc меньшей, чем полоса пропус-
кания фильтра Wf :

fc < ff ,

то динамические свойства системы управления в значительной сте-
пени определяются алгоритмом формирования команд управления,
а алгоритм фильтрации обеспечивает необходимое подавление в
сигнале ошибки управления помех измерения.

Требуемые свойства системы при задании полосы системы без
фильтра Wc большей, чем полоса пропускания фильтра Wf :

fc > ff ,

обеспечиваются за счет повышения коэффициента передачи систе-
мы (добротности) и уменьшения полосы пропускания фильтра. В
этом случае можно обеспечить полосу пропускания фильтра, со-
измеримую с рабочей полосой системы. Если обеспечить значи-
тельное повышение добротности при понижении частоты пропуска-
ния фильтра, то система будет обладать высокими динамическими
свойствами, но при этом возрастает уровень шумовой составляю-
щей в командах управления.
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Традиционно проектирование фильтра Калмана (1), (2) или (3),
(4) осуществляется исходя из априорной информации об интенсив-
ностях полезного сигнала и шумов измерения. Реальные характери-
стики полезного сигнала и помех измерения могут не соответство-
вать априорной информации в фильтре. Возможность использова-
ния известных способов адаптации фильтра Калмана требует реше-
ния задачи обеспечения выполнения требований к качеству управ-
ления. Для решения этой задачи необходимо в соответствии с ре-
альной обстановкой изменять не только характеристики фильтра,
но и производить соответствующую корректировку закона управ-
ления, обеспечивая требуемое качество управления.

3. Способы оценки характеристик

полезного сигнала

Известно несколько способов оценивания характеристик полез-
ного сигнала и помех измерения.

1. При использовании достаточной статистики для обнаружения
изменений в наблюдениях [1]:

F (t) = −0.5

∫
([Z −HXo]

Tψv−1[Z −HXo] − ZTψv−1Z)dt. (5)

2. При наблюдении полезного сигнала на фоне помех Z(t) =
s(t, λ)+n(t) оценку его параметров можно осуществить с помощью
алгоритма квазиоптимальной фильтрации [2]:

dλo/dt = a(t, λo) +RF1(t, λo); (6)

dR/dt = No + a1(t, λo)R+RaT
1 (t, λ) +RF2(t, λo)R, (7)

где a(t, λo) = [ai(t, λo)] – вектор-столбец коэффициентов; No – мат-
рица интенсивностей параметров полезного сигнала; F (t, λo) =
= −0.5[Z − s(t, λo)]

TN−1[Z − s(t, λo)] – функция правдоподобия;
F1(t, λo) = (∂F (t, λo)/dλo1 . . . ∂F (t, λo)/dλoi) – вектор-столбец; R –
корреляционная матрица ошибок фильтрации; N – матрица ин-
тенсивностей шумов измерения; a1(t, λo) – матрица с элементами
aij = ∂ai(t, λo)∂λj ; F2(t, λo) – матрица с элементами:
Fij = ∂2F (t, λo)/(∂λi∂λj); s(t, λo) – оценка полезного сигнала; λo
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– вектор-столбец оценок параметров полезного сигнала: dλo/dt =
a(t, λo) + no.

3. При использовании метода инвариантного погружения для
совместного оценивания параметров и состояния объекта [3-4].

Непрерывный алгоритм инвариантного погружения для дина-
мических объектов имеет вид:

dyo/dt = f(yo, u) + PHTψv−1(z −Hyo); (8)

dP/dt = G(yo)ψwG
T (yo) + P∂fT (yo, u)/∂yo +

+ ∂f(yo, u)/∂yoP − PHTψv−1HP,

где z – вектор наблюдения z = Hy + v; y – расширенный вектор
состояния: dy/dt = f(y, u) +G(y)w, включающий оцениваемые па-
раметры полезного сигнала; u – вектор управления; w – вектор фор-
мирующих шумов интенсивностью ψw; v – вектор шумов измерения
интенсивностью ψv; H – матрица наблюдения; f(y, u) – матрица со-
стояния; G(y) – матрица коэффициентов; yo – оценка расширенного
вектора состояний; P – корреляционная матрица ошибок фильтра-
ции; начальные условия: yo(to) = µyo;P (to) = Vxvλ(to).

Алгоритм инвариантного погружения в дискретном виде пред-
ставляется следующим образом:

Yo(n+ 1|n) = ϕ[yo(n), u]; ;

yo(n+ 1) = yo(n|n− 1) +

+ P (n)HTV v−1(n)(z(n+ 1) −HT yo(n|n− 1)).

Уравнение для априорной дисперсии:

P (n+ 1|n) = Γ[yo(n), n]V wΓT [yo(n), n] +

+ ∂ϕ[yo(n), u]/∂yo(n)P (n)∂ϕT [yo(n), u]/∂yo(n).

Уравнение для дисперсии ошибки для линейного случая:

P (n+ 1) = P (n+ 1|n) −

− P (n+ 1|n)HT (n+ 1)[HP (n+ 1|k)HT (n+ 1) +

+ V v(n+ 1)]HP (n+ 1|n),

где z(n) – вектор наблюдений z(n) = H(n)y(n)+v(n); y(n) – расши-
ренный вектор состояния y(n+ 1) = ϕ[y(n), u] + Γ[y, n]w; ϕ[y(n), u]
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– матрица состояния; Γ[y, n] – матрица коэффициентов; u(n) – век-
тор управления; H(n) – матрица наблюдения; w(n) – вектор шумов
интенсивностью V w(n); v(n) – вектор помех интенсивностью V v(n).

4. При расчете с помощью алгоритма идентификации оценок ко-
вариационных матриц шумов как линейных функций выборочных
значений корреляционных и ковариационных функций невязок [5].

5. При использовании нейронной сети для настройки фильтра
Калмана [6].

4. Проектирование адаптивной системы

управления с фильтром Калмана

Рассмотрим проектирование фильтра Калмана для системы уп-
равления летательным аппаратом. Синтез алгоритма фильтрации
проведен исходя из гипотезы задания движения объекта в виде
уравнения d3y/dt3 = a, где a – случайный белый шум интенсив-
ностью No. В процессе движения объекта определяются ошибки
управления в условиях воздействия шумов измерения интенсивно-
стью N . Уравнения фильтра (1),(2) в этом случае запишутся:

dx1o/dt = x2o + sk1(z − x1o);

dx2o/dt = x3o + s2k2(z − x1o) −Kpu;

dx3o/dt = s3k3(z − x1o),

где z – ошибка управления, u – команды управления с выхода кор-
ректирующего фильтра; Kp – коэффициент передачи; s – признак
типа измерителя, при отсутствии измерений: s = 0; k1, k2, k3 – ко-
эффициенты фильтра.

Из (2) следует, что для расчета коэффициентов фильтра тре-
буется решать матричное уравнение Риккати для R, т. е. систе-
му нелинейных дифференциальных уравнений. Для упрощения вы-
числений будем рассчитывать коэффициенты для установившегося
случая, при dR11/dt = dR12/dt = dR13/dt = dR22/dt = dR23/dt =
dR33/dt = 0, откуда R11 = (N5N0)

1/6, R12 = (N2N0)
1/3, R13 =

(NN0)
1/2. Коэффициенты фильтра имеют вид: k1 = 2Ω, k2 = 0.5k12,

k3 = 0.125k13, Ω = (N0/N)1/6.
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Кроме сглаживания измеряемых координат объекта управле-
ния осуществляется также оценка переменных состояния движения
объекта. Передаточные функции фильтра Калмана по переменным
состояния имеют вид:

WΦ1 = x1o/z =
sk1p2 + s2k2p+ s3k3

p3 + sk1p2 + s2k2p+ s3k3
;

WΦ2 = x2o/z = p(s2k2p+ s3k3)/(p3 + sk1p2 + s2k2p+ s3k3);

WΦ3 = x3o/z = s3k3p2/(p3 + sk1p2 + s2k2p+ s3k3).

Произведение коэффициентов sk1 определяет полосу пропускания
фильтра Калмана, и его эквивалентная постоянная времени может
быть определена: TΦ ≈ 1/(sk1). То есть, чем больше отношение ин-
тенсивности No полезного сигнала к интенсивности N шума изме-
рения, тем шире полоса пропускания фильтра Калмана. И наобо-
рот, чем меньше отношение интенсивности No полезного сигнала
к интенсивности N шума измерения, тем уже полоса пропускания
фильтра Калмана и обеспечивается более эффективное подавле-
ние помех измерения. Изменение полосы фильтра может быть осу-
ществлено выбором отношения интенсивностей полезного сигнала
к шуму измерения, а также заданием величины s. Коэффициенты
s2k2 и s3k3 в фильтре Калмана определяют в полосе пропускания
полезного сигнала величину фазового запаздывания.

Дискретный алгоритм фильтрации для цифровой реализации
получен на основании зависимостей (3)–(4):

x10[n/n− 1] = x10[n− 1] + x20[n− 1]T + x30[n− 1]T 2/2;

x20[n/n− 1] = x20[n− 1] + x30[n− 1]TKpu;

x30[n/n− 1] = x30[n− 1];

x10[n] = x10[n/n− 1] + sk1[n](z[n] − x10[n/n− 1]);

x20[n] = x20[n/n− 1] + s2k2[n](z[n]− x10[n/n− 1]);

x30[n] = x30[n/n− 1] + s3k3[n](z[n]− x10[n/n− 1],

где z[n] – измеренные координаты объекта управления; x1[n], x2[n],
x3[n] – оценки переменных состояния объекта управления; s[n] –
признак типа измерителя, при отсутствии измерений: s[n] = 0;
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T – период дискретизации сигнала; k1[n], k2[n], k3[n] – коэффици-
енты фильтра (4):

k1[n] = p11[n/n− 1]/(p11[n/n− 1] +N);

k2[n] = p12[n/n− 1]/(p11[n/n− 1] +N);

k3[n] = p13[n/n− 1]/(p11[n/n− 1] +N);

p11[n] = p11[n/n− 1] − k1[n]p11[n/n− 1];

p12[n] = p12[n/n− 1] − k1[n]p12[n/n− 1];

p13[n] = p13[n/n− 1] − k1[n]p13[n/n− 1];

p22[n] = p22[n/n− 1] − k2[n]p12[n/n− 1];

p23[n] = p23[n/n− 1] − k2[n]p13[n/n− 1];

p33[n] = p33[n/n− 1] − k3[n]p33[n/n− 1];

p11[n/n− 1] = p11[n] + 2p12[n]T + (p13[n] + p22[n])T 2 +

+ p23[n]T 3 + p33[n]T 4/4;

p12[n/n− 1] = p12[n] + (p13[n] + p22[n])T + 3p23[n]T 2/2 +

+ p33[n]T 3/2;

p13[n/n− 1] = p13[n] + p23[n]T + p33[n]T 2/2;

p22[n/n− 1] = p22[n] + 2p23[n]T + p33[n]T 2;

p23[n/n− 1] = p23[n] + p33[n]T ;

p33[n/n− 1] = p13[n].

Выбор полосы пропускания фильтра Калмана может быть про-
веден методом частотных характеристик. Корректирующий фильтр
обеспечивает требуемую устойчивость и точность системы управ-
ления Wc в условиях отсутствия помех наблюдения

На участке управления, где влияние помех измерения мало, по-
лоса пропускания системы без фильтраWc выбирается больше, чем
полоса пропускания фильтра Wf : fc > ff . Это позволяет обеспе-
чить высокий коэффициент передачи системы управления. Расши-
рение полосы системы управления при увеличении коэффициента
передачи компенсируется уменьшением полосы пропускания филь-
тра.

На этапе управления, где возрастает влияние помех, целесооб-
разно полосу пропускания системы без фильтра Wc задавать мень-
ше, чем полоса пропускания фильтра Wf : fc < ff . В этом случае
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динамические свойства системы управления в значительной сте-
пени определяются корректирующим фильтром, а фильтр обеспе-
чивает необходимое подавление помех измерения. Изменение по-
лосы пропускания фильтра обеспечивается в зависимости от типа
измерительного устройства путем задания соответствующего соот-
ношения интенсивности полезного сигнала к интенсивности помех
измерения.

Сформированная таким образом система имеет программно из-
меняющиеся параметры фильтра и блока управления. Как прави-
ло, характер этих законов выбирается исходя из худшей помехо-
вой ситуации, что приводит к занижению динамических характе-
ристик системы. Однако, при отработке управляющих воздействий
возможно появление в ошибке управления динамической составля-
ющей.

Обеспечим в сформированной системе управления ее адаптацию
к появлению в ошибке управления динамической составляющей.
Для обнаружения динамической составляющей в ошибке управле-
ния на фоне помех зададим выражения для отношения правдопо-
добия при гипотезах [8]:

To : z = v – в ошибке управления отсутствует динамическая
составляющая;

T 1 : z = x + v – в ошибке управления имеется динамическая
составляющая.

Для достаточной статистики получаем (5) [1]:

F = −0, 5ψv−1

∫
[2zxo − x2

o]dt.

Правила выбора решения, основывающиеся на отношении правдо-
подобия, имеют вид:

если F ≤ ln Γo + 0, 5ψv−1
∫
Vxdt, то принимается гипотеза To;

если F ≥ ln Γo + 0, 5ψv−1
∫
Vxdt, то принимается гипотеза T1.

Повышение порядка модели полезного сигнала может привести
к уменьшению фазовой задержки, вносимой фильтром Калмана и
к уменьшению времени принятия решения о наличии или отсут-
ствии динамической составляющей в ошибке управления. Однако,
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Рис. 2: Структурная схема блока обнаружения динамической ошибки.

это приведет к усложнению реализации алгоритма принятия реше-
ния.

Кроме рассмотренного варианта обнаружения динамической ошиб-
ки возможны также следующие подходы.

Оценка амплитуды и частоты двумерной ошибки управления
может быть осуществлена следующим образом (8) [9]:

dAo/dt = ro + 2Ωρs(zxcosϕo + zysinϕo −Ao);

dro/dt = ρo + 2Ω2
ρs(zxcosϕo + zysinϕo −Ao);

dρo/dt = Ω3
ρs(zxcosϕo + zysinϕo −Ao);

dϕo/dt = ωo + 2A
2/3
do Ωεs(−zxsinϕo + zycosϕo);

dωo/dt = εo + 2A
1/3
do Ω2

εs(−zxsinϕo + zycosϕo);

dεo/dt = Ω3
εs(−zxsinϕo + zycosϕo),

где Ao, ro, ρo – оценки амплитуды, скорости и ускорения динамиче-
ской ошибки; ϕo, ωo, εo – фаза, частота и скорость изменения часто-
ты динамической ошибки; Ωρ = (Noρ/N)−1/6; Ωε = (Noε/N)−1/6.

При оценке динамической ошибки управления в одном канале
zx = 0 или zy = 0.
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Уровень динамической составляющей в ошибке управления мо-
жет быть определен следующим образом [10-13]:

dxo/dt = (p11ao + p12xo)[z − xoao]ψv
−1;

dao/dt = (p12ao + p22xo)[z − xoao]ψv
−1,

где xo – оценка динамической ошибки; ao – оценка амплитуды ди-
намической ошибки.

Уравнение для дисперсии:

dP11/dt = ψ11 − (p2
11ao + 2(z − 2aoxo)p11p12 − x2

op
2
12)ψv

−1;

dP22/dt = ψ22 − (p2
12ao + 2(z − 2aoxo)p12p22 − x2

op
2
22)ψv

−1;

dP12/dt = −(p11p12ao + (z − 2aoxo)(p11p22 + p2
12) − x2

op11p22)ψv
−1.

Значительную экономию времени обеспечивают алгоритмы оценок
ковариационных матриц полезного сигнала и помех измерения [5]:

No = (n− 2)−1Σ(v(2)[n] − q[n− 1]T − 0.5q[n− 2]T ) ×

×(v(1)[n− 1] − q[n− 2]T )/T 2;

N = 0, 5(n− 1)−1Σ[(v(1)[n] − q[n− 1]T )2 − (TNo)
2];

q[n] = (n− 1)−1Σv(1)[n]/T,

где No, N – оценки интенсивностей динамической ошибки и помех
измерения; q[n] – оценка амплитуды динамической составляющей
ошибки управления; v(1)[n] = z[n]− z[n− 1]; v(2)[n] = z[n]− 0.5z[n−
1] − 0.5z[n− 2].

Процедура обучения рекуррентной нейронной сети позволяет
также получить оценки матриц ковариаций [6, 14]:

Noi = n−1
o Σ|xoi(j) − Φixoi−1(j)|

2;

Ni = n−1
o Σ|yi(j) −Hixoi(j)|

2,

где j = 1, ..., no;no – количество независимых реализаций.

5. Результаты

Для регулирования полосы пропускания фильтра и изменения
коэффициента передачи системы вводится блок обнаружения ди-
намической ошибки (см. рис. 2) и блок принятия решения. Блок
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принятия решения при обнаружении динамической составляющей
в ошибке управления расширяет полосу фильтра и увеличивает ко-
эффициент передачи. Это уменьшает влияние фильтра на точность
работы системы. При малой величине динамической ошибки полоса
фильтра уменьшается и уменьшается коэффициент передачи, что
обеспечивает эффективное подавление помех.

Для рассмотренной в работе [7] системы управления летатель-
ным аппаратом для начального участка управления коэффициент
передачи задается равным Kp = 130[1/c2], а полоса пропускания
фильтра Калмана ff = 0, 5[Гц]. Адаптация системы управления к
величине динамической составляющей ошибки управления включа-
ется при возрастании влияния помех измерения. Учитывая, что си-
стема имеет второй порядок астатизма, необходимо определить ми-
нимальное и максимальное значения коэффициента передачи, при
которых обеспечивается устойчивость системы управления. Были
определены следующие параметры фильтра и системы для номи-
нального случая: полоса пропускания фильтра Калмана ff = 2[Гц]
и коэффициент передачи Kp = 4, 5[1/c2]. Для эффективного по-
давления помех измерения полоса пропускания фильтра Калмана
ff = 1[Гц] и Kp = 2, 5[1/c2]. Для обеспечения отработки управляю-
щих воздействий с меньшей динамической ошибкой полоса пропус-
кания фильтра Калмана ff = 3[Гц] и Kp = 8[1/c2]. Осуществлено
исследование полученной адаптивной системы с фильтром Калма-
на в среде Matlab. Результаты приведены на рис. 3.

Таким образом, в работе рассмотрены различные способы обес-
печения адаптации системы управления с фильтром Калмана к
управляющим и возмущающим воздействиям в реальной помеховой
обстановке. При отсутствии динамической составляющей в ошиб-
ке управления в системе обеспечивается уменьшение полосы про-
пускания фильтра Калмана и уменьшение коэффициента передачи
системы и обеспечивается эффективное подавление помех измере-
ния. При наличии динамической ошибки осуществляется расши-
рение полосы фильтра и увеличение коэффициента передачи, что
обеспечивает более точную отработку входных воздействий. Прове-
денное моделирование работы рассмотренной адаптивной системы
управления с фильтром Калмана показало эффективность предло-
женных технических решений.
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Рис. 3: Результаты моделирования а) входной сигнал; б) выходной сиг-
нал; в) сигнал ошибки на входе фильтра; г) сигнал с выхода блока при-
нятия решения; д) S; е) Kp; ж) сигнал ошибки с выхода фильтра.
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