
Ôèëüòðàöèÿ è

ïðåäñêàçàíèå

Ìàòåìàòè÷åñêîé îñíîâîé, êîòîðàÿ ìîæåò îáåñïå÷èòü âûèã-

ðûø êîìàíäû ðîáîòîâ, ÿâëÿþòñÿ òåîðèè îöåíèâàíèÿ è îïòè-

ìàëüíîé ôèëüòðàöèè. Èñòîðè÷åñêè, òåîðèÿ îöåíèâàíèÿ íà÷àëà

ôîðìèðîâàòüñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ íàóêà â 1806 ã., êîãäà

ïîÿâèëàñü ðàáîòà À. Ëåæàíäðà î íàèìåíüøèõ êâàäðàòàõ. ×åñòü

îñíîâàòåëÿ ïðèíàäëåæèò è Ê. Ãàóññó, îïóáëèêîâàâøåìó â 1809 ã.

ñâîþ âåðñèþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ). Â 1821 ã.

îí ïðåäëîæèë ðåêóððåíòíûé âàðèàíò ïðîöåäóðû, ïîçâîëÿþùèé

êîððåêòèðîâàòü ðàíåå âû÷èñëåííóþ îöåíêó ñ ó÷åòîì âíîâü

ïîñòóïèâøèõ äîïîëíèòåëüíûõ èçìåðåíèé áåç íåîáõîäèìîñòè

ïîâòîðà âñåõ ïðåäøåñòâóþùèõ âû÷èñëåíèé. Â ýòîò ïåðèîä

ñòèìóëîì ðàçâèòèÿ ÌÍÊ ñëóæèëè çàïðîñû ðàçâèòèÿ íåáåñíîé

ìåõàíèêè, è ìåòîä áûñòðî ñòàë ñòàíäàðòíûì äëÿ îïðåäåëåíèÿ

îðáèò íåáåñíûõ òåë. Íåóäèâèòåëüíî, ÷òî â ðÿäó àâòîðîâ ðàáîò

ïî íåáåñíîé ìåõàíèêå ñòîÿò èìåíà Ô. Áåññåëÿ, Æ. Ëàãðàí-

æà, Ï. Ëàïëàñà, Ñ. Ïóàññîíà, èçâåñòíûõ ñâîèì âêëàäîì â

îñíîâàíèÿ ñòàòèñòèêè.

Â íà÷àëå ÕÕ âåêà òåîðåòè÷åñêèå îáîñíîâàíèÿ ìåòîäà íàè-

ìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïîëó÷èëè çíà÷èòåëüíîå ðàçâèòèå â òðóäàõ

À.À. Ìàðêîâà [12]. Ïîñòåïåííî ìåòîäèêà îöåíèâàíèÿ áûëà

ïîãëîùåíà ñòàòèñòèêîé, íî íå ñðàçó â äîñòàòî÷íî ñòðîãîé ìà-

òåìàòè÷åñêîé ôîðìå. Ëèøü â ñåðåäèíå ÕÕ âåêà òåîðèÿ âåðîÿò-

íîñòåé è âàæíåéøèå ðàçäåëû ñòàòèñòèêè ïîëó÷èëè ñîîòâåòñò-

âóþùåå ìàòåìàòè÷åñêîå îôîðìëåíèå, ïðåæäå âñåãî áëàãîäàðÿ

èñïîëüçîâàíèþ êîíöåïöèé òåîðèè ìåðû. Ôóíäàìåíò ñîâðåìåí-

íîãî ñîñòîÿíèÿ òåîðèè îöåíèâàíèÿ çàëîæåí Ð. Ôèøåðîì â 20�

30-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà [23]. Ð. Ôèøåð ïðåäëîæèë ìåòîä

ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ è ïîêàçàë, ÷òî äîñòàâëÿåìûå èì
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îöåíêè íå ìîãóò áûòü ñóùåñòâåííî óëó÷øåíû. Ð. Ôèøåðîì

òàêæå ââåäåíû ñòàâøèå îáùåïðèíÿòûìè ïîíÿòèÿ íåñìåùåí-

íîñòè, äîñòàòî÷íîñòè, ñîñòîÿòåëüíîñòè, ýôôåêòèâíîñòè è

àñèìïòîòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè îöåíîê. Òùàòåëüíî ðàññìàò-

ðèâàÿ îñíîâàíèÿ òåîðèè îöåíèâàíèÿ, îí èçáàâèë åå îò æåñòêèõ

îãðàíè÷åíèé, ñóùåñòâîâàâøèõ ñ ìîìåíòà ïîÿâëåíèÿ ðàáîò

Ê. Ãàóññà. Îáîáùåíèÿ åãî òåîðèè ïðèâåëè, â ÷àñòíîñòè, ê

ðàçâèòèþ ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ íåïàðàìåòðè÷åñêîãî è ðîáàñò-

íîãî îöåíèâàíèÿ, â êîòîðûõ òî÷íàÿ ïðèðîäà ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòåé îöåíèâàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íå ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ èçâåñòíîé.

Îäíîâðåìåííî ñ ôîðìàëèçàöèåé è ðàçâèòèåì ìàòåìàòè÷åñ-

êîé ñòàòèñòèêè ïðîâîäèëèñü èññëåäîâàíèÿ â äàëåêèõ, êàçà-

ëîñü áû, îò íèõ îáëàñòÿõ. Äî 1940 ãîäà îöåíèâàíèå êàñàëîñü

ïðåæäå âñåãî êëàññè÷åñêèõ ïðîáëåì îïðåäåëåíèÿ íàèëó÷øèõ

îöåíîê ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé íà îñíîâå âûáîðêè èç ãåíå-

ðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Ìåæäó òåì ñïåöèàëèñòû ïî ëèíèÿì

ñâÿçè èìåëè äåëî ñ çàäà÷åé ñèíòåçà óñòðîéñòâ, ïîçâîëÿþùèõ

ýôôåêòèâíî îáíàðóæèâàòü ïðèñóòñòâèå èëè îòñóòñòâèå ñèã-

íàëà, íàáëþäàåìîãî íà ôîíå ïîìåõè. Èìåííî èõ èññëåäîâàíèÿ

ñîñòàâèëè êîíêóðåíöèþ ñòàòèñòè÷åñêèì èññëåäîâàíèÿì Ð. Ôè-

øåðà. Áûñòðîå ðàçâèòèå òåîðèè ñâÿçè ïðèâåëî ê íåîáõîäè-

ìîñòè ó÷åòà âîçäåéñòâèÿ ïîìåõ íà ðàñïðîñòðàíåíèå è ïðèåì

ñèãíàëîâ. Ïåðâûå ïîïûòêè óìåíüøèòü íåæåëàòåëüíîå âîç-

äåéñòâèå ïîìåõ áûëè ñâÿçàíû ñ ââåäåíèåì ìåòîäîâ ðàñ÷åòà

ôèëüòðîâ, ïîçâîëÿþùèõ îöåíèòü ñïåêòð ìîùíîñòè ïîëåçíîãî

ñèãíàëà. Ýòè ïîïûòêè äåëàëèñü â ïåðñïåêòèâíîì íàïðàâëå-

íèè, íî èõ ñäåðæèâàëà íåðàçâèòîñòü òåîðèè ôèëüòðàöèè. Ìà-

òåìàòè÷åñêèå îñíîâû ýòîé òåîðèè òîëüêî çàêëàäûâàëèñü: â

íà÷àëå 30-õ ãîäîâ ÕÕ âåêà À. Õèí÷èí è Í. Âèíåð ñîçäàëè

òåîðèþ ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé, öåí-

òðàëüíîå ìåñòî â êîòîðîé çàíèìàåò òåîðåìà î ñïåêòðàëüíîì

ïðåäñòàâëåíèè ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ. Îñíîâû òåîðèè îïòè-

ìàëüíîé ôèëüòðàöèè ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ áûëè çàëîæåíû
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â ðàáîòàõ À.Í. Êîëìîãîðîâà (1941 ã. � ñì. [9]) è îò÷åòå

Í. Âèíåðà, íàïèñàííîì â 1942 ã. ïî çàäàíèþ Íàöèîíàëüíîãî

Ñîâåòà îáîðîííûõ èññëåäîâàíèé ÑØÀ è îïóáëèêîâàííîì â

1949 ã. � ñì.[29]. Í. Âèíåð ïîêàçàë, â ÷àñòíîñòè, ÷òî òåîðèÿ

îöåíèâàíèÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ ñèíòåçà ýëåêòðè÷åñ-

êîãî ôèëüòðà, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò íàèëó÷øåå âûäåëåíèå

ñèãíàëà ïðè íàëè÷èè ñòàöèîíàðíîé ïîìåõè. Îñíîâíîé àêöåíò

îí äåëàë íå ñòîëüêî íà ðàññìîòðåíèå ÷àñòîòíûõ ñïåêòðîâ ñèã-

íàëîâ, ñêîëüêî íà èõ îáðàáîòêó êàê ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Öåíòðàëüíûì ìåñòîì òåîðèè îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè Âèíå-

ðà�Êîëìîãîðîâà ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Âèíåðà�Õîïôà, ðåøåíèå

êîòîðîãî íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíî ñ ñèíòåçîì îïòèìàëüíîãî

ôèëüòðà. Àíàëèòè÷åñêèå òðóäíîñòè ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ

(â ÷àñòíîñòè, ïðîáëåìà ôàêòîðèçàöèè) ÿâèëèñü ãëàâíûì ïðå-

ïÿòñòâèåì íà ïóòè øèðîêîãî âíåäðåíèÿ ìåòîäîâ ôèëüòðàöèè

â ïðàêòèêó. Êðîìå òîãî, çíà÷èòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì äëÿ

ìíîãèõ ïðèëîæåíèé áûëî âàæíîå ïðåäïîëîæåíèå î ñòàöèî-

íàðíîñòè îáðàáàòûâàåìîãî ñèãíàëà.

Â êîíöå 40-õ ãîäîâ ÕÕ âåêà çàêëàäûâàþòñÿ îñíîâû ñòàòèñ-

òè÷åñêîé òåîðèè ñâÿçè è òåîðèè èíôîðìàöèè. Â 1947 ã. â

äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè Â.À. Êîòåëüíèêîâà "Òåîðèÿ ïîòåí-

öèàëüíîé ïîìåõîóñòîé÷èâîñòè", îïóáëèêîâàííîé â 1956 ã. �

ñì. [10], âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ñòà-

òèñòè÷åñêîãî ñèíòåçà ïðèåìíûõ óñòðîéñòâ è äàåòñÿ ðåøåíèå

çàäà÷è îáíàðóæåíèÿ è ðàçëè÷åíèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèãíà-

ëîâ íà ôîíå êîððåëèðîâàííîé ïîìåõè. Â ýòîé ðàáîòå ñ íîâûõ

ïîçèöèé àíàëèçèðóþòñÿ ìíîãèå ôóíäàìåíòàëüíûå ïîíÿòèÿ.

Ñïóñòÿ íåìíîãèì áîëåå ãîäà ïîÿâëÿåòñÿ øèðîêî èçâåñòíàÿ

ðàáîòà Ê. Øåííîíà, ñîäåðæàùàÿ çíàìåíèòûå òåîðåìû î êîäè-

ðîâàíèè ïåðåäàâàåìûõ ñèãíàëîâ ñ öåëüþ óñòðàíåíèÿ èçáûòî÷-

íîé èíôîðìàöèè è î ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè êàíàëîâ ñî ñëó-

÷àéíûìè ïîìåõàìè. Øèðîêîå ïðèçíàíèå ñðåäè èíæåíåðîâ�

ïðîåêòèðîâùèêîâ ñèñòåì ñâÿçè ïîëó÷èëà èíòåðïðåòàöèÿ Áîäå�

Øåííîíà (1950 ã.) ïðîöåäóðû ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî ôèëüòðà
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[22]. Â òî æå âðåìÿ Í. Âèíåð ïóáëèêóåò êíèãó "Êèáåðíåòèêà,

èëè óïðàâëåíèå è ñâÿçü â æèâîòíîì è ìàøèíå", âîçâåñòèâ-

øóþ î ñòàíîâëåíèè íîâîé íàóêè � êèáåðíåòèêè, â êîòîðîé

èíôîðìàöèîííî-óïðàâëåí÷åñêàÿ ñâÿçü â ÿâëåíèÿõ ìàòåðèàëü-

íîãî ìèðà âûñòóïàåò êàê ôóíäàìåíòàëüíîå åãî ñâîéñòâî [2].

Â êîíöå 50-õ ãîäîâ ÕÕ âåêà ïðè èññëåäîâàíèè îïòèìàëü-

íûõ ôèëüòðîâ, ñèíòåçèðóåìûõ äëÿ îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ íàá-

ëþäåíèÿ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè, áûëè ïðåäëîæåíû

ïîäõîäû, íå èñïîëüçóþùèå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âèíåðà�

Õîïôà. Ð. Êàëìàí è Ð. Áüþñè [8] ïîíÿëè, ÷òî âìåñòî åãî

èññëåäîâàíèÿ ÷àñòî áûâàåò æåëàòåëüíî (è âîçìîæíî) ïðåâðà-

òèòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå â íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëü-

íîå, ðåøåíèå êîòîðîãî äàåò êîâàðèàöèþ îøèáêè îïòèìàëüíîãî

ôèëüòðà. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòà êîâàðèàöèÿ ñîäåðæèò âñþ íåîá-

õîäèìóþ èíôîðìàöèþ äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ. Ýòîò ïîäõîä, ïî

ñóùåñòâó ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ðåêóððåíòíûé âàðèàíò ÌÍÊ,

â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ èññëåäîâàëñÿ ðàíåå è äðóãèìè àâòîðàìè,

íî èìåííî ñ ðàáîò Ð. Êàëìàíà è Ð. Áüþñè â íà÷àëå 60-õ ãîäîâ

ÕÕ âåêà íà÷àëîñü øèðîêîå ðàçâèòèå ìåòîäîâ òåîðèè ðåêóð-

ðåíòíîãî (ïîñëåäîâàòåëüíîãî) îöåíèâàíèÿ, â ðàìêàõ êîòîðîé

çàäà÷à îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè ïîëó÷èëà ñóùåñòâåííîå ïðî-

äâèæåíèå. Âîçìîæíîñòü ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî ôèëüòðà ðå-

êóððåíòíûì ñïîñîáîì ïðåäñòàâëÿåò è áîëüøîé ïðàêòè÷åñêèé

èíòåðåñ â ñâÿçè ñ óäîáñòâîì åãî ðåàëèçàöèè íà áàçå ñîâðåìåí-

íîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè. Ðåêóððåíòíûå ïðîöåäóðû îöå-

íèâàíèÿ (ôèëüòð Êàëìàíà�Áüþñè) îêàçàëèñü ïðèìåíèìûìè

è â ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ. Ðàáîòû Ð. Êàëìàíà ïî

ðåêóððåíòíîìó îöåíèâàíèþ ïîÿâèëèñü â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ

îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ëèíåéíûõ íåñòà-

öèîíàðíûõ ñèñòåì. Îöåíèâàíèå ïðîèçâîäèëîñü ïî íàáëþäå-

íèÿì çà çàøóìëåííîé êîìïîíåíòîé âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ. Ïðè

ýòîì â òåîðåòè÷åñêîì ïëàíå ñóùåñòâåííûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü íàáëþäàåìîãî ïðîöåññà îò îöåíèâàåìî-

ãî ïàðàìåòðà (ëèíåéíàÿ ôèëüòðàöèÿ).
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Òåîðèÿ îöåíèâàíèÿ â ïîñëåäíåé ÷åòâåðòè ïðîøëîãî âåêà

ïîëó÷èëà äîïîëíèòåëüíûé èìïóëüñ â ðàçâèòèè ïðè ñèíòåçå

àäàïòèâíûõ ñèñòåì, ñïîñîáíûõ óñïåøíî ôóíêöèîíèðîâàòü â

óñëîâèÿõ àïðèîðíîé íåîïðåäåëåííîñòè î ñâîéñòâàõ âíåøíåé

ñðåäû. Àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

îáû÷íî ïðåäïîëàãàþò èçâåñòíûìè íåêîòîðûå àïðèîðíûå äàí-

íûå î ñâîéñòâàõ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ è ïîìåõ. Â áîëüøèíñòâå

ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ýòà èíôîðìàöèÿ íåäîñòóïíà ïðîåêòèðîâ-

ùèêó, íî åå ìîæíî â òîé èëè èíîé ñòåïåíè âîññòàíîâèòü èç

àíàëèçà ïîëó÷àåìûõ íàáëþäåíèé. Åñëè òàêàÿ âîçìîæíîñòü

èìååòñÿ, òî ìîæíî ñèíòåçèðîâàòü àëãîðèòìû, â êîòîðûõ ñîâ-

ìåùåíû ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ è âîñïîëíåíèÿ íåäîñòàþùåé èí-

ôîðìàöèè. Ýòîò ïîäõîä áëèçîê ïîíÿòèþ äóàëüíîãî (äâîé-

ñòâåííîãî ) óïðàâëåíèÿ À.À. Ôåëüäáàóìà [16], óòâåðæäâøå-

ãî, ÷òî "óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ äîëæíû áûòü â èçâåñòíîé

ìåðå èçó÷àþùèìè, íî â èçâåñòíîé ìåðå íàïðàâëÿþùèìè".

Ïðè äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíîì âîñïîëíåíèè íåäîñòàþùèõ ñâå-

äåíèé ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ïðèîáðåòàåò îïòèìàëüíûå ñâîéñòâà

ëèáî áëèçêèå ê íèì. Òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþò àäàïòèâíûìè,

ïîñêîëüêó â ïðîöåññå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ îíè ïðîÿâëÿþò ñâîé-

ñòâî ïðèñïîñàáëèâàíèÿ ê çàðàíåå íåèçâåñòíûì ïîìåõî-ñèã-

íàëüíûì óñëîâèÿì (ñì. [?, ?, 17, ?, ?]). Ñêàçàííîå â ðàâíîé

ñòåïåíè îòíîñèòñÿ è ê äðóãèì àäàïòèâíûì óñòðîéñòâàì, â

÷àñòíîñòè ê îáó÷àþùèìñÿ ìàøèíàì è àäàïòèâíûì ôèëü-

òðàì (ñì., íàïðèìåð, [?, 18, ?, ?]).

Íà÷íåì ñ ôîðìóëèðîâêè íåñêîëüêèõ ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ,

èëëþñòðèðóþùèõ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ îáñóæäàåìûõ ìåòîäîâ.

1. Ïðèìåðû

çàäà÷ îöåíèâàíèÿ

Ðàññìàòðèâàåìûå ïðèìåðû íå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíêðåò-

íûå ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è. Ìíîãèå èç íèõ çàäàíû â äîñòàòî÷íî

îáùåé ìîäåëüíîé ôîðìå, íî, ïî ìíåíèþ àâòîðà, äëÿ ïðàêòè-
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êîâ íå ñîñòàâèò òðóäà ïðè íåîáõîäèìîñòè êîíêðåòèçèðîâàòü

ëþáîé èç íèõ.

1.1. Îöåíèâàíèå âåëè÷èíû ïîñòîÿííîãî

ñèãíàëà, íàáëþäàåìîãî íà ôîíå ïîìåõè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàáëþäàåìûé (ðåãèñòðèðóåìûé èçìå-

ðèòåëüíûì ïðèáîðîì) ñèãíàë fyng èìååò âèä

yn = � + vn;

çäåñü � � íåèçâåñòíàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà (ïîëåçíûé ñèãíàë);

fvng � íåèçâåñòíàÿ ïîìåõà íàáëþäåíèÿ, èçìåíÿþùàÿñÿ âî

âðåìåíè, n = 1; 2; : : : : Èíòåðâàë âðåìåíè íàáëþäåíèÿ ìîæåò

áûòü ëèáî íåîãðàíè÷åííûì, ëèáî êîíå÷íûì. Ïðè ðàññìîòðå-

íèè âòîðîãî ñëó÷àÿ ìû áóäåì ïèñàòü: n = 1; 2; : : : ; N:

Òðåáóåòñÿ ïî íàáîðó âåëè÷èí y1; : : : ; yN , ñîñòîÿùåìó èç

íàáëþäåíèé, ïîëó÷åííûõ ê ìîìåíòó âðåìåíè N , îöåíèòü çíà-

÷åíèå âåëè÷èíû �.

Â òàêîé îáùåé ïîñòàíîâêå íåò âîçìîæíîñòè ïîëó÷èòü êàêîå-

íèáóäü óäîâëåòâîðèòåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è. Äëÿ áîëüøåé

ñîäåðæàòåëüíîñòè â ïîñòàíîâêó çàäà÷è âíîñÿò óòî÷íÿþùèå

äîïîëíåíèÿ. Íàïðèìåð, ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì ïîäõîäå äåëàþò

òå èëè èíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î âåðîÿòíîñòíûõ ñâîéñòâàõ ïîìåõ

fvng. Äîñòàòî÷íî õàðàêòåðíûì ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î

öåíòðèðîâàííîñòè (ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàâíî íóëþ) è íåçàâèñè-

ìîñòè (â óïðîùåííîì ñìûñëå, íåò çàâèñèìîñòè ìåæäó çíà÷å-

íèÿìè â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè) ïîìåõè. Â ýòîé ñèòóàöèè,

ïðîñóììèðîâàâ è óñðåäíèâ N çíà÷åíèé íàáëþäåíèé, ïîëó÷èì

1

N

NX
n=1

yn = � +
1

N

NX
n=1

vn:

Â çàâèñèìîñòè îò ñäåëàííûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèé

â ñèëó çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë (ñì. ðàçä. Ï.1.3) âåëè÷èíûP
N

n=1 vn=N ìîãóò ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå
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ê íóëþ. Òîãäà îöåíêè f�̂Ng íåèçâåñòíîãî çíà÷åíèÿ �, âû÷èñëåí-
íûå ïî ôîðìóëå

�̂N =
1

N

NX
n=1

yn;

áóäóò ñõîäèòüñÿ â òîì æå âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå ê çíà÷åíèþ

íåèçâåñòíîé âåëè÷èíû �.

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äëÿ óäîáñòâà ðåàëèçàöèè

àëãîðèòìà îöåíèâàíèÿ íà ÝÂÌ åãî öåëåñîîáðàçíî ïåðåïèñàòü

â ðåêóððåíòíîé ôîðìå, èñïîëüçóþùåé íà êàæäîì øàãå êîíå÷-

íóþ ïàìÿòü (ôèêñèðîâàííîå êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé). Ïóñòü

�̂0 = 0. Ïðîèçâåäÿ íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

�̂n =
1

n

nX
k=1

yk =
n� 1

n

1

n� 1

n�1X
k=1

yk +
1

n
yn;

ïîëó÷èì ðåêóððåíòíûé âàðèàíò àëãîðèòìà äëÿ âû÷èñëåíèÿ

îöåíîê:

�̂n = �̂n�1 � 1

n
(�̂n�1 � yn):

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ î÷åðåäíîé îöåí-

êè èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî íîâîå íàáëþäåíèå è ïðåäûäóùàÿ îöåí-

êà.

Êðîìå âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåàðèôìåòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ äàí-

íûõ íàáëþäåíèÿ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî

ïðàâäîïîäîáèÿ. Îáîçíà÷èì

Y =

0
BBB@
y1

y2
...

yN

1
CCCA :

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîìåõè � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, âåêòîð

íàáëþäåíèé Y èìååò ñëó÷àéíóþ ïðèðîäó. Åñëè ñóùåñòâóåò
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ïëîòíîñòü ó åãî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, òî åå îáû÷íî íàçû-

âàþò ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ è îáîçíà÷àþò L(Y; �), ïîä÷åð-

êèâàÿ çàâèñèìîñòü îò �. Â òàêîé ñèòóàöèè îäíèì èç åñòåñòâåí-

íûõ ñïîñîáîâ âûáîðà îöåíêè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå òîé òî÷êè,

â êîòîðîé ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî

çíà÷åíèÿ. Íàïðèìåð, ïóñòü ïîìåõè íàáëþäåíèÿ � íåçàâèñè-

ìûå ãàóññîâñêèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì è íåâûðîæäåííîé äèñïåð-

ñèåé �2n > 0: vn � N (0; �2n). Òàê êàê yn � N (�; �2n), òî â ýòîì

ïðèìåðå ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ èìååò âèä

L(Y; �) =
1

(2�)N=2
Q

N

k=1 �k

e
�

PN
k=1

(yk��)
2

2�2
k :

Óäîáíåå ðåøàòü çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè ïî � ôóíêöèè

lnL(Y; �) = �N ln 2�

2
�

NX
k=1

ln�k �
NX
k=1

(yk � �)2

2�2
k

(ëîãàðèôìà ïðàâäîïîäîáèÿ). Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ ðåçóëüòàò

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî �, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ �̂N :

NX
k=1

yk � �̂N

�2
k

= 0;

ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îöåíêà, íàçûâàåìàÿ óñðåäíåíèåì

ñ âåñàìè:

�̂N =

P
N

k=1 yk�
�2
kP

N

k=1 �
�2
k

:

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ëåãêî îáîñíîâûâàåòñÿ è íà èíòóèòèâíîì

óðîâíå: â ôîðìèðîâàíèå îöåíêè íàèáîëüøèé âêëàä âíîñÿò

òå íàáëþäåíèÿ, êîòîðûå äåëàëèñü ñ íàèìåíüøèìè îøèáêà-

ìè. Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü îäèíàêîâóþ ðàñïðå-

äåëåííîñòü ïîìåõ íàáëþäåíèé fvng, òî, êàê è âûøå, ïîëó÷àåì
ñðåäíåàðèôìåòè÷åñêîå çíà÷åíèå äàííûõ íàáëþäåíèÿ:

�̂N =
�
�2
v

P
N

k=1 yk

N�
�2
v

=
1

N

NX
n=1

yn:
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Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ìîæíî âûáðàòü è êàêîé-

íèáóäü äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îöåíîê èñêîìîé âåëè÷èíû

�, íî âñå èçâåñòíûå ñîäåðæàòåëüíûå àëãîðèòìû îïèðàþòñÿ

íà ñóùåñòâåííûå ïðåäïîëîæåíèÿ î ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ

ïîìåõ íàáëþäåíèÿ. Îáû÷íî, êàê è â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå,

ïðåäïîëàãàþòñÿ èõ öåíòðèðîâàííîñòü è íåêîððåëèðîâàííîñòü.

Äàëåå, â ðàçä.??, ðàçáèðàþòñÿ åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ òàêîãî

æå òèïà. Èíòåðåñíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è î âûáîðå íàèëó÷øèõ

â òîì èëè èíîì ñìûñëå îöåíîê. Èçâåñòíî, ÷òî ïðèâåäåííûé

ïåðâûì àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â ñëó÷àå íåçàâèñè-

ìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ãàóññîâñêèõ ïîìåõ â íàáëþäå-

íèÿõ. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñòàòèñòè÷åñêèõ ïîìåõ äðóãèõ òèïîâ

îïòèìàëüíûì ìîæåò áûòü èíîé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îöåíîê. Ïðè

èññëåäîâàíèè âûáðàííîãî àëãîðèòìà ñòàðàþòñÿ äîïîëíèòåëü-

íî ïîëó÷èòü îòâåò íà âîïðîñ î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äîñòàâëÿå-

ìûõ èì îöåíîê, åñëè îíè ñõîäÿòñÿ ê çíà÷åíèþ íåèçâåñòíîé

âåëè÷èíû �, ò.å. èçó÷àþò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ê íóëþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè f�̂N � �g.
Ê ñîæàëåíèþ, ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïîìåõàõ â íàáëþäåíèè

ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ íå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü óäîâëåòâî-

ðèòåëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Õîðîøî îöåíèòü âåëè÷èíó ïî-

ñòîÿííîãî ñèãíàëà íà ôîíå äåòåðìèíèðîâàííîé (íåñëó÷àéíîé)

íåèçâåñòíîé ïîìåõè ïðèíöèïèàëüíî íåâîçìîæíî.

1.2. Çàäà÷à

îá îáíàðóæåíèè ñèãíàëà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îáíàðóæåíèÿ (äåòåêòèðîâàíèÿ) ñèãíà-

ëà f'ng, êîòîðûé ìîæåò ïîïàäàòü, à ìîæåò è íå ïîïàäàòü â

çàøóìëåííûé êàíàë íàáëþäåíèÿ (èçìåðåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ñ

ïîìåõàìè). Çäåñü äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü ñèãíàë f'ng
ñêàëÿðíûì. Â çàäà÷àõ îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà îöåíèâàåìàÿ âå-

ëè÷èíà � îáû÷íî ïðèíèìàåò êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé è ÷àñòî

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õàðàêòåðèñòèêó òèïà "äà � íåò". Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó÷àé f� = 1g ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ ñèãíàëà
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â ïðèåìíèêå, à ñëó÷àé f� = 0g � åãî îòñóòñòâèþ. Ñ ó÷åòîì

ýòîãî äëÿ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí fyng ìîæíî çàïèñàòü ñîîò-

íîøåíèÿ

yn = 'n� + vn;

ãäå n = 1; 2; : : : : Â èñòîðè÷åñêîì àñïåêòå ýòà çàäà÷à ÿâëÿåò-

ñÿ êëàññè÷åñêîé. Áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ òåîðèè îöåíèâàíèÿ

ïðåæäå âñåãî àïðîáèðîâàëèñü íà íåé, ïîýòîìó íàáîð âîçìîæ-

íûõ ñïîñîáîâ åå ðåøåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î

ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ñèãíàëà f'ng è "õîðîøèõ" ïîìåõàõ
fvng äîñòàòî÷íî îáøèðåí (ñì., íàïðèìåð, [18]).

Ïðè ðåøåíèè âàæíî çíàòü: èçâåñòíû çíà÷åíèÿ âåëè÷èí

f'ng â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè èëè íåò. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü

ñëó÷àé, êîãäà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè n çíà÷åíèå îáíàðó-

æèâàåìîãî ñèãíàëà èçâåñòíî. Ïîìèìî ýòîãî ïóñòü ïîëåçíûé

ñèãíàë � îãðàíè÷åííûé è èìååò ñòàòèñòè÷åñêóþ ïðèðîäó,

ïðåäñòàâëÿÿ ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ìåæäó

ñîáîé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ èçâåñòíûì íåíóëåâûì ñðåäíèì

çíà÷åíèåìM' 6= 0 è ïîëîæèòåëüíîé îãðàíè÷åííîé äèñïåðñèåé

�
2
' > 0. Êàê è ðàíåå, ïðîñóììèðîâàâ è óñðåäíèâ n ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ äàííûõ íàáëþäåíèÿ, äëÿ ñðåäíåàðèôìåòè÷åñêîãî

çíà÷åíèÿ äàííûõ íàáëþäåíèÿ ïîëó÷èì

1

n

nX
k=1

yk =
1

n

nX
k=1

'k� +
1

n

nX
k=1

vk:

Â ñèëó óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë (ñì. ðàçä. Ï.1.3),

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåëè÷èí 1
n

P
n

k=1 'k ñòðåìèòñÿ ê ñðåäíåìó

çíà÷åíèþ M'. Åñëè âçÿòü �̂0 = 0 è â êà÷åñòâå î÷åðåäíîé

îöåíêè âûáðàòü

�̂n =
1

nM'

nX
k=1

yk;

òî, ïðåäïîëàãàÿ íåçàâèñèìîñòü ïîìåõ íàáëþäåíèÿ, èõ îäèíà-

êîâóþ ðàñïðåäåëåííîñòü è îãðàíè÷åííîñòü âòîðûõ ñòàòèñòè-

÷åñêèõ ìîìåíòîâ, ìîæíî äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ
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åäèíèöà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê f�̂ng ê çíà÷åíèþ

� +
Mv

M'

;

çäåñü Mv � ñðåäíåå çíà÷åíèå ïîìåõè. Â ìîìåíò âðåìåíè n

ïðè âûáîðå ãèïîòåçû î íàëè÷èè ïîëåçíîãî ñèãíàëà â êàíàëå

íàáëþäåíèÿ èëè îá åãî îòñóòñòâèè ðàçóìíî âçÿòü îïåðàöèþ

ñðàâíåíèÿ âåëè÷èíû òåêóùåé îöåíêè �̂n ñ íåêîòîðûì ïîðî-

ãîâûì çíà÷åíèåì Æ. Åñëè �̂n < Æ, òî ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà

ñèãíàëà íåò, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ñèãíàë åñòü. Ïðè èçâåñò-

íîé âåëè÷èíå Mv åñòåñòâåííî â ðåøàþùåì ïðàâèëå çàäàòü ïî-

ðîãîâîå çíà÷åíèå Æ = 1
2
+ Mv

M'
.

Ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïîìåõàõ â íàáëþäåíèè ýòîò ïðîñòîé

àëãîðèòì íå ãîäèòñÿ. Äàæå åñëè ïîìåõè � ñëó÷àéíûå, íåçàâè-

ñèìûå, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå, íî ñ íåèçâåñòíûì ñðåäíèì

çíà÷åíèåì, òî ïðè jMv

M'
j > 1

2
ðàññìîòðåííûé àëãîðèòì â ïðåäå-

ëå áóäåò äàâàòü íåïðàâèëüíûå îòâåòû. Êàê âñå-òàêè ïîäñòó-

ïèòüñÿ ê ðåøåíèþ òàêîé çàäà÷è? Ïóñòü ïîìåõè çàäàþòñÿ

íåèçâåñòíîé, íî îãðàíè÷åííîé äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèåé

jvnj � Cv; n = 1; 2; : : :. Îáîçíà÷èì ÷åðåç �n = 'n �M', n =

1; 2; : : :, öåíòðèðîâàííûå âõîäû. Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî

îãðàíè÷åííîñòü ÷åòâåðòîãî öåíòðàëüíîãî ìîìåíòà ïîëåçíîãî

ñèãíàëà: Efj�nj4g <1. Äîìíîæèì íà�n îáå ÷àñòè ñîîòíîøå-

íèÿ, îïðåäåëÿþùåãî íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû yn, è, ïðîèçâåäÿ

íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì ïðè n = 1; 2; : : :

�nyn = �2
n� +�nM'� +�nvn:

Ïðîñóììèðîâàâ è óñðåäíèâ, èìååì

1

n

nX
k=1

�kyk =
1

n

nX
k=1

�2
k� +

1

n

nX
k=1

�kM'� +
1

n

nX
k=1

�kvk;

n = 1; 2; : : : : Ïåðâîå è âòîðîå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè ïðè

n!1 è ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, â ñèëó óñèëåííîãî çàêî-

íà áîëüøèõ ÷èñåë (ñì. ðàçä. Ï.1.3), ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà
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ñòðåìÿòñÿ ê �
2
'� è íóëþ ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî ïî òîé æå ïðè÷èíå è ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ñ âåðîÿòíîñòüþ

åäèíèöà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè �1 6= 0

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê f�̂ng; n = 1; 2; : : : ; ôîðìèðóåìûõ

ïî ïðàâèëó

�̂n =

P
n

k=1�kykP
n

k=1�
2
k

;

ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ê �. Çàäàäèì íåêîòîðîå

ïîðîãîâîå çíà÷åíèå Æ 2 (0; 1), íàïðèìåð Æ = 1=2. Â êà÷åñòâå

ðåøàþùåãî ïðàâèëà â ìîìåíò âðåìåíè n ìîæíî âûáðàòü îïå-

ðàöèþ ñðàâíåíèÿ âåëè÷èíû òåêóùåé îöåíêè �̂n ñ âûáðàííûì

ïîðîãîâûì çíà÷åíèåì Æ. Åñëè �̂n < Æ, òî ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà

ñèãíàëà íåò, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ñèãíàë åñòü.

1.3. Ïðåäñêàçàíèå

çíà÷åíèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

Îïèñàíèå ïðåäâàðèòåëüíûõ ïðèìåðîâ çàêîí÷èì çàäà÷åé î

ïðåäñêàçàíèè çíà÷åíèé ñêàëÿðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà f�ng,
ïîðîæäàþùåãîñÿ óñòîé÷èâûì ëèíåéíûì ôèëüòðîì:

�n+1 = a �n + wn+1;

ãäå jaj < 1; n = 1; 2; : : : ; �0 = 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fwng
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ðåàëèçàöèþ íåçàâèñèìûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí. Íàáëþäåíèþ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè

äîñòóïíû âåëè÷èíû

yn = 'n�n + vn;

ÿâëÿþùèåñÿ ñìåñüþ ïðåîáðàçîâàííîãî ïðîöåññà f�ng è íåèç-

âåñòíîé ïîìåõè fvng. Òðåáóåòñÿ íàéòè îöåíêè �̂n+1 çíà÷åíèé
ïðîöåññà f�ng â ìîìåíò âðåìåíè n+1 ïî íàáëþäåíèÿì yi; 'i;

i � n. Êà÷åñòâî ïðåäñêàçàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñðåäíåé âåëè÷è-

íîé êâàäðàòà íåâÿçêè

Efk�̂n+1 � �n+1k2g:
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Îáû÷íî ñ÷èòàþò, ÷òî â ìîäåëè íàáëþäåíèé âåêòîðû f'ng îï-
ðåäåëÿþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Åñëè

'n � ', à fwng è fvng � ñòàöèîíàðíûå è ñòàöèîíàðíî ñâÿçàí-

íûå öåíòðèðîâàííûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû (ñì. ðàçä. Ï.1.4) ñ

èçâåñòíûìè ñïåêòðàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, òî ðàññìàòðè-

âàåìàÿ çàäà÷à èìååò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå â ðàìêàõ òåîðèè

îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè Âèíåðà�Êîëìîãîðîâà. Â íåñòàöèî-

íàðíîì ñëó÷àå ïðè 'n 6� ' è íåçàâèñèìûõ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àé-

íûõ ïðîöåññàõ fwng, fvng îïòèìàëüíûé ïðîãíîç âû÷èñëÿåòñÿ

ðåêóððåíòíî ïî ôèëüòðó Êàëìàíà�Áüþñè. Â ñëó÷àå ïðîèç-

âîëüíûõ ïîìåõ íàáëþäåíèÿ fvng ðåøåíèå çàäà÷è îá îïòèìàëü-
íîì ïðîãíîçå ñ ïîìîùüþ ôèëüòðà Êàëìàíà�Áüþñè è, òåì áî-

ëåå, â ðàìêàõ òåîðèè Âèíåðà�Êîëìîãîðîâà íå ïîëó÷àåòñÿ. Â

[4] ïðè íåèçâåñòíûõ, íî îãðàíè÷åííûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ

ïîìåõàõ íàáëþäåíèÿ fvng äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåäëîæåí íî-
âûé ðàäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì, ÿâëÿþùèéñÿ ìîäèôèêàöèåé

óïðîùåííîãî âàðèàíòà ôèëüòðà Êàëìàíà�Áüþñè. Ïðè îáîñ-

íîâàíèè åãî îòíîñèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ

ñëó÷àéíàÿ ïðèðîäà ôîðìèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f'ng.

2. Ìåòîäû ôèëüòðàöèè

2.1. Ôèëüòð

Âèíåðà�Êîëìîãîðîâà

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêè çàäà-

÷è: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàáëþäåíèé ïðè n = : : : ;�1; 0; 1; : : :
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

yn = '
T
�n + vn;

â êîòîðîì f�ng è fvng � âåùåñòâåííûå âåêòîðíûå ïðîöåññû:

�n 2 Rr ; vn 2 Rm ; ' � ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòüþ

r �m. Òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü îöåíêó �̂n ïðîöåññà �n â ìîìåíò

âðåìåíè n ïî íàáëþäåíèÿì çà ïðîöåññîì fyng äî ìîìåíòà

âðåìåíè n� l; l � çàäàííîå öåëîå ÷èñëî. Îöåíêà èùåòñÿ ñ
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ïîìîùüþ ëèíåéíîãî óñòîé÷èâîãî ñòàöèîíàðíîãî ôèëüòðà,

óðàâíåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

�̂n =

1X
i=l

H(i� l)yn�i;

ãäå H(i) � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ôèëüòðà. Ââåäåì ïåðåäàòî÷íóþ

ôóíêöèþ ôèëüòðà:

H(�) = �
l

1X
i=0

H(i)�i:

Äëÿ óïðîùåíèÿ îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ôèëüòðîâ ñ äðîá-

íî-ðàöèîíàëüíûìè ïåðåäàòî÷íûìè ôóíêöèÿìè. Äðîáíî-ðà-

öèîíàëüíóþ ôóíêöèþ �
�l
H(�) áóäåì íàçûâàòü óñòîé÷èâîé,

åñëè ó íåå íåò ïîëþñîâ, êîòîðûå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ìåíü-

øå ëèáî ðàâíû åäèíèöå. Ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè ôèëüòðà ðàâ-

íîñèëüíî óñòîé÷èâîñòè ôóíêöèè ��lH(�). Çàäà÷à ôèëüòðàöèè

íàçûâàåòñÿ ïî-ðàçíîìó â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà l â óðàâíåíèè

ôèëüòðà. Ïðè l > 0 åå íàçûâàþò çàäà÷åé ýêñòðàïîëÿöèè

(ïðîãíîçà) íà l ìîìåíòîâ âðåìåíè, ïðè l < 0 � çàäà÷åé èíòåð-

ïîëÿöèè (ñãëàæèâàíèÿ), ïðè l = 0� ñîáñòâåííî ôèëüòðàöèåé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñãëàæèâàíèè îöåíêà ìîæåò çàâèñåòü îò

íåêîòîðîãî ÷èñëà "áóäóùèõ" íàáëþäåíèé, à ïåðåäàòî÷íàÿ

ôóíêöèÿ ôèëüòðà èìååò ïîëþñ ïîðÿäêà l â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòà-

öèîíàðíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû fyng è f�ng, êîòîðûå âäîáàâîê
ñòàöèîíàðíî ñâÿçàíû, è èõ ìàòðèöû êîâàðèàöèé âìåñòå ñî

ñïåêòðàëüíûìè ïëîòíîñòÿìè: Byy(n), Syy(�), By�(n), Sy�(�),

B��(n), S��(�), ñóùåñòâóþò è èçâåñòíû (ñì. ðàçä. Ï.1.4). Îöåí-

êà �̂n äîëæíà áûòü îïòèìàëüíîé â ñìûñëå ìèíèìóìà ñðåäíå-

êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà:

fl = Efk�̂n � �nk2g (= fl(H(�))):

Â ñèëó ñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåññîâ ýòîò ôóíêöèîíàë íå çàâèñèò

îò âðåìåíè.
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Ïåðåïèøåì íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèé ìàòðèö êîâàðèàöèè

ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà fl â âèäå

fl = Tr[Ef(�̂n � �n)(�̂n � �n)
Tg] =

= Tr
h
E
n� 1X

i=l

H(i� l)yn�i � �n

�� 1X
j=l

H(j � l)yn�j � �n

�Toi
=

= Tr
h
B��(0) +

1X
i=l

1X
j=l

H(i)Byy(j � i)H(j)T�

�
1X
i=l

H(i)By�(�i� l)�
1X
i=l

B�y(i+ l)H(j)T
i
:

Èçâåñòíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè â ëè-

íåéíîì ôèëüòðå ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà fl
êàê êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó îò ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ôèëüòðà:

fl = Tr
h
B��(0) +

1

2�i

I �
H(�)Syy(�)H(��1)T �H(�)Sy�(�)�

�S�y(�)H(��1)T
�
d�

�

i
:

Ìàòðèöà ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé Syy(�) � íåîòðèöàòåëüíî

îïðåäåëåííàÿ ïðè j�j = 1. Èçâåñòíî, ÷òî òàêàÿ ìàòðè÷íàÿ

ôóíêöèÿ (ñì. ðàçä. Ï.3) äîïóñêàåò ôàêòîðèçàöèþ, ò.å. ïðåä-

ñòàâëåíèå â âèäå

Syy(�) = �(�)�(��1)T;

ãäå �(�) � óñòîé÷èâàÿ ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ (åå ýëåìåíòû íå

èìåþò ïîëþñîâ ïðè j�j � 1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà

Syy(�) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ïðè j�j = 1. Â ýòîì

ñëó÷àå ìîæíî âûáðàòü òàêóþ ìàòðèöó �(�), ÷òîáû �(�)�1

áûëà óñòîé÷èâîé. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ôàêòîðèçàöèè, ó÷è-

òûâàÿ âûïîëíåíèå ïðè j�j = 1 ñîîòíîøåíèÿ

S�y(�) = Sy�(�
�1)T;
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äëÿ ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà fl ìîæíî âûâåñòè ôîðìóëó

fl = Tr
h
Q+

1

2�i

I �
H(�)�(�)�R(�))(H(�)�(�)�R(�)

�Td�
�

i
;

â êîòîðîé èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ:

Q = B��(0)� 1

2�i

I
R(�)R(��1)T

d�

�
;

R(�) = S�y(�)
�
�(��1)T

�
�1

:

Òàê êàê ìàòðèöà Q íå çàâèñèò îò H(�), à âòîðîå ñëàãàåìîå â

ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîé äëÿ fl ôîðìóëû � íåîòðèöàòåëüíàÿ

ìàòðèöà, òî ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà fl äîñòèãàåòñÿ

ïðè

H(�) = R(�)�(�)�1 = S�y(�)Syy(�)
�1
;

ïðè÷åì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà ðàâíî

min
fH(�)g

fl = Tr[Q]:

Îäíàêî íàéäåííîå ðåøåíèå íåóäîâëåòâîðèòåëüíî, ïîñêîëüêó,

âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ôèëüòðà,

òàê êàê ìàòðèöà Syy(�)
�1 ìîæåò èìåòü îñîáåííîñòè ïðè j�j �

1 è ýòî ñâîéñòâî ïåðåäàåòñÿ H(�). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñòîé÷èâîãî

ôèëüòðà íàäî ïðîèçâåñòè ñåïàðàöèþ ôóíêöèè R(�), ò.å. ïðåä-

ñòàâèòü åå â âèäå

�
�l
R(�) = R+(�) +R�(�);

â êîòîðîì R+(�); R�(�
�1)� óñòîé÷èâûå ìàòðè÷íûå ôóíêöèè

è

lim
j�j!1

R�(�) = 0:

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò òåîðèè îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè Âè-

íåðà�Êîëìîãîðîâà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ âû-

øå ïðåäïîëîæåíèÿõ è ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïåðåäàòî÷íàÿ
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ôóíêöèÿ îïòèìàëüíîãî óñòîé÷èâîãî ôèëüòðà, ìèíèìèçèðóþ-

ùåãî ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà fl, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

H(�) = �
l
R+(�)�(�)

�1
;

è ñîîòâåòñòâóþùåå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà êà-

÷åñòâà ðàâíî

min
fH(�)g

fl = Tr[Q] +
1

2�i

I
Tr[R�(�)R�(�

�1)T]
d�

�
:

Â ñëó÷àå ñêàëÿðíîãî ïðîöåññà yn c äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé

ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè

�(�) ñâîäèòñÿ, ïî ñóùåñòâó, ê íàõîæäåíèþ êîðíåé è ïîëþñîâ

äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè Syy(�), êîòîðûå ïî àáñîëþòíîé

âåëè÷èíå áîëüøå åäèíèöû. Ñåïàðàöèÿ ôóíêöèè �
�l
R(�) â

ýòîì ñëó÷àå ñîñòîèò â âûäåëåíèè öåëîé ÷àñòè ôóíêöèè ñ ïîñëå-

äóþùèì îïðåäåëåíèåì "óñòîé÷èâûõ" è "íåóñòîé÷èâûõ" ïîëþ-

ñîâ ó ïîëó÷åííîé äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.

Ïðèìåð: îïòèìàëüíûé ïðîãíîç ïðîöåññà. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ïðè n = : : : ;�1; 0; 1; 2; : : : íàáëþäàåòñÿ ñêàëÿðíûé ïðîöåññ
fyng:

yn = '�n + vn;

ãäå f�ng è fvng � ñòîõàñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå ñòàöèîíàðíî

ñâÿçàííûå ïðîöåññû: Efvng = 0, Efv2ng = �
2
v , ïðè÷åì f�ng

îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

�n+1 = a �n + wn+1;

â êîòîðîì 0 < jaj < 1; Efwng = 0; Efwiwjg = �
2
wÆij :

Â äàííîì ñëó÷àå Svv = �
2
v ;

S��(�) =
�
2
w

(1� a�)(1� a��1)
; Syy(�) = Svv + '

2
S��(�):
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Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ôàêòîðèçàöèè ôóíêöèè Syy(�) íàéäåì âå-

ùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå c1 è c2 èç óðàâíåíèÿ

�
2
v(1� a�)(1 � a�

�1) + '
2
�
2
w = (c1 + c2�)(c1 + c2�

�1):

Íåñëîæíûå ðàñ÷åòû äàþò

c1 =
1

2
(�1 + �2); c2 =

1

2
(�1 � �2);

ãäå

�1 =
p
'2�2w + �2v(1� a)2; �2 =

p
'2�2w + �2v(1 + a)2:

Ïîëîæèâ

�(�) =
c1 + c2�

1� a�
;

ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé, èìååì:

Syy(�) = �(�)�(��1)T:

Ïðè ýòîì ôóíêöèè �(�) è �(�)�1 � óñòîé÷èâûå, òàê êàê jc1j >
jc2j. Äàëåå, ïîñêîëüêó

Sy�(�) =
'�

2
w

(1� a�)(1� a��1)
;

òî

R(�) =
'�

2
w�

(1� a�)(c1�+ c2)
:

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì ïðîãíîçå íà îäèí øàã,

ò.å. ñëó÷àé l = 1. Äëÿ åå ðåøåíèÿ íàäî ïðîèçâåñòè ñåïàðàöèþ

ôóíêöèè:

�
�1
R(�) =

'�
2
w

(1� a�)(c1�+ c2)
:

Â ðåçóëüòàòå ñåïàðàöèè ïîëó÷àåì

R+(�) =
'�

2
wa

c1 + c2a

1

1� a�
; R�(�) =

'�
2
wc1

c1 + c2a

1

c1�+ c2
:
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ îïòèìàëüíîãî ôèëü-

òðà èìååò âèä

H(�) =
'�

2
wa

c1 + c2a

�

c1 + c2�
:

Îòñþäà äåëàåì âûâîä, ÷òî äâå ïîñëåäîâàòåëüíûå îïòèìàëü-

íûå îöåíêè �̂n+1 è �̂n ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

c1�̂n+1 + c2�̂n =
'�

2
wa

c1 + c2a
yn:

Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

�̂n+1 = a�̂n � a�'('�̂n � yn);

ãäå

� =
�
2
w

c1(c1 + c2a)

�
� 1

a'2

�
c2

c1
+ a

��
:

2.2. Ôèëüòð

Êàëìàíà�Áüþñè

Òåîðèÿ Âèíåðà�Êîëìîãîðîâà îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè ïî-

ñëóæèëà ìîùíûì ñòèìóëîì ïîèñêà íîâûõ ïóòåé îïðåäåëåíèÿ

êîíêðåòíûõ ñïîñîáîâ ñèíòåçà òåîðåòè÷åñêè îïòèìàëüíîãî

ôèëüòðà. Áîëüøîé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âîç-

ìîæíîñòü ñèíòåçèðîâàòü îïòèìàëüíûé ôèëüòð ðåêóððåíòíûì

ñïîñîáîì, îáåñïå÷èâàÿ óäîáñòâî åãî ðåàëèçàöèè ïðè èñïîëü-

çîâàíèè ÝÂÌ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè n = 1; 2; : : : íàáëþäàåòñÿ ñëó÷àé-

íûé ïðîöåññ

yn = '
T
n �n + vn;

ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ñìåñü ïðåîáðàçîâàííîãî âåêòîðíîãî

ïðîöåññà f�ng è âåêòîðíîé ïîìåõè fvng. Ïðÿìîóãîëüíûå ìàò-
ðèöû 'n ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè è â îò-

ëè÷èå îò òåîðèè Âèíåðà�Êîëìîãîðîâà ìîãóò èçìåíÿòüñÿ âî

119



âðåìåíè. Âåêòîðíûé ïðîöåññ f�ng ïîðîæäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
�n+1 = An�n + wn+1;

â êîòîðîì �0 = 0 è An � èçâåñòíàÿ ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ âðåìå-

íè, à fwng � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåíòðèðîâàííûõ íåçàâèñè-

ìûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ñ èçâåñòíûìè ìàòðèöàìè êîâàðèà-

öèè:

Efwnw
T
j g = Qw(n)Ænj :

Îáû÷íî ñ÷èòàþò, ÷òî ïîìåõà fvng òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåíòðèðîâàííûõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ

âåêòîðîâ ñ èçâåñòíûìè ìàòðèöàìè êîâàðèàöèè

EfvnvTj g = Bv(n)Ænj ;

êîòîðûå ïðè âñåõ n � íåâûðîæäåííûå, è f'ng � äåòåðìèíè-

ðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö.

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì îäíî-

øàãîâîì ïðîãíîçå. Äëÿ n = 1; 2; : : : òðåáóåòñÿ ïî íàáëþäå-

íèÿì y1; y2; : : : ; yn íàéòè ëèíåéíûå îöåíêè �̂n+1 çíà÷åíèé

ïðîöåññà f�ng â ìîìåíòû âðåìåíè n + 1, ìèíèìèçèðóþùèå

ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ

fn = Efk�̂n+1 � �n+1k2g:
Âûïèøåì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëü-

íîñòè ëèíåéíîé îöåíêè â òåðìèíàõ êîððåëÿöèîííûõ ìàòðèö

ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîöåññîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïòèìàëüíàÿ

îöåíêà èìååò âèä

�̂n+1 =

nX
i=1

Hn(i)yi:

Åñëè îöåíêà �̂n+1 ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà fn, òî

äëÿ ëþáîãî j = 1; 2; : : : ; n âûïîëíåíî óñëîâèå

Ef(�̂n+1 � �n+1)y
T
j g = 0:
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Ýòî ñîîòíîøåíèå èìååò ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: ñëó-

÷àéíàÿ âåëè÷èíà �̂n+1, ÿâëÿþùàÿñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí y1; : : : ; yn, äîëæíà áûòü ñòðîãî îðòîãî-

íàëüíîé ïðîåêöèåé âåêòîðà �n+1 íà ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíó-

òîå íà ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû íàáëþäåíèé. Â ñèëó ïðåä-

ïîëàãàåìîãî âèäà îïòèìàëüíîãî ôèëüòðà, èç ïîñëåäíåãî âûðà-

æåíèÿ ïîëó÷àåì íåñòàöèîíàðíûé âàðèàíò óðàâíåíèÿ Âèíåðà�

Õîïôà (â äèñêðåòíîì âðåìåíè) îòíîñèòåëüíî âåñîâûõ ôóíê-

öèé Hn(i)

Ef�n+1yTj g =
nX
i=1

Hn(i)EfyiyTj g:

Îáîçíà÷èâ Bij = EfyiyTj g è Kn = Hn(n), èç ïîñëåäíåãî

óðàâíåíèÿ, çàïèñàííîãî äëÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèé

âðåìåíè n è n+ 1, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîëó÷àåì

Ef(�n+1 � �n)y
T
j g =

n�1X
i=1

(Hn(i)�Hn�1(i))Bij +KnBnj:

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ âèä ôèëüòðà, ïîðîæäàþùåãî

ïðîöåññ f�ng, èìååì

Ef(�n+1 � �n)y
T
j g = (An � I)

n�1X
i=1

Hn�1(i)Bij :

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïðè j = 1; 2; : : :

: : : ; n� 1

n�1X
i=1

�
AnHn�1(i) �Kn'

T
nHn�1(i)�Hn(i)

�
Bij = 0;

òàê êàê â ñèëó óðàâíåíèÿ íàáëþäåíèé

Bnj = EfynyTj g = '
T
nEf�nyTj g+ EfvnyTj g = '

T
n

n�1X
i=1

Hn�1(i)Bij :

121



À çíà÷èò, îïòèìàëüíîé â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ñìûñëå îöåíêîé

âåêòîðà �n ïî íàáëþäåíèÿì y1; y2; : : : ; yn�1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ è

îöåíêà

~�n =

n�1X
i=1

(Hn�1(i)�Dn(i))yi;

ãäå

Dn(i) = AnHn�1(i) �Kn'
T
nHn�1(i)�Hn(i):

Ïîýòîìó

Efk~�n � �̂nk2g = 0

èëè

E
nn�1X

i=1

Dn(i)'
T
i �i

2o+

n�1X
i=1

Dn(i)
TBv(i)Dn(i) = 0:

Òàê êàê Bv(i) > 0 ïðè i = 1; 2; : : : ; n� 1, òî Dn(i) = 0, ò.å.

Hn(i) = AnHn�1(i)�Kn'
T
nHn�1(i):

Ýòî è åñòü èñêîìîå ñîîòíîøåíèå, êîòîðîìó äîëæíà óäîâëåòâî-

ðÿòü âåñîâàÿ ôóíêöèÿ îïòèìàëüíîãî ôèëüòðà. Ó÷èòûâàÿ åãî,

íåñëîæíî íàéòè ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñ-

òè îïòèìàëüíûõ îöåíîê f�̂ng:

�̂n+1 = Knyn +

n�1X
i=1

Hn(i)yi = Knyn+

+

n�1X
i=1

�
AnHn�1(i)�Kn'

T
nHn�1(i)

�
yi = Knyn+(An�Kn'

T
n )�̂n =

= An�̂n �Kn('
T
n �̂n � yn):

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

�n = Ef(�̂n � �n)(�̂n � �n)
Tg
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êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû îøèáîê îöåíèâàíèÿ. Ìàòðè÷íûå

ôóíêöèè Kn, íàçûâàåìûå êàëìàíîâñêèìè êîýôôèöèåíòàìè

óñèëåíèÿ, íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ñ �n, òàê êàê èç óðàâíåíèÿ

Âèíåðà�Õîïôà ñëåäóåò

0 = Ef(�̂n+1 � �n+1)(yn � '
T
n �̂n)

Tg =

= �(An �Kn'
T
n )�n'n +KnBv(n):

Ñôîðìóëèðóåì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò.

Êàëìàíîâñêèé êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ Kn îïðåäåëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå

Kn = An�n'n(Bv(n) + '
T
n�n'n)

�1
;

ãäå �n � êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îøèáêè îöåíèâàíèÿ, ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîìó ñîîò-

íîøåíèþ

�n+1 = (An�Kn'
T
n )�n(An�Kn'

T
n )

T+KnBv(n)K
T
n+Qw(n+1):

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ëåãêî âûâîäèòñÿ èç ðàçíîñòíîãî óðàâíå-

íèÿ, ñâÿçûâàþùåãî äâå ïîñëåäîâàòåëüíûå îöåíêè.

Èñïîëüçóÿ ìàòðè÷íîå òîæäåñòâî èç ðàçä. Ï.2, ðåêóððåíò-

íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàòðèö �n ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

�n+1 = An�nA
T
n �Kn'

T
n�nA

T
n +Qw(n+ 1)

èëè

�n+1 = An

�
�n��n'n(Bv(n)+'

T
n�n'n)

�1
'
T
n�n

�
AT
n+Qw(n+1):

Ïîñëå çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé �̂0 è �0 âìåñòå ñ ôîðìóëîé

äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïåðåñ÷åòà îöåíîê

�̂n+1 = An�̂n �An�n'n(Bv(n) + '
T
n�n'n)

�1('Tn �̂n � yn)

ýòè ñîîòíîøåíèÿ, íàçûâàåìûå ôèëüòðîì Êàëìàíà�Áüþñè, îï-

ðåäåëÿþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó äëÿ ðåêóððåíòíîãî âû÷èñëåíèÿ
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�̂n è �n âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè n. Òàêèå æå ôîðìóëû ìîæ-

íî ïîëó÷èòü ïðè ðàññìîòðåíèè íå òîëüêî äåòåðìèíèðîâàííîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f'ng, íî è åñëè ñ÷èòàòü åå ðåàëèçàöèåé

íåêîòîðîãî ìàòðè÷íîãî íåçàâèñèìîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, íå-

êîððåëèðîâàííîãî ñ ïîìåõàìè fvng è ñ ïîðîæäàþùèì ïðîöåñ-

ñîì fwng.
Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ïðè An � I; Qw(n) � 0 è âûáîðå

ìàòðèöû âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ Rn = Bv(n)
�1 ôèëüòð Êàë-

ìàíà�Áüþñè â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ îáîáùåííûì ðåêóððåíò-

íûì ÌÍÊ èç ðàçä.??, ÷òî è íåóäèâèòåëüíî.

Íà ïðàêòèêå ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ÷àñòî óïðîùàþò,

èñïîëüçóÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíîê ôîðìóëó

�̂n+1 = An�̂n �An�'n�('
T
n �̂n � yn)

ñ çàäàííûìè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè ìàòðèöàìè � è

�. Äàëüíåéøåå óïðîùåíèå âîçìîæíî ïðè âûáîðå ñêàëÿðíîãî

çíà÷åíèÿ � > 0.

Â ñëó÷àå âûðîæäåííûõ ïîìåõ íàáëþäåíèÿ fvng, â ÷àñòíîñ-
òè ïðè çàäàíèè èõ íåèçâåñòíûìè äåòåðìèíèðîâàííûìè îãðà-

íè÷åííûìè ôóíêöèÿìè, î êà÷åñòâå îöåíîê ôèëüòðà Êàëìà-

íà�Áüþñè òðóäíî ÷òî-ëèáî ñêàçàòü. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

f'ng � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäå-

ëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ èçâåñòíûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì

è ïîëîæèòåëüíîé îãðàíè÷åííîé äèñïåðñèåé, òî äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è î ïðîãíîçèðîâàíèè â [4] ïðåäëîæåíî âîñïîëüçîâàòüñÿ

ðàíäîìèçèðîâàííûì àëãîðèòìîì âèäà

�̂n+1 = An�̂n � �An��n('
T
n �̂n � yn);

ãäå �n = 'n � Ef'ng. Òàì æå ïîêàçàíî, ÷òî â óñëîâèÿõ

ñêàëÿðíûõ íàáëþäåíèé íà ôîíå íåèçâåñòíîé, íî îãðàíè÷åííîé

íåñëó÷àéíîé ïîìåõè ïîëó÷àåìûå ïî ýòîìó àëãîðèòìó îöåíêè

ìîãóò äàâàòü äîñòàòî÷íî õîðîøåå êà÷åñòâî ïðåäñêàçàíèÿ ïðè

An � A : kAk < 1.

124



Ïðèìåð: îïòèìàëüíûé ïðîãíîç ïðîöåññà. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ïðè n = 1; 2; : : : íàáëþäàåòñÿ ñêàëÿðíûé ïðîöåññ fyng

yn = 'n�n + vn;

ãäå f'ng, f�ng è fvng � ñòîõàñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå ïðîöåññû:

Efvng = 0, Efv2ng = �
2
v > 0, �0 = 0 è f�ng îïðåäåëÿåòñÿ

óðàâíåíèåì

�n+1 = a �n + wn+1;

â êîòîðîì 0 < jaj � 1, Efwng = 0; Efw2
ng = �

2
w > 0. Â äàííîì

ñëó÷àå

Bv(n) � �
2
v ; Qw(n) � �

2
w

è ïðè çàäàíèè �̂0 = 0; �0 = 0 îïòèìàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ïðîãíîçèðóþùèõ îöåíîê âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì

�̂n+1 = a�̂n � a
�n

�2v + �n'2n
'n('n�̂n � yn);

�n+1 = �
2
w+

a
2
�
2
v

'2n

� a
2
�
4
v

'2n(�
2
v + �n'2n)

�
� a

2�n� a
2�2n'

2
n

�2v +�n'2n
+�2w

�
:

Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ïðè 'n � ' èëè â òîé ñèòóàöèè,

êîãäà f'ng � áåðíóëëèåâñêèé ïðîöåññ:

'n = �'; Ef'ng = 0;

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f�ng ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëó �1, êîòîðûé

ìîæíî íàéòè èç óðàâíåíèÿ

�1 = �
2
w +

a
2
�
2
v

'2
� a

2
�
4
v

'2(�2v + �1'2)
;

ðåøåíèå êîòîðîãî åñòü

�1 =
'
2
�
2
w + (a2 � 1)�2v +

p
('2�2w + (a2 � 1)�2v)

2 + 4'2�2w�
2
v

2'2
:
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Â ïðåäåëå ïðè n ! 1 äëÿ îöåíîê ôèëüòðà Êàëìàíà�Áüþñè

èìååì ïðèáëèæåííîå ñîîòíîøåíèå

�̂n+1 � a�̂n � a�'n('n�̂n � yn);

â êîòîðîì îáîçíà÷åíî

� =
�1

�2v + �1'2
=
c
2
1 + c1c2=a

'2c21

�
� 1

a'2

�
c2

c1
+ a

��
;

è

c1 =
1

2
(�1 + �2); c2 =

1

2
(�1 � �2);

�1 =
p
'2�2w + �2v(1� a)2; �2 =

p
'2�2w + �2v(1 + a)2:

Òàêèì îáðàçîì, â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ('n � ') îöåíêè

ôèëüòðà Êàëìàíà�Áüþñè â ïðåäåëå ñîâïàäàþò ñ îöåíêàìè

ôèëüòðà Âèíåðà�Êîëìîãîðîâà. Ýòà ñâÿçü îáóñëîâëåíà ìå-

òîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, çàëîæåííûì â îñíîâó îáîèõ

ôèëüòðîâ. Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà òàêæå èëëþñòðèðóåò îáîñíî-

âàííîñòü çàìåíû â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îöåíîê ôèëüòðà Êàë-

ìàíà�Áüþñè íà îöåíêè, äîñòàâëÿåìûå àëãîðèòìîì óïðîùåí-

íîãî òèïà. Êðîìå òîãî, åñëè f'ng � áåðíóëëèåâñêèé íåçàâè-

ñèìûé ïðîöåññ, òî àëãîðèòì

�̂n+1 = a�̂n � a�'n('n�̂n � yn)

îòíîñèòñÿ ê òèïó ðàíäîìèçèðîâàííûõ. Êàê ïîêàçàíî â [4], îí

ìîæåò äàâàòü óäîâëåòâîðèòåëüíûå îöåíêè íå òîëüêî â ñëó÷àå

íåçàâèñèìûõ öåíòðèðîâàííûõ ïîìåõ íàáëþäåíèÿ, íî è ïðè

íåèçâåñòíûõ îãðàíè÷åííûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ïîìåõàõ. Çà-

ìåòèì, ÷òî ïðè a � 1 è �w << �v

� � �w

'�v
:
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3. Çàäà÷è îöåíèâàíèè è îïòèìèçàöèè

ïðè îãðàíè÷åííûõ, à â îñòàëüíîì �

ïðîèçâîëüíûõ ïîìåõàõ

Ïîíÿòèå ïî÷òè ïðîèçâîëüíûå ïîìåõè, êàê ïðàâèëî, â òåê-

ñòå ïîñîáèÿ ñòðîãî ôîðìàëüíî íå îïðåäåëÿåòñÿ, ïîäðàçóìåâàÿ

øèðîêèé êëàññ âñåâîçìîæíûõ ïîìåõ: êàê ñëó÷àéíûõ ñ ðàçíîé

ñòåïåíüþ âçàèìíîé çàâèñèìîñòè, òàê è íåñëó÷àéíûõ. Íåñìîò-

ðÿ íà îòñóòñòâèå ÷åòêîãî îïðåäåëåíèÿ âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî ê íåìó îòíîñÿòñÿ ïîìåõè, ïîðîæäàåìûå äåòåð-

ìèíèðîâàííûìè, íåèçâåñòíûìè, íî îãðàíè÷åííûìè ôóíêöèÿ-

ìè.

3.1. Ñëó÷àéíûé ñèãíàë, íàáëþäàåìûé íà ôîíå

îãðàíè÷åííûõ ïîìåõ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îöåíèâàíèè êîýôôèöèåíòà óñèëåíèÿ

èçâåñòíîãî ñêàëÿðíîãî ñèãíàëà f'ng, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé
ðåàëèçàöèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñ-

ïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ îãðàíè÷åííûì èçâåñòíûì

ñðåäíèì çíà÷åíèåì M' è êîíå÷íîé ïîëîæèòåëüíîé äèñïåð-

ñèåé �2' > 0, íàáëþäàåìîãî íà ôîíå íåèçâåñòíûõ îãðàíè÷åí-

íûõ ïîìåõ fvng. Áîëåå òî÷íî: ïî íàáëþäåíèÿì ïðè n =

1; 2; : : : ñêàëÿðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

yn = 'n� + vn;

ãäå

jvnj � Cv;

òðåáóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî îöåíèâàòü íåèçâåñòíîå çíà÷åíèå �.

Â ëèòåðàòóðå ïðè îïèñàíèè ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ òàêîãî

òèïà: ïðè îãðàíè÷åííûõ, à â îñòàëüíîì � ïðîèçâîëüíûõ ïîìå-

õàõ, ÷àñòî ïðèâîäèòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

Ïóñòü çàäàí íåêîòîðûé èíòåðâàë � = �0 = [a0; b0], ãàðàí-

òèðîâàííî ñîäåðæàùèé çíà÷åíèå �. Íà êàæäîì øàãå, ïîëó÷èâ
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íîâîå íàáëþäåíèå yn, ìîæíî óòî÷íèòü ãðàíèöû ìíîæåñòâà,

ñîäåðæàùåãî �, ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

�n = [an; bn] = �n�1 \ fX : jyn � 'nXj � Cvg:

Åñëè an ! bn ïðè n ! 1, ò.å. èíòåðâàëû �n ñòÿãèâàþòñÿ â

òî÷êó, òî î÷åâèäíî, ÷òî õîðîøåé îöåíêîé âåëè÷èíû � íà øàãå

ñ íîìåðîì n ìîæåò áûòü ëþáîé èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà �n,

íàïðèìåð �̂n = (an+bn)=2: Ñîñòîÿòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñ-

òè îöåíîê áóäåò ãàðàíòèðîâàíà.

Hî, ê ñîæàëåíèþ, ñóùåñòâåííûõ îñíîâàíèé íàäåÿòüñÿ íà

òî, ÷òî an ! bn ïðè n ! 1, íåò. Â ýòîé ñèòóàöèè ìîæíî

ãîâîðèòü òîëüêî î ïîëó÷åíèè ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà �1, êî-

òîðîå ãàðàíòèðîâàííî ñîäåðæèò íåèçâåñòíîå èñêîìîå çíà÷åíèå

�: Èñòîðè÷åñêè òàê ñëîæèëîñü, ÷òî ðåçóëüòàòîì òàêîãî òèïà

îáû÷íî óäîâëåòâîðÿþòñÿ, ñ÷èòàÿ íåâîçìîæíûì ïðè ðåøåíèè

ýòîé çàäà÷è ïîëó÷èòü ëó÷øèé îòâåò. Â [?] ïîêàçàíî, ÷òî è â

ýòîé çàäà÷å âîçìîæíî ïîëó÷åíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîñòîÿ-

òåëüíûõ îöåíîê.

Äàëåå ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ àëãîðèòìîâ ïîñòðîå-

íèÿ ìíîæåñòâ, ãàðàíòèðîâàííî ñîäåðæàùèõ âåêòîð íåèçâåñò-

íûõ ïàðàìåòðîâ.

3.2. Ìåòîä ðåêóððåíòíûõ öåëåâûõ íåðàâåíñòâ.

Êîíå÷íî-ñõîäÿùèåñÿ àëãîðèòìû

Êàê è â ïðèìåðå ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, òàê è âî ìíîãèõ

äðóãèõ ñëó÷àÿõ çàäà÷è îöåíèâàíèÿ, îïòèìèçàöèè, àäàïòèâíî-

ãî óïðàâëåíèÿ è ò.ï. ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû â ñëåäóþ-

ùåì âèäå (ñì. [?, 20, ?, ?]).

Äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè  (�; �), çàäàííîé íà W ��, íàéòè

ýëåìåíò � 2 � (íå îáÿçàòåëüíî åäèíñòâåííûé), äëÿ êîòîðîãî

ïðè ëþáîì w 2 W âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

 (w; �) � 0;
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êîòîðûå îáû÷íî íàçûâàþò öåëåâûìè íåðàâåíñòâàìè. Åñëè

ìíîæåñòâî W � íå êîíå÷íîå, òî íàáîð èç öåëåâûõ íåðàâåíñòâ

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íîìåðíóþ ñèñòåìó íåðàâåíñòâ.

Â ðÿäå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ â ðàñïîðÿæåíèè ýêñïåðèìåíòà-

òîðà åñòü íåêîòîðàÿ òðåíèðîâî÷íàÿ (îáó÷àþùàÿ) ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü òî÷åê w1; w2; : : : èç ìíîæåñòâà W , äëÿ êîòîðîé èç-

âåñòíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè  (wk; �); k = 1; 2; : : :, è, ïîëó÷åííàÿ

òàêèì îáðàçîì ïîäñèñòåìà íåðàâåíñòâ

 (wk; �) � 0;

ãäå k = 1; 2; : : : ; ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îòûñêàíèÿ

íóæíîãî âåêòîðà �. Êîíå÷íî, ïîäëåæèò ñïåöèàëüíîìó èññëå-

äîâàíèþ âîïðîñ î òîì, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèÿ ýòîé ïîäñèñ-

òåìû ÿâëÿþòñÿ è ðåøåíèÿìè èñõîäíîé. Îòâåò íà íåãî ìîæíî

äàòü, ñäåëàâ íåêîòîðûå ïðåäïîëîæåíèÿ î õàðàêòåðèñòèêàõ

ôóíêöèè  (�; �) è î ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè w1; w2; : : : : Â èíòåðåñóþùåé íàñ ñèòóàöèè î÷åðåäíîå

íåðàâåíñòâî â ìîìåíò âðåìåíè n ôîðìèðóåòñÿ ëèøü ïîñëå íà-

õîæäåíèÿ ïðåäûäóùåé îöåíêè �̂n�1. Â ýòîì êîíòåêñòå ïîä-

ñèñòåìó íåðàâåíñòâ  (wk; �) � 0; k = 1; 2; : : : ; íàçûâàþò ðå-

êóððåíòíûìè öåëåâûìè íåðàâåíñòâàìè.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ

�0 = �; �n = �n�1 \ f� :  (wn; �) � 0g;

n = 1; 2; : : : ; �0 � �1 � : : : :Äëÿ ëþáîãî n ìîæíî óòâåðæäàòü,

÷òî äëÿ âñÿêîãî �, ÿâëÿþùåãîñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé ñèñòåìû

öåëåâûõ íåðàâåíñòâ, âûïîëíåíî óñëîâèå � 2 �n: Èíîãäà ïðè

îáîñíîâàíèè ñõîäèìîñòè àëãîðèòìîâ ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîê-

ñèìàöèè ñ ïðîåêòèðîâàíèåì âàæíî çíàòü, ÷òî ðåêóððåíòíûé

ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ f�ng � êî-

íå÷íî-ñõîäÿùèéñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n,

ìíîæåñòâà �n ïåðåñòàþò èçìåíÿòüñÿ:

�n = �n?; n � n?:
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Êîíå÷íî-ñõîäÿùèéñÿ àëãîðèòì (ÊÑÀ) çà êîíå÷íîå ÷èñëî øà-

ãîâ äîñòàâëÿåò ðåøåíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà çàðàíåå íåèçâåñò-

íûõ ðåêóððåíòíûõ íåðàâåíñòâ.

Ñôîðìóëèðóåì äâà óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ

ìîæíî íåçíà÷èòåëüíî âèäîèçìåíèòü îïèñàííûé ñïîñîá ðåêóð-

ðåíòíîãî ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ f�ng òàê,
÷òîáû îí ñòàë êîíå÷íî-ñõîäÿùèìñÿ.

� Ïðè êàæäîì n = 1; 2; : : : ìíîæåñòâî f� :  (wn; �) � 0g �
âûïóêëîå.

� Ñðåäè ðåøåíèé âñåõ ðåêóððåíòíûõ öåëåâûõ íåðàâåíñòâ

åñòü íåïóñòîé îòêðûòûé øàð, ò.å. ñóùåñòâóåò � 2 � è íåêîòî-

ðîå Æ > 0, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n = 1; 2; : : : è ëþáîãî X :

kX � �k2 � Æ âûïîëíåíî óñëîâèå  (wn;X) � 0.

Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè òî÷åê f�̂ng è ìíîæåñòâ f�ng ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:
ïðè n = 0 ïîëàãàåì

�̂0 2 �; �0 = �;

ïðè n = 1; 2; : : :,

åñëè  (wn; �̂n�1) � 0, òî

�̂n = �̂n�1;�n = �n�1;

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå �̂n âûáèðàåì áëèæàéøèé ê

�̂n�1 ýëåìåíò èç

�n = �n�1 \ f� :  (wn;X) � 0 8X : kX � �k2 � Æg:

Äëÿ ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååì �0 � �1 � : : : :

Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ

ìîæåì ïîòåðÿòü íåêîòîðûå ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû öåëå-

âûõ íåðàâåíñòâ, íî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç íèõ, ðàâíîå �,

ïðèíàäëåæèò âñåì ìíîæåñòâàì: � 2 \n�n. Ïåðâîå óñëîâèå

ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò êðóã çàäà÷, ðåøàåìûõ ñ ïîìîùüþ

êîíå÷íî-ñõîäÿùåãîñÿ àëãîðèòìà, íî âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ
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ïðèëîæåíèÿõ îíî âûïîëíÿåòñÿ. Âòîðîå óñëîâèå íå îãðàíè÷è-

òåëüíî è èìååò äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííûé õàðàêòåð.

Îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà êîíå÷íîé ñõîäèìîñòè àëãî-

ðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñ-

òâà �n èçìåíÿþòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Ïóñòü ýòè èçìåíå-

íèÿ ïðîèñõîäÿò â ìîìåíòû âðåìåíè, çàäàâàåìûå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ fnig. Ðàññìîòðèì ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fdig, îïðåäåëÿåìóþ ïî ïðàâèëó

di = k�̂ni � �k2;
ãäå i = 0; 1; 2; : : : : Èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè f�̂nig ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè fdig ïðè êàæäîì i = 0; 1; 2; : : : âûïîëíÿþòñÿ íåðà-

âåíñòâà

di � di�1 � Æ:

Ïðîñóììèðîâàâ ýòè íåðàâåíñòâà N ðàç (N > 0), èìååì

0 � dN � d0 � ÆN:

Åñëè â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå N > d0=Æ, òî ïîëó÷àåì ïðîòè-

âîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî ïåðåêëþ÷åíèé ñ îäíîãî

çíà÷åíèÿ �̂i íà äðóãîå êîíå÷íî, à çíà÷èò, è ìíîæåñòâà â ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè f�ng èçìåíÿþòñÿ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïðè îãðàíè÷åííîì èñõîäíîì ìíî-

æåñòâå � ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà

èçìåíåíèé ìíîæåñòâ â ÊÑÀ:

Nmax � diam(�)=Æ;

çäåñü diam(�) � íàèáîëüøåå èç ðàññòîÿíèé ìåæäó äâóìÿ ïðî-

èçâîëüíûìè òî÷êàìè ìíîæåñòâà �.

Êîíêðåòíûé âèä ðåêóððåíòíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ

ðàçíîîáðàçíûõ öåëåâûõ íåðàâåíñòâ ñ îáîñíîâàíèåì èõ ñõîäè-

ìîñòè ìîæíî íàéòè â [?, 20, ?, ?]. Äàëåå áóäåò ðàññìîòðåí

ëèøü ÷àñòíûé, íî âàæíûé ñëó÷àé, îòíîñÿùèéñÿ ê ëèíåéíûì

íåðàâåíñòâàì.
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3.3. Àëãîðèòì "Ïîëîñêà"

Hàèáîëåå ïðîñòîé âèä ôóíêöèè  (w; �) � ëèíåéíûé:

'
T
n � + �n � 0;

n = 1; 2; : : : : Çäåñü

wn =

�
'n

�n

�
;

ãäå f'ng è f�ng � íåêîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ

è ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî. Âîçìîæíûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ òàêîé

ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ïåðâîíà÷àëüíî ðàññìàòðèâà-

ëèñü â [?].

Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîé çàäà÷å ïåðâîå óñëîâèå ïîñòðîåíèÿ

êîíå÷íî-ñõîäÿùåãîñÿ àëãîðèòìà, âûïîëíåíî. Âòîðîå óñëîâèå

îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå âåêòîð � è Æ > 0, ÷òî

'
T
n � + �n � Æk'nk;

ãäå n = 1; 2; : : : : ×àùå âñåãî â ïðèëîæåíèÿõ ê ëèíåéíûì ñèñòå-

ìàì ñ îãðàíè÷åííûìè ïîìåõàìè âñòðå÷àåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé

ðåêóððåíòíûõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

j'Tn � + �nj � "n;

çäåñü n = 1; 2; : : : è f"ng � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Â ýòîì ñëó÷àå âòîðîå óñëîâèå ïîñòðîå-

íèÿ êîíå÷íî-ñõîäÿùåãîñÿ àëãîðèòìà îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò

÷èñëà 0 < Æ < 1, 0 < "? è âåêòîð � (íå èçâåñòíûé), òàêèå, ÷òî

ïðè n = 1; 2; : : :

"n � "?k'nk;
j'Tn � + �nj � Æ"n:

Â ýòîì ñëó÷àå êàæäîå èç ðåêóððåíòíûõ íåðàâåíñòâ âûäåëÿåò â

âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ � îïðåäåëåííóþ ïîëîñó,
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øèðèíîé íå ìåíåå 2"?. Âûïîëíåíèå ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà

ãàðàíòèðóåò, ÷òî âñå ýòè ïîëîñû âêëþ÷àþò â ñåáÿ íåêîòîðûé

øàð ðàäèóñîì Æ, ñîäåðæàùèé �.

Äëÿ ïîñëåäíåãî ñëó÷àå â [17, ?] ôîðìóëèðóåòñÿ áîëåå ïðî-

ñòîé êîíå÷íî-ñõîäÿùèéñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè òî÷åê f�̂ng, ïðè èçìåíåíèè êîòîðûõ íàäî ïåðåñòðàèâàòü
ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà f�ng, ñîäåðæàùèå �.

Ïóñòü �̂0 2 � è �0 = �.

Åñëè

j'Tn �̂n�1 + �nj � "n;

òî

�̂n = �̂n�1 è �n = �n�1;

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

�̂n = �̂n�1 � 'n
'
T
n �̂n�1 + �n � sgn('Tn �̂n�1 + �n)Æ"n

k'nk2 ;

�n = �n�1 \ f� : 'Tn � + �n � Æ"ng; n = 1; 2; : : : :

Ýòà ïðîöåäóðà íàçûâàåòñÿ àëãîðèòìîì "Ïîëîñêà".

Åñëè èñõîäíîå ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì

èëè ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàííûì, òî ïîëó÷àþùèåñÿ ïî ñôîðìóëè-

ðîâàííîìó àëãîðèòìó ìíîæåñòâà � òîæå ìíîãîãðàííèêè. Êàê

óæå îòìå÷àëîñü, â íåêîòîðûõ àëãîðèòìàõ ñòîõàñòè÷åñêîé àï-

ïðîêñèìàöèè ïðè îãðàíè÷åííûõ ïîìåõàõ öåëåñîîáðàçíî èñ-

ïîëüçîâàòü îïåðàöèþ ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâî, ñîîòâåò-

ñòâóþùóþ ïîèñêó áëèæàéøåãî ýëåìåíòà. Êîíå÷íàÿ ñõîäè-

ìîñòü àëãîðèòìà ïåðåñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ �n âàæíà ïî äâóì

ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, èíîãäà ïðè äîêàçàòåëüñòâå àñèìïòîòè-

÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîâåäåíèÿ îöåíîê, ïîñòðîåííûõ ïî àëãîðèòìó

ñ ïðîåêòèðîâàíèåì, âàæíî áûòü óâåðåííûìè, ÷òî, íà÷èíàÿ

ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà, îãðàíè÷èâàþùåå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðîâ ìíîæåñòâî íå ìåíÿåòñÿ. Âî-âòîðûõ, ïðè ïðàêòè-

÷åñêîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ìíîãîãðàí-

íîå ìíîæåñòâî íàäî èìåòü êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá îïèñàíèÿ
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íàáîðà ïëîñêîñòåé, êîòîðûå åãî îãðàíè÷èâàþò. Ïðè áåñêîíå÷-

íîì êîëè÷åñòâå îãðàíè÷èâàþùèõ ïëîñêîñòåé òðóäíî ïðåäñòà-

âèòü ñåáå ðåàëüíûé ñïîñîá õðàíåíèÿ òàêîé èíôîðìàöèè.

Ïðè ñâîåé êàæóùåéñÿ ïðîñòîòå, îïèñàííûé ñïîñîá âñå-òàêè

èìååò ñóùåñòâåííûå òðóäíîñòè ïðè ðåàëèçàöèè íà ïðàêòèêå.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóþò áîëåå ïðîñòûå àëãîðèòìû, õî-

òÿ ïðè ýòîì òðóäíî äîêàçàòü èõ êîíå÷íóþ ñõîäèìîñòü. Åñëè

àëãîðèòì ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü âìåñòå ñ äðóãèì, áîëåå

÷óòêèì, òî êîíå÷íóþ ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà ìîæíî îáåñïå÷èòü

ïðîñòûì ïðàêòè÷åñêèì óñëîâèåì: ïðåêðàòèòü êîððåêöèè ïîñ-

ëå çàðàíåå çàäàííîãî îïðåäåëåííîãî êîëè÷åñòâà øàãîâ. Hàè-

áîëåå óäîáíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ îïåðàöèé ïðîåêòèðîâàíèÿ è

õðàíåíèÿ èíôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå ïîñòðîåíèå

â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñîäåðæàùèõ íå-

êîòîðîå ðåøåíèå ñèñòåìû ðåêóððåíòíûõ öåëåâûõ íåðàâåíñòâ.

3.4. Ìåòîä

ýëëèïñîèäîâ

Äðóãèì ïðèìåðîì àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ, óäîá-

íûõ äëÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé ïðîåêòèðîâàíèÿ è õðàíåíèÿ

íåîáõîäèìîé èíôîðìàöèè, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ýëëèïñîèäîâ (ñì.

[?, ?]).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðåøåíèè ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ íå-

ðàâåíñòâ

'
T
n � + �n � 0;

ãäå n = 1; 2; : : : : Ïðåäïîëîæèì, êàê è ðàíåå, ñóùåñòâîâàíèå

òàêèõ âåêòîðà � è êîíñòàíòû Æ > 0, ÷òî ïðè n = 1; 2; : : :

'
T
n � + �n � Æk'nk:

Hå óìàëÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíîå ìíîæåñòâî,

ñîäåðæàùåå � � ðåøåíèå ñèñòåìû ðåêóððåíòíûõ íåðàâåíñòâ,

çàäàíî â âèäå ýëëèïñîèäà (èëè øàðà):

�0 = f� : (� � �̂0)
TR�10 (� � �̂0) � 1g
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ñ öåíòðîì â íåêîòîðîé òî÷êå �̂0 è ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé R0. Ðàññìîòðèì ðåêóððåíòíûé àëãî-

ðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëëèïñîèäîâ f�ng:

�n = f� : (� � �̂n)
TR�1n (� � �̂n) � 1g;

îïðåäåëÿåìûé ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåñ÷èòûâàåìûìè òî÷êàìè

f�̂ng è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè ìàòðèöàìè fRng. Ïðà-
âèëî èõ ïåðåñ÷åòà ñëåäóþùåå: ïðè n = 1; 2; : : : ;

åñëè 'Tn �̂n�1 + �n � 0, òî �̂n = �̂n�1; Rn = Rn�1;

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

�̂n = �̂n�1 � Rn�1'n

(r + 1)
p
'TnRn�1'n

;

Rn =
r
2

r2 � 1

�
Rn�1 � 2

n+ 1

Rn�1'n'
T
nR

T
n�1

'TnRn�1'n

�
;

çäåñü r � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ �. Äëÿ ìàê-

ñèìàëüíî âîçìîæíîãî ÷èñëà êîððåêöèé ýëëèïñîèäîâ f�ng
ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó ñâåðõó:

Nmax � r
lnfk�̂0 � �k=Æg

lnf(r + 1)(r2 � 1)
r�1
2 r�rg

;

êîòîðàÿ ïðè áîëüøèõ r ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà

2r2(1 +O(n�2)) ln k�̂0 � �k
Æ

:

Àëãîðèòì èìååò ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.

Åñëè ïðåäûäóùàÿ îöåíêà �̂n�1 íå óäîâëåòâîðÿåò î÷åðåäíîìó

öåëåâîìó íåðàâåíñòâó, çàäàþùåìó íåêîòîðóþ ãèïåðïëîñêîñòü

â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ �, òî ïàðàëëåëüíî åé ÷åðåç öåíòð

ïîñëåäíåãî èç ïîñòðîåííûõ ýëëèïñîèäîâ ïðîâîäèòñÿ ãèïåð-

ïëîñêîñòü. Ýòà ãèïåðïëîñêîñòü äåëèò ýëëèïñîèä íà äâå ÷àñòè,

135



îäíà èç êîòîðûõ ñîäåðæèò òî÷êó �. Ïîñëå ýòîãî íîâûé ýëëèï-

ñîèä ñòðîèòñÿ êàê íàèìåíüøèé ïî îáúåìó, ñîäåðæàùèé íóæ-

íóþ ÷àñòü ïðåäûäóùåãî ýëëèïñîèäà. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ,

÷òî îòíîøåíèå îáúåìîâ íîâîãî è ñòàðîãî ýëëèïñîèäîâ íå ïðå-

âîñõîäèò âåëè÷èíû

r
r

(r + 1)(r2 � 1)
r�1
2

< 1:
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Ïðèíÿòèå ðåøåíèé

1. Ïðèíÿòèå ðåøåíèé

2. Ìåòîäû ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè

Ðàçâèòèå è äîñòóïíîñòü âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè îêàçàëè âîçäåé-

ñòâèå è íà êëàññè÷åñêèå ðàçäåëû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòè-

êè, ñòèìóëèðóÿ ðàçðàáîòêó è äàâàÿ ïðèîðèòåò ðåêóððåíòíûì

ñõåìàì îöåíèâàíèÿ. Òàê ïîëó÷èëè øèðîêîå ïðèçíàíèå ïðîöåäóðû

ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè Ðîááèíñà�Ìîíðî (1951 ã.) [25]

è Êèôåðà�Âîëüôîâèöà (1952 ã.) [24]. Ðîñò ïðîèçâîäèòåëüíîñòè

âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí è óñëîæíåíèå ðåøàåìûõ ïðàêòè÷åñêèõ

çàäà÷ ïðèâåëè êî âñå áîëåå øèðîêîìó èñïîëüçîâàíèþ îáó÷àþùèõñÿ

ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè íåéðîííûõ ñåòåé ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì

óçëîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî è ïðè íàñòðîéêå èõ ïàðàìåòðîâ òåîðèè

îöåíèâàíèÿ è îïòèìèçàöèè íà ñîâðåìåííîì óðîâíå ïðåäîñòàâ-

ëÿþò â ðàñïîðÿæåíèå ðàçðàáîò÷èêîâ óäîáíûå àëãîðèòìû.

Íà ïðàêòèêå øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ àëãîðèòìû òèïà ñëó-

÷àéíîãî ïîèñêà. Ýòî âûçâàíî ïîòðåáíîñòüþ â ðåøåíèè çàäà÷

îïòèìèçàöèè â óñëîâèÿõ, êîãäà ñâîéñòâà èññëåäóåìîé ôóíêöèè

ïîòåðü íåèçâåñòíû, à èçìåðåíèÿ çíà÷åíèé ñàìîé ôóíêöèè äî-

ñòóïíû ÷àùå âñåãî ñ ïîìåõàìè. Â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå

ýòè àëãîðèòìû èññëåäîâàëèñü, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ Ë.À. Ðàñ-

òðèãèíà [14, 15], [?], Ñ.Ì. Åðìàêîâà è À.À. Æèãëÿâñêîãî

[7] ïðè óñëîâèè öåíòðèðîâàííîñòè è íåçàâèñèìîñòè ïîìåõ íà-

áëþäåíèÿ. Âîîáùå ãîâîðÿ, â óñëîâèÿõ, êîãäà èíôîðìàöèè

î ôóíêöèè ïîòåðü ìàëî, äëÿ ïîèñêà òî÷êè ìèíèìóìà íàäî

ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåáðàòü âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû âåêòîðîâ

ðåãóëèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðè âûñîêîé ðàçìåðíîñòè çàäà÷è

ýòî ñäåëàòü çà ðàçóìíîå âðåìÿ íåâîçìîæíî. Hà îñíîâàíèè
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òåõ èëè èíûõ ïðåäïîëîæåíèé î ñâîéñòâàõ ôóíêöèè ïîòåðü

èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìîâ ñëó÷àéíîãî ïîèñêà ïîçâîëÿåò çàìå-

íèòü ïîëíûé ïåðåáîð íà, â íåêîòîðîì ñìûñëå, çäðàâîå áëóæ-

äàíèå â ìíîæåñòâå ðåãóëèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ.

2.1. Ïîèñê êîðíÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè.

Àëãîðèòì Ðîááèíñà�Ìîíðî

Ïåðâîé ïî ðåêóððåíòíûì ñòîõàñòè÷åñêèì àëãîðèòìàì áû-

ëà ðàáîòà Ðîááèíñà è Ìîíðî [25], â êîòîðîé èññëåäîâàëàñü

çàäà÷à î íàõîæäåíèè êîðíÿ âåùåñòâåííîé ôóíêöèè g(X) îò

âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà X. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ôóíêöèÿ

íåèçâåñòíà, íî íàáëþäåíèþ ýêñïåðèìåíòàòîðà äîñòóïíû åå çíà-

÷åíèÿ â âûáèðàåìûõ èì òî÷êàõ, ìîæåò áûòü, ñ ïîìåõàìè.

Åñëè ôóíêöèÿ g(X) íàì èçâåñòíà è íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìà, òî çàäà÷à ïðåâðàùàåòñÿ â êëàññè÷åñêóþ èç ÷èñëåí-

íîãî àíàëèçà. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòî-

äîì Íüþòîíà, êîòîðûé ãåíåðèðóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê

f�̂ng êîðíÿ � ôóíêöèè g(X):

�̂n = �̂n�1 � [g0(�̂n�1)]
�1
g(�̂n�1);

n = 1; 2; : : :, èëè áîëåå ïðîñòîé, íî ìåíåå ýôôåêòèâíîé, ïðî-

öåäóðîé:

�̂n = �̂n�1 � �g(�̂n�1)

ñ ôèêñèðîâàííûì äîñòàòî÷íî ìàëûì êîýôôèöèåíòîì � > 0,

êîòîðàÿ íå òðåáóåò óìåíèÿ âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè.

Åñëè íà÷àëüíîå çíà÷åíèå �̂0 âûáðàíî äîñòàòî÷íî áëèçêî ê �, òî

ïðîöåäóðà ãàðàíòèðóåò ñõîäèìîñòü îöåíîê ê êîðíþ � ôóíêöèè

g(X) ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ î òîì, ÷òî g(X) < 0 ïðè X < �,

g(X) > 0 ïðè X > �, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè îãðàíè÷åíà è

g
0(X) > 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè �. Âîîáùå ãîâîðÿ,

ýòà ïðîöåäóðà íå òðåáóåò è äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè

g(X).

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g(X)

è åå ïðîèçâîäíîé íåèçâåñòíû, à äîñòóïíû òîëüêî çíà÷åíèÿ
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ôóíêöèè â âûáèðàåìûõ òî÷êàõ X, íî èñêàæåííûå ïîìåõàìè.

Áîëåå òî÷íî: ïóñòü êàæäîìó âåùåñòâåííîìó X ñîîòâåòñòâóåò

íåêîòîðàÿ âåùåñòâåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà G(w;X) ñ íåèç-

âåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé è ñðåäíèì çíà÷åíèåì

g(X) = EwfG(w;X)g =
Z +1

�1

G(w;X)Pw(dw):

Òðåáóåòñÿ íàéòè çíà÷åíèå �, ïðè êîòîðîì g(�) = 0; íà îñíîâà-

íèè íàáëþäåíèé ðåàëèçîâàííûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

G(w1;X1); G(w1;X2); : : : ïðè âûáîðå ïàðàìåòðîâ èñïûòàíèé

X1;X2; : : :. Äëÿ óïðîùåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ g(X)

� íåóáûâàþùàÿ è èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü. Ïðè íàáëþäå-

íèÿõ ñ ïîìåõàìè ìåòîä Íüþòîíà íå ïðèìåíèì, íî âòîðîé (óï-

ðîùåííîé) ïðîöåäóðîé âîñïîëüçîâàòüñÿ ìîæíî, çàìåíèâ, ê

ïðèìåðó, çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà èõ "õîðîøèå" ïðèáëèæåíèÿ,

ïîëó÷àåìûå óñðåäíåíèåì íåñêîëüêèõ íàáëþäåíèé. Íà ñàìîì

äåëå, êàê óñòàíîâèëè Ã. Ðîááèíñ è Ñ. Ìîíðî [25], íåò íåîáõîäè-

ìîñòè ïðîèçâîäèòü ñåðèþ íàáëþäåíèé äëÿ êàæäîãî ðàíåå âûá-

ðàííîãî ïàðàìåòðà èñïûòàíèé �̂n�1, ïîñêîëüêó âåëè÷èíû �̂n�1

èãðàþò â âû÷èñëåíèÿõ ïðîìåæóòî÷íóþ ðîëü è çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèè â ýòèõ òî÷êàõ ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ íå ñàìè ïî ñåáå, à

òîëüêî â òîé ñòåïåíè, íàñêîëüêî îíè âåäóò íàñ â íàïðàâëåíèè

ê êîðíþ ôóíêöèè. Áûë ïðåäëîæåí íîâûé àëãîðèòì:

�̂n = �̂n�1 � �nYn

ñ íåêîòîðîé âûáèðàåìîé ïîëüçîâàòåëåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë f�ng, ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ ïðè n!1
è óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿìX

n

�n =1;

X
n

�
2
n <1:

Ýòîò àëãîðèòì èñïîëüçóåò íà n-ì øàãå íàáëþäåíèå Yn, ïðåä-

ñòàâëÿþùåå ñîáîé çàøóìëåííîå çíà÷åíèå g(�̂n�1), ðàâíîå

G(wn; �̂n�1). Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, êîãäà X 2 Rr , àëãîðèòì
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èìååò òàêîé æå âèä è Yn 2 R
r . Îí ïîëó÷èë îáùåïðèçíàííîå

íàçâàíèå ïðîöåäóðà Ðîááèíñà�Ìîíðî. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè

ðàçâèòû ìåòîäû, äîêàçûâàþùèå ñõîäèìîñòü ïîëó÷àåìîé òà-

êèì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê ê êîðíþ ôóíêöèè

g(X) ïðè áîëåå îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ñâîéñòâàõ íåèçâåñò-

íîé ôóíêöèè è ìåíüøèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f�ng (ñì. ðàçä.??). Âñå ñïîñîáû äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîÿòåëü-

íîñòè îöåíîê èñïîëüçóþò ïðåäâàðèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î ïîìåõàõ,

ïðåäïîëàãàÿ èõ öåíòðèðîâàííîñòü â òîì èëè èíîì ñìûñëå.

Äëÿ ïðèìåðà ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñîîáðàæåíèÿ, ïîêàçû-

âàþùèå, ÷òî ïîìåõè ñ íóëåâûì ñðåäíèì è îãðàíè÷åííîé äèñ-

ïåðñèåé íå âëèÿþò íà àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå àëãîðèòìà

ïðè n ! 1. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n

øàã àëãîðèòìà �n ! 0 è çíà÷åíèÿ �̂n ìåíÿþòñÿ ìåäëåííî. Ñ

äðóãîé, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî � > 0 îïðåäåëèì N �
n òàê, ÷òîáûPn+N�

n

i=n �i � �: Ïðîöåäóðó Ðîááèíñà�Ìîíðî ìîæíî ïåðåïèñàòü

â âèäå

�̂n = �̂n�1 � �ng(�̂n�1) + �n(g(�̂n�1)� Yn):

À çíà÷èò,

�̂n+N�
n
� �̂n�1 � ��g(�̂n�1) + "îøèáêà";

ãäå

"îøèáêà" =

n+N�
nX

i=n

�i(g(�̂i�1)� Yi):

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîìåõè fYn � g(�̂n�1)gn=1;2;::: ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîãîíàëüíûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûìè ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè è îãðàíè÷åí-

íîé äèñïåðñèåé �2(�̂n�1), òîãäà äëÿ äèñïåðñèè îøèáêè èìååì

E

8<
:

n+N�
nX

i=n

�i

�
yn � g(�̂n�1)

�29=
; =

n+N�
nX

i=n

O(�2i ) = O(�)�n:
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Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ âèäíî, ÷òî íà èòåðàöèÿõ èç èíòåð-

âàëà [n; n+N
�
n) äëÿ ìàëûõ � è áîëüøèõ n ñðåäíåå èçìåíåíèå

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà áîëåå ñóùåñòâåííî, ÷åì "îøèáêà". Ñëåäî-

âàòåëüíî, ïî êðàéíåé ìåðå ôîðìàëüíî, èç ïðèáëèæåííîé ôîð-

ìóëû äëÿ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé �̂n+N�
n
� �̂n�1 ìîæíî ñäåëàòü

çàêëþ÷åíèå î òîì, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îöåíîê âå-

ðîÿòíåå âñåãî ñîâïàäàåò ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì íåêî-

òîðîãî ðåøåíèÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ
_� = �g(�):

Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

�̂n ! � ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, åñëè � ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñ-

êè óñòîé÷èâîé òî÷êîé ýòîãî óðàâíåíèÿ.

2.2. Ìèíèìèçàöèÿ

ôóíêöèîíàëà ñðåäíåãî ðèñêà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè

f(x) = EwfF (w; x)g =
Z +1

�1

F (w;X)Pw(dw):

(ôóíêöèîíàë ñðåäíåãî ðèñêà), çàâèñÿùåé îò âåêòîðíîãî r-ìåðíîãî

àðãóìåíòà x. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî w � ñëó÷àéíûé âåêòîð è

Ewf�g � îïåðàöèÿ óñðåäíåíèÿ ïî åãî ðàñïðåäåëåíèþ. Ïóñòü

f(�) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Íåîáõîäè-

ìûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî � � òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè f(�),
ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ â ýòîé òî÷êå åå âåêòîð-ãðàäèåíòà

rf(�) = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíû çíà÷åíèÿ âåêòîð-ãðàäèåíòà

ôóíêöèè f(�) è åå ìàòèöû-ãåññèàíà. Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè

ìèíèìóìà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êëàññè÷åñêîé ñõåìîé âû÷èñ-

ëåíèé ïî ìåòîäó Íüþòîíà:

�̂n = �̂n�1 � [r2
f(�̂n�1)]

�1rf(�̂n�1);
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ãäå n = 1; 2; : : : : Åñëè ìàòðèöà-ãåññèàí r2
f(�̂n�1) â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè � çàäàåò ïîëîæèòåëüíûé îãðàíè÷åííûé îïå-

ðàòîð è íà÷àëüíîå çíà÷åíèå �̂0 âûáðàíî äîñòàòî÷íî áëèçêî ê

òî÷êå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà �, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê

f�̂ng ñõîäèòñÿ ê �. Íåäîñòàòêîì ýòîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ

íåîáõîäèìîñòü îáðàùàòü ìàòðèöó-ãåññèàí íà êàæäîì øàãå,

÷òî ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé îïðåäåëåííóþ òðóäíîñòü ïðè

áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ âûáðàòü

ðåêóððåíòíûé ñïîñîá äëÿ ïåðåñ÷åòà ìàòðèö, îáðàòíûõ ê ãåñ-

ñèàíó. Äëÿ óïðîùåíèÿ àëãîðèòìà, ìàòðèöû [r2
f(�̂n�1)]

�1

èíîãäà îáîñíîâàííî çàìåíÿþò íà ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà �n,

ïîëó÷àÿ â ðåçóëüòàòå àëãîðèòì òèïà ïðîöåäóðû Ðîááèíñà�

Ìîíðî.

Åñëè çíà÷åíèÿ ãðàäèåíòà ôóíêöèè f(�) íåèçâåñòíû, òî ñòàí-
äàðòíûì ïîäõîäîì ê ðåøåíèþ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå

êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé äëÿ àïïðîêñèìàöèè ãðàäèåíòà. Ïóñòü

f�ng � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ei ñòàíäàðòíûé åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâ-

ëåíèè i-é êîîðäèíàòû. Â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè i-é êîìïî-

íåíòû âåêòîð-ãðàäèåíòà ìîæíî èñïîëüçîâàòü

rf(�̂n�1)i � f(�̂n�1 + �nei)� f(�̂n�1 � �nei)

2�n
:

Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ñòàíäàðòíûé ïîäõîä ê àïïðîêñèìàöèè

âåêòîð-ãðàäèåíòà òðåáóåò íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà îöåíè-

âàíèÿ ïðîèçâåñòè 2r èçìåðåíèé çíà÷åíèé ìèíèìèçèðóåìîé

ôóíêöèè ïðè ðàçìåðíîñòè èñêîìîãî ìèíèìèçèðóþùåãî âåêòî-

ðà, ðàâíîé r.

2.3. Ïðîöåäóðà

Êèôåðà�Âîëüôîâèöà

Êàê ïîñòóïèòü, åñëè íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü â àëãîðèòìå íå

òîëüêî ãðàäèåíò ôóíêöèè f(�), íî è åå òî÷íûå çíà÷åíèÿ? Òà-

êàÿ ïðîáëåìà âîçíèêàåò, åñëè âèä ôóíêöèé f(�) è F (�; �) èçâåñ-
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òåí íå ïîëíîñòüþ ëèáî åñëè íà âû÷èñëåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ

çíà÷åíèé çàòðà÷èâàåòñÿ ÷ðåçìåðíîå êîëè÷åñòâî óñèëèé ïðè

äîðîãîâèçíå ýêñïåðèìåíòîâ èëè áîëüøîé ðàçìåðíîñòè âåêòîðà

íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè äîñòàòî÷íî

÷àñòî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî çàøóìëåííîé èíôîðìà-

öèåé î çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè F (w;X) â âûáèðàåìûõ òî÷êàõ X ñ

íåêîíòðîëèðóåìûìè ïðè ýòîì çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû w.

Äæ. Êèôåð ñ Äæ. Âîëüôîâèöåì [24] ïðè r = 1 è Äæ. Áëþì

â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå [21] äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

îöåíîê ïðåäëîæèëè èñïîëüçîâàòü ïðîöåäóðó ñëåäóþùåãî âèäà:

�̂n = �̂n�1 � �n
Y
+
n � Y

�

n

2�n
;

ãäå îáîçíà÷åíî:

Y
�

n =

0
BBBBBB@

F

�
w2r(n�1)+ 3�1

2

; �̂n�1 � �ne1

�
F

�
w2r(n�1)+ 7�1

2

; �̂n�1 � �ne2

�
...

F

�
w2rn� 1�1

2

; �̂n�1 � �ner

�

1
CCCCCCA
:

Îíè îáîñíîâàëè ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê ïðè îïðåäåëåííûõ

ïðåäïîëîæåíèÿõ î ðàñïðåäåëåíèÿõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí, ñâîéñòâàõ ôóíêöèè F (�; �) è ÷èñëîâûõ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé f�ng è f�ng. Èç íàêëàäûâàåìûõ óñëîâèé îáû÷-

íî ñëåäóåò, ÷òî â ñðåäíåì ïî âñåâîçìîæíûì ðåàëèçàöèÿì w

çíà÷åíèå (Y +
n � Y

�

n )=(2�n) ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ãðàäèåíòà

ôóíêöèè f(�) â òî÷êå �̂n�1; è àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îöå-
íîê, ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû Êèôåðà�Âîëüôîâèöà,

õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîéñòâàìè ðåøåíèé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ):

_� = �rf(�):
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Â áîëåå øèðîêîì ñìûñëå àëãîðèòìû òàêîãî òèïà ïðèíÿ-

òî íàçûâàòü ïñåâäîãðàäèåíòíûìè [?]. Ïðè âíåøíåé ïðîñòîòå,

îðèãèíàëüíàÿ ïðîöåäóðà Êèôåðà�Âîëüôîâèöà èìååò ðÿä ñó-

ùåñòâåííûõ íåäîñòàòêîâ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîÿòåëüíîñ-

òè îöåíîê ïðèõîäèòñÿ íàêëàäûâàòü äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòåëü-

íûå óñëîâèÿ íà íåêîíòðîëèðóåìûå âîçìóùåíèÿ; ïðè èçìåðå-

íèÿõ çíà÷åíèé ôóíêöèè ñ ïî÷òè ïðîèçâîëüíûìè ïîìåõàìè

ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê íå ïîëó÷àåòñÿ; è äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ,

êîãäà îãðàíè÷åíèÿìè íà íåêîíòðîëèðóåìûå âîçìóùåíèÿ è ïî-

ìåõè â íàáëþäåíèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, íà êàæäîì øàãå àëãî-

ðèòìà ïðèõîäèòñÿ äåëàòü 2r íàáëþäåíèé, ÷òî â ìíîãîìåðíîì

ñëó÷àå ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì r ìîæåò îêàçàòüñÿ òðóäíî

îñóùåñòâèìûì.

2.4. Ðàíäîìèçèðîâàííûå àëãîðèòìû

ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè

Êëàññè÷åñêóþ ïðîöåäóðó Êèôåðà�Âîëüôîâèöà (ÊÂ) â ïî-

ñëåäíåå âðåìÿ ÷àñòî íàçûâàþò àëãîðèòìîì ñòîõàñòè÷åñêîé

àïïðîêñèìàöèè ñ ôèêñèðîâàííûìè íàïðàâëåíèÿìè. Ñóùåñò-

âåííî óëó÷øèòü õàðàêòåðèñòèêè åå îöåíîê ïîçâîëÿåò âêëþ÷å-

íèå îäíîâðåìåííî â êàíàë íàáëþäåíèÿ, ÷åðåç âûáèðàåìûé ïà-

ðàìåòð, è â íàïðàâëåíèå âåêòîðà èçìåíåíèÿ î÷åðåäíîé îöåíêè

òàê íàçûâàåìîãî ïðîáíîãî îäíîâðåìåííîãî âîçìóùåíèÿ. Â îò-

ëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ïðîöåäóðû Êèôåðà�Âîëüôîâèöà ïðè

âûáîðå î÷åðåäíîé òî÷êè èçìåðåíèÿ ôóíêöèè ñëó÷àéíîìó âîç-

ìóùåíèþ ïîäâåðãàþòñÿ îäíîâðåìåííî âñå êîîðäèíàòû.

Ïóñòü f�ng � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàáëþäàåìûõ, îäèíàêî-

âî ñèììåòðè÷íî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ñ ìàòðè-

öàìè êîâàðèàöèé

covf�n�
T
j g = Ænj �

2
�I;

ãäå �� > 0; è îãðàíè÷åííûì âòîðûì ñòàòèñòè÷åñêèì ìîìåí-

òîì. Íàïðèìåð, äëÿ çàäàíèÿ ïðîáíîãî îäíîâðåìåííîãî âîçìó-

ùåíèÿ óäîáíî èñïîëüçîâàòü áåðíóëëèåâñêèå ñëó÷àéíûå âåêòî-
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ðû (êîîðäèíàòû âåêòîðà �n íå çàâèñÿò äðóã îò äðóãà è ïðèíè-

ìàþò ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ çíà÷åíèÿ ïëþñ/ìèíóñ åäèíèöà).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè çàøóìëåííûõ íàáëþäåíèÿõ áåç ñóùåñò-

âåííûõ ïîòåðü â ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîñòîÿ-

òåëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ

àëãîðèòìîì, ïîõîæèì âíåøíå íà êëàññè÷åñêóþ ïðîöåäóðó Êè-

ôåðà�Âîëüôîâèöà, íî èñïîëüçóþùåì âñåãî äâà çàøóìëåííûõ

èçìåðåíèÿ ôóíêöèè F (�; �) íà êàæäîé èòåðàöèè:

�̂n = �̂n�1 � �n�n

y
+
n � y

�

n

2�n
; y

�

n = F (w�n ; �̂n�1 � �n�n) + v
�

n :

Áîëåå òîãî, àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò àëãîðèòì ñ

îäíèì çàøóìëåííûì íàáëþäåíèåì íà êàæäîé èòåðàöèè:

�̂
n = �̂

n�1 � �n

�n
�nyn; yn = F (wn

; �̂
n�1 + �n�n) + vn:

Ýòè ðåêóððåíòíûå ïðîöåäóðû áóäåì íàçûâàòü ðàíäîìèçèðî-

âàííûìè àëãîðèòìàìè ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè, òàê

êàê â èõ ñòðóêòóðó íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ âõîäèò ñëó÷àéíîå

ïðîáíîå îäíîâðåìåííîå ïî âñåì êîîðäèíàòàì âîçìóùåíèå, êî-

òîðîå òàêæå îäíîâðåìåííî èñïîëüçóåòñÿ è â çàäàíèè íàïðàâ-

ëåíèÿ î÷åðåäíîãî èçìåíåíèÿ îöåíêè è ïðè âûáîðå íîâîé òî÷êè

èçìåðåíèÿ. Èíîãäà âñòðå÷àþòñÿ íàçâàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ

àïïðîêñèìàöèÿ ñî ñëó÷àéíûìè íàïðàâëåíèÿìè, ïîèñêîâûé àë-

ãîðèòì ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè èëè ñòîõàñòè÷åñ-

êàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñ âîçìóùåíèåì íà âõîäå. Â àíãëîÿçû÷íîé

ëèòåðàòóðå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ íàçâàíèå îäíîâðåìåííî âîç-

ìóùàåìàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ (simultaneous per-

turbation stochastic approximation, SPSA).

Â [3, 5, ?, 27] ïðèâåäåíû òî÷íûå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå

ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ñòî-

õàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè, èç êîòîðûõ íàèáîëåå ñóùåñòâåí-

íûì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå î ñëàáîé êîððåëèðîâàííîñòè ïðîáíî-

ãî âîçìóùåíèÿ f�ng è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íåîïðåäåëåííîñ-

òåé fwng è fvng. Åñòåñòâåííî, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ñêî-

ðîñòü ñõîäèìîñòè ïåðâîãî ðàíäîìèçèðîâàííîãî àëãîðèòìà ñ
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äâóìÿ èçìåðåíèÿìè îáû÷íî âûøå, ÷åì ó âòîðîãî. Íî ñòîèò

çàìåòèòü, ÷òî â öåëîì ðÿäå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ îïòèìèçà-

öèè ñèñòåì ðåàëüíîãî âðåìåíè, îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëîâ è àäàï-

òèâíîãî óïðàâëåíèÿ âàæíî èìåòü âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü

àëãîðèòì òîëüêî ñ îäíèì íàáëþäåíèåì íà êàæäîì øàãå, òàê

êàê â ýòèõ çàäà÷àõ òðóäíî ñäåëàòü íå òîëüêî 2r íàáëþäåíèé,

êàê â êëàññè÷åñêîé ïðîöåäóðå Êèôåðà�Âîëüôîâèöà, íî íåäîñ-

òóïíû äàæå äâà íàáëþäåíèÿ ñ íåçàâèñèìûìè îò�n ïîìåõàìè.

Â îòëè÷èå îò îöåíèâàíèÿ ïî êëàññè÷åñêîé ïðîöåäóðå Êè-

ôåðà�Âîëüôîâèöà ïðèìåíåíèå ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèò-

ìîâ ýôôåêòèâíî è ïðè ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ àääèòèâíûõ ïî-

ìåõàõ â íàáëþäåíèè fvng. Â ïîäòâåðæäåíèå ýòîãî ôàêòà â

ñëó÷àå íåèçâåñòíîé, íî îãðàíè÷åííîé äåòåðìèíèðîâàííîé ïîñ-

ëåäîâàòåëüíîñòè ïîìåõ fvng îñòàíîâèìñÿ çäåñü òîëüêî íà íå-

ôîðìàëüíîì îáúÿñíåíèè, áëèçêîì ê èäåå äîêàçàòåëüñòâà â

ðàáîòå [?].

Ïóñòü âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f(X) âåùåñòâåííîãî àðãó-

ìåíòà X � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ, îãðàíè-

÷åííàÿ, ñèëüíîâûïóêëàÿ, ò.å. èìååò åäèíñòâåííûé ìèíèìóì

R â íåêîòîðîé òî÷êå � = �(f(�)):

(X � �)rf(X) � �(X � �)2; 8X 2 R

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé � > 0, è äëÿ ãðàäèåíòà ôóíêöèè

âûïîëíåíî óñëîâèå Ëèïøèöà:

krf(X)�rf(�)k � AkX � �k; 8X; � 2 R

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé A > �. Âûáåðåì ïðîáíîå îäíîâðå-

ìåííîå âîçìóùåíèå �n ïðèíèìàþùèì ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ

çíà÷åíèÿ ïëþñ/ìèíóñ åäèíèöà íåçàâèñèìî îò vn.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê f�̂ng, ôîðìèðóå-
ìûõ ïî ðàíäîìèçèðîâàííîìó àëãîðèòìó ñòîõàñòè÷åñêîé àï-

ïðîêñèìàöèè ñ îäíèì èçìåðåíèåì. Îáîçíà÷èì Dn = (�̂n � �)2
è, ó÷èòûâàÿ öåíòðèðîâàííîñòè �n è íåçàâèñèìîñòü �n îò vn,
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îöåíèì óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:

EfDnj�̂i; i < ng � Dn�1 � �n

�n
(�̂n�1 � �)Ef�nynj�̂i; i < ng+

+
�
2
n

�2n

Ef�2
ny

2
nj�̂i; i < ng = Dn�1�

��n
�n

(�̂n�1��)Ef�nf(�n�1+�n�n)j�̂i; i < ng+�
2
n

�2n

Efy2nj�̂i; i < ng:

Ðàçëîæèâ çíà÷åíèå ôóíêöèè f(�̂n�1+�n�n) ïî ôîðìóëå Òåé-

ëîðà, ïîëó÷èì

f(�̂n�1 + �n�n) = f(�̂n�1) + �n�nrf(�̂n�1) + �
2
n�n;

ãäå �n � íåêîòîðîå ÷èñëî ìåæäó �̂n�1 è �̂n�1 + �n�n (âîîáùå

ãîâîðÿ, �n � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà). Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåé ôîð-

ìóëû, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå öåíòðèðîâàííîñòü �n, âûâîäèì:

EfDnj�̂i; i < ng �
�
1+

1

2
�n�n

�
Dn�1��n(�̂n�1��)rf(�̂n�1)+�n;

ãäå �n = Ef�n�n�2n=2 + �
2
n�

�2
n y

2
nj�̂i; i < ng. Îòñþäà, â ñèëó

ñèëüíîé âûïóêëîñòè ôóíêöèè f(�), âèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü fDng � ïî÷òè ñóïåðìàðòèíãàë:

EfDnj�̂i; i < ng � (1� n)Dn�1 + �n;

ãäå n = ��n��n�n=2. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ ÷èñëîâûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f�ng è f�ng âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

X
n

�n =1; �n ! 0;
X
n

�
2
n

�2n

<1;

X
n

�n�n <1;

òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ëåììû Ï.1 Ðîááèíñà�Ñèãìóíäà î

ñõîäèìîñòè ïî÷òè ñóïåðìàðòèíãàëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü îöåíîê f�̂ng � ñèëüíîñîñòîÿòåëüíàÿ. Ïðè ýòîì

äèñïåðñèÿ îøèáêè îöåíèâàíèÿ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà �2n=�
2
n,
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÷òî õóæå ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ äèñïåðñèè îøèáêè â àë-

ãîðèòìå Ðîááèíñà�Ìîíðî, åñëè ïîìåõè íåçàâèñèìûå è öåíòðè-

ðîâàííûå1.

2.5. Àëãîðèòìû

ñëó÷àéíîãî ïîèñêà

Àëãîðèòìû ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè îòíîñÿòñÿ ê áî-

ëåå øèðîêîìó êëàññó àëãîðèòìîâ ñëó÷àéíîãî ïîèñêà [6, 14, 15].

Â óïðîùåííîì âàðèàíòå ñóòü ìåòîäà ñëó÷àéíîãî ïîèñêà

ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å î íàõîæäåíèè òî÷êè ìèíèìóìà � ôóí-

êöèè f(�) ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Çàäàåòñÿ ñëó÷àéíûì èëè äå-

òåðìèíèðîâàííûì ñïîñîáîì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå �̂0. Íà

øàãå ñ íîìåðîì n âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì�n � âåêòîð

íàïðàâëåíèÿ èçìåíåíèÿ ïðåäûäóùåé îöåíêè �̂n�1. Îáû÷íî

èñïîëüçóþòñÿ ñëó÷àéíûå âåêòîðû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí-

íûå íà åäèíè÷íîé ñôåðå. Âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè â

òî÷êå �̂n�1 + ��n è ñðàâíèâàåòñÿ ñî çíà÷åíèåì f(�̂n�1). Î÷å-

ðåäíàÿ îöåíêà ôîðìèðóåòñÿ ïî ïðàâèëó

�̂n =

(
�̂n�1 + ��n; åñëè f(�̂n�1 + ��n) < f(�̂n�1);

�̂n�1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå:

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ î÷åðåäíîé îöåíêè ïî ýòîìó àëãîðèòìó ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ âîçìîæíîñòü òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ìèíè-

ìèçèðóåìîé ôóíêöèè â çàäàâàåìûõ òî÷êàõ.

Â îáîáùàþùåé ôîðìå âèä ïîèñêîâûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ìè-

íèìèçàöèè ôóíêöèîíàëîâ òèïà ñðåäíåãî ðèñêà è äëÿ ðåøåíèÿ

ðÿäà äðóãèõ áëèçêèõ çàäà÷ ìîæåò áûòü îïèñàí òàê. Âûáè-

ðàåì ñëó÷àéíûì èëè äåòåðìèíèðîâàííûì ñïîñîáîì íà÷àëüíîå

ïðèáëèæåíèå �̂0. Íà n-ì øàãå òàêæå ñëó÷àéíûì èëè äåòåðìè-

íèðîâàííûì ñïîñîáîì âûáèðàþòñÿ l âåêòîðîâ �1
n;�

2
n; : : : ; �

l
n

1Òàêèì æå íåäîñòàòêîì îáëàäàåò è êëàññè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà Êèôåðà�

Âîëüôîâèöà.
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è â l+1 òî÷êàõ �̂n�1; �̂n�1+�n�
1
n; �̂n�1+�n�

2
n; : : : ; �̂n�1+�n�

l
n

âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ øòðàôíîé ôóíêöèè F (�; �):

yn;i = F (wi

n; �̂n�1 + �n�
i

n) + vn;i;

ãäå i = 0; 1; : : : ; l; �0
n = 0: Ïîñëå ýòèõ ïðåäâàðèòåëüíûõ âû-

÷èñëåíèé íîâóþ îöåíêó �̂n ïîëó÷àåì ïî ïðàâèëó

�̂n = �̂n�1 � �n�
�1
n

lX
i=1

�i

n(yn;i � yn;0):

Îòëè÷èòåëüíàÿ îñîáåííîñòü ýòèõ àëãîðèòìîâ � âîçìîæ-

íîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðè îòñóòñòâèè àïðèîðíûõ æåñòêèõ îãðà-

íè÷åíèé íà òèï ôóíêöèè F (�; �). Â ÷àñòíîñòè, îáû÷íî òðóäíî

ïðîâåðÿåìûìè ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè è äèôôåðåí-

öèðóåìîñòè. Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ ýòèìè àëãîðèò-

ìàìè ïîëüçóþòñÿ áåç ñòðîãîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ,

óäîâëåòâîðÿÿñü ïîëó÷àåìûì êà÷åñòâîì îöåíèâàíèÿ, êîòîðîå

äîñòàòî÷íî ÷àñòî óäàåòñÿ ïîâûñèòü çà ñ÷åò àäàïòàöèè (ïðè-

ñïîñàáëèâàíèÿ) ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìîâ ê êîíêðåòíîé ñèòóà-

öèè. Àäàïòàöèÿ âåëè÷èíû ðàáî÷åãî øàãà f�ng ñâÿçàíà ñ äâó-
ìÿ ïðîòèâîðå÷èâûìè ôàêòîðàìè: øàã äîëæåí áûòü äîñòàòî÷-

íî áîëüøèì â òî âðåìÿ, êîãäà òåêóùàÿ îöåíêà äàëåêà îò èñêî-

ìîé, è íåîáõîäèìî åãî óìåíüøàòü ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê

ïîëîæåíèþ ýêñòðåìóìà. Î÷åíü ïëîäîòâîðíîé îêàçûâàåòñÿ ñëå-

äóþùàÿ ýâðèñòèêà: íóæíî óìåíüøàòü �n ïðè "íåóäà÷íîì"

øàãå è óâåëè÷èâàòü ïðè "óäà÷íîì". Ïîìèìî ýòîãî âîçìîæíà

àäàïòàöèÿ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé âåêòîðîâ f�i
ng â çàâèñè-

ìîñòè îò ïîñòóïàþùåé íà êàæäîì øàãå ïîèñêà èíôîðìàöèè

îá óñïåõå èëè íåóñïåõå òîãî èëè èíîãî ñëó÷àéíîãî øàãà.

2.6. Ìåòîä "îòæèãà"
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Ï Ð È Ë Î Æ Å Í È Å.

ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

Ï.1. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé

Äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ îñíîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

è ìåòîäîâ îáðàáîòêè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñîâåòóåì ïðî÷èòàòü

êíèãè [11, 19]. Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ îñíîâ-

íûõ ïîíÿòèé è ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ, èñïîëüçóåìûõ â

ïîñîáèè.

Ï.1.1. Ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû

Ïóñòü (
;F) � íåêîòîðîå èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî è

(R;B(R)) � ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ ñ ñèñòåìîé áîðåëåâñêèõ ìíî-

æåñòâ B(R). Äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ � = �(!), îïðåäåëåííàÿ

íà (
;F), íàçûâàåòñÿ F-èçìåðèìîé ôóíêöèåé èëè ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî B 2 B(R)

f! : �(!) 2 Bg 2 F :

Ïóñòü (
;F ;P) � ïðîèçâîëüíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàí-

ñòâî. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì Ef�g ïðîèçâîëüíîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû � íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë Ëåáåãà îò F -èçìåðè-
ìîé ôóíêöèè � = �(!) ïî ìåðå P, äëÿ êîòîðîãî (íàðÿäó ñ

Ef�g) èñïîëüçóþòñÿ òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:Z



�(!)Pfd!g

èëè Z



� dP:
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Äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

�
2 = Ef(� � Ef�g)2g, ïðè ýòîì âåëè÷èíà � > 0 íàçûâàåòñÿ

ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì.

Ïóñòü � è � � ïàðà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Èõ êîâàðèàöèåé

íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

covf�; �g = Ef(� � Ef�g)(� � Ef�g)g:

Åñëè covf�; �g = 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � è �

íå êîððåëèðîâàíû.

Ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � íà (R;B(R)) íàçû-
âàåòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P�(�) íà (R;B(R)):

P�(B) = Pf! : �(!) 2 Bg; B 2 B(R):

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

Ef�g =
Z
R

xP�(d x):

Ôóíêöèÿ

P�(x) = Pf! : �(!) � xg; x 2 R;
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �.

Íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ p�(�) íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþôóí-

êöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �, åñëè

P�(x) =

Z
x

�1

p�(t)dt:

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � íàçûâàåòñÿ ãàóññîâñêîé (èëè íîð-

ìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé) ñ ïàðàìåòðàìèM è �2 (� � N (M;�
2)),

jM j <1, � > 0, åñëè âûðàæåíèå äëÿ åå ïëîòíîñòè p�(�) èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

p�(x) =
1p
2��

e
�
(x�M)

2

2�2 :
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Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû �1; : : : ; �n íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè

(íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè), åñëè äëÿ ëþáûõ B1; : : : ; Bn 2
B(R)

Pf�1 2 B1; : : : ; �n 2 Bng = Pf�1 2 B1g � � �Pf�n 2 Bng:
Ïóñòü � è � � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ

Efj�jg <1 è Efj�jg <1:

Òîãäà

Efj��jg <1
è

Ef��g = Ef�gEf�g:
Ïîíÿòèå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîá-

ùàåòñÿ è íà âåêòîðíûé ñëó÷àé. Äëÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ïî

àíàëîãèè ìîæíî îïðåäåëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñ-

ïåðñèþ, ìàòðèöû êîâàðèàöèè, ðàñïðåäåëåíèå è ò.ï.

Ñîâîêóïíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X = f�1; �2; : : :g íàçû-

âàþò ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì èëè ñëó-

÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî

! 2 
 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f�n(!)g íàçûâàåòñÿ ðåàëèçàöèåé

èëè òðàåêòîðèåé ïðîöåññà, ñîîòâåòñòâóþùåé èñõîäó !.

Ï.1.2 Íåêîòîðûå íåðàâåíñòâà

äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà [55, ñ. 209]. Ïóñòü � � íåîòðè-

öàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî " > 0

Pf� � "g � Ef�g
"

:

Íåðàâåíñòâî Èåíñåíà [55, ñ. 209]. Ïóñòü g(x) � âûïóê-

ëàÿ ôóíêöèÿ, à � � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ Ef�g <1. Òîãäà

g(Ef�g) � Efg(�)g:
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Íåðàâåíñòâî Ã�åëüäåðà [55, ñ. 210] Ïóñòü 1 < p < 1;

1 < q <1 è
1

p
+

1

q
= 1:

Åñëè Efj�jpg <1 è Efj�jqg <1, òî

Efj��jg <1
è

Efj��jg < (Efj�jpg)1=p(Efj�jqg)1=q :

Ï.1.3. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë

äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë [55, ñ. 347]. Ïóñòü �1; �2; : : : �

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ

Ef�1g <1; Ef�1g =M

è ïðè n = 1; 2; : : :

Sn = �1 + : : :+ �n

Òîãäà ïðè n!1

8" > 0 P

�����Snn �M

���� � "

�
! 0:

Òåîðåìà Êàíòåëëè [55, ñ. 376]. Ïóñòü �1; �2; : : : � ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûì

÷åòâåðòûì ìîìåíòîì:

Efj�n � Ef�ngj4g � C <1;

Sn = �1 + : : : + �n n = 1; 2; : : : :

Òîãäà ïðè n!1 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà

Sn � EfSng
n

! 0:
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Óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë (Êîëìîãîðîâà) [55,

ñ. 377]. Ïóñòü �1; �2; : : : � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè âòîðûìè ìîìåíòàìè, ïî-

ëîæèòåëüíûå ÷èñëà �n òàêîâû, ÷òî �n !1 ïðè n!1;

X Ef(�n � Ef�ng)2g
�2n

<1

è

Sn = �1 + : : :+ �n:

Òîãäà ïðè n!1 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà

Sn � EfSng
�n

! 0:

Ï.1.4. Ñòàöèîíàðíûå

ñëó÷àéíûå ïðîöåññû

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f�ng ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ �n íàçûâàåò-
ñÿ ñòàöèîíàðíûì (â øèðîêîì ñìûñëå) ïðîöåññîì, åñëè ñðåäíåå

çíà÷åíèå è êîâàðèàöèÿ íå çàâèñÿò îò ñäâèãà ïî âðåìåíè. Äëÿ

ñòàöèîíàðíîãî â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñïðà-

âåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà Èòî:

�n =
1p
2�

Z 2�

0

e
i � n

d�� + ��;

ãäå �1 < n < 1; �� � êîíñòàíòà; f��g � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

ñ íåêîððåëèðîâàííûìè öåíòðèðîâàííûìè ïðèðàùåíèÿìè, ò.å.

òàêîé, ÷òî ïðè ëþáûõ �1 � �2 � �3 � �4 èç èíòåðâàëà [0; 2�]

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

Ef(��1 � ��2)(��3 � ��4)
?g = 0;

Ef(��1 � ��2)(��2 � ��1)
?g = U��(�2)� U��(�1)
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ñ ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé (â ñìûñëå êâàäðàòè÷íûõ ôîðì)

ñèììåòðè÷íîé ìàòðè÷íîé ôóíêöèåé U��(�), íàçûâàåìîé ñïåê-
òðàëüíîé (ñòðóêòóðíîé)ôóíêöèåé ïðîöåññà f�ng. Çäåñü �? �
ñòðîêà, êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííàÿ ê âåêòîðó �.

Ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ñèíãóëÿðíóþ è

íåïðåðûâíóþ ñîñòàâëÿþùèå:

U��(�) = U ��(�) + U ��(�):

Ýëåìåíòû ìàòðèöû U ��(�) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ôóíê-

öèè, ò.å. ïðè ïî÷òè âñåõ (ïî ìåðå Ëåáåãà) � 2 [0; 2�] ñóùåñòâóåò

ïðîèçâîäíàÿ

S��(�) =
dU ��(�)

d�
:

Â îñíîâíîé ÷àñòè ïîñîáèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ðåãóëÿð-

íûå ñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû, ñïåêòðàëüíûå ôóíêöèè êîòîðûõ

íå èìåþò ñèíãóëÿðíûõ ÷àñòåé. Äëÿ òàêèõ ïðîöåññîâ ñïåê-

òðàëüíóþ ôóíêöèþ U��(�) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

U��(�) =

Z
�

0

S��(�)d�:

Ìàòðèöà S��(�) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ñïåêòðàëüíûõ ïëîò-

íîñòåé (èëè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ) ïðîöåññà f�ng. Èç

îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè U��(�) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà S��(�) �

íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, à äëÿ ìàòðèöû êîâàðèàöèè ìîæ-

íî çàïèñàòü ôîðìóëó:

covf�k; �lg = B��(k � l) =
1

2�

Z 2�

0

e
i �(k�l)

dU��(�) =

=
1

2�

Z 2�

0

e
i �(k�l)

S��(�)d�:

Ñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû f�ng è f�ng íàçûâàþòñÿ ñòàöèî-

íàðíî ñâÿçàííûìè, åñëè ñîâîêóïíûé ïðîöåññ f�n; �ng� ñòàöèî-

155



íàðíûé. Äëÿ ñòàöèîíàðíî ñâÿçàííûõ öåíòðèðîâàííûõ ïðîöåñ-

ñîâ f�ng è f�ng, èìåþùèõ ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè, ñïðàâåä-
ëèâû ñîîòíîøåíèÿ

covf�k; �lg = B��(k � l) =
1

2�

Z 2�

0

e
i �(k�l)

S��(�)d�

covf�k; �lg = B��(k � l) =
1

2�

Z 2�

0

e
i �(k�l)

S��(�)d�;

ãäå S��(�) � ñîâìåñòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü; B��(n) �

ìàòðèöà êîâàðèàöèè ïðîöåññîâ f�ng è f�ng. Ââåäÿ êîìïëåêñ-
íóþ ïåðåìåííóþ � = e

�i�, ïîñëåäíèå ôîðìóëû óäîáíî ïåðå-

ïèñàòü â âèäå

B��(n) =
1

2�i

I
�
�n
S��(�)

d�

�
;

B��(n) =
1

2�i

I
�
�n
S��(�)

d�

�
;

ãäå
H
� èíòåãðàë ïî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, îðèåíòèðîâàí-

íûé òàê, ÷òî
H
d�=� = 2�i, è

S��(�) = S��(�); S��(�) = S��(�):

Ï.1.5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

áëèçêèå ê ñóïåðìàðòèíãàëàì

Ëåììà Ï.1 [34, ñ. 54, ëåììà 10; 76]. Åñëè �0; : : : ; �n; : : :

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí:

Ef�0g <1; �n � 0;

n = 0; 1; : : : ; è

Ef�n+1j�0; : : : ; �ng � (1� �n)�n + �n;
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ãäå f�ng è f�ng � íåêîòîðûå ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

0 � �n � 1; �n � 0;
X

�n =1;

X
�n <1;

�n

�n
! 0;

òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà

�n ! 0; Ef�ng ! 0

è äëÿ ëþáûõ " > 0; n > 0

Pf�j � " 8j � ng � 1� "
�1

 
Ef�ng+

1X
i=1

�i

!
:

Ï.2. Íåêîòîðûå

ìàòðè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ

Ìàòðè÷íîå òîæäåñòâî. Ïóñòü ìàòðèöû A;D;A+BTDB

� íåâûðîæäåíûå. Òîãäà

(A + BTDB)�1 = A�1 �A�1BT(D�1 +BA�1BT)�1BA�1:

Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ýòîãî òîæäåñòâà ìîæíî, óìíîæèâ

îáå ÷àñòè ôîðìóëû íà (A + BTDB).

Ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî ([45, ñ. 69]. Ïóñòü ìàòðèöà

ATA � íåâûðîæäåííàÿ. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû

B ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè

BTB � BTA(ATA)�1ATB:

Ï.3. Ôàêòîðèçàöèÿ

ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé

Îáùèå ðåçóëüòàòû î ñïåêòðàëüíîé ôàêòîðèçàöèè ïîëîæè-

òåëüíûõ îïåðàòîðîâ ìîæíî íàéòè â [47, ñì. ðàçä. 2.3, ñ. 89�

93]. Çäåñü îãðàíè÷èìñÿ ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû, êàñàþùåéñÿ

157



âàæíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ: ôàêòîðèçàöèè äðîáíî-ðàöèîíàëü-

íûõ ôóíêöèé (ä.-ð.ô.).

Òåîðåìà (òåîðåìà 3.Ï.6 èç [44, ñ. 182]). Ïóñòü S(�) �

äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ (ìàòðè÷íàÿ) ôóíêöèÿ ñ âåùåñòâåííû-

ìè êîýôôèöèåíòàìè â ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòàõ, îïðåäåëåííàÿ

è íåîòðèöàòåëüíàÿ ïðè âñåõ j�j = 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò

óñòîé÷èâàÿ ä.-ð.ô. �(�), òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëå-

íèå

S(�) = �(�)�(��1)T

ïðè âñåõ êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèÿõ �.

Ïðè ýòîì, åñëè detS(�) 6= 0 ïðè j�j = 1, òî �(�)�1 �

óñòîé÷èâàÿ ä.-ð.ô.
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ÑÏÈÑÎÊ ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈÉ

Â òåêñòå ïîñîáèÿ ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

n � äèñêðåòíîå âðåìÿ

i; j; k; l; m; p; N � öåëûå ÷èñëà (îáû÷íî íåîòðèöàòåëüíûå)

�; �; ; Æ; "; �; � ; x ; C � ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû

a; b; '; w; X � âåêòîðíûå èëè ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû

y; Y � íàáëþäàåìûå ñêàëÿðíûå è âåêòîðíûå ïåðåìåííûå

v � ïîìåõè (øóìû) â íàáëþäåíèÿõ (èçìåðåíèÿõ)

�; � � ñëó÷àéíûå âåêòîðû

A; B; D; �; �; H; K; Q; R � ìàòðèöû, I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà

f�ng; fXng è fAng � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë, âåêòîðîâ è ìàòðèö

�
T � îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ âåêòîðà èëè ìàòðèöû

B > 0 (B � 0 ) � ìàòðèöà B � ñèììåòðè÷íàÿ è ïîëîæèòåëüíî (íåîòðèöàòåëü-

íî) îïðåäåëåííàÿ: B = BT; aTBa > 0 (aTBa � 0) 8a

Tr[B] � ñëåä ìàòðèöû B (ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ)

k � k � åâêëèäîâà íîðìà: äëÿ âåêòîðà kak =
qP

i a
2

i èëè äëÿ ìàòðèöû

kAk = max
kxk=1kAxk = �max(A) =

p
�max(ATA)

f(�); F (�; �); L(�; �); Q(�; �); q(�); K(�) � âåùåñòâåííûå ôóíêöèè

L(�; �) � ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ

g(�); G(�; �) � âåêòîðíûå ôóíêöèè

f
0(�); rf(�) � âåêòîð-ãðàäèåíò ôóíêöèè f(�)

O(�) � ôóíêöèÿ òàêîãî æå ïîðÿäêà ìàëîñòè, êàê è åå àðãóìåíò

o(�) � ôóíêöèÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì åå àðãóìåíò

R � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

r � ðàçìåðíîñòü âåêòîðà îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ

� � îöåíèâàåìîå (îïòèìàëüíîå) çíà÷åíèå

�̂ � âåêòîð (èíîãäà ìàòðèöà) â ïðîñòðàíñòâå îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ (îöåíêà)
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�n � âåêòîð ïðîáíîãî îäíîâðåìåííîãî âîçìóùåíèÿ â n-é ìîìåíò âðåìåíè

� � ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ

diam(�) � íàèáîëüøåå èç ðàññòîÿíèé ìåæäó äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè òî÷êàìè

ìíîæåñòâà �

P
f�g

(�) � ôóíêöèÿ (îïåðàòîð) ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâî


 � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

! � ýëåìåíò âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà

Pf�g � âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

P(�) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

N (�; �) � íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Ef�g � çíàê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

Ef�j�g; Ewf�g � óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

M' � ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ' (èëè åãî âåðõíÿÿ ãðàíèöà)

�
2
v � äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû v (èëè åå âåðõíÿÿ ãðàíèöà)

Æij � ñèìâîë Êðîíåêåðà: Æii = 1 è Æij = 0, åñëè i 6= j

Æ(�) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà (Æ(x) = 0; 8x 6= 0)

1
f�g

� õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà (ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà), ðàâíàÿ

íóëþ èëè åäèíèöå

sgnf�g � çíàêîâàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ ïëþñ/ìèíóñ åäèíèöå

8 � êâàíòîð "äëÿ âñÿêîãî"
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