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Àííîòàöèÿ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ âåùåñòâåííûå ñèíãóëÿðíûå ñëîåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå
óðàâíåíèÿìè Ïôàôôà è àâòîíîìíûìè ñèñòåìàìè óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèô-
ôåðåíöèàëàõ. Ïîëó÷åíû ïðèçíàêè îãðàíè÷åííîñòè ÷èñëà êîìïàêòíûõ èíâà-
ðèàíòíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé ðàññìàòðèâàåìûõ ñëîåíèé íà îñíîâàíèè èíäåê-
ñîâ ëàêóí êîñîñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðíûõ ïîëåé, ôîðìóëû Îñòðîãðàäñêîãî è
ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé. Ðåçóëüòàòû àäàïòèðîâàíû íà ñëó÷àé
äâóìåðíîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå ïîëó÷åííûå óòâåðæäåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå Ïôàôôà, àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, êîìïàêòíàÿ èíâàðèàíòíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü.

Abstract

Real singular foliations de�ned by Pfa� equations and autonomous systems of
equations in total di�erentials are considered. Basing on the indexes of the lacunas
of skew-symmetric tenzor �elds, the Ostrogradsky formula and the degree of the
map of vector �elds criterions of boundedness of the number of compact invariant
hypersurfaces of considered foliations have been obtained. The results have been
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adapted for the case two-dimensional autonomous system of ordinary di�erential
equations. Illustrating examples are given.

Keywords: Pfa� equation, autonomous system of equations in total
di�erentials, compact invariant hypersurface.

1. Ââåäåíèå. Ãèëüáåðò [1, c. 48 � 49] øåñòíàäöàòîé èç äâàäöàòè òðåõ
ïîñòàâèë ïðîáëåìó, âòîðàÿ ÷àñòü êîòîðîé ñîñòîèò èç çàäà÷è î âîçìîæíîì
ðàñïîëîæåíèè è ìàêñèìàëüíîì ÷èñëå ïðåäåëüíûõ öèêëîâ àâòîíîìíîé îáûê-
íîâåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà. Äèâåðãåíòíûé ïðè-
çíàê îòñóòñòâèÿ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè áûë ïîëó÷åí
Áåíäèêñîíîì [2]. Îáîáùåíèå äèâåðãåíòíîãî ïðèçíàêà ïðèíàäëåæèò Äþëàêó
[3], êîòîðûé ìîäèôèöèðîâàë åãî íà êîëüöåâóþ îáëàñòü è ââåë âñïîìîãàòåëü-
íûé ìíîæèòåëü, íàçûâàåìûé òåïåðü ôóíêöèåé Äþëàêà. Â [4 � 6] äèâåðãåíò-
íûé ïðèçíàê îãðàíè÷åííîñòè ÷èñëà âîçìîæíûõ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé áûë
ðàñïðîñòðàíåí íà ìíîãîñâÿçíóþ îáëàñòü. Äîáàâëåíèå ê äèâåðãåíòíîìó ïðè-
çíàêó êðèâûõ áåç êîíòàêòà è ïðåîáðàçîâàíèå äèâåðãåíòíîãî âûðàæåíèÿ, íà
îñíîâàíèè êîòîðîãî âìåñòî ôóíêöèè Äþëàêà èñïîëüçóåòñÿ åå âåùåñòâåííàÿ
ñòåïåíü, áûëî ðàññìîòðåíî â [7]. Â [8, 9] áûëè ïðîâåäåíû ìîäèôèêàöèè ïðè-
çíàêà Áåíäèêñîíà�Äþëàêà äëÿ ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè [4 � 6] ñ äâóìåðíîãî íà
ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé, à â [10] è [11] � åãî ðàñïðîñòðàíåíèå íà ñëó÷àè îäíî-
ìåðíûõ è ìíîãîìåðíûõ äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ñîîòâåòñòâåííî.
Àäàïòàöèÿ ïðèçíàêà Áåíäèêñîíà�Äþëàêà äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ñëîåíèé (ò.å. òà-
êèõ ñëîåíèé, ó êîòîðûõ ðàçìåðíîñòè ñëîåâ ìîãóò ìåíÿòüñÿ ïðè ïåðåõîäå îò
òî÷êè ê òî÷êå) êîðàçìåðíîñòè 1, îïðåäåëÿåìûõ âïîëíå èíòåãðèðóåìûìè [12,
c. 75] óðàâíåíèÿìè Ïôàôôà è âïîëíå ðàçðåøèìûìè [13, c. 113] ìíîãîìåð-
íûìè àâòîíîìíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè ñèñòåìàìè, ïðîâîäèëàñü â [14]. Â
äàííîé ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü âîïðîñû îöåíêè ÷èñëà êîìïàêòíûõ ãè-
ïåðïîâåðõíîñòåé, îïðåäåëÿåìûõ ñèíãóëÿðíûìè ñëîåíèÿìè (èõ â äàëüíåéøåì
áóäåì íàçûâàòü êîìïàêòíûìè ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè äàííûõ ñëîåíèé), íà îñíî-
âàíèè ñèñòåì óðàâíåíèé Ïôàôôà, èì ñîîòâåòñòâóþùèì. Ïðè ýòîì çà îñíîâó
áóäåì áðàòü ìîíîãðàôèþ [13].

2. Îäèí êëàññ ñèíãóëÿðíûõ ñëîåíèé è èõ ñâÿçü ñ ñèñòåìà-

ìè óðàâíåíèé Ïôàôôà è àâòîíîìíûìè ñèñòåìàìè óðàâíåíèé â

ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Àïïàðàòîì (è îáúåêòàìè) èññëåäîâàíèÿ áóäóò
âïîëíå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ïôàôôà

(Ak(x), dx) = 0, k = 1, n, n 6 m, (1.2)

è âïîëíå ðàçðåøèìûå àâòîíîìíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåí-
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öèàëàõ
dx = F (x)dt, (2.2)

ãäå (·, ·) åñòü îïåðàöèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, x = (x1, . . . , xm+1), t =
(t1, . . . , tm−n+1), âåêòîðû Ak = ||Ak

l || : G → Rn(m+1) è ìàòðèöà F = ||Fji|| :
G→ R(m−n+1)(m+1) ÿâëÿþòñÿ äâàæäû ãëàäêèìè íà îáëàñòè G ⊂ Rm+1, âåêòî-
ðû Ak(x), k = 1, n, à òàêæå âåêòîðíûå ïîëÿ Fj(x) = (Fj1(x), . . . , Fj,m+1(x))
(è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû Fj =∑m+1

i=1 Fji(x)∂xi), j = 1,m− n+ 1, ñîîòâåòñòâåííî, ëèíåéíî íåñâÿçàíû [15,
c. 113 � 114] íà G. Ñîãëàñíî [12, c. 75; 13, c. 113] âïîëíå èíòåãðèðóåìûå óðàâ-
íåíèÿ Ïôàôôà (1.2) è âïîëíå ðàçðåøèìûå àâòîíîìíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé â
ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (2.2) îïðåäåëÿþò íà îáëàñòè G ñèíãóëÿðíûå ñëîå-
íèÿ êîðàçìåðíîñòè n. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âïîëíå ðàçðåøèìàÿ àâòîíîìíàÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (2.2) èíòåãðàëüíî ýêâèâàëåíò-
íà íà îáëàñòè G ÿêîáèåâîé [13, c.38] ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà (Fj(x), ∂xu) = 0, ∀ x ∈ G, j =
1,m− n+ 1, ãäå ∂xu = (∂x1u, . . . , ∂xm+1

u).

Ðàññìîòðèì òåïåðü íà îáëàñòè G ñèíãóëÿðíîå ñëîåíèå L êîðàçìåðíîñòè
n, îïðåäåëÿåìîå òðèæäû ãëàäêèì ñåìåéñòâîì

Hk(x) = Ck, k = 1, n. (3.2)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âñå ìíîæåñòâî âïîëíå èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì óðàâíå-
íèé Ïôàôôà (1.2), èìåþùèõ ïîëíóþ ñèñòåìó èíòåãðàëîâ [12, c, 105] (3.2),
îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

µj(x)(grad Hj(x), dx) = 0, ∀ x ∈ G, j = 1, n, (4.2)

ãäå µj : G → R, j = 1, n, åñòü äâàæäû ãëàäêèå çíàêîïîñòîÿííûå ôóíêöèè.
Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì âìåñòî ñèíãóëÿðíîãî ñëîåíèÿ L áóäåì ðàññìàòðèâàòü
âïîëíå èíòåãðèðóåìóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé Ïôàôôà (4.2). Ïðè ýòîì êîìïàêò-
íûì ãèïåðïîâåðõíîñòÿì ñèíãóëÿðíîãî ñëîåíèÿ L ñîîòâåòñòâóþò êîìïàêòíûå
èíâàðèàíòíûå ãèïåðïîâåðõíîñòè âïîëíå èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
Ïôàôôà (4.2). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âïîëíå ðàçðåøèìàÿ àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (2.2) èìååò áàçèñ ïåðâûõ àâòîíîìíûõ
èíòåãðàëîâ [13, c. 29] (3.2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(grad H(x), Fj(x)) = 0, ∀ x ∈ G, j = 1,m− n+ 1. (5.2)

Ñ ó÷åòîì ëèíåéíîé íåñâÿçàííîñòè íà îáëàñòè G âåêòîðîâ Ak(x), k = 1, n,
è âåêòîðíûõ ïîëåé Fj(x) = (Fj1(x), . . . , Fj,m+1(x)), j = 1,m− n+ 1, ñîîò-
âåòñòâåííî, íà îñíîâàíèè [13, c. 114] èìååì, ÷òî íà äàííîé îáëàñòè âïîëíå
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èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ïôàôôà (4.2) è âïîëíå ðàçðåøèìàÿ àâòî-
íîìíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (2.2) ïðè âûïîëíåíèè
ñîîòíîøåíèé (5.2) èíòåãðàëüíî ýêâèâàëåíòíû.

Àëãîðèòì ïåðåõîäà îò âïîëíå èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì óðàâíåíèé Ïôàô-
ôà (1.2) ê èíòåãðàëüíî ýêâèâàëåíòíûì èì âïîëíå ðàçðåøèìûì àâòîíîìíûì
ñèñòåìàì óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (2.2), è íàîáîðîò, îïèñàí â
[13, c. 83 � 85, 39]. Ïðè ýòîì âïîëíå èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ïôàô-
ôà (1.2) îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ ñëåâà íà íåâûðîæäåííóþ
êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ñ äâàæäû ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Â äàëüíåéøåì
òàêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé Ïôàôôà (êëàññ ñèñòåì óðàâíåíèé Ïôàôôà) áó-
äåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (Pf). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì êëàññ âïîëíå ðàçðåøèìûõ
àâòîíîìíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (2.2) áóäåì îáîçíà-
÷àòü ÷åðåç (DE). Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü èçó÷àòü ñâîéñòâà ñëîåâ (ÿâëÿþùèõñÿ
èíâàðèàíòíûìè ìíîæåñòâàìè ñèñòåì óðàâíåíèé Ïôàôôà (1.2) è àâòîíîìíûõ
ñèñòåì óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (2.2)) ñëîåíèÿ L íà îñíîâàíèè
îäíîãî èç äâóõ âûøåïðèâåäåííûõ îáúåêòîâ è, êðîìå òîãî, ïåðåíîñèòü ïî-
ëó÷åííûå ñâîéñòâà îò îäíîãî îáúåêòà ê äðóãîìó. Îòìåòèì, ÷òî ïðè äàííûõ
ïåðåõîäàõ ìîæåò ïðîèçîéòè ñóæåíèå îáëàñòè G íà ìíîæåñòâå (m+1)�ìåðíîé
ìåðû íóëü.

3. Ïðèçíàêè îãðàíè÷åííîñòè ÷èñëà êîìïàêòíûõ ãèïåðïîâåðõíî-

ñòåé íà îñíîâàíèè èíäåêñîâ ëàêóí êîñîñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðíûõ

ïîëåé.

Ïóñòü îáëàñòü G ⊂ Rm+1 èìååò ãîìîòîïè÷åñêóþ ãðóïïó πm(G) ðàíãà
d(πm(G)) = r. Íàðÿäó ñ ïðîñòðàíñòâîì Rm+1 áóäåì èñïîëüçîâàòü åãî êîì-
ïàêòèôèêàöèþ ñ èñïîëüçîâàíèåì (m + 1)�ìåðíîé ñôåðû Sm+1, ïîëó÷åííîé
äîáàâëåíèåì áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè ∞ ïðè ïðèìåíåíèè ìíîãîìåðíîé
ñòåðåîãðàôè÷åêîé ïðîåêöèè. Ïðè ýòîì âñå âû÷èñëåíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü â
êàðòå ñôåðû Sm+1, ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîñòðàíñòâó Rm+1. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî
îáëàñòü G îáðàçîâàíà ëàêóíàìè (ëèíåéíî ñâÿçíûìè ìíîæåñòâàìè, äëÿ êàæ-
äûõ èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ãèïåðïîâåðõíîñòü, ãîìåîìîðôíàÿ m-ìåðíîé ñôå-
ðå Sm è ñîäåðæàùàÿ âíóòðè ñåáÿ ýòî è òîëüêî ýòî ìíîæåñòâî) Γl, l = 1, r + 1.
Ïðè ýòîì ëàêóíû Γl, l = 1, r, íå ñîäåðæàò áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó ∞
(èõ áóäåì íàçûâàòü âíóòðåííèìè), à âíåøíÿÿ ëàêóíà Γr+1 ñîäåðæèò áåñêî-
íå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó ∞. Äàëåå âñþäó áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå
Rm+1 çàäàíà îðèåíòàöèÿ. Ïóñòü a = (a1, . . . , am+1) åñòü ãëàäêîå íà G êîñî-
ñèììåòðè÷åñêîå òåíçîðíîå ïîëå òèïà (0,m). Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ
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åìó äèôôåðåíöèàëüíóþ m�ôîðìó ω =
m+1∑
i=1

(−1)i−1ai(x)dxi, à òàêæå âñåâîç-

ìîæíûå ïðåäåëû

lim
γl→Γl

∫
γl

ω, (1.3)

ãäå dxi = dx1∧ . . .∧dxi−1∧dxi+1∧ . . .∧dxm+1, i = 1,m+ 1, γl åñòü ïðîñòàÿ çà-
ìêíóòàÿ (ò.å. ãîìåîìîðôíàÿ ñôåðå Sm) êóñî÷íî�ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü (â
äàëüíåéøåì âñå ãèïåðïîâåðõíîñòè áóäåì ïîëàãàòü êóñî÷íî�ãëàäêèìè), âíóò-
ðè êîòîðîé ðàñïîëîæåíà ëàêóíà Γl (è ëèøü îíà îäíà), l = 1, r. Ïðè ýòîì
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îðèåíòàöèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè γl ñîãëàñîâàíà ñ îðèåíòà-
öèåé âíóòðåííîñòè. Âåðõíèé (íèæíèé) òî÷íûé ïðåäåë (1.3) áóäåì íàçûâàòü
âåðõíèì (íèæíèì) èíäåêñîì âíóòðåííåé ëàêóíû Γl îòíîñèòåëüíî òåíçîðíî-
ãî ïîëÿ a è îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì indaΓl (indaΓl), l = 1, r. Ïðè ýòîì áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ:

sgn indaΓl =

 +1 : indaΓl ∈ (0,+∞],

0 : indaΓl = 0,

−1 : indaΓl ∈ [−∞, 0);

sgn indaΓl =

 +1 : indaΓl ∈ (0,+∞],

0 : indaΓl = 0,

−1 : indaΓl ∈ [−∞, 0).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàññìàòðèâàÿ âñåâîçìîæíûå ïðåäåëû lim
γr+1→Γr+1

∫
γr+1

ω,

ãäå γr+1 åñòü ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü, âíóòðè êîòîðîé ðàñïîëî-
æåíà ëàêóíà Γr+1 (è ëèøü îíà îäíà), ââîäèì ïîíÿòèÿ âåðõíåãî (íèæíåãî)
èíäåêñà indaΓr+1 (indaΓr+1) âíåøíåé ëàêóíû Γr+1 îòíîñèòåëüíî òåíçîðíîãî
ïîëÿ a è óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ sgn indaΓr+1 è sgn indaΓr+1.

Ðàññìîòðèì âïîëíå èíòåãðèðóåìóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé Ïôàôôà (1.2).
Âîçüìåì ãëàäêèå íà îáëàñòè G äèôôåðåíöèàëüíûå (m− 1)�ôîðìû $k, k =
1, n. Íà îñíîâàíèè äàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì $k, k = 1, n, è ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé Ïôàôôà (1.2) ïîñòðîèì äèôôåðåíöèàëüíóþ m�ôîðìó
n∑
k=1

$k ∧ (Ak, dx), à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäíåé äèôôåðåíöèàëüíîé

ôîðìå ãëàäêèå êîñîñèììåòðè÷åñêîå òåíçîðíîå è âåêòîðíîå ïîëÿ b è B, ñîîò-
âåòñòâåííî (ñîñòîÿùèå èç îäèíàêîâûõ êîìïîíåíò).

Ëåììà 1.3. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå ãëàäêèå íà îáëàñòè G äèôôå-
ðåíöèàëüíûå (m − 1)�ôîðìû $k, k = 1, n, ÷òî íà äàííîé îáëàñòè (êðîìå,
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áûòü ìîæåò, ìíîæåñòâà (m + 1)�ìåðíîé ìåðû íóëü) âûïîëíÿåòñÿ îäíà
èç äåñÿòè ñåðèé óñëîâèé

sgn indbΓl div B > 0; (2.3)

sgn indbΓl div B > 0; (3.3)

sgn indbΓl = 0, div B > 0; (4.3)

sgn indbΓl = 0, div B < 0; (5.3)

sgn indbΓl = 0, div B > 0; (6.3)

sgn indbΓl = 0, div B < 0; (7.3)

sgn indbΓl > 0, div B = 0; (8.3)

sgn indbΓl < 0, div B = 0; (9.3)

sgn indbΓl > 0, div B = 0; (10.3)

sgn indbΓl < 0, div B = 0. (11.3)

Òîãäà íåâîçìîæíà òàêàÿ ñèòóàöèÿ: ñèñòåìà óðàâíåíèé Ïôàôôà (1.2)
èìååò êîìïàêòíóþ èíâàðèàíòíóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü Vl, âíóòðè êîòîðîé
ðàñïîëîæåíà ëàêóíà Γl, à âñå îñòàëüíûå ëàêóíû ðàñïîëîæåíû âíå êîìïàêò-
íîé èíâàðèàíòíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè Vl, l ∈ {1, . . . , r}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïèñàííàÿ â ëåììå 1.3 ñèòóàöèÿ
èìååò ìåñòî: êîìïàêòíàÿ èíâàðèàíòíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü Vl îêðóæàåò ëàêó-
íó Γl, à âñå îñòàëüíûå ëàêóíû ðàñïîëîæåíû âíå êîìïàêòíîé èíâàðèàíòíîé
ãèïåðïîâåðõíîñòè Vl.

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2.3). Òîãäà íà îñíîâàíèè îáùåé ôîðìóëû
Ñòîêñà [16, c. 472] èìååì, ÷òî∫

Vl

n∑
k=1

$k ∧ (Ak, dx)−
∫
γl

n∑
k=1

$k ∧ (Ak, dx) =

∫
Uγl

div B d Uγl, (12.3)

ãäå γl åñòü ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü, âíóòðè êîòîðîé ðàñïîëîæå-
íà ëàêóíà Γl, à Uγl åñòü îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ äàííûìè çàìêíóòûìè ãèïåð-
ïîâåðõíîñòÿìè Vl è γl. Òàê êàê ïåðâûé èíòåãðàë (âû÷èñëÿåìûé íà èíâàðèàíò-
íîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé Ïôàôôà (Ak, dx) = 0, k = 1, n)
ðàâåí íóëþ, òî ïåðåõîäÿ â (12.3) ê ïðåäåëó ïðè γl → Γl, â ñèëó (2.3) ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå. Îíî äîêàçûâàåò íåâîçìîæíîñòü ñèòóàöèè, îïèñàííîé â ëåììå
1.3.

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 6



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 2, 2016

Äàëåå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé (12.3) äîêàçû-
âàåì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû 1.3 è ïðè âûïîëíåíèè êàæäîé èç
ñåðèé óñëîâèé (3.3) � (11.3). Ëåììà 1.3 äîêàçàíà.

Ïîäîáíî ëåììå 1.3 íà îñíîâàíèè îáùåé ôîðìóëû Ñòîêñà èìååì òàêèå
óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 2.3. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå ãëàäêèå íà îáëàñòè G äèôôå-
ðåíöèàëüíûå (m− 1)�ôîðìû $k, k = 1, n, ÷òî {sgn indbΓli ∨ sgn indbΓli} =
{sgn indbΓlj ∨ sgn indbΓlj}, li ∈ {1, . . . , r}, lj ∈ {1, . . . , r}, i = 1, s, j =
1, s, s 6 r, è ïðè l = li íà äàííîé îáëàñòè (êðîìå, áûòü ìîæåò, ìíîæå-
ñòâà (m+1)�ìåðíîé ìåðû íóëü) âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç äåñÿòè ñåðèé óñëîâèé
(2.3) � (11.3).

Òîãäà íåâîçìîæíà òàêàÿ ñèòóàöèÿ: ñèñòåìà óðàâíåíèé Ïôàôôà (1.2)
èìååò êîìïàêòíóþ èíâàðèàíòíóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü V , âíóòðè êîòîðîé
ðàñïîëîæåíû ëàêóíû Γli, i = 1, s, à âñå îñòàëüíûå ëàêóíû ðàñïîëîæåíû âíå
êîìïàêòíîé èíâàðèàíòíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè V .

Óòâåðæäåíèå 1.3. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå ãëàäêèå íà îáëàñòè G

äèôôåðåíöèàëüíûå (m − 1)�ôîðìû $k, k = 1, n, ÷òî íà äàííîé îáëàñòè
(êðîìå, áûòü ìîæåò, ìíîæåñòâà (m+1)�ìåðíîé ìåðû íóëü) âûïîëíÿåòñÿ
îäíà èç äåñÿòè ñåðèé óñëîâèé: sgn indbΓr+1 div B > 0; sgn indbΓr+1 div B >

0; sgn indbΓr+1 = 0, div B > 0; sgn indbΓr+1 = 0, div B < 0; sgn indbΓr+1 =
0, div B > 0; sgn indbΓr+1 = 0, div B < 0; sgn indbΓr+1 > 0, div B = 0;
sgn indbΓr+1 < 0, div B = 0; sgn indbΓr+1 > 0, div B = 0; sgn indbΓr+1 <

0, div B = 0.

Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé Ïôàôôà (1.2) íå ìîæåò èìåòü êîìïàêòíóþ
èíâàðèàíòíóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü, âíóòðè êîòîðîé ðàñïîëîæåíû âñå ëàêóíû
Γl, l = 1, r.

Ñëåäñòâèå 1.3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 1.3. Òîãäà
èíòåãðàëüíî ýêâèâàëåíòíûå ñèñòåìå óðàâíåíèé Ïôàôôà (1.2) íà îáëàñòè
G àâòîíîìíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (DE) íå ìî-
ãóò èìåòü êîìïàêòíóþ èíâàðèàíòíóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü, âíóòðè êîòîðîé
ðàñïîëîæåíû âñå ëàêóíû Γl, l = 1, r.

Äàëåå íà îñíîâàíèè ëåììû 2.3 è òåîðåìû 3 èç [8] èìååì òàêîå óòâåðæäå-
íèå.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå ãëàäêèå íà îáëàñòè G äèôôåðåí-
öèàëüíûå (m − 1)�ôîðìû $k, k = 1, n, ÷òî {sgn indbΓli ∨ sgn indbΓli} =
{sgn indbΓlj ∨ sgn indbΓlj}, li ∈ {1, . . . , r}, lj ∈ {1, . . . , r}, i = 1, s, j =
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1, s, s 6 r, è ïðè l = li íà äàííîé îáëàñòè (êðîìå, áûòü ìîæåò, ìíîæå-
ñòâà (m+1)�ìåðíîé ìåðû íóëü) âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç øåñòè ñåðèé óñëîâèé
(2.3) � (7.3). Òîãäà íà îáëàñòè G ñèñòåìà óðàâíåíèé Ïôàôôà (1.2) ìîæåò
èìåòü íå áîëåå r − s êîìïàêòíûõ èíâàðèàíòíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé.

Ñëåäñòâèå 2.3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 2.3. Òîãäà èíòå-
ãðàëüíî ýêâèâàëåíòíûå ñèñòåìå óðàâíåíèé Ïôàôôà (1.2) íà îáëàñòè G àâ-
òîíîìíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (DE)ìîãóò èìåòü
íå áîëåå r − s êîìïàêòíûõ èíâàðèàíòíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àém = n = 1, êàê ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ â ïðè-
ëîæåíèÿõ. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Ïôàôôà (1.2) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì òðà-
åêòîðèé äâóìåðíîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé dx1

dt1
= A2(x1, x2),

dx2
dt1

= −A1(x1, x2), êîòîðóþ, èñïîëüçóÿ çàìåíû
x1 7→ x, x2 7→ y, t1 7→ t, A2 7→ P, −A1 7→ Q, çàïèøåì â âèäå

dx

dt
= P (x, y),

dy

dt
= Q(x, y), (13.3)

ãäå P è Q åñòü äâàæäû ãëàäêèå íà (r + 1)�ñâÿçíîé îáëàñòè G ⊂ R2 ôóíê-
öèè. Ïðè ýòîì óðàâíåíèåì òðàåêòîðèé ñèñòåìû (13.3) ÿâëÿåòñÿ P (x, y)dy −
Q(x, y)dx = 0. Òåïåðü íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1.3, ëåììû 2.3 è òåîðåìû 18 èç
[6] èìååì òàêîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãëàäêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ
íà (r + 1)�ñâÿçíîé îáëàñòè G ôóíêöèÿ µ, ÷òî {sgn ind(µP,µQ)Γli ∨
sgn ind(µP,µQ)Γli} = {sgn ind(µP,µQ)Γlj∨sgn ind(µP,µQ)Γlj}, li ∈ {1, . . . , r}, lj ∈
{1, . . . , r}, i = 1, s, j = 1, s, s 6 r, è ïðè l = li íà äàííîé îá-
ëàñòè (êðîìå, áûòü ìîæåò, ìíîæåñòâà äâóìåðíîé ìåðû íóëü) âûïîë-
íÿåòñÿ îäíà èç äåñÿòè ñåðèé óñëîâèé: sgn ind(µP,µQ)Γl div(µP, µQ) >
0; sgn ind(µP,µQ)Γl div(µP, µQ) > 0; sgn ind(µP,µQ)Γl = 0, div(µP, µQ) >

0; sgn ind(µP,µQ)Γl = 0, div(µP, µQ) < 0; sgn ind(µP,µQ)Γl = 0, div(µP, µQ) >

0; sgn ind(µP,µQ)Γl = 0, div(µP, µQ) < 0; sgn ind(µP,µQ)Γl > 0, div(µP, µQ) =

0; sgn ind(µP,µQ)Γl < 0, div(µP, µQ) = 0; sgn ind(µP,µQ)Γl > 0, div(µP, µQ) =
0; sgn ind(µP,µQ)Γl < 0, div(µP, µQ) = 0.

Òîãäà íà îáëàñòè G ñèñòåìà (13.3) ìîæåò èìåòü íå áîëåå r − s ïðå-
äåëüíûõ öèêëîâ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

dx

dt
= x+ y + x(x2 + y2),

dy

dt
= −x+ y + y(x2 + y2). (14.3)

Äëÿ äàííîé ñèñòåìû âûáåðåì: G = R2\(0, 0) (ïîýòîìó r = 1), µ = (x2 +y2)−1.
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Òåïåðü íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè ïîëó÷àåì, ÷òî div(µP, µQ) =
2,

∮
x2+y2=R2

µPdy−µQdx = 2π(1+R2) (îáõîä ïî îêðóæíîñòÿì îñóùåñòâëÿåòñÿ

â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè), è ïîýòîìó sgn ind(µP,µQ)Γ1 = +1. Î÷åâèä-
íî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïåðâàÿ ñåðèÿ óñëîâèé òåîðåìû 2.3. Ïîýòîìó â åå ñèëó
íà äâóñâÿçíîé îáëàñòè R2\(0, 0) ñèñòåìà (14.3) íå èìååò ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (0, 0) åñòü ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (14.3), îêîí÷àòåëüíî
ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà íå èìååò ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.

Çàìåòèì, ÷òî â óòâåðæäåíèè 1.3 è òåîðåìàõ 1.3 è 2.3 ïîêàçàíî, ÷òî â îò-
ëè÷èå îò òåîðåìû 3 èç [8], òåîðåìû 18 èç [6] è òåîðåìû 2 èç [7] íà îãðàíè÷åí-
íîñòü êîìïàêòíûõ èíâàðèàíòíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé, ñîîòâåòñòâåííî, âëèÿåò
íå òîëüêî ðàíã m�ìåðíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïû îáëàñòè, íî è èíäåêñû åå
ëàêóí.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïóíêòà òàêæå îòìåòèì íà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ
äàííîãî ïîäõîäà ê ñèñòåìå âíåøíèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì [8].

4. Ïðèçíàêè îãðàíè÷åííîñòè ÷èñëà êîìïàêòíûõ ãèïåðïîâåðõíî-

ñòåé íà îñíîâàíèè ôîðìóëû Îñòðîãðàäñêîãî.

Â äàííîì ïóíêòå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî îáëàñòü G èìååò òàêóþ æå ñòðóê-
òóðó, êàê è â ïðåäûäóùåì. Êðîìå òîãî, â ýòîì ïóíêòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ñèíãóëÿðíûå ñëîåíèÿ êîðàçìåðíîñòè 1.

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü íà îáëàñòè G ñóùåñòâóåò òàêîå ãëàäêîå âåêòîð-
íîå ïîëå B, ÷òî íà äàííîé îáëàñòè (êðîìå, ìîæåò áûòü, ìíîæåñòâà m�
ìåðíîé ìåðû íóëü) âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç øåñòè ñåðèé óñëîâèé

det(B,F1, . . . , Fm) > 0, div B = 0; (1.4)

det(B,F1, . . . , Fm) < 0, div B = 0; (2.4)

det(B,F1, . . . , Fm) = 0, div B > 0; (3.4)

det(B,F1, . . . , Fm) = 0, div B < 0; (4.4)

((kx− a), det(e, F1, . . . , Fm)) > 0, det(B,F1, . . . , Fm) div B < 0, (5.4)

((kx− a), det(e, F1, . . . , Fm)) < 0, det(B,F1, . . . , Fm) div B > 0, (6.4)

ãäå (B,F1, . . . , Fm) åñòü ìàòðèöà, ñòðîêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ óïî-
ðÿäî÷åííûå ýëåìåíòû âåêòîðîâ B,F1, . . . , Fm, ñîîòâåòñòâåííî, kx =
(k1x1, . . . , km+1xm+1), ki > 0, i = 1,m+ 1, a åñòü íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé
âåêòîð, e = (e1, . . . , em+1) åñòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
Rm+1.
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Òîãäà íà îáëàñòè G àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåí-
öèàëàõ (2.2) ïðè n = 1 ìîæåò èìåòü íå áîëåå r êîìïàêòíûõ èíâàðèàíòíûõ
ãèïåðïîâåðõíîñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâàì òåîðåìû 18
èç [6] è òåîðåìû 3 èç [8] è áàçèðóåòñÿ íà òàêîì âñïîìîãàòåëüíîì óòâåðæäåíèè.

Ëåììà 1.4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1.4. Òîãäà âî âñÿ-
êîé îáëàñòè Ω ⊂ G, âíóòðè âíåøíåé ãðàíèöû êîòîðîé ðàñïîëîæåíî s 6 r
ëàêóí, îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíûõ èíâàðèàíòíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé àâòî-
íîìíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (2.2) íåâîçìîæíà òà-
êàÿ ñèòóàöèÿ: âñÿêàÿ èç s ëàêóí ñîäåðæèòñÿ âíóòðè ñâîåé êîìïàêòíîé
èíâàðèàíòíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè V1, . . . , Vs, êîìïàêòíàÿ èíâàðèàíòíàÿ ãè-
ïåðïîâåðõíîñòü Vs+1 ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ ýòè s ëàêóí, ïðè÷åì ãèïåð-
ïîâåðõíîñòè V1, . . . , Vs íå ïåðåñåêàþòñÿ, íå ñîäåðæàòñÿ äðóã â äðóãå è âñå
öåëèêîì ðàñïîëàãàþòñÿ âíóòðè ãèïåðïîâåðõíîñòè Vs+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ, îïèñàííàÿ
â ëåììå. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü V = ∪s+1

l=1Vl.

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.4). Òàê êàê ñîñòàâíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü V
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé äëÿ ñèñòåìû (2.2) ïðè n = 1, òî êàæäîå èç ëèíåéíî
íåñâÿçàííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé Fj, j = 1,m, â ñâîèõ íåîñîáûõ òî÷êàõ êàñàåòñÿ
äàííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ïîýòîìó âåêòîðíîå ïîëå N = det(e, F1, . . . , Fm)
îðòîãîíàëüíî ê ãèïåðïîâåðõíîñòè V . Íà îñíîâàíèè ôîðìóëû Îñòðîãðàäñêîãî
[17, c. 324, 588 � 593] èìååì, ÷òî∫

V

(B,N)|N |−1dS = ±
∫
U

div B dU, (7.4)

ãäå |N | åñòü åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðíîãî ïîëÿ N , U åñòü îáëàñòü, îãðàíè÷åí-
íàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ V , ïðè÷åì çäåñü çíàê "+" èìååò ìåñòî â ñëó÷àå, êîãäà
N åñòü âíåøíåå íîðìàëüíîå ïîëå ê ãèïåðïîâåðõíîñòè Vs+1, à çíàê "−" èìå-
åò ìåñòî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Â ñèëó óñëîâèé (1.4) ïîëó÷àåì, ÷òî èíòåãðàë
â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëîæèòåëåí, à â ïðàâîé ðàâåí íóëþ.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò íåâîçìîæíîñòü ñèòóàöèè, îïèñàííîé â
ëåììå 1.4.

Äàëåå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ (7.4) äîêàçûâàåì
ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû 1.4 è ïðè âûïîëíåíèè êàæäîé èç ñåðèé
óñëîâèé (2.4) � (6.4). Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî ïåðâîå íåðàâåíñòâî èç (5.4) ïîç-
âîëÿåò ïðèìåíèòü çíàê "+" â ñîîòíîøåíèè (7.4), à ïåðâîå íåðàâåíñòâî èç (6.4)
� çíàê "−". Ëåììà 1.4 äîêàçàíà.
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Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 1.4 ïðè (3.4) è (4.4) ñîîòâåòñòâóåò òåîðåìå 4 èç [14].

Ñëåäñòâèå 1.4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1.4. Òîãäà èí-
òåãðàëüíî ýêâèâàëåíòíûå àâòîíîìíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôå-
ðåíöèàëàõ (2.2) ïðè n = 1 íà îáëàñòè G óðàâíåíèÿ Ïôàôôà (Pf) ïðè n = 1
ìîãóò èìåòü íå áîëåå r êîìïàêòíûõ èíâàðèàíòíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé m = n = 1. Â ýòîì ñëó÷àå àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (2.2) ÿâëÿåòñÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìîé îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé dx1

dt1
= F11(x1, x2),

dx2
dt1

= F12(x1, x2),
è åå, èñïîëüçóÿ çàìåíû x1 7→ x, x2 7→ y, t1 7→ t, F11 7→ P, F12 7→ Q, çàïè-
øåì â âèäå (13.3), ãäå P è Q åñòü äâàæäû ãëàäêèå íà (r+1)�ñâÿçíîé îáëàñòè
G ⊂ R2 ôóíêöèè. Òåïåðü íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1.4 èìååì òàêîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü íà (r + 1)�ñâÿçíîé îáëàñòè G ñóùåñòâóåò òà-
êîå ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå (R, S), ÷òî íà äàííîé îáëàñòè (êðîìå, ìîæåò
áûòü, ìíîæåñòâà èçîëèðîâàííûõ òî÷åê) âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç øåñòè ñåðèé
óñëîâèé: (RQ − PS) > 0, (∂xR + ∂yS) = 0; (RQ − PS) < 0, (∂xR + ∂yS) =
0; (RQ − PS) = 0, (∂xR + ∂yS) > 0; (RQ − PS) = 0, (∂xR + ∂yS) <

0; (ax−c)Q−(by−d)P > 0, (RQ−PS)(∂xR+∂yS) < 0; (ax−c)Q−(by−d)P <
0, (RQ − PS)(∂xR + ∂yS) > 0, ãäå a > 0, b > 0, c è d åñòü íåêîòîðûå ïî-
ñòîÿííûå.

Òîãäà íà îáëàñòè G ñèñòåìà (13.3) ìîæåò èìåòü íå áîëåå r ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 2.4 óòî÷íÿåò è ðàñïðîñòðàíÿåò ðåçóëüòàòû îáùåé
òåîðåìû 1 èç [18] îá îòñóòñòâèè â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè ó ñèñòåìû (13.3) ïðå-
äåëüíûõ öèêëîâ íà ìíîãîñâÿçíóþ îáëàñòü. Òàê, íàïðèìåð, ñèñòåìà

dx

dt
= x+ y − x(x2 + y2),

dy

dt
= −x+ y − y(x2 + y2), (8.4)

èìååò [19, c. 215] ïðåäåëüíûé öèêë x2 + y2 = 1 è îí ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.
Âûáèðàÿ (â îáîçíà÷åíèÿõ ñòàòüè [18]) ôóíêöèè P (x, y) = x+ y− x(x2 + y2),
Q(x, y) = −x + y − x(x2 + y2), N(x, y) = x, M(x, y) = −y, ïîëó÷àåì, ÷òî
h(x, y) = P (x, y)M(x, y) + Q(x, y)N(x, y) = −x2 − y2, k(x, y) = ∂xN(x, y) −
∂yM(x, y) = 2, è â ñèëó îáùåé òåîðåìû 1 èç [18] ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ó ñèñòåìû
(8.4) íå äîëæíî áûòü.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü íà îáëàñòè G ñóùåñòâóþò òàêîå ãëàäêîå âåê-
òîðíîå ïîëå B, ÷òî íà äàííîé îáëàñòè (êðîìå, áûòü ìîæåò, ìíîæå-
ñòâà m�ìåðíîé ìåðû íóëü) âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç øåñòè ñåðèé óñëîâèé:
(B,A1) > 0, div B = 0; (B,A1) < 0, div B = 0; (B,A1) = 0, div B > 0;
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(B,A1) = 0, div B < 0; ((kx−a), A1) > 0, (B,A1) div B < 0; ((kx−a), A1) <
0, (B,A1) div B > 0.

Òîãäà íà îáëàñòè G óðàâíåíèÿ Ïôàôôà (1.2) ïðè n = 1 ìîãóò èìåòü íå
áîëåå r êîìïàêòíûõ èíâàðèàíòíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçà-
òåëüñòâó òåîðåìû 1.4 ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå A1 â íåîñîáûõ òî÷êàõ
îðòîãîíàëüíî êàæäîé èíâàðèàíòíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè óðàâíåíèÿ Ïôàôôà
(1.2) ïðè n = 1.

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 3.4 ïðè òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ñåðèÿõ óñëîâèÿõ ñîîò-
âåòñòâóåò òåîðåìå 2 èç [14].

Ñëåäñòâèå 2.4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 3.4. Òîãäà èí-
òåãðàëüíî ýêâèâàëåíòíûå óðàâíåíèþ Ïôàôôà (1.2) ïðè n = 1 íà îáëàñòè G
àâòîíîìíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (DE) ïðè n = 1
ìîãóò èìåòü íå áîëåå r êîìïàêòíûõ èíâàðèàíòíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé.

5. Ïðèçíàêè îãðàíè÷åííîñòè ÷èñëà êîìïàêòíûõ ãèïåðïîâåðõíî-

ñòåé íà îñíîâàíèè ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé.

Â ýòîì ïóíêòå òàêæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèíãóëÿðíûå ñëîåíèÿ êîðàç-
ìåðíîñòè 1 è ñ÷èòàòü, ÷òî îáëàñòü G ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòíî îäíîñâÿç-
íîé (ò. å. â íåé êàæäàÿ çàìêíóòàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü, ãîìåîìîðôíàÿ ãèïåð-
ñôåðå, ìîæåò áûòü ñòÿíóòà â òî÷êó, íå âûõîäÿ çà ïðåäåëû îáëàñòè).

Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ôóíêöèÿ νj : G→ R, ãäå

νj(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Fj1(x) . . . Fj,m+1(x)

F1(Fj1(x)) . . . F1(Fj,m+1(x))

. . . . . . . . .

Fm(Fj1(x)) . . . Fm(Fj,m+1(x))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé èëè ñòðîãî îòðèöàòåëüíîé íà îáëàñòè
G, j ∈ {1, . . . ,m},

2) âåêòîðíîå ïîëå Fj íà îáëàñòè G íå èìååò îñîáûõ òî÷åê.

Òîãäà íà îáëàñòè G àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåí-
öèàëàõ (2.2) ïðè n = 1 íå èìååò êîìïàêòíûõ èíâàðèàíòíûõ ãèïåðïîâåðõ-
íîñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ, îïèñàííàÿ
â òåîðåìå ïðè ñòðîãîé ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè νj (ñëó÷àé ñòðîãîé îòðèöà-

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 12



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 2, 2016

òåëüíîñòè äàííîé ôóíêöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïóñòü V åñòü êîì-
ïàêòíàÿ èíâàðèàíòíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ñèñòåìû (2.2). Íà îñíîâàíèè [16, c.
516] ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ñòåïåíü âåêòîðíîãî ïîëÿ Fj íà ãèïåðïîâåðõíîñòè
V ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó â ñèëó [16, c. 508] èìååì, ÷òî èíòåãðàë∫

S

νj(x(t))
(∑m+1

i=1
(Fji(x(t)))2

)−n/2
dt1 ∧ . . . ∧ dtm = 0,

ãäå x(t), t ∈ S, åñòü ïàðàìåòðèçàöèÿ îðèåíòèðîâàííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè V .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ñòðîãîé ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè νj íà îáëàñòè
G ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî äàííûé èíòåãðàë äîëæåí áûòü áîëüøå íóëÿ. Ïî-
ëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ñëåäñòâèå 1.5. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1.5. Òîãäà èí-
òåãðàëüíî ýêâèâàëåíòíûå àâòîíîìíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôå-
ðåíöèàëàõ (2.2) ïðè n = 1 íà îáëàñòè G óðàâíåíèÿ Ïôàôôà (Pf) íå èìåþò
êîìïàêòíûõ èíâàðèàíòíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé m = n = 1. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, îò
ñèñòåìû (2.2) ïåðåéäåì ê ñèñòåìå (13.3) ñ äâàæäû ãëàäêèìè íà îäíîñâÿçíîé
îáëàñòè G ⊂ R2 ôóíêöèÿìè P è Q. Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1.5 èìååì òàêîå
óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 2.5. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ôóíêöèÿ νj : G → R, ãäå ν = P
(∂Q
∂x
P +

∂Q

∂x
Q
)
− Q

(∂P
∂x
P +

∂P

∂x
Q
)
,

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé èëè ñòðîãî îòðèöàòåëüíîé íà îáëàñòè
G,

2) âåêòîðíîå ïîëå (P,Q) íà îáëàñòè G íå èìååò îñîáûõ òî÷åê.

Òîãäà íà îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G ñèñòåìà (13.3) íå èìååò ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ.
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