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Основы теории инвариантов были заложены А. Кэли [1] и Д. Гильбер-
том [2]. Начиная с работ Э. Лаггера [3], Ж. Альфана [4], Р. Лиувилля [5], П.
Аппеля [6] и П. Пенлеве [7] теория инвариантов была распространена и на
случай дифференциальных уравнений. Современный вид теория инвариан-
тов дифференциальных уравнений приняла в работах К. С. Сибирского [8,
9] и Г. Р. Белицкого [10]. В настоящей работе изучаются некоторые функци-
ональные инварианты многомерных дискретных динамических систем (в ос-
новном голоморфных), а также связанные с ними объекты (главным образом
слабо накрывающие слоения [11]). При этом для многомерных дискретных
динамических систем указан возможный переход от дискретного случая к
непрерывному (в частности, к голоморфному) при сохранении исследуемых
свойств. Отметим, что основополагающее влияние на данную статью произ-
вела монография [12].

В следующих двух пунктах приведем необходимые нам в дальнейшем
вспомогательные сведения [13, 14].

1. Многомерные дискретные динамические системы. Рассмотрим
биголоморфизмы

fj : U → Kn, j = 1,m, (1.1)
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где область U ⊂ Kn, n > 1, K = R∨C. Поставим в биективное соответствие
биголоморфизмам (1.1) автономную (стационарную) многомерную дискрет-
ную систему уравнений

x(k + ej) = fj(x(k)), j = 1,m, (2.1)

где x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn, fj(x) = (f1j(x), . . . , fnj(x)), j = 1,m, k =
(k1, . . . , km) ∈ Zm, ej = (δj1, . . . , δ

j
m), j = 1,m, символ Кронекера δjk =[

1, k = j,

0, k 6= j.

Определение 1.1. Решением автономной многомерной системы (2.1)
будем называть такое отображение ϕ : Zm → Kn, что ϕ(k + ej) =
fj(ϕ(k)), ∀k ∈ Zm, j = 1,m.

Определение 2.1. Автономную многомерную систему (2.1) будем на-
зывать вполне разрешимой, если для любой точки (k0, x0) ∈ Zm × U
существует единственное решение ϕ : Zm → Kn этой системы, удовле-
творяющее начальному условию

ϕ(k0) = x0. (3.1)

Теорема 1.1. Автономная многомерная система (2.1) вполне разреши-
ма тогда и только тогда, когда имеют место тождества

fk ◦ fj(x) = fj ◦ fk(x), ∀x ∈ U, j = 1,m, k = 1,m. (4.1)

Доказательство. Необходимость. Пусть система (2.1) вполне раз-
решима. Тогда на основании определения 2.1 имеем соотношения ϕ((k0 +
ej) + ek) = ϕ((k0 + ek) + ej), из которых получаем, что fk ◦ fj(ϕ(k0)) =
fj ◦ fk(ϕ(k0)), j = 1,m, k = 1,m. Теперь с учетом произвольности выбора
начального условия x0 = ϕ(k0) получаем тождества (4.1).

Достаточность. Пусть имеют место тождества (4.1). Тогда непосред-
ственным образом приходим к выводу, что искомое единственное решение
задачи (2.1) – (3.1) определяется соотношениями

ϕ(k) =
m∏
j=1

f
sj
j (x0), (5.1)

где k = k0 +
m∑
j=1

sjej, sj ∈ Z, j = 1,m, а произведения обозначают суперпо-

зиции соответствующих отображений. Теорема 1.1 доказана.
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На основании представлений (5.1) следуя [15] приходим к выводу, что
при m = 1 и в случае полной разрешимости при m > 1 соответствующие
автономной многомерной дискретной системе уравнений (2.1) отображения
(1.1) образуют многомерную дискретную динамическую систему (Dm).

2. Многопараметрические семейства многомерных дискретных
динамических систем. Рассмотрим m–параметрическое (1 6 m < n) го-
ломорфное семейство биголоморфизмов

f(x, t), x ∈ U ⊂ Kn, ∀t ∈ Ω ⊂ Km, f(x, t0) = x, ∀x ∈ U, t0 ∈ Ω, (1.2)

где f(x, t) = (f1(x, t), . . . , fn(x, t)), ∀x ∈ U, ∀t ∈ Ω, определяющее при каж-
дых m значениях параметров t = (t1, . . . , tm) из области Ω многомерную дис-
кретную динамическую систему вида (Dm). На основании этого семейства
строим вспомогательные коммутирующие между собой (при m > 1) линей-
ные дифференциальные операторы

Lj =
n∑
i=1

Fij(x)∂xi, ∀x ∈ U, j = 1,m, (2.2)

а также соответствующие им векторные поля

Fj(x) = (F1j(x), . . . , Fnj(x)), ∀x ∈ U, j = 1,m, (3.2)

и вполне разрешимую [12] (при m > 1) автономную систему уравнений в
полных дифференциалах

dx =
m∑
j=1

Fj(x)dtj, (4.2)

где Fij(x) = ∂tjfi(x, t)|t=t0, i = 1, n, j = 1,m. Непосредственными вычисле-
ниями на основании семейства (1.2) и соотношений, определяющих линейные
дифференциальные операторы (2.2), векторные поля (3.2) и дифференциаль-
ную систему (4.2), получаем тождество

f(x, t) = x+
+∞∑

l1+...+lm=1

Ll11 ◦ . . . ◦ Llmmx
l1! . . . lm!

(t1 − t01)l1 . . . (tm − t0m)lm,

∀x ∈ U, ∀t ∈ O(t0) ⊂ Ω,

(5.2)

где lj ∈ N ∪ {0}, j = 1,m, L0
jx = x, ∀x ∈ U, Lkj , k ∈ N, есть супер-

позиция k линейных дифференциальных операторов Lj, j = 1,m, t0 =
(t01, . . . , t

0
m), O(t0) есть некоторая окрестность точки t0.
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3. Симметрии, допускаемые многомерными дискретными дина-
мическими системами.

Определение 1.3. Будем говорить, что многомерная дискретная дина-
мическая система (Dm) допускает биголоморфизм g, если определяющие ее
биголоморфизмы (1.1) инвариантны относительно этого биголоморфизма,
т.е. g ◦ fj ◦ g−1(x) = fj(x), ∀x ∈ U, j = 1,m.

Рассмотрим теперь случай, когда система (Dm) допускает однопараметри-
ческую группу биголоморфизмов (локальную группу Ли) gα, определяемую
соотношениями g(x, α), ∀x ∈ U ⊂ Kn, ∀α ∈ Θ ⊂ K, g(x, α0) = x, ∀x ∈
U, α0 ∈ Θ, с инфинитезимальным оператором L(x, ∂x) = (ξ(x), ∂x), где
ξ(x) = (ξ1(x), . . . , ξn(x)), ∂x = (∂x1, . . . , ∂xn), (·, ·) есть операция скаляр-

ного произведения. Тогда, используя представление g(x, α) =
+∞∑
n=0

Lnx

n!
(α −

α0)
n, ∀x ∈ U, ∀α ∈ Θ, где L0x = x, ∀x ∈ U , из соотношений fj(g(x, α)) =

g(fj(x), α), ∀x ∈ U, ∀α ∈ Θ, j = 1,m (отражающих тот факт, что систе-
ма (Dm) допускает группу Ли gα), переходим к равносильным соотношениям
(Lnfj(x), ∂x) = (Lnx|x=fj(x), ∂x), ∀x ∈ U, j = 1,m, ∀n ∈ N. Непосредствен-
ными вычислениями получаем, что последние соотношения эквивалентны
следующим:

(Lfj(x), ∂x) = (Lx|x=fj(x), ∂x), ∀x ∈ U, j = 1,m. (1.3)

Таким образом, мы получили такое утверждение.
Теорема 1.3 [16].Многомерная дискретная динамическая система (Dm)

допускает группу Ли gα с инфинитезимальным оператором L тогда и
только тогда, когда имеют место тождества (1.3).

4. Симметрии, допускаемые многопараметрическими семей-
ствами многомерных дискретных динамических систем. Пусть m–
параметрическое голоморфное семейство биголоморфизмов (1.2) допускает
биголоморфизм g. Аналогично рассуждениям из предыдущего пункта, ис-
пользуя представление (5.2), из соотношений f(g(x), t) = g(f(x, t)), ∀x ∈
U, ∀t ∈ O(t0), переходим к эквивалентным соотношениям:

(Ljg(x), ∂x) = (Ljx|x=g(x), ∂x), ∀x ∈ U, j = 1,m. (1.4)

В результате имеем такое утверждение.
Теорема 1.4. m–параметрическое голоморфное семейство биголомор-

физмов (1.2) допускает биголоморфизм g тогда и только тогда, когда име-
ют место тождества (1.4).
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И, наконец, в случае, когда семейство биголоморфизмов (1.2) допуска-
ет группу Ли gα с инфинитезимальным оператором L, используя тождество
(5.2), непосредственными вычислениями на основании хода доказательства
теоремы 1.3 получаем утверждение.

Теорема 2.4. m–параметрическое голоморфное семейство биголомор-
физмов (1.2) допускает группу Ли gα с инфинитезимальным оператором L

тогда и только тогда, когда имеют место тождества [Lj,L] = 0, ∀x ∈
U, j = 1,m, где коммутаторы линейных дифференциальных операторов
[Lj,L] = LjL− LLj, ∀x ∈ U, j = 1,m.

5. Абсолютные инварианты многомерных дискретных динами-
ческих систем.

Определение 1.5. Голоморфную функцию I : U → K будем называть
абсолютным инвариантом многомерной дискретной динамической си-
стемы (Dm), если I(fj(x)) = I(x), ∀x ∈ U, j = 1,m.

Определение 2.5. Инъективную (по всем существенно входящим в
задание аргументам при фиксированных значениях остальных) голоморф-
ную функцию I : U → K будем называть невырожденным абсолютным
инвариантом многомерной дискретной динамической системы (Dm), если
I(fj(x)) = I(x), ∀x ∈ U, j = 1,m. При этом наименьшее возможное чис-
ло функционально независимых невырожденных абсолютных инвариантов
системы (Dm) будем называть базисом невырожденных абсолютных
инвариантов, а само число – размерностью базиса.

Требование инъективности в определении 2.5 присутствует для исключе-
ния, например, явлений такого вида: функция sin x1 является абсолютным
инвариантом дискретной динамической системы (x1 + 2π, x2), в то время как
функция x1 этим свойством не обладает.

Определение 3.5. Многомерную дискретную динамическую систему
(Dm) будем называть невырожденной, если:

1) матрицы Якоби Dfj(x), ∀x ∈ U, j = 1,m, в совокупности линейно
независимы в каждой точке x ∈ U ;

2) всякая из матриц пучка, образованного любой парой из вышеуказаных
матриц Якоби, имеет в каждой точке x ∈ U , ранг, не меньший, чем n−m;

3) якобианы (определители матриц Якоби Dfj(x)) J(fj(x)) 6= 0, ∀x ∈
U, j = 1,m;

4) биголоморфизмы fj(x) 6= id – тождественному отображению, ∀x ∈
U, j = 1,m.
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Лемма 1.5. Пусть I : U → K есть невырожденный абсолютный инва-
риант многомерной дискретной динамической системы (Dm). Тогда функ-
ция I(g−1) : V → K является невырожденным абсолютным инвариантом
многомерной дискретной динамической системы, определяемой биголомор-
физмами g ◦ fj ◦ g−1 : V → Kn, j = 1,m, где биголоморфизм g : U → V.

Доказательство данного утверждения осуществляется непосредствен-
ным образом на основании определения 2.5 и следующих цепочек соотноше-
ний I(g−1 ◦ (g ◦ fj ◦ g−1(x))) = I(fj(g

−1(x))) = I(g−1(x)), ∀x ∈ V, j = 1,m.

Лемма 2.5. Невырожденная многомерная дискретная динамическая си-
стема (D1) не может иметь базис невырожденных абсолютных инвариан-
тов размерности n.

Доказательство. Пусть размерность базиса невырожденных абсолют-
ных инвариантов невырожденной многомерной дискретной динамической си-
стемы (D1) равна n. Тогда в некоторой окрестности O(x0) точки x0 ∈ U базис
невырожденных абсолютных инвариантов можно заменить эквивалентным
базисом xi, i = 1, n, ∀x ∈ O(x0). Поэтому все точки из этой окрестности
являются неподвижными, что противоречит невырожденности дискретной
динамической системы (D1).

Непосредственными вычислениями на основании определения 2.5 прихо-
дим к следующему утверждению.

Лемма 3.5. Пусть Ii, i = 1, l, l < n, есть функционально неза-
висимые невырожденные абсолютные инварианты невырожденной мно-
гомерной дискретной динамической системы (D1) и при этом векто-
ры (Dx1Ii, . . . , DxlIi), i = 1, l, линейно независимы в каждой точке x

области U. Тогда с помощью замены g = {Ii, i = 1, l, xi, i =
l + 1, n} от невырожденной многомерной дискретной динамической систе-
мы (D1) переходим к невырожденной многомерной дискретной динамиче-
ской системе, определяемой биголоморфизмом g ◦ f1 ◦ g−1 = {xi, i =
1, l, fi1(I1, . . . , Il, xl+1, . . . , xn), i = l + 1, n}.

Лемма 4.5. Размерность базиса невырожденных абсолютных инва-
риантов невырожденной многомерной дискретной динамической системы
(Dm) не превосходит n−m.

Доказательство. Пусть функции Ii, i = 1, l, n − m < l ≤ n, опреде-
ляют базис невырожденных абсолютных инвариантов невырожденной много-
мерной дискретной динамической системы (Dm). Не умаляя общности, будем
считать, что выполняются условия леммы 3.5 (чего всегда можно добиться
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перенумерованием переменных). Тогда на основании этой леммы приходим
к выводу, что после соответствующей замены для образов биголоморфизмов
(1.1) не выполняются условия невырожденности.

Лемма 5.5. Размерность базиса невырожденных абсолютных инва-
риантов невырожденной многомерной дискретной динамической системы
(D1) равна n− 1.

Доказательство. Рассмотрим сначала случай, когда биголоморфизм
(1.1) положительно ориентирован. В силу следствия из [17] и его комплекс-
ного аналога в некоторой окрестности O(x0) точки x0 ∈ U биголоморфизм
(1.1) биголоморфно эквивалентен заданному в окрестности начала координат
пространства Kn биголоморфизму xi, i = 1, n− 1, xn + 1, имеющему невы-
рожденные абсолютные инварианты xi, i = 1, n− 1. Теперь в силу лемм 1.5
и 2.5 приходим к утверждению леммы.

Пусть теперь биголоморфизм (1.1) является отрицательно ориентирован-
ным. На основании следствия из [17] можно сделать вывод, что в некоторой
окрестности O(x0) точки x0 ∈ U биголоморфизм (1.1) биголоморфно эквива-
лентен заданному в окрестности начала координат пространства Kn биголо-
морфизму xi, i = 1, n− 1, −xn + 1, имеющему невырожденные абсолютные
инварианты xi, i = 1, n− 1. Далее аналогичным образом, как и в ориенти-
руемом случае, получаем утверждение леммы.

Теорема 1.5 [16]. Размерность базиса невырожденных абсолютных ин-
вариантов невырожденной многомерной дискретной динамической систе-
мы (Dm) равна n−m.

Доказательство. С помощью биголоморфизма из хода доказательства
леммы 5.5 от невырожденной многомерной дискретной динамической систе-
мы (Dm) переходим к невырожденной многомерной дискретной динамиче-
ской системе (D(1)

m ), у которой определяющий биголоморфизм f1 = {xi, i =
1, n− 1, εxn + 1}, ε2 = 1. На основании тождеств (4.1) приходим к выво-
ду, что у невырожденной многомерной дискретной динамической системы
(D(1)

m ) другие определяющие биголоморфизмы fj = {fij(x1, . . . , xn−1), i =
1, n− 1, fnj(x)}, j = 2,m. Далее рассматриваем сужение невырожденной
многомерной дискретной динамической системы (D(1)

m ) на подпространство
Kn−1 ⊂ Kn, соответствующее переменным xi, i = 1, n− 1. Применяя анало-
гичные рассуждения ещеm−1 раз, приходим к невырожденной многомерной
дискретной динамической системе (D(m)

m ), у которой сужения f ∗j определяю-
щих ее биголоморфизмов fj на подпространство Kn−m ⊂ Kn, соответству-
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ющее переменным xi, i = 1, n−m, имеют вид f ∗j = id, j = 1,m. Поэтому
невырожденная многомерная дискретная динамическая система (D(m)

m ) имеет
абсолютные невырожденные инварианты xi, i = 1, n−m. Отсюда на осно-
вании определения 2.5, лемм 1.5 и 4.5 приходим к утверждению теоремы 1.5.

Теорема 2.5. Пусть многомерная дискретная динамическая система
(Dm) допускает биголоморфизм g и имеет абсолютный инвариант I. Тогда
функция I(g) также является абсолютным инвариантом этой системы.

Доказательство. Непосредственными вычислениями на основании
определений 2.5 и 1.3 проверяем справедливость тождеств I(g ◦ fj(x)) =
I(fj ◦ g(x)) = I(g(x)), ∀x ∈ U, j = 1,m, из которых получаем, что функция
I(g) есть невырожденный абсолютный инвариант дискретной динамической
система системы (Dm).

Аналогично теореме 2.5 получаем следующее утверждение.
Теорема 3.5. Пусть многомерная дискретная динамическая систе-

ма (Dm) допускает группу Ли gα с инфинитезимальным оператором L и
имеет абсолютный инвариант I(x), ∀x ∈ U . Тогда семейство функций
I(g(x, α)), ∀x ∈ U, ∀α ∈ Θ, также определяет абсолютные инварианты
этой системы.

Теорема 4.5 [16]. Пусть многомерная дискретная динамическая систе-
ма (Dm) допускает группу Ли gα с инфинитезимальным оператором L и
имеет абсолютный инвариант I. Тогда функция L(I) также является аб-
солютным инвариантом этой системы.

Доказательство данного утверждения проводится на основании опре-
деления 1.5, соотношений (1.3) и тождеств LI(x)|x=fj(x) = LI(fj(x)) =
LI(x), ∀x ∈ U, j = 1,m.

6. Абсолютные инварианты многопараметрических семейств
многомерных дискретных динамических систем. Рассмотрим m–
параметрическое голоморфное семейство биголоморфизмов (1.2). Непосред-
ственными вычислениями на основании определения 2.5, тождества (5.2) и
[12, c. 26] имеем такое утверждение.

Теорема 1.6 [16]. Для того, чтобы голоморфная функция была невы-
рожденным абсолютным инвариантом m–параметрического голоморфного
семейства биголоморфизмов (1.2), необходимо и достаточно, чтобы она бы-
ла первым интегралом дифференциальной системы (4.2).

Определение 1.6. m–параметрическое голоморфное семейство биголо-
морфизмов (1.2) будем называть невырожденным, если оно определяет
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при каждых m линейно независимых значениях параметров t 6= t0 из об-
ласти Ω невырожденные многомерные дискретные динамические системы
вида (Dm).

Пусть m–параметрическое голоморфное семейство биголоморфизмов яв-
ляется невырожденным. Тогда на основании теоремы 1.5 получаем утвержде-
ние.

Теорема 2.6 [12, c. 114]. Пусть при 1 6 m < n векторные поля (3.2)
линейно несвязаны [12, c. 11] в области U . Тогда размерность базиса первых
автономных интегралов дифференциальной системы (4.2) равна n−m.

И, наконец, на основании теорем 2.5 – 4.5 имеем такие утверждения.
Теорема 3.6. Пусть m–параметрическое голоморфное семейство би-

голоморфизмов (1.2) допускает биголоморфизм g и имеет невырожденный
абсолютный инвариант I. Тогда функция I(g) также является невырож-
денным абсолютным инвариантом этого семейства.

Теорема 4.6. Пусть m–параметрическое голоморфное семейство биго-
ломорфизмов (1.2) допускает группу Ли gα с инфинитезимальным опера-
тором L и имеет невырожденный абсолютный инвариант I(x), ∀x ∈ U .
Тогда семейство функций I(g(x, α)), ∀x ∈ U, ∀α ∈ Θ, также определяет
невырожденные абсолютные инварианты этого семейства.

Теорема 5.6. Пусть m–параметрическое голоморфное семейство биго-
ломорфизмов (1.2) допускает группу Ли gα с инфинитезимальным операто-
ром L и имеет невырожденный абсолютный инвариант I. Тогда функция
L(I) также является абсолютным инвариантом этого семейства.

7. Относительные инварианты многомерных дискретных дина-
мических систем.

Определение 1.7 Голоморфную функцию I : U → K будем называть
относительным инвариантом многомерной дискретной динамической си-
стемы (Dm), если I(fj(x)) = Φj(I(x), x), Φj(0, x) = 0, ∀x ∈ U, j = 1,m.

Теорема 1.7. Пусть многомерная дискретная динамическая система
(Dm) допускает биголоморфизм g и имеет относительный инвариант I.
Тогда функция I(g) также является относительным инвариантом этой
системы.

Доказательство проводится на основании тождеств I(g ◦fj(x)) = I(fj ◦
g(x)) = Φj(I(g(x)), g(x)), Φj(0, g(x)) = 0, ∀x ∈ U, j = 1,m.

Аналогично теореме 1.7 получаем утверждение.
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Теорема 2.7. Пусть многомерная дискретная динамическая система
(Dm) допускает группу Ли gα с инфинитезимальным оператором L и име-
ет относительный инвариант I(x), ∀x ∈ U . Тогда семейство функций
I(g(x, α)), ∀x ∈ U, ∀α ∈ Θ, также определяет относительные инвари-
анты этой системы.

8. Относительные инварианты многопараметрических семейств
многомерных дискретных динамических систем. Рассмотрим m–
параметрическое голоморфное семейство биголоморфизмов (1.2). Непосред-
ственными вычислениями на основании определения 1.7, тождества (5.2) и
[12, c. 161] имеем такое утверждение.

Теорема 1.8 [16]. Для того, чтобы голоморфная функция была отно-
сительным инвариантом m–параметрического голоморфного семейства би-
голоморфизмов (1.2), необходимо и достаточно, чтобы она была частным
интегралом дифференциальной системы (4.2).

Теперь на основании теорем 1.7 и 2.7 получаем такие утверждения.
Теорема 2.8. Пусть m–параметрическое голоморфное семейство би-

голоморфизмов (1.2) допускает биголоморфизм g и имеет относительный
инвариант I. Тогда функция I(g) также является относительным инва-
риантом этого семейства.

Теорема 3.8. Пусть m–параметрическое голоморфное семейство биго-
ломорфизмов (1.2) допускает группу Ли gα с инфинитезимальным операто-
ром L и имеет относительный инвариант I(x), ∀x ∈ U . Тогда семейство
функций I(g(x, α)), ∀x ∈ U, ∀α ∈ Θ, также определяет относительные
инварианты этого семейства.

В следующих четырех пунктах проведем расширенное изложение работы
[18].

9. Базис невырожденных абсолютных инвариантов комплекс-
ных линейных невырожденных многомерных дискретных динами-
ческих систем. Рассмотрим комплексную линейную невырожденную мно-
гомерную дискретную динамическую систему (CLm), образованную невы-
рожденными линейными отображениями

Ajx, ∀x ∈ Cn, j = 1,m, (1.9)

где 1 6 m < n, невырожденные квадратные матрицы Aj = ||aikj|| размера n
состоят из элементов aikj ∈ C, i = 1, n, k = 1, n, j = 1,m.

Сначала построим базис невырожденных абсолютных инвариантов для
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невырожденного линейного отображения

Ajx, ∀x ∈ Cn, j ∈ {1, . . . ,m}. (2.9)

Для этого будем искать относительные инварианты отображения (2.9) в виде

L(x) = MTx, (3.9)

где T есть операция транспонирования,M = (M1, . . . ,Mn), Mi ∈ C, i = 1, n.
Тогда имеем тождество

L(Ajx) = MTAjx, ∀x ∈ Cn. (4.9)

Теперь на основании соотношений (3.9) и (4.9) приходим к выводу, что если
имеет место тождество

MTAjx = λMTx, ∀x ∈ Cn, λ ∈ C, (5.9)

то линейная функция (3.9) является относительным инвариантом отображе-
ния (2.9).

Тождество (5.9) эквивалентно линейной однородной системе алгебраиче-
ских уравнений

(Aj − λI)M = 0, (6.9)

где I есть единичная матрица. Система (6.9) имеет нетривиальные решения
тогда и только тогда, когда определитель

det (Aj − λI) = 0. (7.9)

Теперь из характеристического уравнения (7.9) отображения (2.9) находим
корни λ, которые будут ненулевыми в силу det Aj 6= 0 (это вытекает из
невырожденности отображения (2.9)).

Согласно [19, c. 177] матрицу Aj представим в виде Aj = SJS−1, где
S ∈ GL(n,C), J = diag{J11, . . . , J1p1, . . . , Jrpr} есть нормальная жорданова
форма матрицы Aj, Jlk есть блоки Жордана размера slk, соответствующие
корню λl характеристического уравнения (7.9), k = 1, pl, l = 1, r. С помощью
невырожденного линейного отображения перейдем в новый базис, соответ-
ствующий нормальной жордановой форме J. Разобьем новый базис на части
так, чтобы каждая часть соответствовала определенному блокуЖордана Jlk.
Тогда пространство Cn распадается на прямую сумму подпространств Clk,
каждое из которых определяется базисом, соответствующим блоку Жордана
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Jlk и имеет размерность slk. Система (6.9) в новом базисе преобразуется к
виду

(J − λI)K = 0, (8.9)

где K = S−1M.

Рассмотрим систему (8.9) в базисе, соответствующем пространству Clk.
Имеем систему уравнений

(Jlk − λlIlk)Klk = 0, k = 1, pl, l = 1, r, (9.9)

где Ilk есть единичная матрица размера slk. Непосредственными вычисле-
ниями, используя вид блока Жордана Jlk, убеждаемся, что система (9.9) и
система

(Jlk − λlIlk)Kν
lk = νKν−1

lk , ν = 1, slk − 1, (10.9)

имеют slk линейно независимых нетривиальных решений

K0
lk = (1, 0, . . . , 0), K1

lk = (1, 1, 0, . . . , 0), K2
lk = (1, 2, 2, 0, . . . , 0),

. . . , Kslk−1
lk = (1, slk − 1, (slk − 1)(slk − 2), . . . , (slk − 1)!, (slk − 1)!),

(11.9)

где K0
lk = Klk. После перехода в старый базис с учетом соотношений (9.9) –

(11.9) имеем, что

Lνlk(Ajx) = λlL
ν
lk(x) + νLν−1lk (x), ∀x ∈ Cn,

ν = 0, slk − 1, k = 1, pl, l = 1, r,
(12.9)

где соответствующие коэффициенты линейных однородных функций Lνlk(x)
получены из Kν

lk после возвращения из нового базиса в старый.
Так как линейное отображение, осуществляющее переход из нового бази-

са в старый, является невырожденным, а векторы Kν
lk линейно независимы в

новом базисе, то вновь полученные функции также являются линейно неза-
висимыми. Поэтому тождество

n∑
j=1

αjL
νj
ljkj

(x) = 0, ∀x ∈ Cn, (13.9)

имеет место лишь при α1 = . . . = αn = 0. Следовательно, определитель си-
стемы линейных однородных уравнений, на которую распадается тождество
(13.9), отличен от нуля. Этот определитель совпадает с определителем мат-
рицы Якоби системы n функций Lνjljkj(x). Поэтому данные функции являются
функционально независимыми.
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Построим вспомогательные функции vlkp (x) таким образом, что

Lνlk(x) =
ν∑
p=1

Cp−1
ν−1v

lk
p (x)Lν−plk (x), ν = 1, slk − 1. (14.9)

Система (14.9) всегда разрешима относительно vlkp (x), т.к. ее главный опре-
делитель равен {L0

lk(x)}slk−1. Докажем, что для функций vlkp (x) справедливы
тождества

vlkp (Ajx) ≡ vlkp (x) + (−1)p+1
(p− 1)!

λpl
, p = 1, slk − 1. (15.9)

Справедливость тождеств (15.9) при p = 1 и p = 2 проверяется непо-
средственно на основе (12.9). Доказательство при p > 2 будем вести мето-
дом математической индукции. Предположим, что тождества (15.9) выпол-
няются при p = 1, µ− 1. Подставляя вместо x выражение Ajx в уравне-
ние при ν = µ из системы (14.9) и принимая во внимание (12.9) и (15.9)
при ν = 0, µ и p = 1, µ− 1, соответственно, получаем, что λlL

µ
lk(x) +

µLµ−1lk (x) ≡ λl
µ−1∑
p=1

Cp−1
µ−1v

lk
p (x)Lµ−plk (x) +

µ−1∑
p=1

Cp−1
µ−1(µ − p)vlkp (x)Lµ−p−1lk (x) +

λl
µ−1∑
p=1

Cp−1
µ−1(−1)p+1

(p− 1)!

λpl
Lµ−plk (x)+

µ−1∑
p=1

Cp−1
µ−1(µ−p)(−1)p+1

(p− 1)!

λpl
Lµ−p−1lk (x)+

λlv
lk
µ (Ajx)L0

lk(x). Упрощая последнее тождество и учитывая, что L0
lk(x) 6≡ 0,

имеем vlkµ (Ajx) ≡ vlkµ (x) + (−1)µ+1
(µ− 1)!

λµl
.

Теперь из тождеств (12.9) и (15.9) получаем

ln L0
lk(Ajx) ≡ ln L0

lk(x) + ln λl, k = 1, pl, l = 1, r;

vlkg (Ajx) ≡ vlkg (x) + (−1)g+1
(g − 1)!

λgl
,

g = 1, slk − 1, k = 1, pl, l = 1, r;

(16.9)

где
r∑
l=1

pl∑
k=1

slk = n.

На основании соотношений (16.9) получаем n функций Φk(x), k = 1, n,
со свойством

Φk(Ajx) ≡ Φk(x) + αk, k = 1, n, (17.9)

где αk ∈ C, k = 1, n. Поэтому на основании тождеств (17.9) с учетом по-
строения функций Φk(x) и указанной выше функциональной независимости
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функций Lνlk(x) мы всегда можем построить n− 1 функционально независи-
мых невырожденных абсолютных инвариантов вида

γk1Φk1(x) + γk2Φk2(x), (18.9)

где γkj ∈ C, j = 1, 2, для линейного отображения (2.9). Теперь с учетом
невырожденности линейного отображения (2.9) и теоремы 1.5 приходим к
выводу, что (18.9) есть базис невырожденных абсолютных инвариантов этого
отображения.

Для построения базиса невырожденных абсолютных инвариантов ком-
плексной линейной невырожденной многомерной дискретной динамической
системы (CLm) введем вспомогательные операторы ∆τH(x) = H(Aτx) −
H(x), τ = 1,m, действующие на голоморфные функции H(x). Нетрудно ви-
деть, что функция H(x) является абсолютным инвариантом системы (CLm)
тогда и только тогда, когда

∆τH(x) ≡ 0, τ = 1,m. (19.9)

Непосредственно проверяем, что линейное отображение (2.9) не имеет нетри-
виальных (тождественно не равных постоянной величине) абсолютных инва-
риантов вида

∆τ lnL
0
lk(x), k = 1, pl, l = 1, r;

∆τv
lk
g (x), g = 1, slk − 1, k = 1, pl, l = 1, r; τ = 1,m, τ 6= j,

(20.9)

а также то, что операторы ∆τ , τ = 1,m, перестановочны (это вытекает
из условий (4.1)). Поэтому из (16.9) имеем, что ∆j∆τ lnL

0
lk(x) ≡

∆τ∆jlnL
0
lk(x) ≡ 0, k = 1, pl, l = 1, r; ∆j∆τv

lk
g (x) ≡ ∆τ∆jv

lk
g (x) ≡ 0, g =

1, slk − 1, k = 1, pl, l = 1, r; τ = 1,m, τ 6= j, а отсюда в силу отсутствия
нетривиальных абсолютных инвариантов (20.9) у линейного отображения
(2.9) и тождеств (16.9) получаем соотношения вида ∆τ lnL

0
lk(x) ≡ µlτ , µlτ ∈

C, k = 1, pl, l = 1, r; ∆τv
lk
g (x) ≡ µglkτ , µ

g
lkτ ∈ C, g = 1, slk − 1, k = 1, pl, l =

1, r; τ = 1,m. В итоге мы получаем n функций Ψk(x), k = 1, n, со свойством

∆τΨk(x) ≡ αkτ , αkτ ∈ C, k = 1, n, τ = 1,m. (21.9)

Поэтому на основе критерия (19.9) и тождеств (21.9) с учетом построения
функций Ψk(x) и функциональной независимости функций Lνjk(x) мы имеем
n−m функционально независимых абсолютных невырожденных инвариан-
тов вида

m+1∑
j=1

γskjΨkj(x), s = 1, n−m, (22.9)
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где γskj ∈ C, j = 1,m+ 1, системы (CLm). Теперь в силу теоремы 1.5 прихо-
дим к выводу, что это есть базис невырожденных абсолютных инвариантов
комплексной линейной невырожденной многомерной дискретной динамиче-
ской системы (CLm).

10. Базис невырожденных абсолютных инвариантов веществен-
ных линейных невырожденных многомерных дискретных динами-
ческих систем. Рассмотрим вещественную линейную невырожденную мно-
гомерную дискретную динамическую систему (RLm), образованную невы-
рожденными линейными отображениями Ajx, ∀x ∈ Rn, j = 1,m, где
1 6 m < n, невырожденные квадратные матрицы Aj = ||aikj|| размера n
состоят из элементов aikj ∈ R, i = 1, n, k = 1, n, j = 1,m.

Как и в предыдущем пункте, сначала построим базис невырожденных
абсолютных инвариантов для невырожденного линейного отображения

Ajx, ∀x ∈ Rn, j ∈ {1, . . . ,m}. (1.10)

Далее аналогичным образом приходим к характеристическому уравнению
(7.9). Пусть оно имеет 2µ комплексно сопряженных корней λl = al± i bl, al ∈
R, bl ∈ R, bl 6= 0, i есть мнимая единица, l = 1, µ; и r−2µ вещественных кор-
ней λl, l = 2µ+ 1, r. Далее на основании аналога соотношений (16.9) имеем
тождества

ln(Re2L0
lk(Ajx) + Im2L0

lk(Ajx)) ≡ ln(Re2L0
lk(x) + Im2L0

lk(x))+

+ln(a2l + b2l ), k = 1, pl, l = 1, µ;

arctg
Im L0

lk(Ajx)

Re L0
lk(Ajx)

≡ arctg
Im L0

lk(x)

Re L0
lk(x)

+ arctg
bl

al
,

k = 1, pl, l = 1, µ;

ln |L0
lk(Ajx)| ≡ ln |L0

lk(x)|+ ln |λl|, k = 1, pl, l = 2µ+ 1, r;

Re vlkg (Ajx) ≡ Re vlkg (x) + (−1)g+1(g − 1)!Re λ−gl ,

g = 1, slk − 1, k = 1, pl, l = 1, µ;

Im vlkg (Ajx) ≡ Im vlkg (x) + (−1)g+1(g − 1)!Im λ−gl ,

g = 1, slk − 1, k = 1, pl, l = 1, µ;

vlkg (Ajx) ≡ vlkg (x) + (−1)g+1
(g − 1)!

λgl
,

g = 1, slk − 1, k = 1, pl, l = 2µ+ 1, r;

(2.10)

где L0
lk(x) ≡ Re L0

lk(x)+ i Im L0
lk(x), Re L0

lk : Rn → R, Im L0
lk : Rn → R, k =

1, pl, l = 1, µ; vlkg (x) ≡ Re vlkg (x) + i Im vlkg (x), Re vlkg : V → R, Im vlkg :
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V → R, V ⊂ Rn, g = 1, slk − 1, k = 1, pl, l = 1, µ. Используя тожде-
ства (2.10), непосредственным образом получаем n вещественных функций
Φk(x), k = 1, n, со свойством (17.9), где αk ∈ R, k = 1, n. Теперь на основа-
нии этих функций аналогично комплексному случаю строим вещественные
базисы невырожденных абсолютных инвариантов для: 1) вещественного ли-
нейного отображения (1.10) посредством n − 1 вещественных функций ви-
да (18.9), где γkj ∈ R, j = 1, 2; 2) вещественной линейной невырожденной
многомерной дискретной динамической системы (RLm) посредством n − m
вещественных функций вида (22.9), где γskj ∈ R, s = 1, n−m, j = 1,m+ 1.

11. Базис невырожденных абсолютных инвариантов комплекс-
ных дробно–линейных невырожденных многомерных дискретных
динамических систем. Рассмотрим комплексную дробно–линейную невы-
рожденную многомерную дискретную динамическую систему (CPLm), обра-
зованную невырожденными линейными отображениями

Ajx, ∀x ∈ CP n, j = 1,m, (1.11)

где 1 6 m < n, однородные координаты x = (x1, . . . , xn+1), невырожденные
квадратные матрицы Aj = ||aikj|| размера n + 1 состоят из элементов aikj ∈
C, i = 1, n+ 1, k = 1, n+ 1, j = 1,m.

Сначала построим базис невырожденных абсолютных инвариантов для
невырожденного дробно–линейного отображения

Ajx, ∀x ∈ CP n, j ∈ {1, . . . ,m}. (2.11)

Для этого будем искать относительные инварианты отображения (2.11) в виде

L(x) = MTx, (3.11)

где M = (M1, . . . ,Mn+1), Mi ∈ C, i = 1, n+ 1. Тогда имеем тождество

L(Ajx) = MTAjx, ∀x ∈ CP n. (4.11)

Теперь на основании соотношений (3.11) и (4.11) приходим к выводу, что если
имеет место тождество

MTAjx = λMTx, ∀x ∈ CP n, λ ∈ C, (5.11)

то линейная функция (3.11) является относительным инвариантом отобра-
жения (2.11).

Тождество (5.11) эквивалентно линейной однородной системе алгебраи-
ческих уравнений

(Aj − λI)M = 0. (6.11)
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Система (6.11) имеет нетривиальные решения тогда и только тогда, когда
определитель

det (Aj − λI) = 0. (7.11)

Теперь из характеристического уравнения (7.11) отображения (2.11) находим
корни λ, которые будут ненулевыми в силу det Aj 6= 0 (это вытекает из
невырожденности отображения (2.11)).

Матрицу Aj представим в виде Aj = SJS−1, где S ∈ GL(n,C), J =
diag{J11, . . . , J1p1, . . . , Jrpr} есть нормальная жорданова форма матрицы
Aj, Jlk есть блоки Жордана размера slk, соответствующие корню λl характе-
ристического уравнения (7.11), k = 1, pl, l = 1, r. С помощью невырожденно-
го дробно–линейного отображения перейдем в новый базис, соответствующий
нормальной жордановой форме J. Разобьем новый базис на части так, чтобы
каждая часть соответствовала определенному блоку Жордана Jlk. Тогда про-
странство однородных координат x распадается объединение подпространств
xlk, каждое из которых определяется базисом, соответствующим блоку Жор-
дана Jlk и имеет размерность slk. Система (6.11) в новом базисе преобразуется
к виду

(J − λI)K = 0, (8.11)

где K = S−1M.

Рассмотрим систему (8.11) в базисе, соответствующем пространству xlk.
Имеем систему уравнений

(Jlk − λlIlk)Klk = 0, k = 1, pl, l = 1, r. (9.11)

Непосредственными вычислениями, используя вид блока Жордана Jlk, убеж-
даемся, что система (9.11) и система

(Jlk − λlIlk)Kν
lk = νKν−1

lk , ν = 1, slk − 1, (10.11)

имеют slk линейно независимых нетривиальных решений

K0
lk = (1, 0, . . . , 0), K1

lk = (1, 1, 0, . . . , 0), K2
lk = (1, 2, 2, 0, . . . , 0),

. . . , Kslk−1
lk = (1, slk − 1, (slk − 1)(slk − 2), . . . , (slk − 1)!, (slk − 1)!),

(11.11)

где K0
lk = Klk. После перехода в старый базис с учетом соотношений (9.11) –

(11.11) имеем, что

Lνlk(Ajx) = λlL
ν
lk(x) + νLν−1lk (x), ∀x ∈ CP n,

ν = 0, slk − 1, k = 1, pl, l = 1, r,
(12.11)
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где соответствующие коэффициенты линейных однородных функций Lνlk(x)
получены из Kν

lk после возвращения из нового базиса в старый.
Так как дробно–линейное отображение, осуществляющее переход из ново-

го базиса в старый, является невырожденным, а векторыKν
lk линейно незави-

симы в новом базисе, то вновь полученные функции также являются линейно
независимыми. Поэтому тождество

n+1∑
j=1

αjL
νj
ljkj

(x) = 0, ∀x ∈ CP n, (13.11)

имеет место лишь при α1 = . . . = αn+1 = 0. Следовательно, определитель
системы линейных однородных уравнений, на которую распадается тожде-
ство (13.11), отличен от нуля. Этот определитель совпадает с определителем
матрицы Якоби системы n + 1 функций Lνjljkj(x). Поэтому данные функции
являются функционально независимыми.

Построим вспомогательные функции vlkp (x) таким образом, что

Lνlk(x) =
ν∑
p=1

Cp−1
ν−1v

lk
p (x)Lν−plk (x), ν = 1, slk − 1. (14.11)

Система (14.11) всегда разрешима относительно vlkp (x), т.к. ее главный опре-
делитель равен {L0

lk(x)}slk−1. Как и в пункте 9, доказываем справедливость
тождеств

vlkp (Ajx) ≡ vlkp (x) + (−1)p+1
(p− 1)!

λpl
, p = 1, slk − 1. (15.11)

Теперь из тождеств (12.11) и (15.11) получаем

ln L0
lk(Ajx) ≡ ln L0

lk(x) + ln λl, k = 1, pl, l = 1, r;

vlkg (Ajx) ≡ vlkg (x) + (−1)g+1
(g − 1)!

λgl
,

g = 1, slk − 1, k = 1, pl, l = 1, r;

(16.11)

где
r∑
l=1

pl∑
k=1

slk = n+ 1.

На основании соотношений (16.11) получаем
r∑
l=1

pl линейных однородных

функций ϕk(x), k = 1,
r∑
l=1

pl, и n + 1 −
r∑
l=1

pl функций ϕ(x) нулевой степени
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однородности, таких, что

Φk(Ajx) ≡ Φk(x) + αk, k = 1, n+ 1, (17.11)

где Φk(x) ≡ ln ϕk(x), αk ∈ C, k = 1, n+ 1. Поэтому на основании тождеств
(17.11) с учетом построения функций Φk(x) и указанной выше функциональ-
ной независимости функций Lνlk(x) мы всегда можем построить n− 1 функ-
ционально независимых невырожденных абсолютных инвариантов нулевой
степени однородности вида

γk1Φk1(x) + γk2Φk2(x) + γk3Φk3(x), (18.11)

где γkj ∈ C, j = 1, 3, для дробно–линейного отображения (2.11). Теперь с
учетом невырожденности дробно–линейного отображения (2.11) и теоремы
1.5 приходим к выводу, что (18.11) есть базис невырожденных абсолютных
инвариантов этого отображения.

Для построения базиса невырожденных абсолютных инвариантов ком-
плексной линейной невырожденной многомерной дискретной динамической
системы (CPLm) введем вспомогательные операторы ∆τH(x) = H(Aτx) −
H(x), τ = 1,m, действующие на голоморфные функции H(x). Нетрудно ви-
деть, что функцияH(x) является абсолютным инвариантом системы (CPLm)
тогда и только тогда, когда

∆τH(x) ≡ 0, τ = 1,m. (19.11)

Непосредственно проверяем, что линейное отображение (2.11) не имеет нетри-
виальных (тождественно не равных постоянной величине) абсолютных инва-
риантов вида

∆τ lnL
0
lk(x), k = 1, pl, l = 1, r;

∆τv
lk
g (x), g = 1, slk − 1, k = 1, pl, l = 1, r; τ = 1,m, τ 6= j,

(20.11)

а также то, что операторы ∆τ , τ = 1,m, перестановочны (это вытекает
из условий (4.1)). Поэтому из (16.11) имеем, что ∆j∆τ lnL

0
lk(x) ≡

∆τ∆jlnL
0
lk(x) ≡ 0, k = 1, pl, l = 1, r; ∆j∆τv

lk
g (x) ≡ ∆τ∆jv

lk
g (x) ≡

0, g = 1, slk − 1, k = 1, pl, l = 1, r; τ = 1,m, τ 6= j, а отсюда в си-
лу отсутствия нетривиальных абсолютных инвариантов (20.11) у дробно–
линейного отображения (2.11) и тождеств (16.11) получаем соотношения вида
∆τ lnL

0
lk(x) ≡ µlτ , µlτ ∈ C, k = 1, pl, l = 1, r; ∆τv

lk
g (x) ≡ µglkτ , µ

g
lkτ ∈ C, g =

1, slk − 1, k = 1, pl, l = 1, r; τ = 1,m. В итоге мы получаем
r∑
l=1

pl линейных
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однородных функций ψk(x), k = 1,
r∑
l=1

pl, и n+1−
r∑
l=1

pl функций ψ(x) нулевой

степени однородности со свойством

∆τΨk(x) ≡ αkτ , αkτ ∈ C, k = 1, n+ 1, τ = 1,m, (21.11)

где Ψk(x) ≡ ln ψk(x), k = 1, n+ 1. Поэтому на основе критерия (19.11)
и тождеств (21.11) с учетом построения функций Ψk(x) и функциональной
независимости функций Lνjk(x) мы имеем n−m функционально независимых
абсолютных невырожденных инвариантов вида

m+1∑
j=1

γskjΨkj(x), s = 1, n−m, (22.11)

где γskj ∈ C, j = 1,m+ 1, системы (CPLm). Теперь в силу теоремы 1.5 при-
ходим к выводу, что это есть базис невырожденных абсолютных инвариантов
комплексной дробно–линейной невырожденной многомерной дискретной ди-
намической системы (CPLm).

12. Базис невырожденных абсолютных инвариантов веществен-
ных дробно–линейных невырожденных многомерных дискретных
динамических систем. Рассмотрим вещественную дробно–линейную невы-
рожденную многомерную дискретную динамическую систему (RPLm), обра-
зованную невырожденными линейными отображениями Ajx, ∀x ∈ RP n, j =
1,m, где 1 6 m < n, невырожденные квадратные матрицы Aj = ||aikj|| раз-
мера n+ 1 состоят из элементов aikj ∈ R, i = 1, n+ 1, k = 1, n+ 1, j = 1,m.

Как и в предыдущем пункте, сначала построим базис невырожденных
абсолютных инвариантов для невырожденного линейного отображения

Ajx, ∀x ∈ RP n, j ∈ {1, . . . ,m}. (1.12)

Далее аналогичным образом приходим к характеристическому уравнению
(7.11). Пусть оно имеет 2µ комплексно сопряженных корней λl = al±i bl, al ∈
R, bl ∈ R, bl 6= 0, l = 1, µ; и r − 2µ вещественных корней λl, l = 2µ+ 1, r.
Далее на основании аналога соотношений (16.11) имеем тождества

ln(Re2L0
lk(Ajx) + Im2L0

lk(Ajx)) ≡ ln(Re2L0
lk(x) + Im2L0

lk(x))+

+ln(a2l + b2l ), k = 1, pl, l = 1, µ;

arctg
Im L0

lk(Ajx)

Re L0
lk(Ajx)

≡ arctg
Im L0

lk(x)

Re L0
lk(x)

+ arctg
bl

al
,
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k = 1, pl, l = 1, µ;

ln |L0
lk(Ajx)| ≡ ln |L0

lk(x)|+ ln |λl|, k = 1, pl, l = 2µ+ 1, r;

Re vlkg (Ajx) ≡ Re vlkg (x) + (−1)g+1(g − 1)!Re λ−gl ,

g = 1, slk − 1, k = 1, pl, l = 1, µ;

Im vlkg (Ajx) ≡ Im vlkg (x) + (−1)g+1(g − 1)!Im λ−gl ,

g = 1, slk − 1, k = 1, pl, l = 1, µ;

vlkg (Ajx) ≡ vlkg (x) + (−1)g+1
(g − 1)!

λgl
,

g = 1, slk − 1, k = 1, pl, l = 2µ+ 1, r;

(2.12)

где L0
lk(x) ≡ Re L0

lk(x)+ i Im L0
lk(x), Re L0

lk : Rn → R, Im L0
lk : Rn → R, k =

1, pl, l = 1, µ; vlkg (x) ≡ Re vlkg (x) + i Im vlkg (x), Re vlkg : V → R, Im vlkg :
V → R, V ⊂ Rn, g = 1, slk − 1, k = 1, pl, l = 1, µ. Используя тождества
(2.12), непосредственным образом получаем n + 1 вещественных функций
нулевой степени однородности Φk(x), k = 1, n+ 1, со свойством (17.11), где
αk ∈ R, k = 1, n+ 1. Теперь на основании этих функций аналогично ком-
плексному случаю строим вещественные базисы невырожденных абсолютных
инвариантов для: 1) вещественного дробно–линейного отображения (1.12) по-
средством n − 1 вещественных функций вида (18.11), где γkj ∈ R, j = 1, 3;
2) вещественной дробно–линейной невырожденной многомерной дискретной
динамической системы (RPLm) посредством n − m вещественных функций
вида (22.11), где γskj ∈ R, s = 1, n−m, j = 1,m+ 2.

13. Базис невырожденных абсолютных инвариантов линей-
ных невырожденных многопараметрических семейств многомер-
ных дискретных динамических систем. Рассмотрим комплексное ли-
нейное невырожденное m–параметрическое семейство биголоморфизмов

A(t)x, ∀x ∈ Kn, ∀t ∈ Km, A(t0) = I, t0 ∈ Km, 1 6 m < n, (1.13)

и соответствующие ему: 1) коммутирующие между собой и линейно несвя-
занные почти везде на Kn (при m > 1) линейные дифференциальные опе-

раторы Lj =
n∑
i=1

Lij(x)∂xj , ∀x ∈ Kn, j = 1,m; 2) линейные векторные по-

ля Lj(x) = (L1j(x), . . . , Lnj(x)), ∀x ∈ Kn, j = 1,m; 3) вполне разреши-
мую линейную автономную систему уравнений в полных дифференциалах

dx =
m∑
j=1

Lj(x)dtj, где

Lij(x) = ∂tj(A(t)x)i|t=t0, i = 1, n, j = 1,m, (2.13)
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а (·)i есть i–я проекция вектора (·). В силу A(t0) = I и (2.13) получа-

ем представление A(t) = exp

(
m∑
j=1

Bj(tj − t0j)

)
x, ∀x ∈ Kn, ∀t ∈ Km, где

перестановочные между собой (при m > 1) постоянные матрицы Bj =
ln A(t01, . . . , t

0
j−1, t

0
j + 1, t0j+1, . . . , t

0
m), j = 1,m. В силу теорем 1.5, 1.6 и 2.6 ли-

нейное невырожденное m–параметрическое семейство биголоморфизмов (ве-
щественное или комплексное) (1.13) и соответствующая ему линейная невы-
рожденная многомерная дискретная динамическая система, образованная
невырожденными линейными отображениями exp(Bj)x, ∀x ∈ Kn, j = 1,m,
имеют общий базис невырожденных абсолютных инвариантов. Далее на ос-
новании результатов пунктов 9 и 11 мы строим базис невырожденных абсо-
лютных инвариантов для линейного невырожденного m–параметрического
семействоа биголоморфизмов (1.13).

14. Базис невырожденных абсолютных инвариантов дробно–
линейных невырожденных многопараметрических семейств мно-
гомерных дискретных динамических систем. Рассмотрим комплексное
дробно–линейное невырожденное m–параметрическое семейство биголомор-
физмов

A(t)x, ∀x ∈ KP n, ∀t ∈ Km, A(t0) = I, t0 ∈ Km, 1 6 m < n, (1.14)

и соответствующие ему: 1) коммутирующие между собой и линейно несвязан-
ные почти везде на KP n (при m > 1) линейные дифференциальные операто-

ры Lj =
n∑
i=1

Lij(x)∂xj , ∀x ∈ KP n, j = 1,m; 2) дробно–линейные векторные

поля Lj(x) = (L1j(x), . . . , Lnj(x)), ∀x ∈ KP n, j = 1,m; 3) вполне разреши-
мую дробно–линейную автономную систему уравнений в полных дифферен-

циалах dx =
m∑
j=1

Lj(x)dtj, где

Lij(x) = ∂tj(A(t)x)i|t=t0, i = 1, n, j = 1,m. (2.14)

Как и в предыдущем пункте, на основании A(t0) = I и (2.14) получаем

представление A(t) = exp

(
m∑
j=1

Bj(tj − t0j)

)
x, ∀x ∈ KP n, ∀t ∈ Km, где

перестановочные между собой (при m > 1) постоянные матрицы Bj =
ln A(t01, . . . , t

0
j−1, t

0
j + 1, t0j+1, . . . , t

0
m), j = 1,m. В силу теорем 1.5, 1.6 и

2.6 дробно–линейное невырожденное m–параметрическое семейство биголо-
морфизмов (вещественное или комплексное) (1.14) и соответствующая ему
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дробно–линейная невырожденная многомерная дискретная динамическая си-
стема, образованная невырожденными дробно–линейными отображениями
exp(Bj)x, ∀x ∈ Kn, j = 1,m, имеют общий базис невырожденных абсо-
лютных инвариантов. И на основании результатов пунктов 10 и 12 мы стро-
им базис невырожденных абсолютных инвариантов для дробно–линейного
невырожденного m–параметрического семейства биголоморфизмов (1.14).

В следующих двух пунктах будет проведено расширенное изложение ра-
боты [20].

15. Классификации слоений, определяемых комплексными ли-
нейными невырожденными многомерными дискретными динами-
ческими системами. Рассмотрим комплексные линейные невырожденные
многомерные дискретные динамические системы (CL1

m) и (CL2
m), образован-

ные невырожденными линейными отображениями Ajx, ∀x ∈ Cn, j = 1,m,
и Bjx, ∀x ∈ Cn, j = 1,m, соответственно, где 1 6 m < n, начало координат
O пространства Cn есть единственная неподвижная точка каждой из этих
систем.

Определение 1.15. Многомерные дискретные динамические системы
(CL1

m) и (CL2
m) будем называть слабо топологически эквивалентными,

если существует гомеоморфизм h : Cn → Cn, переводящий слои регулярно-
го слоения (слоения, у которого все слои имеют одинаковую размерность),
образованного базисом невырожденных абсолютных инвариантов системы
(CL1

m), в слои регулярного слоения, образованного базисом невырожденных
абсолютных инвариантов системы (CL2

m).
Определение 2.15. Многомерные дискретные динамические системы

(CL1
m) и (CL2

m) будем называть сильно топологически эквивалентны-
ми, если существует гомеоморфизм h : Cn → Cn, переводящий слои сингу-
лярного слоения (слоения, у которого размерности слоев могут меняться
при переходе от точки к точке), образованного базисом невырожденных
абсолютных инвариантов системы (CL1

m), в слои сингулярного слоения,
образованного базисом невырожденных абсолютных инвариантов системы
(CL2

m).
Определение 3.15. Многомерные дискретные динамические системы

(CL1
m) и (CL2

m) будем называть слабо гладко эквивалентными, если
существует диффеоморфизм h : Cn → Cn, переводящий слои регулярного
слоения, образованного базисом невырожденных абсолютных инвариантов
системы (CL1

m), в слои регулярного слоения, образованного базисом невы-
рожденных абсолютных инвариантов системы (CL2

m).
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Определение 4.15. Многомерные дискретные динамические системы
(CL1

m) и (CL2
m) будем называть сильно гладко эквивалентными, если

существует диффеоморфизм h : Cn → Cn, переводящий слои сингулярного
слоения, образованного базисом невырожденных абсолютных инвариантов
системы (CL1

m), в слои сингулярного слоения, образованного базисом невы-
рожденных абсолютных инвариантов системы (CL2

m).
Определение 5.15. Многомерные дискретные динамические систе-

мы (CL1
m) и (CL2

m) будем называть слабо R–голоморфно (т.е. веще-
ственно голоморфно [21, 22]) эквивалентными, если существует R–
биголоморфизм h : Cn → Cn, переводящий слои регулярного слоения, образо-
ванного базисом невырожденных абсолютных инвариантов системы (CL1

m),
в слои регулярного слоения, образованного базисом невырожденных абсо-
лютных инвариантов системы (CL2

m).
Определение 6.15. Многомерные дискретные динамические системы

(CL1
m) и (CL2

m) будем называть сильно R–голоморфно эквивалентны-
ми, если существует R–биголоморфизм h : Cn → Cn, переводящий слои
сингулярного слоения, образованного базисом невырожденных абсолютных
инвариантов системы (CL1

m), в слои сингулярного слоения, образованного
базисом невырожденных абсолютных инвариантов системы (CL2

m).
Определение 7.15. Многомерные дискретные динамические системы

(CL1
m) и (CL2

m) будем называть слабо голоморфно (т.е. комплексно го-
ломорфно) эквивалентными, если существует биголоморфизм h : Cn →
Cn, переводящий слои регулярного слоения, образованного базисом невырож-
денных абсолютных инвариантов системы (CL1

m), в слои регулярного сло-
ения, образованного базисом невырожденных абсолютных инвариантов си-
стемы (CL2

m).
Определение 8.15. Многомерные дискретные динамические системы

(CL1
m) и (CL2

m) будем называть сильно голоморфно эквивалентными,
если существует биголоморфизм h : Cn → Cn, переводящий слои сингуляр-
ного слоения, образованного базисом невырожденных абсолютных инвари-
антов системы (CL1

m), в слои сингулярного слоения, образованного базисом
невырожденных абсолютных инвариантов системы (CL2

m).
В дальнейшем будем предполагать, что матрицы Aj (матрицы Bj) имеют

простую структуру и собственные значения akj (собственные значения bkj),
k = 1, n, j = 1,m. В силу условий (4.1) матрицы Aj, j = 1,m (матрицы
Bj, j = 1,m), в совокупности перестановочны. Поэтому с учетом простоты
структуры всех указанных матриц системы (CL1

m) и (CL2
m) с помощью невы-
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рожденных линейных отображений пространства Cn приводим к системам
(CL3

m) и (CL4
m), образованным невырожденными линейными отображениями

diag{a1j, . . . , anj}x, ∀x ∈ Cn, j = 1,m, и diag{b1j, . . . , bnj}x, ∀x ∈ Cn, j =
1,m, соответственно.

Определение 9.15. Матрицы размера n × m, m < n, у которых все
миноры порядка m отличны от нуля, будем называть невырожденными.

Далее будем рассматривать случай, когда матрицы ||akj||n×m и ||bkj||n×m
невырождены.

На основании теоремы 1.5 и пункта 9 с учетом невырожденности матрицы
||akj||n×m (матрицы ||bkj||n×m) непосредственными вычислениями приходим к
выводу, что система (CL3

m) (система (CL4
m) определяет на Cn\

(
∪m−1l=0 Ll

)
(на

Cn\
(
∪m−1l=0 Ml

)
) регулярное слоение F1

r:

xm+k

m∏
j=1

x
αkj
j = Ck 6= 0, k = 1, n−m, {xk = 0}\

(
∪m−1l=0 Ll

)
, k = 1, n (1.15)

(регулярное слоение F2
r:

xm+k

m∏
j=1

x
βkj
j = Ck 6= 0, k = 1, n−m, {xk = 0}\

(
∪m−1l=0 Ml

)
, k = 1, n); (2.15)

и на Cn сингулярное слоение F1
s: xm+k

m∏
j=1

x
αkj
j = Ck 6= 0, k = 1, n−m, {xk =

0}\
(
∪m−1l=0 Ll

)
, k = 1, n, Ll, l = 0,m− 1 (сингулярное слоение F2

s:

xm+k

m∏
j=1

x
βkj
j = Ck 6= 0, k = 1, n−m, {xk = 0}\

(
∪m−1l=0 Ml

)
, k = 1, n, Ml, l =

0,m− 1 ); где Ll и Ml есть слои комплексной размерности l, l = 0,m− 1.
Определение 10.15. Многомерные дискретные динамические системы

видов (CL1
m) и (CL3

m) будем называть слабо гиперболическими, если
αkj 6∈ Q, k = 1, n−m, j = 1,m, и матрица ||akj||n×m является невы-
рожденной.

Отметим, что слабо гиперболические системы видов (CL1
m) и (CL3

m) яв-
ляются системами общего положения в своем классе. В дальнейшем будем
рассматривать только слабо гиперболические многомерные дискретные ди-
намические системы.

Определение 11.15. Слои слоений Fτr и Fτs , τ = 1, 2, определяемые
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соотношениями из (1.15) и (2.15) при Ck 6= 0, k = 1, n−m, будем называть
регулярными, а все остальные слои – сингулярными.

В силу слабой гиперболичности рассматриваемых многомерных дискрет-
ных динамических систем при их слабой топологической эквивалентности
регулярные слои переходят в регулярные, а сингулярные – в сингулярные.
Это вытекает из того, что замыкание каждой гиперповерхности из (1.15) и
(2.15) при Ck 6= 0 содержит точки, не принадлежащие этой гиперповерх-
ности, k = 1, n−m. Поэтому все рассматриваемые нами слоения являются
слабо накрывающими [11], что позволяет применить для их исследования
аппарат накрывающих слоений [23]. Кроме того, не умаляя общности, да-
лее будем считать, что при определяющем эквивалентности гомеоморфизме
инвариантные комплексные гиперплоскости xk = 0 переходят сами в себя,
k = 1, n (ибо этого всегда можно добиться перенумерованием переменных x).

Удалим из слоения F1
s (слоения F2

s) инвариантные комплексные гипер-
плоскости xk = 0, k = 1, n. В результате получаем слоение-сужение F1

∗
(слоение-сужение F2

∗), являющееся накрывающим [23, c. 4] на многообразии
Cn−m×

(
Cm\∪mj=1 {xj = 0}

)
с фазовым слоем Cn−m и базой

(
Cm\∪mj=1 {xj =

0}
)

(накрытие вытекает из аналитического задания (1.15) (задания (2.15)).
На основании рассуждений, приводимых при доказательстве теоремы 1.2.1 из
[23], и представлений (1.15) и (2.15) приходим к выводу, что слабая топологи-
ческая эквивалентность систем (CL3

m) и (CL4
m) эквивалентна топологической

эквивалентности накрывающих слоений F1
∗ и F2

∗. Кроме того, нетрудно ви-
деть, что из сильной топологической эквивалентности этих систем вытекает
топологическая эквивалентность накрывающих слоений F1

∗ и F2
∗.

Непосредственными вычислениями получаем, что фазовая группа
накрывающего слоения F1

∗ (накрывающего слоения F2
∗ ) определяет-

ся на фазовом слое Cn−m образующими линейными отображениями
exp(−2πiαkj)xm+k, ∀xm+k ∈ C, k = 1, n−m, j = 1,m (линейными отоб-
ражениями exp(−2πiβkj)xm+k, ∀xm+k ∈ C, k = 1, n−m, j = 1,m). Теперь
на основании теоремы 1.2.1 [23], теоремы 2.1.1 [23], теоремы 2.1.2 [23], лем-
мы 3 [24], а также того, что: 1) начало координат O пространства Cn есть
неподвижная точка всякого гомеоморфизма h : Cn → Cn, определяющего
сильную топологическую эквивалентность рассматриваемых слабо гипербо-
лических систем; 2) в случае топологической эквивалентности накрывающих
слоений F1

∗ и F2
∗ один из определяющих эту эквивалентность гомеоморфизмов
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всегда имеет вид

x∗j |xj|δj , Re δj > −1, j = 1,m, x∗m+k|xm+k|γk, Re γk > −1,

k = 1, n−m, ∀x ∈ Cn;
(3.15)

где z = z ∨ z, ∀z ∈ C, черта обозначает операцию комплексного сопряжения,
получаем следующее утверждение.

Теорема 1.15. Для сильной топологической эквивалентности слабо
гиперболических многомерных дискретных динамических систем (CL3

m) и
(CL4

m) необходимо (а для слабой топологической эквивалентности и доста-
точно) существование таких комплексных чисел γk c Re γk > −1, k =
1, n−m, что либо βkj = εj(αkj + iγkjIm αkj), ε

2
j = 1, j = 1,m; либо

βkj = εj(−αkj + iγkjIm αkj), ε
2
j = 1; j = 1,m.

Предположим, что выполняется первая серия условий теоремы 1.15
при εj = 1, j = 1,m, k ∈ {1, . . . , n − m} (остальные случаи
рассматриваются аналогично). Непосредственными вычислениями убеж-
даемся, что гомеоморфизм xj|xj|δkj , j = 1,m, xm+l|xm+l|γl, l 6=
k, xm+k|xm+k|γk

∏k
j=1 x

αkj
j |x

αkj
j |γk(xj|xj|δ

kj

)−βkj , ∀x ∈ Cn, где δkj = (αkj +

γkRe αkj)β
−1
kj − 1, j = 1,m, определяет сильную топологическую эквива-

лентность сингулярных слоений, порожденных однопараметрическими се-
мействами из (1.15) и (2.15) при рассматриваемом нами фиксированном
k ∈ {1, . . . , n − m}. В самом деле, на основании введенных соотношений
для и первой серии условий теоремы 1.15 имеем, что: 1) знак sgn Re (δkj +
1) = sgn Re ((αkj + γkRe αkj)(αkj + iγkIm αkj)

−1) = sgn Re ((αkj +
γkRe αkj)(αkj + iγkIm αkj)) = sgn ((1 + Re γk)(Re

2 αkj + Im2 αkj)) = +1,
а значит, Re δkj > −1, j = 1,m; 2) βkjln xj + βkjδkjRe ln xj ≡ (αkj +
iγkIm αkj)ln xj + γk(Re αkj − iIm αkj)Re ln xj ≡ αkjln xj + γkRe (αkjln xj),
и поэтому xαkjj |x

αkj
j |(xj|xj|δkj)−βkj ≡ 1, j = 1,m. Учитывая, что при сильной

топологической эквивалентности слабо гиперболических многомерных дис-
кретных динамических систем (CL3

m) и (CL4
m) один из определяющих эту

эквивалентность гомеоморфизмов всегда имеет вид (3.15), с учетом приве-
денного и аналитических заданий (1.15) и (2.15) на основании теоремы 1.2.1
[23] делаем такие выводы.

Теорема 2.15. Для сильной топологической эквивалентности слабо
гиперболических многомерных дискретных динамических систем (CL3

m) и
(CL4

m) необходимо и достаточно существования таких комплексных чисел
γk c Re γk > −1, k = 1, n−m, что либо βkj = αkj + iγkjIm αkj, δkj =
(αkj + γkRe αkj)β

−1
kj − 1 j = 1,m; либо βkj = −αkj + iγkjIm αkj, δkj =
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(−αkj +γkRe αkj)β
−1
kj −1, k = 1, n−m, j = 1,m; δkj = δlj, k = 1, n−m, l =

1, n−m, j = 1,m.
На основании теорем 2.4.1 и 2.4.2 из [23] аналогично предыдущему полу-

чаем утверждения.
Теорема 3.15. Для слабой гладкой (R–голоморфной) эквивалентно-

сти слабо гиперболических многомерных дискретных динамических систем
(CL3

m) и (CL4
m) необходимо и достаточно, чтобы либо βkj = εjαkj, ε

2
j =

1, j = 1,m; либо βkj = −εjαkj, ε2j = 1, j = 1,m; k = 1, n−m.
Теорема 4.15. Для сильной гладкой (R–голоморфной) эквивалентно-

сти слабо гиперболических многомерных дискретных динамических систем
(CL3

m) и (CL4
m) необходимо и достаточно, чтобы либо βkj = αkj, k =

1, n−m, j = 1,m; либо βkj = −αkj, k = 1, n−m, j = 1,m.
Теорема 5.15. Для слабой голоморфной эквивалентности слабо гипер-

болических многомерных дискретных динамических систем (CL3
m) и (CL4

m)
необходимо и достаточно, чтобы βkj = εjαkj, ε

2
j = 1, j = 1,m, k =

1, n−m.
Теорема 6.15. Для сильной голоморфной эквивалентности слабо гипер-

болических многомерных дискретных динамических систем (CL3
m) и (CL4

m)
необходимо и достаточно, чтобы βkj = αkj, k = 1, n−m, j = 1,m.

16. Классификации слоений, определяемых комплексными
дробно–линейными невырожденными многомерными дискретны-
ми динамическими системами. Рассмотрим комплексные линейные
невырожденные многомерные дискретные динамические системы (CPL1

m) и
(CPL2

m), образованные невырожденными дробно–линейными отображениями
Cjx, ∀x ∈ CP n, j = 1,m, и Djx, ∀x ∈ CP n, j = 1,m, соответственно, где
1 6 m < n, каждая из этих систем имеет ровно n+ 1 неподвижных точек на
CP n.

Определение 1.16. Многомерные дискретные динамические системы
(CPL1

m) и (CPL2
m) будем называть слабо топологически эквивалентны-

ми, если существует гомеоморфизм h : CP n → CP n, переводящий слои ре-
гулярного слоения, образованного базисом невырожденных абсолютных ин-
вариантов системы (CPL1

m), в слои регулярного слоения, образованного ба-
зисом невырожденных абсолютных инвариантов системы (CPL2

m).
Определение 2.16. Многомерные дискретные динамические системы

(CPL1
m) и (CPL2

m) будем называть сильно топологически эквивалент-
ными, если существует гомеоморфизм h : CP n → CP n, переводящий слои
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сингулярного слоения, образованного базисом невырожденных абсолютных
инвариантов системы (CPL1

m), в слои сингулярного слоения, образованного
базисом невырожденных абсолютных инвариантов системы (CPL2

m).
Определение 3.16. Многомерные дискретные динамические системы

(CPL1
m) и (CPL2

m) будем называть слабо гладко эквивалентными, если
существует диффеоморфизм h : CP n → CP n, переводящий слои регуляр-
ного слоения, образованного базисом невырожденных абсолютных инвари-
антов системы (CPL1

m), в слои регулярного слоения, образованного базисом
невырожденных абсолютных инвариантов системы (CPL2

m).
Определение 4.16. Многомерные дискретные динамические системы

(CPL1
m) и (CPL2

m) будем называть сильно гладко эквивалентными, если
существует диффеоморфизм h : CP n → CP n, переводящий слои сингуляр-
ного слоения, образованного базисом невырожденных абсолютных инвариан-
тов системы (CPL1

m), в слои сингулярного слоения, образованного базисом
невырожденных абсолютных инвариантов системы (CPL2

m).
Определение 5.16. Многомерные дискретные динамические системы

(CPL1
m) и (CPL2

m) будем называть слабо R–голоморфно эквивалент-
ными, если существует R–биголоморфизм h : CP n → CP n, переводящий
слои регулярного слоения, образованного базисом невырожденных абсолют-
ных инвариантов системы (CPL1

m), в слои регулярного слоения, образован-
ного базисом невырожденных абсолютных инвариантов системы (CPL2

m).
Определение 6.16. Многомерные дискретные динамические системы

(CPL1
m) и (CPL2

m) будем называть сильно R–голоморфно эквивалент-
ными, если существует R–биголоморфизм h : CP n → CP n, переводящий
слои сингулярного слоения, образованного базисом невырожденных абсолют-
ных инвариантов системы (CPL1

m), в слои сингулярного слоения, образован-
ного базисом невырожденных абсолютных инвариантов системы (CPL2

m).
Определение 7.16. Многомерные дискретные динамические системы

(CPL1
m) и (CPL2

m) будем называть слабо голоморфно эквивалентными,
если существует биголоморфизм h : CP n → CP n, переводящий слои регу-
лярного слоения, образованного базисом невырожденных абсолютных инва-
риантов системы (CPL1

m), в слои регулярного слоения, образованного бази-
сом невырожденных абсолютных инвариантов системы (CPL2

m).
Определение 8.16. Многомерные дискретные динамические системы

(CPL1
m) и (CPL2

m) будем называть сильно голоморфно эквивалентны-
ми, если существует биголоморфизм h : CP n → CP n, переводящий слои
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сингулярного слоения, образованного базисом невырожденных абсолютных
инвариантов системы (CPL1

m), в слои сингулярного слоения, образованного
базисом невырожденных абсолютных инвариантов системы (CPL2

m).
Дальнее будем предполагать, что матрицы Cj (матрицы Dj) имеют про-

стую структуру и собственные значения ckj (собственные значения dkj),
k = 1, n+ 1, j = 1,m. В силу условий (4.1) матрицы Cj, j = 1,m (мат-
рицы Dj, j = 1,m), в совокупности перестановочны. Поэтому с учетом про-
стоты структуры всех указанных матриц системы (CPL1

m) и (CPL2
m) с по-

мощью невырожденных дробно–линейных отображений пространства CP n

приводим к системам (CPL3
m) и (CPL4

m), образованным невырожденными
дробно–линейными отображениями diag{c1j, . . . , cnj}x, ∀x ∈ CP n, j = 1,m,
и diag{d1j, . . . , dnj}x, ∀x ∈ CP n, j = 1,m, соответственно.

В дальнейшем будем рассматривать случай, когда матрицы ||ckj||(n+1)×m
и ||dkj||(n+1)×m невырождены.

На основании теоремы 1.5 и пункта 11 с учетом невырожденности мат-
рицы ||ckj||(n+1)×m (матрицы ||dkj||(n+1)×m) непосредственными вычисления-
ми приходим к выводу, что система (CPL3

m) (система (CPL4
m) определяет на

CP n\
(
∪m−1l=0 Ll

)
(на CP n\

(
∪m−1l=0 Ml

)
) регулярное слоение PF1

r:

xm+k

xn+1

m∏
j=1

(
xj
xn+1

)αkj

= Ck 6= 0, k = 1, n−m,

{xk = 0}\
(
∪m−1l=0 Ll

)
, k = 1, n+ 1

(1.16)

(регулярное слоение PF2
r:

xm+k

xn+1

m∏
j=1

(
xj
xn+1

)βkj

= Ck 6= 0, k = 1, n−m,

{xk = 0}\
(
∪m−1l=0 Ll

)
, k = 1, n+ 1

(2.16)

и на CP n сингулярное слоение PF1
s:
xm+k

xn+1

m∏
j=1

(
xj
xn+1

)αkj

= Ck 6= 0, k =

1, n−m, {xk = 0}\
(
∪m−1l=0 Ll

)
, k = 1, n+ 1, Ll, l = 0,m− 1 (сингуляр-

ное слоение PF2
s:
xm+k

xn+1

m∏
j=1

(
xj
xn+1

)βkj

= Ck 6= 0, k = 1, n−m, {xk =

0}\
(
∪m−1l=0 Ml

)
, k = 1, n, Ml, l = 0,m− 1 ); где Ll иMl есть слои комплексной

размерности l, l = 0,m− 1.
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Определение 9.16. Многомерные дискретные динамические системы
видов (CPL1

m) и (CPL3
m) будем называть слабо гиперболическими, если

αkj 6∈ Q, k = 1, n−m, j = 1,m, и матрица ||ckj||(n+1)×m является невы-
рожденной.

Слабо гиперболические системы видов (CPL1
m) и (CPL3

m) являются систе-
мами общего положения в своем классе. Далее будем рассматривать только
слабо гиперболические многомерные дискретные динамические системы.

Определение 10.16. Слои слоений PFτr и PFτs , τ = 1, 2, определяемые
соотношениями из (1.16) и (2.16) при Ck 6= 0, k = 1, n−m, будем называть
регулярными, а все остальные слои – сингулярными.

В силу слабой гиперболичности рассматриваемых многомерных дискрет-
ных динамических систем при их слабой топологической эквивалентности ре-
гулярные слои переходят в регулярные, а сингулярные – в сингулярные (дан-
ный факт доказывается аналогичным образом, как и в предыдущем пункте).
Поэтому, как и ранее, не умаляя общности, будем считать, что при определя-
ющем эквивалентности гомеоморфизме h инвариантные комплексные много-
образия xk = 0 переходят сами в себя, k = 1, n+ 1.

Удалим из слоения PF1
s (слоения PF2

s) инвариантные комплексные мно-
гообразия xk = 0, k = 1, n, и xn+1 = 0. В результате получаем слоение-
сужение PF1

∗ (слоение-сужение PF2
∗), являющееся накрывающим на многооб-

разии CP n\
(
∪mj=1{xj = 0}∪ {xn+1 = 0}

)
, определяемое семейством функций

xm+k = Ckxn+1

m∏
j=1

(
xj
xn+1

)−αkj
, xj 6= 0, j = 1,m, xn+1 6= 0, k = 1, n−m (се-

мейством функций xm+k = Ckxn+1

m∏
j=1

(
xj
xn+1

)−βkj
, xj 6= 0, j = 1,m, xn+1 6=

0, k = 1, n−m). Фазовая группа накрывающего слоения PF1
∗ (накрывающе-

го слоения PF2
∗) определяется независимыми образующими отображениями

exp(−2πiαkj)xm+k, ∀xm+k ∈ C, k = 1, n−m, j = 1,m (отображениями
exp(−2πiβkj)xm+k, ∀xm+k ∈ C, k = 1, n−m, j = 1,m). Теперь с учетом
образования накрывающих слоений F1

∗ и F2
∗, рассуждениями, аналогичными

проведенным в предыдущем пункте, принимая во внимание однородность ко-
ординат x, на основании теорем 3.1.1, 3.1.2, 3.3.1 – 3.3.4 из [23] получаем такие
утверждения.

Теорема 1.16. Для слабой топологической эквивалентности слабо ги-
перболических многомерных дискретных динамических систем (CPL3

m) и
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(CPL4
m) необходимо и достаточно существования такого комплексного чис-

ла γ c Re γ > −1, что либо βkj = εj(αkj + iγIm αkj), ε
2
j = 1, δkj = (αkj +

γRe αkj)β
−1
kj −1, k = 1, n−m, j = 1,m; либо βkj = εj(−αkj+iγIm αkj), ε

2
j =

1, δkj = (−αkj + γRe αkj)β
−1
kj − 1, k = 1, n−m, j = 1,m; γ = δkj = δlj, k =

1, n−m, l = 1, n−m, j = 1,m.
Теорема 2.16. Для сильной топологической эквивалентности слабо

гиперболических многомерных дискретных динамических систем (CPL3
m)

и (CPL4
m) необходимо и достаточно существования такого комплексно-

го числа γ c Re γ > −1, что либо βkj = αkj + iγIm αkj, δkj = (αkj +
γRe αkj)β

−1
kj − 1, k = 1, n−m, j = 1,m; либо βkj = −αkj + iγIm αkj, δkj =

(−αkj + γRe αkj)β
−1
kj − 1, k = 1, n−m, j = 1,m; γ = δkj = δlj, k =

1, n−m, l = 1, n−m, j = 1,m.
Теорема 3.16. Для слабой гладкой (R–голоморфной) эквивалентно-

сти слабо гиперболических многомерных дискретных динамических систем
(CPL3

m) и (CPL4
m) необходимо и достаточно, чтобы либо βkj = εjαkj, ε

2
j =

1, j = 1,m; либо βkj = −εjαkj, ε2j = 1, j = 1,m; k = 1, n−m.
Теорема 4.16. Для сильной гладкой (R–голоморфной) эквивалентно-

сти слабо гиперболических многомерных дискретных динамических систем
(CPL3

m) и (CPL4
m) необходимо и достаточно, чтобы либо βkj = αkj, k =

1, n−m, j = 1,m; либо βkj = −αkj, k = 1, n−m, j = 1,m.
Теорема 5.16. Для слабой голоморфной эквивалентности слабо ги-

перболических многомерных дискретных динамических систем (CPL3
m) и

(CPL4
m) необходимо и достаточно, чтобы βkj = εjαkj, ε

2
j = 1, j = 1,m, k =

1, n−m.
Теорема 6.16. Для сильной голоморфной эквивалентности слабо ги-

перболических многомерных дискретных динамических систем (CPL3
m) и

(CPL4
m) необходимо и достаточно, чтобы βkj = αkj, k = 1, n−m, j = 1,m.

17. Классификации слоений, определяемых комплексными ли-
нейными невырожденными многопараметрическими семействами
многомерных дискретных динамических систем общего положения
проводятся на основании результатов пункта 15 и пункта 13 при K = C,
а классификации слоений, определяемых комплексными дробно–
линейными невырожденными многопараметрическими семейства-
ми многомерных дискретных динамических систем общего поло-
жения проводятся на основании результатов пункта 16 и пункта 14 при
K = C. Отметим, что слабая топологическая эквивалентность вполне разре-
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шимых линейных автономных дифференциальных систем, соответствующих
комплексным линейным невырожденным многопараметрическим семействам
многомерных дискретных динамических систем общего положения, прово-
дилась в [25]. При m = 1 сильная топологическая эквивалентность систем
линейных автономных обыкновенных дифференциальных уравнений, соот-
ветствующих комплексным линейным невырожденным многопараметриче-
ским семействам многомерных дискретных динамических систем общего по-
ложения, была проводена в [26 – 30]; а сильная топологическая эквивалент-
ность систем дробно–линейных автономных обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, соответствующих комплексным дробно–линейным невырож-
денным многопараметрическим семействам многомерных дискретных дина-
мических систем общего положения, изучалась в [30].

18. Компактные инвариантные многообразия вещественных
многомерных дискретных динамических систем. Рассмотрим веще-
ственную многомерную дискретную динамическую систему (RDm), образо-
ванную диффеоморфизмами

fj : U → Rn, j = 1,m, 1 6 m < n. (1.18)

Определение 1.18. Компактными инвариантными многообрази-
ями вещественной многомерной дискретной динамической системы (RDm)
будем называть компактные инвариантные кусочно–гладкие многообразия.

Определение 2.18. Изолированную компактную инвариантную гипер-
поверхность вещественной многомерной дискретной динамической систе-
мы (RDm) будем называть регулярной, если данная гиперповерхность яв-
ляется в каждой из двух определяемых ей полуокрестностей локально при-
тягивающей или локально отталкивающей.

Рассмотрим задачу об оценке сверху максимального числа возможных
компактных инвариантных гиперповерхностей для системы (RDm).

Лемма 1.18. Пусть область G ⊂ U имеет гомотопическую группу
πn−1(G) ранга d(πn−1(G)) = r и существует такая непрерывная функция
µ : G→ R, что функция

µ(f(x)) det D(fj(x))− µ(x), j ∈ {1, . . . ,m}, (2.18)

является знакопостоянной на G. Тогда во всякой области Λ ⊂ G с го-
мотопической группой πn−1(Λ) ранга d(πn−1(Λ)) = s 6 r относитель-
но компактных инвариантных гиперповерхностей вещественной многомер-
ной дискретной динамической системы (RDm) невозможна такая ситу-
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ация: всякая из s лакун содержится внутри своей компактной инвари-
антной гиперповерхности ∂V1, . . . , ∂Vs, компактная инвариантная гипер-
поверхность ∂Vs+1 содержит внутри себя эти s лакун, причем гиперпо-
верхности ∂V1, . . . , ∂Vs не пересекаются, не содержатся друг в друге и все
целиком располагаются внутри гиперповерхности ∂Vs+1.

Доказательство. Пусть описанная в лемме ситуация имеет место. Обо-

значим через V область, ограниченную гиперповерхностью ∂V =
s+1⋃
l=1

∂Vl.

На основании формулы замены переменных в кратном интеграле имеем, что∫
V

µ(x)dx =
∫
V

µ(fj(x)) det D(fj(x))dx. Но это равенство невозможно в силу

знакопостоянности функции (12.18) на замыкании области V. Это противо-
речие и доказывает лемму.

Теорема 1.18. Пусть выполняются условия леммы 1.18. Тогда в об-
ласти G вещественная многомерная дискретная динамическая системы
(RDm) может иметь не более r компактных инвариантных гиперповерх-
ностей.

Доказательство теоремы 1.18 основано на лемме 1.18 и согласовано с
доказательствами теоремы 18 из [31] и теоремы 1 из [12, c. 319].

Лемма 2.18. Пусть область G ⊂ U имеет гомотопическую группу
πn−1(G) ранга d(πn−1(G)) = r и существует такая непрерывная знакопо-
стоянная функция µ : G→ R, что

µ(f(x)) det D(fj(x))− µ(x) = 0, ∀x ∈ G, j ∈ {1, . . . ,m}. (3.18)

Тогда во всякой области Λ ⊂ G с гомотопической группой πn−1(Λ) ран-
га d(πn−1(Λ)) = s 6 r относительно компактных инвариантных гиперпо-
верхностей вещественной многомерной дискретной динамической системы
(RDm) невозможна ситуация, описанная в лемме 1.18.

Доказательство. Пусть имеет место ситуация, описанная в лемме. Так
как ∂Vs+1 – изолированная регулярная компактная инвариантная гиперпо-
верхность системы (RDm), то в достаточно малой ее окрестности снаружи
при k → +∞, k ∈ N, траектории системы (RDm), определяемые диффео-
морфизмами fkj : G → G, стремятся к ∂Vs+1 (удаляются от ∂Vs+1), а так-
же существует такая гиперповерхность ∂W , гомеоморфная гиперповерхно-
сти ∂Vs+1, что траектории, проходящие через нее, входят в областьW (выхо-
дят из области W ), ограниченную гиперповерхностями ∂W и ∂Vs+1. Через
W ∗ обозначим образ области W при диффеоморфизме fj : G → G. То-
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гда
∫
W

µ(x)dx 6=
∫
W ∗

µ(x)dx и
∫
V

µ(x)dx =
∫
W ∗

µ(fj(x)) det J(fj(x))dx. Однако,

в силу (3.18) имеем, что
∫
W ∗

µ(x)dx =
∫
W ∗

µ(fj(x)) det J(fj(x))dx. Поэтому∫
W

µ(x)dx =
∫
W ∗

µ(x)dx. Полученное противоречие и доказывает лемму 2.18.

Теорема 2.18. Пусть выполняются условия леммы 2.18. Тогда в об-
ласти G вещественная многомерная дискретная динамическая системы
(RDm) может иметь не более r изолированных регулярных компактных
инвариантных гиперповерхностей.

Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 1.18 и
основано на лемме 2.18.

Следствие 1.18. Вещественная многомерная дискретная динамиче-
ская системы (RDm) на Rn не имеет изолированных регулярных компакт-
ных инвариантных гиперповерхностей, если хотя бы один образующий ее
диффеоморфизм из (1.18) является полиномиальным.

Доказательство проводится на основании свойств теорем 1.18 и 2.18, ес-
ли положить µ(x) = 1, ∀x ∈ Rn (с учетом свойств матрицы Якоби обратного
отображения).

Следствие 2.18. Вещественная многомерная дискретная динамиче-
ская система (RDm) на Rn не имеет изолированных регулярных компакт-
ных инвариантных гиперповерхностей, если хотя бы один образующий ее
диффеоморфизм из (1.18) является линейным.

Следствие 3.18. Вещественная линейная многомерная дискретная ди-
намическая система (RLm) на Rn не имеет изолированных регулярных ком-
пактных инвариантных гиперповерхностей.

Отметим, что в случаеm = 1 теоремы 1.18, 2.18 и следствие 3.18 получены
в [32].

Рассмотрим теперь вещественную многомерную дискретную динамиче-
скую систему (RDm) при n > 3.

Пусть Ω есть ν–мерное (3 6 ν 6 n−1) компактное инвариантное многооб-
разие системы (RDm). Обозначим через Rν

ξ1...ξν
подпространтсво пространства

Rn, образованное базисными координатами xξk, k = 1, ν, а через Ωξ1...ξν – про-
екцию многообразия Ω на подпространство Rν

ξ1...ξν
. Заметим, что среди всех

ν–мерных подпространств Rν, образованных на основании ν координат из
базиса xi, i = 1, n, существует хотя бы одно, в котором многообразие Ωξ1...ξν

имеет размерность dim Ωξ1...ξν = ν. Теперь с учетом инвариантности многооб-
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разия Ω (а, значит, и всех многообразий вида Ωξ1...ξν) аналогично теореме 1.18
приходим к следующему утверждению, в котором через Jξ1...ξν(fj(x)) обозна-
чены определители миноров, полученных из матрицы Якоби D fj(x) путем
вычеркивания всех строк и столбцов, номера которых отличны от ξ1, . . . , ξν.

Теорема 3.18. Пусть область G ⊂ U при 3 6 ν 6 n − 1 имеет гомо-
топическую группу πν(G) ранга d(πν(G)) = r и существуют такие непре-
рывные функции µξ1...ξν : G → R, что функции µξ1...ξν(fj(x)) Jξ1...ξν(fj(x)) −
µξ1...ξν(x), j ∈ {1, . . . ,m}, являются знакопостоянными на G, где ξ1, . . . , ξν
есть все выборки ν–размерности из n чисел. Тогда в области G веществен-
ная многомерная дискретная динамическая система (RDm) может иметь
не более r компактных инвариантных многообразий размерности ν − 1.

19. Компактные инвариантные многообразия вещественных
многопараметрических семейств многомерных дискретных дина-
мических систем. Рассмотрим вещественное m–параметрическое (1 6 m <
n) дважды гладкое семейство диффеоморфизмов (1.2). Как и во втором пунк-
те, на основании этого семейства строим вспомогательные коммутирующие
между собой (при m > 1) линейные дифференциальные операторы (2.2),
а также соответствующие им векторные поля (3.2) и вполне разрешимую
(приm > 1) автономную систему уравнений в полных дифференциалах (4.2).
Непосредственными вычислениями на основании семейства (1.2) и соотноше-
ний, определяющих линейные дифференциальные операторы (2.2), вектор-
ные поля (3.2) и дифференциальную систему (4.2), аналогично [33, c. 90 – 91]
для гладкой функции µ получаем соотношение

µ(f(x, t)) det D(f(x, t))− µ(x) =

=
m∑
j=1

div {µ(x)Fj(x)}(tj − t0j) + o(||t− t0||, t→ t0,
(1.19)

где || · || есть некоторая норма на Rm. Теперь на основании (1.19) и теорем
1.6, 1.18, 3.18 получаем такие утверждения.

Теорема 1.19 [12, c. 351]. Пусть область G ⊂ U имеет гомотопи-
ческую группу πn−1(G) ранга d(πn−1(G)) = r и существует такая гладкая
функция µ : G→ R, что функция div {µ(x)Fj(x)}, j ∈ {1, . . . ,m}, является
знакопостоянной на G. Тогда в области G вещественная дифференциальная
система (4.2) может иметь не более r компактных интегральных гипер-
поверхностей.

Теорема 2.19 [12, c. 319]. Пусть область G ⊂ U при 3 6 ν 6 n−1 име-
ет гомотопическую группу πν(G) ранга d(πν(G)) = r и существуют такие
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гладкие функции µξ1...ξν : G→ R, что функции divξ1...ξν{µξ1...ξν(x))Fj(x)}, j ∈
{1, . . . ,m}, являются знакопостоянными на G, где ξ1, . . . , ξν есть все выбор-
ки ν–размерности из n чисел. Тогда в области G вещественная дифференци-
альная система (4.2) может иметь не более r компактных интегральных
многообразий размерности ν − 1.
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