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Àííîòàöèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåòðàíñâåðñàëüíàÿ ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òî÷êà ãèïåðáîëè-
÷åñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êè äâóìåðíîãî äèôôåîìîðôèçìà, â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà ìåíüøå 1. Ïðåäñòàâëåíî íîâîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê â åå ìàëîé îêðåñòíîñòè.
Äëÿ ñëó÷àÿ êâàäðàòè÷íîãî êàñàíèÿ äîêàçàíà ãèïåðáîëè÷íîñòü íàéäåííûõ ïå-
ðèîäè÷åñêèõ òî÷åê è íàëè÷èå òðàíñâåðñàëüíîé ãåòåðîêëèíè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðû.

0Ñòàòüÿ âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ ÐÔ, 2005 ãîä, ïðîåêò 37858
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1 Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, ïîðîæäåííóþ äèôôåîìîð-
ôèçìîì f , çàäàííîì íà ìíîãîîáðàçèè M . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p � åå ãèïåðáî-
ëè÷åñêàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Ïóñòü W s è W u � óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâûå
ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè p. Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà îíè èìåþò òî÷êó ïåðåñå-
÷åíèÿ q, îòëè÷íóþ îò p. Òàêóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ íàçûâàþò ãîìîêëèíè÷åñêîé
òî÷êîé, à òðàåêòîðèþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íåå, ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèåé.
Ãîìîêëèíè÷åñêèå òî÷êè èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
[1], [5]. Â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà ïåðåñå÷åíèÿ óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî
ìíîãîîáðàçèÿ âûäåëÿþò äâà êëàññà ãîìîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê � òðàíñâåðñàëü-
íûå è íåòðàíñâåðñàëüíûå. Äèíàìèêà â îêðåñòíîñòè òðàíñâåðñàëüíûõ ãîìî-
êëèíè÷åñêèõ ñòðóêòóð äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíà (íàïðèìåð [1], [5]), â òî
âðåìÿ êàê â íåòðàíñâåðñàëüíîì ñëó÷àå îñòàåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâî âîïðî-
ñîâ [3].

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä àíàëèçà îêðåñòíîñòè íåòðàíñ-
âåðñàëüíîé ãîìîêëèíè÷åñêîé òî÷êè äëÿ äâóìåðíûõ îòîáðàæåíèé. Îñíîâíîé
èäååé ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå îòîáðàæåíèÿ âäîëü òðà-
åêòîðèè èç ìàëîé îêðåñòíîñòè ãîìîêëèíè÷åñêîé òî÷êè â ñåáÿ â âèäå êîìïî-
çèöèè äâóõ îòîáðàæåíèé ñ áîëåå ïðîñòûìè ñâîéñòâàìè. Îäíî èç íèõ � îòîá-
ðàæåíèå â îêðåñòíîñòè èñõîäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùåå ïå-
ðåìåííîìó êîëè÷åñòâó èòåðàöèé îòîáðàæåíèÿ f è ïåðåâîäÿùåå îêðåñòíîñòü
ëîêàëüíî óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè â îêðåñòíîñòü ëî-
êàëüíî íåóñòîé÷èâîãî. Âòîðîå � ôèêñèðîâàííîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé îòîá-
ðàæåíèÿ f . Â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè âàæíûå îáúåêòû äèíàìèêè, òàêèå êàê
ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè è èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ, äîñòàòî÷íî ïðîñòî îïè-
ñûâàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè. Äëÿ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ìîæíî
óñòàíîâèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èõ ðåøåíèé, êîòîðîå ïîçâîëÿåò äåëàòü
âûâîäû î ïîâåäåíèè òðàåêòîðèè èñõîäíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Â ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñ÷åòíîãî
ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê â îêðåñòíîñòè íåòðàíñâåðñàëüíîé ãîìîêëè-
íè÷åñêîé òî÷êè. Äëÿ ñëó÷àÿ êâàäðàòè÷íîãî ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ äîêà-
çàíà ãèïåðáîëè÷íîñòü íàéäåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê è äîêàçàíî íàëè÷èå
òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ èõ óñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ñ íåóñòîé÷èâûì
ìíîãîîáðàçèåì íåïîäâèæíîé òî÷êè, ïîðîæäàþùåé íåòðàíñâåðñàëüíóþ ãîìî-
êëèíèêó.
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Ðèñ. 1: Îêðåñòíîñòü òî÷êè (0, 0).

2 Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó íà ïëîñêîñòè

Φ : Z×R2 → R2,

ïîðîæäåííóþ äèôôåîìîðôèçìîì f êëàññà C1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (0, 0) �
åå ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñåäëîâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Ïóñòü W sè W u� óñòîé÷è-
âîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè (0, 0) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé è åå ëîêàëüíî óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ
íàïðàâëåíû ïî îñÿì y è x ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü A = Df(0, 0). Ïðè ñäåëàí-
íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

A =

(
λ 0

0 1/µ

)
, ãäå |λ|, |µ| > 1. (1)

Çàìå÷àíèå 1. Êàê ïîêàçàíî â [7], øèðîêèé êëàññ ñèñòåì ìîæåò áûòü
ïðèâåäåí ê òàêîìó âèäó ïðè ïîìîùè ãëàäêîé çàìåíû êîîðäèíàò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà êàñàíèÿ u ìíîãîîáðàçèé W s è W u,
ëåæàùàÿ â îáëàñòè ëèíåéíîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà îñè y. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ òî÷êà êàñàíèÿ v ìíîãîîáðàçèé W s è W u, ëåæàùàÿ â îáëàñòè
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Ðèñ. 2: Ñèñòåìà êîîðäèíàò.

ëèíåéíîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà îñè x, ÷òî u è v ëåæàò íà îäíîé òðà-
åêòîðèè (ðèñ. 1).

Ðàññìîòðèì òàêîå N , ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî u = fN(v). Îáîçíà÷èì
f−N ÷åðåç F . Ïóñòü äàëåå u = (0, u0), v = (v0, 0). Ïåðåä ïðîâåäåíèåì äàëü-
íåéøèõ ðàññóæäåíèé äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ, µ, u0, v0 > 0.

Ââåäåì íà ìíîæåñòâå U = (0; η0]×[u0−ξ; u0) (ìíîæåñòâî, çàøòðèõîâàííîå
íà ðèñ. 2) îòîáðàæåíèå G, äåéñòâóþùåå èç U â R2, ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç G(z) ïåðâóþ òî÷êó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè z, f(z),. . ., fk(z),. . . ,
ó êîòîðîé êîîðäèíàòà x áîëüøå èëè ðàâíà v0.

Ââåäåì â îêðåñòíîñòè òî÷êè u íîâûå êîîðäèíàòû: â êà÷åñòâå íà÷àëà êî-
îðäèíàò âîçüìåì òî÷êó u, îñü ξ íàïðàâèì âíèç â íàïðàâëåíèè 0, à îñü η

íàïðàâèì âäîëü èñõîäíîé îñè x (ðèñ. 2).
Ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé Jn, Kn ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó:

Jn(ξ, η) = ηλn, Kn(ξ, η) = (1/µn)(u0 − ξ). (2)

Îáîçíà÷èì èíòåðâàë [v0/λ
n; v0/λ

n−1) ÷åðåç In. Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè Jn è
Kn è èíòåðâàëà In âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

G(ξ, η) = {(Jn(ξ, η), Kn(ξ, η)), ãäå η ∈ In} . (3)

Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå R+ íà èíòåðâàëû âèäà Im, m ∈ Z. Äàëåå, äëÿ
êàæäîãî η > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç n(η) åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî âû-
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ïîëíåíî âêëþ÷åíèå η ∈ In(η). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî n(η) � ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ.
Ïåðåïèøåì (3), èñïîëüçóÿ ýòî îáîçíà÷åíèå:

G(ξ, η) =
(
Jn(η)(ξ, η), Kn(η)(ξ, η)

)
.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî n(η) è G(ξ, η) � ðàçðûâíûå ôóíêöèè.
Ïåðåä äàëüíåéøèìè ðàññóæäåíèÿìè ââåäåì ðÿä ñòàíäàðòíûõ îáîçíà÷å-

íèé (íàïðèìåð, ñì. [6], òîì I):

a(x) ∼x→x0
b(x) ⇔ lim

x→x0

a(x)/b(x) = 1,

an ∼ bn ⇔ lim
n→∞

an/bn = 1.

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f(x) = O(g(x)) ïðè x → a0, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ
êîíñòàíòà c > 0, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè a0 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
|f(x)/g(x)| < c è áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f(x) = o(g(x)) ïðè x → a0, åñëè
f(x)/g(x) → 0 ïðè x → a0.

3 Îñíîâíûå òåîðåìû

Ïóñòü ôóíêöèè P è Q òàêîâû, ÷òî F (ξ, η) = (P (ξ, η), Q(ξ, η)). Âûÿñíèì íåêî-
òîðûå äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà ôóíêöèé P è Q. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâó-
åò ó÷àñòîê ìíîãîîáðàçèÿ W u, ëåæàùèé â U è êàñàþùèéñÿ îñè ξ. Îòîáðà-
æåíèå F ïåðåâîäèò ýòîò ó÷àñòîê â ãîðèçîíòàëüíûé îòðåçîê, ñëåäîâàòåëüíî,
Q
′
ξ(0, 0) = 0. Ïîñêîëüêó F � äèôôåîìîðôèçì, òî ÿêîáèàí

∣∣∣∣∣
P
′
ξ(0, 0), P

′
η(0, 0)

Q
′
ξ(0, 0), Q

′
η(0, 0)

∣∣∣∣∣

íå ðàâåí 0. Òàê êàê Q
′
ξ(0, 0) = 0, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

P
′
ξ(0, 0) 6= 0 è Q

′
η(0, 0) 6= 0. (4)

Îäíèì èç ðåçóëüòàòîâ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå äîñòàòî÷íûõ
óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ñèñòå-
ìû Φ â îêðåñòíîñòè òî÷êè u.

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

1. µ > λ > 0.
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2. P
′
ξ(0, 0) > 0 è Q

′
η(0, 0) > 0.

3. Íàéäåòñÿ òàêîå l > 1, ÷òî Q ∈ Cl è ïðè ýòîì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ:

Q
(l)
ξ (0, 0) < 0 è Q

(m)
ξ (0, 0) = 0 ïðè m < l.

Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n íàéäóòñÿ òàêèå ηn ∈
[
v0/λ

n; v0/λ
n−1

)
è

ξn > 0, ÷òî F (ξn, ηn) = G(ξ, η). Ïðè ýòîì ξn → 0.
Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè u íàéäåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà.
Çàìå÷àíèå 2. Ïðè ÷åòíûõ l ñëåäñòâèå 1 âåðíî è áåç ïðåäïîëîæåíèÿ 2
òåîðåìû 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó λ, µ > 0, òî ÿêîáèàí îòîáðàæå-
íèÿ f â ëþáîé òî÷êå ïîëîæèòåëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, P

′
ξ(0, 0) è Q

′
η(0, 0) îäíîãî

çíàêà. Â ñëó÷àå, åñëè óñëîâèå 2 íå âûïîëíåíî, òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ
P
′
ξ(0, 0) < 0 è Q

′
η(0, 0) < 0. Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, ïîðîæäåííóþ

äèôôåîìîðôèçìîì f 2. Äëÿ íåå áóäóò âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1, à
ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè ýòîé ñèñòåìû áóäóò ÿâëÿòüñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè òî÷êàìè
èñõîäíîé ñèñòåìû.

Äàííàÿ çàäà÷à, ðàçóìååòñÿ, ðàíåå óæå èññëåäîâàëàñü, è â [4] äëÿ îïèñàí-
íîãî ñëó÷àÿ áûëè ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè ãîìîêëèíè÷åñêîé
òî÷êè. Ïðèâåäåì ýòîò ðåçóëüòàò â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ:
Òåîðåìà 2. Åñëè F ∈ C1 è |µ| > |λ|, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε â ε�
îêðåñòíîñòè òî÷êè u íàéäåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ïðîîáðàç ãîðèçîíòàëüíîãî îòðåçêà L = (u0 − ε; u0 + ε) × {0} ïîä
äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ F îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Îí ñîäåðæèò òî÷êè, íå ëåæàùèå íà îñè y.

2. Åñëè λ > 0, òî ïðîîáðàç ñîäåðæèò òî÷êè ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîîðäè-
íàòàìè y.

Ñðàâíèì ðåçóëüòàòû òåîðåì 1 è 2. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èëèñü
ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ λ, µ > 0. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äëÿ
÷åòíûõ l, ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì òåîðåìû 2, à ïðè
íå÷åòíûõ l ÿâëÿåòñÿ åãî ÷àñòíûì ñëó÷àåì. Âåðíî ñëåäóþùåå:
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1. Óñëîâèå 1 òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ ýòèõ äâóõ òåîðåì.

2. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 2, ïðè ÷åòíûõ l óñëîâèå 2 ìîæíî îïóñòèòü.

3. Ëåììà 1 (ñôîðìóëèðîâàííàÿ äàëåå) ïîêàçûâàåò, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû
1 âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.

4. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 4, ïðè ÷åòíûõ l óñëîâèå 3 òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ íåîá-
õîäèìûì äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé òåîðåìû 2

Óòâåðæäåíèÿ 1-4 â ñîâîêóïíîñòè äîêàçûâàþò ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäå-
íèå.

Îïèøåì îñíîâíóþ èäåþ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2, ïðèâåäåííîãî â [4].
Àâòîð ðàññìàòðèâàåò îòîáðàæåíèå fN+n â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè u. Â ýòîé
îêðåñòíîñòè àâòîð ñòðîèò ïðÿìîóãîëüíèê âèäà E = [ξ1, ξ2]×

[
v0/λ

n; v0/λ
(n−1)

]
.

Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàññìàòðèâàåòñÿ âåêòîð ñ íà÷à-
ëîì â x è êîíöîì â fN+n(x). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïîñòðîåííîå âåêòîðíîå
ïîëå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Ðàññìàòðèâàÿ åãî ïîâåäåíèå íà ãðàíèöå E, àâ-
òîð äîêàçûâàåò, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû îíî íàïðàâëåííî íàðóæó. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà ðàññìàòðèâàå-
ìîå âåêòîðíîå ïîëå îáðàùàåòñÿ â 0. Ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé
îòîáðàæåíèÿ fN+n, à ñëåäîâàòåëüíî, ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé èñõîäíîé ñèñòå-
ìû.

Èçó÷àåìàÿ íàìè çàäà÷à èññëåäîâàëàñü â [2] äëÿ ñëó÷àÿ êàñàíèÿ ïåðâîé
ñòåïåíè, ò.å. â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ äëÿ ñëó÷àÿ l = 2. Àâòîðû íå äåëàëè ïðåä-
ïîëîæåíèÿ î ëèíåéíîñòè ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè. Îäíèì
èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî íàëè÷èÿ ñ÷åòíîãî ñåìåé-
ñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê â îêðåñòíîñòè ãîìîêëèíè÷åñêîé òî÷êè. Íèæå ìû
ïðèâåäåì ñõåìó ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ è îáîçíà÷å-
íèÿõ.

Ðàññìîòðèì ìàëóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè u è òàêîå åå ðàçáèåíèå åå íà ìíî-
æåñòâà σn, êîòîðûå ïðîåêòèðóþòñÿ íà èíòåðâàëû In Â ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ
óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ F−1An(σi)

⋂
σj 6= ∅. Âìåñòå ñ îòîáðàæåíèåì F−1Ai :

σi → σj ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Aj : (ξ, η) → (x, y). Çàïèñûâàÿ îòîáðàæåíèå
F−1An â ïåðåìåííûõ (ξ, y), ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå F̃ . Àâòîðû äîêàçûâàþò, ÷òî
îòîáðàæåíèå F̃ ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, à, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò íåïîäâèæíóþ
òî÷êó, êîòîðàÿ î÷åâèäíî áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé èñõîäíîé ñèñòåìû.

Â îïèñàííûõ ðàáîòàõ äîêàçàòåëüñòâà îïèðàëèñü â îñíîâíîì íà òîïîëî-
ãè÷åñêèå ôàêòû, ÷òî çàòðóäíÿåò äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå îêðåñòíîñòè íàé-
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äåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Â ýòîì îòíîøåíèè òåõíèêà [2] îáëàäàåò ñóùå-
ñòâåííî áîëüøèìè âîçìîæíîñòÿìè, ÷åì òåõíèêà [4], â ÷àñòíîñòè ñ åå ïîìîùüþ
àâòîðû äîêàçûâàþò ãèïåðáîëè÷íîñòü íàéäåííûõ òî÷åê. Îäíàêî âîïðîñ î âîç-
ìîæíîñòè êîíñòðóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê è íàõîæäåíèÿ
àñèìïòîòèêè èõ êîîðäèíàò è èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé îñòàåòñÿ îòêðû-
òûì.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé îïèñàííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ìû ïî-
ïðåæíåìó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0) ñè-
ñòåìà îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì (1) è u è v � òàêèå òî÷êè íåòðàíñ-
âåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ åå èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé, ÷òî u = fN(v).
Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ñòàòüè.
Òåîðåìà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ > λ è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
(v0, 0) îòîáðàæåíèå fN èìååò âèä:

fN(v0 + x, y) = (ax2 + by + p1(x, y), u0 − cx + p2(x, y)), (5)

ãäå a, b, c > 0 è ôóíêöèè p1 è p2 óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

p1(x, y) = o(x2 + |y|), p1 ∈ C2;

p2(x, y) = o(|x|+ |y|), p2 ∈ C2. (6)

Òîãäà:

1. Íàéäåòñÿ òàêîå n0 > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî n > n0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè
(v0, 0) íàéäåòñÿ ñåäëîâàÿ (n + N)�ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà. Ïðè ýòîì åå
êîîðäèíàòû (v0 + xn, yn) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

xn ∼
√

v0

a

1

λn/2 , yn ∼ u0
1

µn
. (7)

2. Íàéäåòñÿ òàêîå n1 > n0, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > n1 óñòîé÷èâîå ìíî-
ãîîáðàçèå íàéäåííîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò
íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå òî÷êè (0, 0).

4 Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1

Ïîñêîëüêó P
′
ξ(0, 0) > 0, òî íàéäóòñÿ òàêîå ÷èñëî ε > 0 è òàêàÿ îêðåñòíîñòü

òî÷êè (0, 0), ÷òî P
′
ξ(ξ, η) > ε äëÿ òî÷åê ýòîé îêðåñòíîñòè. Â äàëüíåéøåì áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ëèøü ýòó îêðåñòíîñòü. Îïèøåì íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå
ñâîéñòâà äèôôåîìîðôèçìà f .
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Ëåììà 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ
è ôóíêöèÿ h(η), çàäàííàÿ íà ïðîìåæóòêå (0, δ), óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþ-
ùèì ñîîòíîøåíèÿì:

1. Q(h(η), η) = 0, η ∈ (0, δ).

2. h(η) → 0 ïðè η → 0.

3. h(η) > 0 ïðè η ∈ (0, δ).

Çàìå÷àíèå 3. Òî÷êè (h(η), η) ïðèíàäëåæàò íåóñòîé÷èâîìó ìíîãîîáðàçèþ
òî÷êè (0, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ 3 òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè
(0, 0) ôóíêöèÿ Q ïðåäñòàâèìà â âèäå

Q(ξ, η) = −c1ξ
l + c2η + z1(ξ, η), ãäå c1, c2 > 0 è z1(ξ, η) = o(ξl + η). (8)

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î íåÿâíîé ôóíêöèè ê óðàâíåíèþ w(x, y) = −c1x + c2y +
z1(x

1/l, y) = 0, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ hl(η), ÷òî

hl(η) =
c2

c1
η + z2(η) è − c1h

l(η) + c2η + z1(h(η), η) = 0, ãäå z2(η) = o(η).

(9)
Îáîçíà÷èì (c2/c1)

1/l ÷åðåç c3. Èç (9) ñëåäóåò ðàâåíñòâî h = c3η
1/l + o(η1/l).

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ h(η) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ëåììû 1.

Çàìå÷àíèå 4. Ïðè ÷åòíûõ l óñëîâèå Q
(l)
ξ (0, 0) < 0 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì

äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè h(η), óäîâëåòâîðÿþùåé ïåðâûì äâóì óñëîâèÿì
ëåììû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî åñëè Q
(l)
ξ (0, 0) > 0, òî ðàâåíñòâî (8) áûëî

áû âûïîëíåíî, íî ïðè c1 < 0. Ýòî ñîîòíîøåíèå ïðè η > 0 è ÷åòíûõ l âëå÷åò
çà ñîáîé íåðàâåíñòâî Q(ξ, η) > 0 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ξ è η. Ñëåäîâàòåëüíî,
èñêîìîé ôóíêöèè h(η) íå ñóùåñòâóåò.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå r = (1/v0)
ln µ/ ln λ, êîòîðîå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ íà

ïðîòÿæåíèè äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ.

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî η ∈ In è µ > 1 âûïîëíÿåòñÿ äâîéíîå íåðàâåíñòâî
1

µ
· r · η ln µ

ln λ <
1

µn
≤ r · η ln µ

ln λ . (10)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ëåììû âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

v0

λn−1 > η ≥ v0

λn .

Îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî

n ≥ ln(v0/η)

ln λ
è n− 1 <

ln(v0/η)

ln λ
.

Ïåðåïèøåì ýòè íåðàâåíñòâà â âèäå äâîéíîãî íåðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíî n:
ln(v0/η)

ln λ
+ 1 > n ≥ ln(v0/η)

ln λ
. (11)

Èç íåðàâåíñòâà (11) ñëåäóåò, ÷òî
1

µ
· 1

µ
ln(v0/η)

ln λ

<
1

µn
≤ 1

µ
ln(v0/η)

ln λ

. (12)

Ïðîâåäÿ ïðîñòûå àðèôìåòè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî

r · η ln µ
ln λ · µ ln(v0/η)

ln λ = 1.

Îòñþäà è èç (12) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
1

µ
· r · η ln µ

ln λ <
1

µn
≤ r · η ln µ

ln λ ,

êîòîðîå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ëåììà 3. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n äëÿ ëþáîãî η ∈ In íàéäåòñÿ òàêîå
α(η), 0 < α(η) < h(η), ÷òî Q(α(η), η) = Kn(α(η), η).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Kn(0, η). Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (2) âû-
ïîëíåíî ðàâåíñòâî Kn(0, η) = a/µn. Â ñèëó ëåììû 2, 1

µn ≤ r · η ln µ
ln λ . Îáúåäèíÿÿ

ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî

Kn(0, η) ≤ a · r · η ln µ
ln λ . (13)

Ðàññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå â 0 ôóíêöèé Q(0, η) è Kn(0, η). Èç
óñëîâèÿ Q ∈ C1 ñëåäóåò, ÷òî

Q(0, η) = Q
′
η(0, 0)η + o(η), ãäå Q

′
η(0, 0) > 0.

Ïîñêîëüêó µ > λ è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (13), òî Kn(0, η) = o(η). Îáúåäè-
íÿÿ ýòè äâà óòâåðæäåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ η âûïîëíåíî
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íåðàâåíñòâî Q(0, η) > Kn(η)(0, η). Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ n è ëþáîì η ∈ In âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

Q(0, η) > Kn(0, η). (14)

Çàôèêñèðóåì η ∈ In. Ïî îïðåäåëåíèþ h(η) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

Q(h(η), η) = 0. (15)

Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ Kn(h, η) = 1/µn(u0 − h), à h < u0 ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëûõ η, òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

Kn(h(η), η) > 0 (16)

Â ñèëó (14), (15) è (16),

Q(0, η) > Kn(0, η) è Q(h(η), η) < Kn(h(η), η). (17)

Ïîñêîëüêó Q è Kn íåïðåðûâíû, òî íàéäåòñÿ òàêîå α = α(η) ∈ (0, h(η)) , ÷òî

Q(α(η), η) = Kn(α(η), η). (18)

Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Äàëåå äîêàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n íàéäåííàÿ ôóíêöèÿ α(η)
íåïðåðûâíà ïðè η ∈ In. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà.

Ëåììà 4. Ðàññìîòðèì (ξk, ηk) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ òî÷åê, ÷òî
(ξk, ηk) → (0, 0). Òîãäà â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.

1. Åñëè äëÿ ëþáîãî k âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Q(ξk, ηk) = Kn(ηk)(ξk, ηk), òî
íàéäåòñÿ òàêîå c1 > 0, ÷òî ξk ∼ c1 · η1/l

k .

2. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ c1, c2 > 0 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

c1 · η1/l
k < ξk < c2 · η1/l

k ,

òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|Q′
ξ(ξk, ηk)| >

∣∣∣∣
∂Kn(ηk)

∂ξ
(ξk, ηk)

∣∣∣∣ .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó âûïîëíåíî óñëîâèå 3 òåîðåìû 1, òî ðàñêëàäû-
âàÿ ôóíêöèè Q

′
ξ è Q â ðÿäû Òåéëîðà, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

Q
′
ξ(ξk, ηk) = lsξl−1

k + O(ηk + ξl
k) (19)

è
Q(ξk, ηk) = sξl

k + dηk + o(ηk + ξl
k). (20)

Ââèäó óñëîâèé 2 è 3 òåîðåìû 1, âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà d = Q
′
η(0, 0) > 0

è s = 1
l!Q

(l)
ξ (0, 0) < 0. Çàïèñûâàÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Kn â òî÷êå (ξk, ηk),

ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

Kn(ηk)(ξk, ηk) =
1

µn(ηk) (u0 − ξk).

Ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó ñîîòíîøåíèþ ëåììó 2 è çàìå÷àÿ òîò ôàêò, ÷òî íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî k âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ξk < u0/2, ïîëó÷àåì, ÷òî

Kn(ηk)(ξk, ηk) ∈
(

u0

2

1

µ
rη

ln µ
ln λ

k ; u0rη
ln µ
ln λ

k

]
. (21)

Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó ïóíêòà 1 ëåììû 4. Ïî óñëîâèþ âûïîëíåíî ðà-
âåíñòâî Q(ξk, ηk) = Kn(ηk)(ξk, ηk). Îáúåäèíÿÿ åãî ñ ñîîòíîøåíèÿìè (20) è (21),
ïîëó÷àåì, ÷òî

sξl
k + dηk + o(ηk + ξl

k) ∈
(

u0

2

1

µ
rη

ln µ
ln λ

k ; u0rη
ln µ
ln λ

k

]
.

Îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî sξl
k + dηk + o(ηk + ξl

k) = O(η
ln µ
ln λ

k ). Ïîñêîëü-
êó ln µ/ ln λ > 1, òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî ðàâåíñòâà íåîáõîäèìî, ÷òîáû
sξl

k ∼ −dηk, ïîýòîìó ξk ∼ c1η
1/l
k , ãäå c1 =

(−d
s

)1/l
> 0. Ïóíêò 1 äîêàçàí.

Äîêàæåì ïóíêò 2. Ïðèìåíÿÿ ê ñîîòíîøåíèþ (19) óñëîâèå ïóíêòà 2 ëåì-
ìû 4, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå êîíñòàíòû c3 è c4 îäíîãî çíàêà,
÷òî

c3η
l−1

l

k < Q
′
ξ(ξk, ηk) < c4η

l−1
l

k . (22)
Ïðè ýòîì çíàê c3 è c4 ñîâïàäàåò ñî çíàêîì s. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ôóíêöèþ
Kn ïî ξ (ñì. (2)), ïîëó÷èì, ÷òî

∂Kn(ηk)

∂ξ
(ξk, ηk) = − 1

µn(ηk) . (23)

Èç (23) â ñèëó ëåììû 2 ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî
∣∣∣∣
∂Kn(ηk)

∂ξ
(ξk, ηk)

∣∣∣∣ < rη
ln µ/ ln λ
k . (24)
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Îáúåäèíÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñ (22) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ln µ/ ln λ > (l− 1)/l, ìû,
âèäèì, ÷òî

|Q′
ξ(ξk, ηk)| >

∣∣∣∣
∂Kn(ηk)

∂ξ
(ξk, ηk)

∣∣∣∣
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k.

Òåïåðü äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ôóíêöèè α(η), íàéäåííîé â ëåììå 3.

Ëåììà 5. Íàéäåòñÿ òàêîå n0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî n > n0 è η ∈ In ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå òàêîå ξ ∈ (0, h(η)), ÷òî Q(ξ, η) = Kn(η)(ξ, η).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ξ = α(η), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëî-
âèÿì ëåììû, áûëî äîêàçàíî â ëåììå 3. Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïðåäïîëî-
æèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ηk, ξ1k è ξ2k, ÷òî

h(ηk) > ξ1k > ξ2k > 0 (25)

è
Q(ξ1k, ηk) = Kn(ηk)(ξ1k, ηk), Q(ξ2k, ηk) = Kn(ηk)(ξ2k, ηk). (26)

Èç (25) î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî ξ1k, ξ2k → 0, òàê êàê h(η) → 0 ïðè η → 0.
Ýòè äâà óòâåðæäåíèÿ îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå óñëîâèé ïóíêòà 1 ëåììû 4 .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ξ1k ∼ c1η
1/l
k , ξ2k ∼ c2η

1/l
k , ãäå c1, c2 > 0. (27)

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ðîëëÿ ([6], òîì 1, ñòð. 225) ê ôóíêöèè Q(·, ηk)−Kn(ηk)(·, ηk)
íàéäåì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ3k, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøå-
íèÿ:

ξ1k > ξ3k > ξ2k è Q
′
(ξ3k, ηk) = K

′
n(ηk)(ξ3k, ηk). (28)

Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî 2c1η

1/l
k > ξ3k > c2

2 η
1/l
k , ÷òî îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèé ïóíêòà 2

ëåììû 4, à ñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k, âûïîëíåíî |Q′
ξ(ξ3k, ηk)| >

|K ′
n(ηk)(ξ3k, ηk)|. Ýòî íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò ñîîòíîøåíèÿì (28).

Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü è äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè α(η) íà In äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.

Ëåììà 6. Íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî n0, ÷òî ïðè n > n0 ôóíêöèÿ
ξ∗n(η) = α(η)|In

íåïðåðûâíà è äèôôåðåíöèðóåìà íà In.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå n0, ÷òî ïðè n > n0 äëÿ ëþ-
áîãî η0 ∈ In ê óðàâíåíèþ Q(ξ, η) = Kn(ξ, η) â òî÷êå (α(η0), η0) ïðèìåíèìà
òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé ξ. Ôóíêöèè Q è Kn

äèôôåðåíöèðóåìû, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè n > n0 è η ∈ In

âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå Q
′
ξ(α(η), η) 6= K

′
n(η)ξ

(α(η), η). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-
íîå. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξk, ηk → 0, ÷òî

Q(ξk, ηk) = Kn(ηk)(ξk, ηk) è Q
′
ξ(ξk, ηk) = K

′
n(ηk)ξ

(ξk, ηk). (29)
Ýòè ñîîòíîøåíèÿ âëåêóò âûïîëíåíèå óñëîâèé ïóíêòà 1 ëåììû 4, îòêóäà ñëå-
äóåò, ÷òî ξk ∼ c1η

1/l
k ïðè íåêîòîðîì c1 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ê ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè (ξk, ηk) ïðèìåíèì ïóíêò 2 ëåììû 4. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî k âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |Q′

ξ(ξk, ηk)| > |K ′
n(ηk)ξ

(ξk, ηk)|. Ïîëó÷åí-
íîå ñîîòíîøåíèå ïðîòèâîðå÷èò (29). Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîå n0, ÷òî
ïðè n > n0 è η0 ∈ In ê óðàâíåíèþ Q(ξ, η) = Kn(ξ, η) ïðèìåíèìà òåîðåìà
î íåÿâíîé ôóíêöèè â òî÷êå (α(η0), η0). Çíà÷èò, íàéäåòñÿ òàêàÿ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ β, îïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå (η0 − ζ, η0 + ζ),
÷òî

Q(β(η), η) = Kn(η)(β(η), η) è β(η0) = α(η0).

Ïî ëåììå 5 ôóíêöèÿ α(η) îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî, ïîýòîìó
β|(η0−ζ,η0+ζ) = α|(η0−ζ,η0+ζ).

Ôóíêöèÿ β íåïðåðûâíà è äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå η0, à çíà÷èò ôóíêöèÿ α
òîæå íåïðåðûâíà è äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå η0.

Òåïåðü, êîãäà äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè α(η),
íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå n0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî n > n0

íàéäåòñÿ òàêîå η ∈ In, ÷òî P (α(η), η) = Jn(α(η), η). Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì
ýòîãî ôàêòà ñôîðìóëèðóåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 7. Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n äëÿ ëþáîãî η ∈ In âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî P (α(η), η) > v0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå P (ξ, η) = v0. Ïîñêîëüêó P (0, 0) = v0

è P
′
ξ(0, 0) 6= 0, òî ýòî óðàâíåíèå çàäàåò íåÿâíóþ ôóíêöèþ ϑ(η) òàêóþ, ÷òî

P (ϑ(η), η) = v0. Ïðè ýòîì ϑ
′
(η) = −P

′
η(0,0)

P
′
ξ(0,0)

. Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî

ϑ(η) ∼ c1η, ãäå c1 = −P
′
η(0,0)

P
′
ξ(0,0)

. Äîêàæåì, ÷òî α(η) > ϑ(η). Ðàñêëàäûâàÿ Q ïî
ôîðìóëå Òåéëîðà, ïîëó÷àåì, ÷òî

Q(ϑ(η), η) = sϑ
l

(η) + Q
′
η(0, 0)η + o(|η|+ |ϑl

(η)|)
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Ïîñêîëüêó ϑ(η) ∼ c1η, òî s · ϑl

(η) = o(η), ïîýòîìó

Q(ϑ(η), η) = Q
′
η(0, 0)η + o(η). (30)

Ïî îïðåäåëåíèþ Kn âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Kn(η)(ϑ(η), η) = 1
µn(η) (u0 − ϑ(η)).

Ïðèìåíÿÿ ê åãî ïðàâîé ÷àñòè ëåììó 2, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

Kn(η)(ϑ(η), η) < rηln µ/ ln λ. (31)

Ïîñêîëüêó ln µ/ ln λ > 1, òî èç ñîîòíîøåíèé (30) è (31) ñëåäóåò, ÷òî

Q(ϑ(η), η) > Kn(η)(ϑ(η), η).

Åñëè ϑ(η) > 0, òî ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû
3, ïîëó÷èì, ÷òî α(η) > ϑ(η). Åñëè æå ϑ(η) ≤ 0, òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
α(η) > 0 ≥ ϑ(η). Äàëåå, ïîñêîëüêó P

′
ξ(ξ, η) > ε, òî ôóíêöèÿ P (ξ, η) âîçðàñòà-

åò ïî ξ, à çíà÷èò âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå P (α(η), η) > P (ϑ(η), η) = v0.
Ëåììà 8. Íàéäåòñÿ òàêîå n0, ÷òî ïðè n > n0 ñóùåñòâóåò òàêîå η ∈ In,
÷òî P (α(η), η) = Jn(α(η), η).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê áûëî äîêàçàíî â ëåììå 3, ïðè η → 0 âûïîëíåíû ñîîò-
íîøåíèÿ α(η) < h(η) è h(η) → 0 . Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî α(η) → 0
ïðè η → 0. Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå Jn, íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ

Jn(η)(α(η), η) → v0λ ïðè η → v0

λn−1 − 0

è
Jn(η)(α(η), η) → v0 ïðè η → v0

λn
+ 0

Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

Jn(η)(ξ(η), η) > P (ξ(η), η) ïðè η → v0

λn−1 − 0. (32)

Ïî ëåììå 7, P (α(η), η) > v0. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíåíî ïðè
η = v0/λ

n, à ñëåäîâàòåëüíî, P (α(η), η) > v0 = Jn(α(η), η). Îáúåäèíÿÿ ýòî
ñîîòíîøåíèå ñ íåðàâåíñòâîì (32) è ïðèìåíÿÿ ê íèì òåîðåìó î ïðîìåæóòî÷íîì
çíà÷åíèè, ïîëó÷èì, ÷òî íà ïðîìåæóòêå (v0/λ

n; v0/λ
n−1) íàéäåòñÿ òàêîå η, ÷òî

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî P (α(η), η) = Jn(α(η), η).

Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ηn ∈ In è ξn > 0, ÷òî F (ξn, ηn) = G(ξn, ηn), ÿâëÿåòñÿ
òðèâèàëüíûì ñëåäñâèåì ëåìì 1-8. Èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî ξn è ηn ìîãóò
áûòü âûáðàíû óäîâëåòâîðÿþùèìè íåðàâåíñòâó 0 < ξn < h(ηn). Ïîñêîëüêî
âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ
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1. ηn → 0,

2. h(η) → 0 ïðè η → 0,

òî ξn → 0, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

5 Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3

5.1 Òåîðåìà ×åíöîâîé

Ïðåæäå ÷åì ìû ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3, íàïîìíèì è îáîá-
ùèì òåîðåìó ×åíöîâîé [8], èñïîëüçóåìóþ â äàëüíåéøåì. Äàííûé ðàçäåë íà-
ïðÿìóþ íå ñâÿçàí ñ èçó÷àåìîé çàäà÷åé è îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â íåì
íèêàê íå ñâÿçàíû ñ ââåäåííûìè ðàíåå.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü P � äèôôåîìîðôèçì ïëîñêîñòè â ñåáÿ. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî:

1. z0 � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñåäëîâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà P ,
L = DP (z0) � åå äèôôåðåíöèàë â òî÷êå z0;

2. γ1, γ2 � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû L, γ2 ∈ (0, 1), γ1 > 1, à ìàòðèöà
L èìååò äèàãîíàëüíûé âèä;

3. ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ K, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R2 ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî

||Lx − Ly|| ≤ K|x− y|, ãäå Lx = DP (x).

Ââåäåì ÷èñëà T = γ2
1(γ1−1)

4K , c∗ = 2K
γ1(γ1−1). Òîãäà ïðè |t| < T óðàâíåíèå

íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñû òî÷êè z0 èìååò âèä

U(t) = z0 + tU + h(t), (33)

ãäå U � ñîáñòâåííûé âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåí-
íîìó ÷èñëó γ1, ïðè ýòîì

|h(t)| < 1

2
c∗t2, |h′(t)| < c∗|t|. (34)
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Ðàññìîòðèì äèôôåîìîðôèçì V ïëîñêîñòè â ñåáÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî z0

� åãî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Ïóñòü B = DV (z0) � íå äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà γ1, γ2 ìàòðèöû B òàêîâû, ÷òî γ1 > 1,
γ2 ∈ (0, 1), à ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðà ñóòü (v1, v2) è (u1, u2).

Îáîçíà÷èì ìàòðèöó
(

v1 u1

v2 u2

)
÷åðåç S, à åå îïðåäåëèòåëü ÷åðåç E, òîãäà êàê

èçâåñòíî
S−1BS =

(
λ 0

0 µ

)
è S−1 =

1

E

(
u2 −u1

−v2 v1

)
.

Ïåðåéäåì â íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ïðè ïîìîùè ëèíåéíîé çàìåíû ñ
ìàòðèöåé ïåðåõîäà S. Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå V ïåðåéäåò â îòîáðàæåíèå W =
S−1V (Sx).

Îáîçíà÷èì Lx = DW (x) è lx = DV (x). Òîãäà Lx = S−1lxS. Ïóñòü ÷èñëî
K òàêîâî ÷òî

||Lx − Ly|| = ||S−1(lx − ly)S|| ≤ K|x− y|. (35)

Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 4 íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå äèôôåîìîðôèçìà
W â òî÷êå z0 ïðåäñòàâèìî â âèäå

U(t) = z0 + t

(
1

0

)
+ h(t), (36)

ãäå |t| < T è h(t) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (34).
Òàêèì îáðàçîì â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå

äèôôåîìîðôèçìà V ïðåäñòàâèìî â âèäå

U(t) = z0 + t

(
v1

v2

)
+ Sh(t), (37)

ãäå
|h(t)| < 1

2
c∗t2, |h′(t)| < c∗t, t ∈ [0, T ]. (38)

Çàìå÷àíèå 5. Âàðüèðóÿ âåêòîð (u1, u2) (äîìíîæàÿ åãî íà êîíñòàíòó), ìû
ìîæåì èçìåíÿòü ìàòðèöó S è âåëè÷èíó K, òåì ñàìûì èçìåíÿÿ îöåíêè íà
T è c∗. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ðåãóëèðîâàòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó äëèíîé
ïðîìåæóòêà àïïðîêñèìàöèè íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ è åå òî÷íîñòüþ.
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5.2 Äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà îòîáðà-
æåíèÿ, îáðàòíîãî ê fN . Èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèé (5) è (6), â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè u îòîáðàæåíèå f−N ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùåì âè-
äå:
f−N(x̃, ỹ) = (v0+ã(u0− ỹ)+ p̃1(x̃, u0− ỹ); b̃(x̃− c̃(u0− ỹ)2)+ p̃2(x̃, u0− ỹ)), (39)

ãäå x̃ è ỹ îáîçíà÷àþò êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè òî÷êè u ïî îñÿì x è y ñîîò-
âåòñòâåííî,

ã = 1/c, b̃ = 1/b, c̃ = a/c2, (40)
è ôóíêöèè p̃1 è p̃2 óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì:

p̃1(x̃, ỹ) = o(|x̃|+ |ỹ|), p̃1 ∈ C2;

∂p̃1

∂x
(x̃, ỹ) = o(1),

∂p̃1

∂y
(x̃, ỹ) = o(1)

p̃2(x̃, ỹ) = o(|x̃|+ ỹ2), p̃2 ∈ C2

∂p̃2

∂x
(x̃, ỹ) = o(1),

∂p̃2

∂y
(x̃, ỹ) = o(|x|+ |y|). (41)

Ïðè ýòîì áóäóò âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
a = c̃/ã2, b = 1/b̃, c = 1/ã. (42)

5.3 Ãèïåðáîëè÷íîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê

Äîêàæåì ïåðâûé ïóíêò òåîðåìû 3. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðå-
ìû äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1. Ñëåäîâàòåëüíî
â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè v äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n íàé-
äåòñÿ (n+N)-ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà. Äîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå n0, ÷òî äëÿ
ëþáîãî n > n0 ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé ãèïåðáîëè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (v0 + xn, yn) � ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ f

ïåðèîäà n + N . Òîãäà âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
AnfN(v0 + xn, yn) = (v0 + xn, yn).

Ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå, ïîäñòàâèâ îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèé A è fN ((1)
è (5) ñîîòâåòñòâåííî):

{
v0 + xn = λn(ax2

n + byn + p1(xn, yn)),

yn = 1
µn (u0 − cxn + p2(xn, yn)).

(43)
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Èñõîäÿ èç ýòèõ óðàâíåíèé, âûÿñíèì àñèìïòîòèêó xn ñ ðîñòîì n. Ïîäñòàâëÿÿ
yn èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (43) â ïåðâîå, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

v0+xn = λn(ax2
n+b

1

µn
(u0−cxn+p2(xn, yn)))+p1(xn,

1

µn
(u0−cxn+p2(xn, yn))).

(44)
Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî xn → 0 è yn → 0. Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà µ > λ
ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

1

µn
(u0 − cxn + p2(xn, yn)) = o(1),

λn

µn
(u0 − cxn + p2(xn, yn)) = o(1).

Ïî ñâîéñòâó (6) ôóíêöèè p1 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

p1(xn,
1

µn
(u0 − cxn + p2(xn, yn))) = o(x2

n + | 1

µn
(u0 − cxn + p2(xn, yn))|).

Èç ðàâåíñòâà (44) è ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòü

xn ∼ ±
√

v0

aλn = ±
√

v0ã2

c̃λn . (45)

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâà ñîîòíîøåíèÿ, ñëåäóþùèå
èç (43):

yn =
1

µn
(u0 − 1

ã
xn + p2(xn, yn)),

u0 − µnyn =
1

ã
xn + p2(xn, yn). (46)

Òî÷êà (v0 + xn, yn) ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì n + N . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òî-
ãî, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé ãèïåðáîëè÷åñêîé, äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ AnfN èìååò äâà ñîáñòâåííûõ ÷èñ-
ëà, îäíî èç êîòîðûõ ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû, à âòîðîå áîëüøå. Íàéäåì
äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ AnfN â òî÷êå (v0 + xn, yn):

DAnfN(v0 + xn, yn) =

(
λn(2axn + ∂p1

∂x (xn, yn)) λn(b + ∂p1

∂y (xn, yn))
1
µn (−c + ∂p2

∂x (xn, yn))
1
µn

∂p2

∂y (xn, yn)

)
. (47)
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Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ
(

λn(2axn +
∂p1

∂x
)− s

)(
1

µn

∂p2

∂y
− s

)
− λn

µn

(
b +

∂p1

∂y

)(
−c +

∂p2

∂x

)
= 0. (48)

Îáîçíà÷èì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ÷åðåç P (s). Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâ-
íåíèå (48) èìåëî äâà êîðíÿ, îäèí èç êîòîðûõ ïî ìîäóëþ áîëüøå 1, à âòîðîé
ìåíüøå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû P (−1)P (1) < 0. Íåñëîæíûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî

(
1 +

λn

µn
(2axn +

∂p1

∂x
)
∂p2

∂y
− λn

µn
(b +

∂p1

∂y
)(−c +

∂p2

∂x
)

)2

<

(
λn(2axn +

∂p1

∂x
) +

1

µn

∂p2

∂y

)2

. (49)

Äîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâî (49) âûïîëíåíî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïîñêîëüêó µ > λ, òî ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê 1. Ïðàâàÿ
æå ÷àñòü ýêâèâàëåíòíà ñâîåìó ãëàâíîìó ÷ëåíó (2aλnxn)

2. Èç ôîðìóëû (45)
ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî

(2aλnxn)
2 ∼ 4av0λ

n →∞. (50)
Èç ýòèõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò ÷òî íåðàâåíñòâî (49) âûïîëåíî äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ n. Òîãäà äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ AnfN èìååò äâà ñîáñòâåííûõ
÷èñëà, îäíî èç êîòîðûõ ïî ìîäóëþ áîëüøå 1, à âòîðîå ìåíüøå. Îòñþäà íåìåä-
ëåííî ñëåäóåò, ÷òî (v0 + xn, yn) � ñåäëîâàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ òî÷êà. Âìåñòå ñ
ñîîòíîøåíèÿìè (45) è (46) ýòî äîêàçûâàåò ïåðâóþ ÷àñòü Òåîðåìû 3.

5.4 Îáðàç íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ

Ðàññìîòðèì ó÷àñòîê W u, êàñàþùèéñÿ W s â òî÷êå u. Â äîñòàòî÷íî ìàëîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè u îí ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì îòðåçêà (v0 + τ, 0), ãäå τ ∈ (−ε, ε),
ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ fN , ò.å. èìååò âèä

(aτ 2 + p1(τ, 0), u0 − cτ + p2(τ, 0)) = (
c̃

ã2τ
2 + p1(τ, 0), u0 − 1

ã
τ + p2(τ, 0)).

Îáîçíà÷èì ýòó êðèâóþ ÷åðåç ψ. Äëÿ äîñòàòî÷íîãî ìàëîãî δ çàäàäèì íåÿâíî
ôóíêöèþ τ(y) íà ïðîìåæóòêå (u0 − δ, u0 + δ), òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîë-
íÿëîñü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

u0 − 1

ã
τ(y) + p2(τ(y), 0) = y. (51)
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Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî

τ(y) = ã(u0 − y) + o(u0 − y). (52)

Òî÷êà (x, y), ëåæàùàÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè u ïðèíàäëåæèò êðèâîé ψ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

x =
c̃

ã2τ
2(y) + p1(τ(y), 0).

Èç ñîîòíîøåíèÿ (51) íåñëîæíî ñëåäóåò, ÷òî ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ðàâíîñèëü-
íî ðàâåíñòâó

x = c̃((u0 − y) + p2(τ(y), 0))2 + p1(τ(y), 0).

Ââåäåì ôóíêöèþ

χ(x, y) = x− c̃((u0 − y) + p2(τ(y), 0))2 + p1(τ(y), 0). (53)

Òîãäà óðàâíåíèå χ(x, y) = 0 îïèñûâàåò êðèâóþ ψ â îêðåñòíîñòè òî÷êè u.
Èç ñîîòíîøåíèé (52) è óñëîâèé (6) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ χ(x, y) ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå

χ(x, y) = x− c̃(u0 − y)2 + pχ(u0 − y), ãäå
pχ(u0 − y) = o((u0 − y)2) è pχ ∈ C2. (54)

Íàéäåì êàñàòåëüíûå âåêòîðà ïîëó÷åííîé êðèâîé. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êà-
ñàòåëüíàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ãðàäèåíòó êðèâîé. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò,
÷òî êàñàòåëüíûé âåêòîð ïàðàëëåëåí âåêòîðó

vu =

(
−∂χ(x, y)

∂y
;
∂χ(x, y)

∂x

)
. (55)

Ïóñòü vu = (vu1
, vu2

). Äèôôåðåíöèðóÿ χ(x, y), ïîëó÷àåì, ÷òî âûïîëíåíû ñî-
îòíîøåíèÿ:

vu1
= −2c̃(u0 − y) +

∂pχ

∂y
(u0 − y) ∼ −2c̃(u0 − y)

vu2
= 1

Èç ñîîòíîøåíèÿ (53) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ íà ó÷àñòêå íåóñòîé-
÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì χ(x, y) = 0, âûïîëíåíû ñî-
îòíîøåíèÿ u0 − y ∼ ±√

x
c̃ . Òàêèì îáðàçîì, êàñàòåëüíûé âåêòîð ïàðàëëåëåí

(vu1
, vu2

), ãäå
vu1

∼ ±2
√

c̃x è vu2
= 1. (56)

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.neva.ru/journal 68



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ, N. 1, 2006

5.5 Ñâîéñòâà îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Èç óòâåðæäåíèé ðàçäåëà 5.3 ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà (v0 + xn, yn) ÿâëÿåòñÿ íåïî-
äâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ AnfN . Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé íàì ïî-
íàäîáèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ îòîáðàæåíèÿ H = f−NA−n, îáðàòíîãî ê AnfN . Èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèé
(2) è (43), âûïèøåì ÿâíûé âèä îòîáðàæåíèÿ H:

H(v0 + x, y) =

(
ã(u0 − µny + p̃1(

1

λn (v0 + x), u0 − µny)),

b̃(
1

λn (v0 + x)− c̃(u0 − µny)2 + p̃1(
1

λn (v0 + x), u0 − µny))

)
. (57)

Íàéäåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìàòðèöû DH â òî÷êå (v0+
xn, yn). Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (57), ïîëó÷àåì

DH =

(
d1 d2

d3 d4

)
, ãäå

d1 =
1

λn

∂p̃1

∂x
(

1

λn (v0 + xn), u0 − µnyn)),

d2 = −ãµn − µn∂p̃1

∂y
(

1

λn (v0 + xn), u0 − µnyn)),

d3 =
b̃

λn +
1

λn

∂p̃2

∂x
(

1

λn (v0 + xn), u0 − µnyn)),

d4 = 2b̃c̃µn(u0 − µnyn) + µn∂p̃2

∂y
(

1

λn (v0 + xn), u0 − µnyn)),

Èç (41), (45), (46) íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

d1 = o(1/λn), d2 ∼ −ãµn, d3 ∼ b̃/λn, d4 ∼ 2b̃c̃µn(u0 − µnyn) ∼ 2b̃
√

c̃v0
µn

λn/2 ,

(58)
d1 = o(d4), d2d3 = o(d2

4) è d1d4 = o(d2d3) (59)
Íåñëîæíûå àëãåáðàè÷åñêèå âûêëàäêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà
ìàòðèöû DH ðàâíû

η1 =
1

2
(d1 + d4 +

√
(d1 + d4)2 − 4(d1d4 − d2d3)), (60)

η2 =
1

2
(d1 + d4 −

√
(d1 + d4)2 − 4(d1d4 − d2d3)), (61)
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à ñîáñòâåííûå âåêòîðà ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

(1;
d4 − d1 +

√
(d4 − d1)2 + 4d2d3

2d2
) = (1; v2), (62)

(1;
d4 − d1 −

√
(d4 − d1)2 + 4d2d3

2d2
) = (1; u2). (63)

Ââèäó ñîîòíîøåíèé (58) è (59) àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì:

η1 ∼ d4 ∼ 2b̃c̃µn1

ã
xn ∼ cη1

µn

λn/2 , (64)

η2 ∼ d2d3 − d1d4

d1 + d4
∼ ã2

2λnxn
∼ cη2

1

λn/2 , (65)

v2 ∼ −d4

d2
∼ −cv2

1

λn/2 , (66)

u2 ∼ −d3

d4
∼ −cu2

1

µnλn/2 . (67)

5.6 Óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè

Óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè èñõîäíîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò
ñ íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì òîé æå òî÷êè ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ
H. Ïðèìåíèì ê îòîáðàæåíèþ H îáîáùåíèå òåîðåìû ×åíöîâîé. Â êà÷åñòâå
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ âîçüìåì (1, v2) è (1, u2), îïðåäåëåííûå â (62) è (63).
Ïðè òàêîì âûáîðå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:

S =

(
1 1

v2 u2

)
è S−1 =

1

(u2 − v2)

(
u2 −1

−v2 1

)
.

Íåïîñðåäñòâåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèè H ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ëþ-
áûõ äâóõ òî÷åê (x1, y1) è (x2, y2), ëåæàùèõ â îêðåñòíîñòè òî÷êè v, âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå:

DH

(
x1

y1

)
−DH

(
x2

y2

)
=

(
∆d1 ∆d2

∆d3 ∆d4

)
, ãäå (68)

∆d1 =
1

λn (
∂p̃1

∂x
(

1

λn (v0 + x1); u0 − µny1)− ∂p̃1

∂x
(

1

λn (v0 + x2); u0 − µny2)), (69)

∆d2 = −µn(
∂p̃1

∂y
(

1

λn (v0 + x1); u0 − µny1)− ∂p̃1

∂y
(

1

λn (v0 + x2); u0 − µny2)), (70)
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∆d3 =
1

λn (
∂p̃2

∂x
(

1

λn (v0 + x1); u0 − µny1)− ∂p̃2

∂x
(

1

λn (v0 + x2); u0 − µny2)), (71)

∆d4 = 2bcµ2n(y1 − y2)+

µn(
∂p̃2

∂y
(

1

λn (v0 + x1); u0 − µny1)− ∂p̃2

∂y
(

1

λn (v0 + x2); u0 − µny2)). (72)

Íàéäåì îöåíêó äëÿ êîíñòàíòû K èç óñëîâèé òåîðåìû ×åíöîâîé. Äëÿ ýòîãî
íàì íåîáõîäèìî îöåíèòü S−1(DH(x1, y1) − DH(x2, y2))S. Íåñëîæíûå àëãåá-
ðàè÷åñêèå âûêëàäêè ïîêàçûâàþò, ÷òî

S−1

(
DH

(
x1

y1

)
−DH

(
x2

y2

))
S =

1

(u2 − v2)

(
u2 −1

−v2 1

)(
∆d1 ∆d2

∆d3 ∆d4

)(
1 1

v2 u2

)
=

1

(u2 − v2)

(
∆d1

(
u2 u2

−v2 −v2

)
+ ∆d2

(
u2v2 u2

2

−v2
2 −v2u2

)
+

∆d3

(
−1 −1

1 1

)
+ ∆d4

(
1 1

v2 u2

))
.

Èç ñîîòíîøåíèé (62) è (63) íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî u2/v2 → 0 ïðè n →∞.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíåíà öåïî÷êà íåðà-
âåíñòâ

∣∣∣∣∣S
−1

(
DH

(
x1

y1

)
−DH

(
x2

y2

))
S

∣∣∣∣∣ ≤

2

v2
(|∆d1v2|+ |∆d2v

2
2|+ |∆d3|+ |∆d4v2|) ≤

2(|∆d1|+ |∆d2v2|+ |∆d3/v2|+ |∆d4|). (73)

Èç ñîîòíîøåíèé (41) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

|∆d1| < cd1

(
1

λ2n |x1 − x2|+ µn

λn |y1 − y2|
)

,

|∆d2| < cd2
µn

(
1

λn |x1 − x2|+ µn|y1 − y2|
)

,

|∆d3| < cd3

1

λn

(
1

λn |x1 − x2|+ µn|y1 − y2|
)

,
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|∆d4| < 2bcµ2n|y1 − y2|+ cd4
µn

(
1

λn |x1 − x2|+ µn|y1 − y2|
)

,

ãäå êîíñòàíòû cd1
, cd2

, cd3
, cd4

> 0 íå çàâèñÿò îò n. Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ è ñîîò-
íîøåíèÿ (62) ñëåäóåò, ÷òî

∣∣∣∣∣S
−1

(
DH

(
x1

y1

)
−DH

(
x2

y2

))
S

∣∣∣∣∣ < cKµ2n

∣∣∣∣∣

(
x1

y1

)
−

(
x2

y2

)∣∣∣∣∣ . (74)

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèÿ H â ñîîòíîøåíèè (35)
ìîæíî âçÿòü K = cKµ2n.

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (37) è (38) ëîêàëüíî íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå òî÷-
êè (v0 + xn, yn) çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

u(t) =

(
v0 + xn

yn

)
+ t

(
1

v2

)
+

(
1 1

v2 u2

)(
h1(t)

h2(t)

)
ïðè |t| < T, (75)

ãäå
|h1(t)|, |h2(t)| < 1/2c∗t2, |h′1(t)|, |h′2(t)| < c∗t, (76)

T =
η2

1(η1 − 1)

4K
è c∗ =

2K

η1(η1 − 1)
. (77)

Íåòðóäíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå T è c∗ ïðè
n →∞:

T =
η2

1(η1 − 1)

4K
∼ η3

1

16abcµ2n
∼ cT

µn

λ3/2n
, (78)

c∗ =
2K

η1(η1 − 1)
∼ 8abcµ2n

η2
1

∼ ccλ
n (79)

äëÿ íåêîòîðûõ cT è cc.
Ðàâåíñòâî (75) ïðè |t| < T ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

u(t) =

(
v0 + xn

yn

)
+ t

(
1

v2

)
+

(
h1(t) + h2(t)

v2h1(t) + u2h2(t)

)
. (80)

Ââåäåì ôóíêöèè h̃1(t) = h1(t) + h2(t) è h̃2(t) = h1(t) + u2

v2
h2(t), òîãäà ïðè

|t| < T áóäåò âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

u(t) =

(
v0 + xn

yn

)
+ t

(
1

v2

)
+

(
h̃1(t)

v2h̃2(t)

)
(81)

è íåðàâåíñòâà
|h̃1(t)|, |h̃2(t)| < c∗t2 è |h̃1

′
(t)|, |h̃2

′
(t)| < 2c∗t. (82)
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5.7 Ïåðåñå÷åíèå ìíîãîîáðàçèé

Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü Òåîðåìû 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì A−nu(t) � îáðàç óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ
òî÷êè (v0 + xn, yn) ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ A−n. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íà-
ëè÷èÿ ïåðåñå÷åíèÿ óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè (v0 + xn, yn) è íåóñòîé-
÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè (0, 0) äîñòàòî÷íî íàéòè òàêèå çíà÷åíèÿ t1, t2 ∈
(−T, T ), ÷òî χ(A−nu(t1)) è χ(A−nu(t2)) èìåþò ðàçëè÷íûå çíàêè.

Íàéäåì χ(x+∆x, y+∆y)−χ(x, y). Íåñëîæíûå àëãåáðàè÷åñêèå âûêëàäêè
ïîêàçûâàþò, ÷òî

χ(x + ∆x, y + ∆y)− χ(x, y) =

(x+∆x)− c̃(u0−(y+∆y))2−(x− c̃(u0−y)2)+pχ(u0−(y+∆y))−pχ(u0−y) =

∆x− c̃((u0 − (y + ∆y))2 − (u0 − y)2) + pχ(u0 − (y + ∆y))− pχ(u0 − y) =

∆x + c̃∆y(2(u0 − y)−∆y) + pχ(u0 − (y + ∆y))− pχ(u0 − y).

Âûïèøåì èòîãîâîå ðàâåíñòâî:

χ(x + ∆x, y + ∆y)− χ(x, y) = ∆x + c̃∆y(2(u0 − y)−∆y)+

pχ(u0 − (y + ∆y))− pχ(u0 − y). (83)

Èç óñëîâèé (54) íà pχ ñëåäóåò, ÷òî ïðè (u0 − y), ∆y → 0 âûïîëíåíî ñîîòíî-
øåíèå

pχ(u0 − (y + ∆y)) − pχ(u0 − y) = o(|∆y|(|(u0 − y)| + |∆y|)). (84)

Ðàññìîòðèì t2 = 0. Çàìåòèì, ÷òî u(0) = (v0 + xn, yn). Ïîñêîëüêó (v0 + xn, yn)
� (n + N)-ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà, òî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

A−n(v0 + xn, yn) = fN(v0 + xn, yn) =

(
c̃

ã2x
2
n +

1

b̃
yn + p1(xn, yn), u0 − 1

ã
xn + p2(xn, yn)).

Ïîäñòàâèì â ðàâåíñòâî (83) ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ x, y, ∆x, ∆y:

(x, y) = fN(v0 + xn, 0) = (
c̃

ã2x
2
n + p1(xn, 0), u0 − 1

ã
xn + p2(xn, 0)),

(∆x, ∆y) = fN(xn, yn)− fN(xn, 0) =

(
1

b̃
yn + p1(xn, yn)− p1(xn, 0), p2(xn, yn)− p2(xn, 0)).
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Â ðåçóëüòàòå äàííîé ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

χ(fN(xn, yn))− χ(fN(xn, 0)) =
1

b̃
yn + p1(xn, yn)− p1(xn, 0)+

(p2(xn, yn)− p2(xn, 0))(2
1

ã
xn − 2p2(xn, yn) + p2(xn, 0))+

pχ(u0 − (y + ∆y))− pχ(u0 − y). (85)

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà è ñâîéñòâ (54) è (6) ôóíêöèé p1, p2, pχ ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

χ(fN(v0 + xn, yn))− χ(fN(xn, 0)) =
1

b̃
yn + o(yn). (86)

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî χ(fN(xn, 0)) = 0. Ïîñêîëüêó b̃, yn > 0, òî èç ñî-
îòíîøåíèÿ (86) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíåíà öåïî÷êà
ñîîòíîøåíèé

χ(A−nu(0)) = χ(fN(v0 + xn, yn)) =
1

b̃
yn + o(yn) > 0. (87)

Ðàññìîòðèì t1 = −e/µn, ãäå e > 2
cv2

√
v0

a . Ïîñêîëüêó â óñëîâèÿõ òåîðåìû
1/µ < µ/λ3/2, òî â ñèëó ñîîòíîøåíèé (78) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âû-
ïîëíåíî íåðàâåíñòâî |t1| < |T |. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ âûáðàííîãî çíà÷åíèÿ t1
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî χ(A−nu(t1)) < 0. Èç ñîîòíîøåíèÿ (81) ñëåäóåò ðàâåí-
ñòâî

A−nu(t1) =

(
1
λ

n (v0 + xn)

µnyn

)
+

(
1
λ

n t1

µnt1v2

)
+

(
1
λ

n h̃1(t1)

µnv2h̃2(t1)

)
.

Ïðèìåíèì ñîîòíîøåíèÿ (83) è (84) ê íèæåñëåäóþùèì x, y, ∆x, ∆y:

(x, y) = (
1

λn (v0 + xn), µ
nyn) = fN(xn, yn) = A−nu(0),

(∆x, ∆y) =

(
1
λ

n t1

µnt1v2

)
+

(
1
λ

n h̃1(t1)

µnv2h̃2(t1)

)
.

Â ðåçóëüòàòå äàííîé ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì ðàâåíñòâî:

χ(x + ∆x, y + ∆y) = χ(A−nu(0)) +
1

λn (t1 + h̃1(t1))+

c̃µnv2(t1 + h̃2(t1))(2(u0 − µnyn)− µnv2(t1 + h̃2(t1)))+

o(|µnv2(t1 + h̃2(t1))|(2|u0 − µnyn|+ |µnv2(t1 + h̃2(t1)))|)),
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ãäå h̃1 è h̃2 óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (75).
Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî 1

µ > λ 1
µ2 . Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèÿ (79)

íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî

h̃1(t1)

t1
→ 0 è h̃2(t1)

t1
→ 0 ïðè n →∞. (88)

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé è èç (66), (45), (46) íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ:

µnv2(t1 + h̃2(t1)) ∼ ecv2

1

λn/2 , (89)

u0 − µnyn ∼
√

v0/c̃
1

λn/2 .

Èç âûáîðà e ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

2(u0 − µnyn)− µnv2(t1 + h̃2(t1)) ∼ −ce
1

λn/2 (90)

äëÿ íåêîòîðîãî ce > 0. Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ñ (66) è (89),
ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíîñòü

c̃µnv2(t1 + h̃2(t1))(2(u0 − µnyn)− µnv2(t1 + h̃2(t1))) ∼
− ecv2

1

λn/2ce
1

λn/2 ∼
C

λn , ãäå C < 0. (91)

Èç ñîîòíîøåíèé (87), (91) è âûáîðà t1 íåñëîæíî ñëåäóåò, ÷òî ãëàâíûì àñèìï-
òîòè÷åñêèì ÷ëåíîì âûðàæåíèÿ (85) ÿâëÿåòñÿ òðåòèé ÷ëåí, ýêâèâàëåíòíûé
C/λn. Ýòî äîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî χ(u(t1)) < 0. Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ è
íåðàâåíñòâà (86) ñëåäóåò, ÷òî íà ïðîìåæóòêå (t1, 0) íàéäåòñÿ òàêîå t, ÷òî
χ(u(t)) = 0.

Òåïåðü, êîãäà äîêàçàíî íàëè÷èå ïåðåñå÷åíèÿ óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ
òî÷êè A−n(v0 + xn, yn) è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè (0, 0), ìû äîêà-
æåì, ÷òî ýòî ïåðåñå÷åíèå òðàíñâåðñàëüíî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûå âåêòîðà äàííûõ êðèâûõ íå ïàðàëëåëüíû.

Êàñàòåëüíûé âåêòîð ê íåóñòîé÷èâîìó ìíîãîîáðàçèþ òî÷êè (0, 0) áûë íàé-
äåí ðàíåå � ñì. ôîðìóëó (58). Íàéäåì êàñàòåëüíûé âåêòîð ê óñòîé÷èâîìó
ìíîãîîáðàçèþ òî÷êè A−n(v0 + xn, yn). Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (81), ïî-
ëó÷èì ðàâåíñòâî

A−nu′(t) =

(
1
λ

n (1 + h̃1
′
(t))

µn(v2(1 + h̃2
′
(t)))

)
. (92)
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Òàêèì îáðàçîì, íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

1 + h̃1
′
(t)

λnµnv2(1 + h̃2
′
(t))

6= vu1

vu2

. (93)

Äîêàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n è ïðè t1 < t < 0 âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî

1 + h̃1
′
(t)

1 + h̃2
′
(t)

<

∣∣∣∣v2
vu1

vu2

µnλn

∣∣∣∣ . (94)

Äåéñòâèòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèÿ (82) ñëåäóåò, ÷òî |h̃1
′| = o(1) è |h̃2

′| = o(1).
Òàêèì îáðàçîì,

1 + h̃1
′
(t)

1 + h̃2
′
(t)

= 1 + o(1). (95)

Íàéäåì îöåíêó íà êîîðäèíàòó x òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèé. Èç (81)
ñëåäóåò, ÷òî

x =
1

λn (v0 + xn + t + h̃1(t)).

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ è îöåíîê (82) ñëåäóåò, ÷òî

x = v0/λ
n + o(1/λn).

Èñõîäÿ èç (66) è (63) çàïèøåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðàâîé ÷àñòè ñî-
îòíîøåíèÿ (94):

∣∣∣∣v2
vu1

vu2

λnµn

∣∣∣∣ ∼
∣∣∣v22

√
c̃xλnµn

∣∣∣ ∼
∣∣∣∣cv2

1

λn/22

√
c̃
v0

λnλnµn

∣∣∣∣ ∼ cuµ
n (96)

ïðè íåêîòîðîì cu.
Èç ñîîòíîøåíèé (95) è (96) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (94), ÷òî äîêàçûâàåò

òðàíñâåðñàëüíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèé. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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