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Àííîòàöèÿ

Ðàññìàòðèâàÿ çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ïðè îñëàáëåíèè ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé,
ìû ÷àñòî ñòàëêèâàåìñÿ ñî ñêà÷êîîáðàçíûì èçìåíåíèåì äîñòèãàåìîãî êà÷å-
ñòâà. Äàííîå êà÷åñòâî ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ â âèäå ýêñòðåìóìà, îáëàñòè äî-
ñòèæèìîñòè èëè íåêîòîðîãî àíàëîãà äàííîé îáëàñòè. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâà-
åòñÿ èãðîâîé âàðèàíò êîíêðåòíîé çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè àñèìïòîòè÷åñêîãî
õàðàêòåðà, âîçíèêàþùèìè ïðè îñëàáëåíèè ñòàíäàðòíûõ ìîìåíòíûõ îãðàíè-
÷åíèé. Èññëåäóåòñÿ àñèìïòîòèêà çíà÷åíèé ìàêñèìèíà ïðè îñëàáëåíèè ìî-
ìåíòíûõ îãðàíè÷åíèé è âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè ïî ðåçóëüòàòó.

1 Ñîäåðæàòåëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì îäèí êîíêðåòíûé ïðèìåð ïîñòàíîâêè çàäà÷è [1],[2]: íèæå èñ-
ñëåäóåì çàäà÷ó îá èãðîâîì âçàèìîäåéñòâèè äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ îãðà-

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò �09-01-00436-à) è ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ �Ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ�.
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íè÷åíèÿìè, âêëþ÷àþùèìè èìïóëüñíóþ è ìîìåíòíóþ ñîñòàâëÿþùèå. Îãðà-
íè÷åíèÿ ïîñëåäíåãî òèïà äîïóñêàþò (ñì. îáùèé ñëó÷àé â [1],[2]) îñëàáëåíèå,
÷òî ïîòåíöèàëüíî ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñêà÷êîîáðàçíîìó èçìåíåíèþ êà÷åñòâà.
Â [1],[2] è â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçâè-
âàåìûé â [3],[4],[5] è ñâÿçàííûé ñ ïîñòðîåíèåì ìíîæåñòâ ïðèòÿæåíèÿ. Â [1],[2]
ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî ìàêñèìèíó. Â ðàññìàòðèâà-
åìîì ïðèìåðå ýòè óñëîâèÿ íàðóøåíû, à òðåáóåìàÿ óñòîé÷èâîñòü èìååò ìåñòî
ïðè çàäàííîì íàáîðå ïàðàìåòðîâ. Èçìåíÿÿ ýòîò íàáîð, ìû ìîæåì, îäíàêî,
ïîëó÷èòü çàäà÷ó, â êîòîðîé íåò óïîìÿíóòîé óñòîé÷èâîñòè.

Èòàê, ðàññìîòðèì ìàòåðèàëüíûå òî÷êè

ẏ1 = y2, ẏ2 = a(t)u(t), ż1 = z2, ż2 = b(t)v(t) (1)

íà åäèíè÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0, 1]; ïîëàãàåì, ÷òî y1(0) = y2(0) =
z1(0) = z2(0) = 0; y1(1) = y0, z1(1) = z0. Çäåñü y0, z0� ôèêñèðîâàííûå
êîíñòàíòû. Ïðîãðàììíûå óïðàâëåíèÿ u = u(·) è v = v(·) ïîëàãàåì îïðå-
äåëåííûìè íà ¾ñòðåëêå¿ [0, 1[ , êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè, íåïðåðûâíûìè ñïðàâà
âåùåñòâåííîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè. Îãðàíè÷åíèÿ íà u è v âêëþ÷àþò ìîìåíò-
íóþ è èìïóëüñíóþ êîìïîíåíòû:∫ 1

0

(1− t)a(t)u(t) dt = y0,

∫ 1

0

(1− t)b(t)v(t) dt = z0; (2)

êðîìå òîãî, ∫ 1

0

|u(t)| dt 6 cU ,

∫ 1

0

|v(t)| dt 6 cV ,

ãäå cU è cV � ôèêñèðîâàííûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Òàêèì îáðà-
çîì, ðå÷ü èäåò îá óïðàâëåíèÿõ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ýíåðãîðåñóðñ. Ôóíê-
öèè a(·), b(·) äîïóñêàþò ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè è

íåïðåðûâíûìè ñïðàâà. Ðàññìîòðèì îáëàñòè äîñòèæèìîñòè G
(1)
∂ , G

(2)
∂ ñèñòå-

ìû (1) ïî ñêîðîñòíîé êîîðäèíàòå (òî åñòü ïî y2 è z2) â ïîñëåäíèé ìîìåíò
âðåìåíè t = 1 ïðè îñëàáëåíèè îãðàíè÷åíèé:

y1(1) ≈ y0, z1(1) ≈ z0.

Èíòåðåñåí âîïðîñ î òîì, êàê áóäåò ìåíÿòüñÿ îáëàñòü äîñòèæèìîñòè ïî îòíî-
øåíèþ ê G

(1)
∂ è G

(2)
∂ ïðè ¾ìàëûõ¿ âîçìóùåíèÿõ êîìïëåêñà óñëîâèé è áóäóò

ëè ñîîòâåòñòâóþùèå èçìåíåíèÿ îáëàñòè äîñòèæèìîñòè òàêæå ¾ìàëûìè¿? Â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìîæíî ãîâîðèòü îá óñòîé÷èâîñòè.
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Ê âîïðîñó îá óñòîé÷èâîñòè.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèîíàë

Φ(u, v) = f0

(∫ 1

0

a(t)u(t) dt,

∫ 1

0

b(t)v(t) dt

)
→ sup

v∈V
inf
u∈U

,

ãäå U è V� ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, îïðåäåëÿåìûõ îãðàíè÷åíè-
ÿìè çàäà÷è. Çäåñü ïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f0 îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà
R × R. Ïóñòü F� ìíîæåñòâî âñåõ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ, íåïðåðûâíûõ ñïðà-
âà âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà ïðîìåæóòêå [0, 1[. Ïîëàãàåì äàëåå, ÷òî
y0 = z0 = 0. Ïîëîæèì ïðè ýòîì, ÷òî

F(1)
∂ ,

{
u ∈ F |

(∫ 1

0

|u(t)| dt 6 cU

)
&

(∫ 1

0

(1− t)a(t)u(t) dt = 0

)}
,

F(2)
∂ ,

{
v ∈ F |

(∫ 1

0

|v(t)| dt 6 cV

)
&

(∫ 1

0

(1− t)b(t)v(t) dt = 0

)}
ñóòü íåïóñòûå (òàê êàê ñîäåðæàò íóëåâûå óïðàâëåíèÿ) ìíîæåñòâà äîïóñòè-
ìûõ óïðàâëåíèé â çàäà÷å ñ íóëåâûì êðàåâûì óñëîâèåì. Òîãäà

G
(1)
∂ ,

{∫ 1

0

a(t)u(t) dt : u ∈ F(1)
∂

}
,

G
(2)
∂ ,

{∫ 1

0

b(t)v(t) dt : v ∈ F(2)
∂

}
� îáëàñòè äîñòèæèìîñòè (ïî ñêîðîñòè) â ìîìåíò âðåìåíè t = 1. Ââåäåì ïðè
ε ∈]0,∞[ è δ ∈]0,∞[ ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:

F(ε)
∂,1 ,

{
u ∈ F :

∣∣∣∣∫ 1

0

(1− t)a(t)u(t) dt

∣∣∣∣ < ε

}
, (3)

F(δ)
∂,2 ,

{
v ∈ F :

∣∣∣∣∫ 1

0

(1− t)b(t)v(t) dt

∣∣∣∣ < δ

}
; (4)

äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáëàñòè äîñòèæèìîñòè (ïî ñêîðîñòè) ïðè îñëàá-
ëåíèè êðàåâîãî óñëîâèÿ íà êîîðäèíàòó (äëÿ îáîáùåííîé çàäà÷è).

G
(ε)
∂,1 ,

{∫ 1

0

a(t)u(t) dt : u ∈ F(ε)
∂,1

}
,

G
(δ)
∂,2 ,

{∫ 1

0

b(t)v(t) dt : v ∈ F(δ)
∂,2

}
.
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Ïóñòü (ñîãëàñíî ïîñòðîåíèÿì [4, c.42])

AS1 ,
⋂

ε∈]0,∞[

G
(ε)
∂,1, AS2 ,

⋂
δ∈]0,∞[

G
(δ)
∂,2

ñóòü ìíîæåñòâà ïðèòÿæåíèÿ, èãðàþùèå êàæäîå ðîëü àñèìïòîòè÷åñêîãî àíà-
ëîãà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè (â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè è çà-
ìêíóòîñòè äàííûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòàìè). Îòìåòèì, ÷òî ìíîæå-
ñòâà (3), (4) íåïóñòû ïðè âñÿêèõ ε > 0 è δ > 0. Ïîýòîìó îïðåäåëåíû ñëåäóþ-
ùèå ðåàëèçóåìûå çíà÷åíèÿ ìàêñèìèíà [6]:

V(ε, δ) = sup
z∈G(δ)

∂,2

inf
y∈G(ε)

∂,1

f0(y, z) ∈ R ∀ ε ∈]0,∞[ ∀ δ ∈]0,∞[.

Â [1],[2], [7] óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà V ∈ R, äëÿ êîòîðîãî ñïðà-
âåäëèâî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

∀æ ∈]0,∞[ ∃ ζ ∈]0,∞[: |V(ε, δ)− V| < æ ∀ ε ∈]0, ζ[ ∀ δ ∈]0, ζ[; (5)

áîëåå òîãî, êàê ïîêàçàíî â [1], [2], V ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèíîì â èãðîâîé çà-
äà÷å íà ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ îáîáùåííûõ ýëåìåíòîâ, ôîðìàëèçóåìûõ
â ïîäõîäÿùåì êëàññå êîíå÷íî-àääèòèâíûõ ìåð, óäîâëåòâîðÿþùèõ ¾òî÷íûì¿
ìîìåíòíûì îãðàíè÷åíèÿì. Êðîìå òîãî (ñì. [1], [2]), AS1 6= ∅, AS2 6= ∅, è ïðè
ýòîì [6]

V , max
z∈AS2

min
y∈AS1

f0(y, z)

(íàïîìíèì, ÷òî â îáîçíà÷åíèÿõ [1] AS1 = G(1)
U è AS2 = G(2)

V ).

Ïóñòü äàëåå a(t) ≡ 1, b(t) ≡ 1. Òîãäà (ñì. [8, (56)]) èìååì ðàâåíñòâà(
AS1 = G

(1)
∂

)
&
(
AS2 = G

(2)
∂

)
. (6)

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà AS1 è AS2 íåïóñòû, òî, êàê óæå îòìå÷àëîñü, G
(1)
∂ 6=

∅, G(2)
∂ 6= ∅ è F(1)

∂ 6= ∅, F(2)
∂ 6= ∅. Îïðåäåëÿåì ñ ó÷åòîì ýòîãî ¾îáû÷íûé¿

ìàêñèìèí

val , sup
v∈F(2)

∂

inf
u∈F(1)

∂

f0

(∫ 1

0

u(t) dt,

∫ 1

0

v(t) dt

)
= sup

z∈G(2)
∂

inf
y∈G(1)

∂

f0(y, z) ∈ R.

Óòâåðæäåíèå 1 Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî val = V, òî åñòü ìàêñèìèí â
êëàññå îáîáùåííûõ óïðàâëåíèé [1], [2] ðàâåí ìàêñèìèíó â êëàññå îáû÷íûõ
óïðàâëåíèé:

V = max
z∈AS2

min
y∈AS1

f0(y, z) = sup
z∈G(2)

∂

inf
y∈G(1)

∂

f0(y, z). (7)
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Ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (7) ñëåäóåò èç (6) è ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè ôóíê-
öèè f0. C ó÷åòîì Óòâåðæäåíèÿ 1 èìååì óñòîé÷èâîñòü ïî ìàêñèìèíó è, òàêèì
îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 2 Èìååò ìåñòî óñòîé÷èâîñòü ïî ìàêñèìèíó:

∀æ ∈]0,∞[ ∃ ζ ∈]0,∞[: |V(ε, δ)− val| < æ ∀ε ∈]0, ζ[ ∀δ ∈]0, ζ[. (8)

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåì êîìáèíàöèåé (5) è Óòâåðæäåíèÿ 1. Çàìåòèì, ÷òî â
[1],[2] ôàêòû, ñôîðìóëèðîâàííûå â Óòâåðæäåíèÿõ 1 è 2, áûëè óñòàíîâëåíû
ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ñòóïåí÷àòîñòè ôóíêöèé, ðîëü êîòîðûõ â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷å èãðàåò ôóíêöèÿ:

t 7→ 1− t : [0, 1[→ R.

Çäåñü, êàê âèäíî èç ïîñëåäíèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé, óïîìÿíóòîå óñëîâèå ñòó-
ïåí÷àòîñòè íàðóøåíî, à ôàêò, ïîäîáíûé òåîðåìå 1 è ñëåäñòâèþ 1 ðàáîòû [1],
ñïðàâåäëèâ (ñì. Óòâåðæäåíèÿ 1, 2). Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ïîëó÷åííîå çäåñü
ñâîéñòâî (àíàëîã óñòîé÷èâîñòè) ñïðàâåäëèâî ïðè êðàåâîì (ïî ñìûñëó) óñëî-
âèè (2) c íóëåâûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè. Åñëè æå çàìåíèòü (2) óñëîâèÿìè∫ 1

0

(1− t)u(t) dt = cU ,

∫ 1

0

(1− t)v(t) dt = cV (9)

(äîñòàòî÷íî çàìåíèòü â (2) îäíî èç óñëîâèé íà ñîîòâåòñòâóþùåå åìó â (9)),
òî óïîìÿíóòûå ïîëîæåíèÿ îá óñòîé÷èâîñòè íå áóäóò ñïðàâåäëèâû (ïðè ýòîì,
êñòàòè, áóäåò íàðóøåíî óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé îäíîãî
èç èãðîêîâ). Òàêèì îáðàçîì, êîìáèíèðóÿ êîíñòðóêöèè [1],[2],[8], óäàåòñÿ ïî-
ñòðîèòü ïðèìåð óñòîé÷èâîé ïî ìàêñèìèíó èãðîâîé çàäà÷è èìïóëüñíîãî ïðî-
ãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè, â êîòîðîé íå âûïîëíÿåòñÿ îá-
ùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè [1],[2], õîòÿ âàðèàöèÿ êðàåâûõ óñëîâèé
ìîæåò ïðèâåñòè ê ¾íåóñòîé÷èâîñòè¿ ñèòóàöèè.

2 Âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè â êëàññå íåîòðèöàòåëüíûõ
óïðàâëåíèé.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ïîñòðîåíèÿ [8, Ðàçäåë 2], àäàïòèðîâàííûå
äëÿ öåëåé ïîñëåäóþùåãî ïðèìåíåíèÿ ðàñøèðåíèÿ èãðîâîé çàäà÷è íà ìàêñè-
ìèí. Íèæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a(t) ≡ 1 è b(t) ≡ 1. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì,
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ïðèâåäåííûì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå ìíî-
æåñòâà. Ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé:

F(1) ,

{
u ∈ F+ |

∫ 1

0

u(t)dt 6 cU

}
; F(2) ,

{
v ∈ F+ |

∫ 1

0

v(t)dt 6 cV

}
, (10)

ãäå F+� ìíîæåñòâî âñåõ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ, íåïðåðûâíûõ ñïðàâà íåîòðè-
öàòåëüíûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà ïðîìåæóòêå [0, 1[. Ïóñòü 0 <
cU 6 cV . Èìååì òîãäà î÷åâèäíîå âëîæåíèå F(1) ⊂ F(2). Ðàññìîòðèì òàêæå
ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ñ ìîìåíòíûìè îãðàíè÷åíèÿìè, ïîëîæèâ
ïðè ýòîì y0 = z0 = a, ãäå a > 0. Íàëè÷èå çäåñü îáùåãî êðàåâîãî óñëîâèÿ
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îáÿçàòåëüíîå óñëîâèå âñòðå÷è ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê (ïî êîîðäèíàòå), ïðè÷åì òî÷êà âñòðå÷è çàäàåòñÿ, à âîïðîñ î ñîîòíîøå-
íèè ñêîðîñòåé â ìîìåíò âñòðå÷è áóäåò ðàññìîòðåí äàëåå. Óïîìÿíóòàÿ òî÷êà
âñòðå÷è íàçíà÷àåòñÿ äèðåêòèâíî, ÷òî ïîçâîëÿåò èãðîêàì ðàçäåëüíî ðåøàòü
âîïðîñ î äîïóñòèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé (åñëè áû
òî÷êà âñòðå÷è íå áûëà çàäàííîé, òî ïðèøëîñü áû îáñóæäàòü âîïðîñ î ñî-
áëþäåíèè êðàåâîãî óñëîâèÿ â èãðîâîé çàäà÷å ñ çàâèñèìûìè ïðîãðàììíûìè
ñòðàòåãèÿìè). Ïîëàãàåì

F(1)
∂ [a] ,

{
u ∈ F(1) |

∫ 1

0

(1− t)u(t)dt = a

}
;

F(2)
∂ [a] ,

{
v ∈ F(2) |

∫ 1

0

(1− t)v(t)dt = a

}
.

Äëÿ äàííûõ ìíîæåñòâ ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

F(1)
∂ [a] ⊂ F(2)

∂ [a], (11)

òàê êàê F(1) ⊂ F(2). Òàêæå ïðè ε > 0 è δ > 0 áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâà
äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ñ îñëàáëåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè

F(ε)
∂, 1[a] ,

{
u ∈ F(1) |

∣∣∣∫ 1

0 (1− t)u(t)dt− a
∣∣∣ < ε

}
;

F(δ)
∂, 2[a] ,

{
v ∈ F(2) |

∣∣∣∫ 1

0 (1− t)v(t)dt− a
∣∣∣ < δ

}
.

(12)

Òîãäà, â ÷àñòíîñòè,
F(ξ)
∂, 1[a] ⊂ F(ξ)

∂, 2[a] ∀ ξ ∈]0,∞[.

Îáëàñòè äîñòèæèìîñòè ïî ñêîðîñòè ïðè òî÷íîì ñîáëþäåíèè îãðàíè÷åíèé
èìåþò âèä:

G
(1)
∂ [a] ,

{∫ 1

0

u(t)dt : u ∈ F(1)
∂ [a]

}
; G

(2)
∂ [a] ,

{∫ 1

0

v(t)dt : v ∈ F(2)
∂ [a]

}
.
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Îáëàñòè äîñòèæèìîñòè ïî ñêîðîñòè ïðè îñëàáëåíèè êðàåâîãî óñëîâèÿ íà êî-
îðäèíàòó îïðåäåëÿþòñÿ (ïðè ε > 0 è δ > 0) âûðàæåíèÿìè:

G
(ε)
∂,1[a] ,

{∫ 1

0

u(t)dt : u ∈ F(ε)
∂,1[a]

}
; G

(δ)
∂, 2[a] ,

{∫ 1

0

v(t)dt : v ∈ F(δ)
∂,2[a]

}
.

(13)
Ñîãëàñíî ïîñòðîåíèÿì [4, c.42], ââåäåì ìíîæåñòâà ïðèòÿæåíèÿ è ïîëàãàåì â
äàëüíåéøåì

AS1 ,
⋂

ε∈]0,∞[

G
(ε)
∂,1[a], AS2 ,

⋂
δ∈]0,∞[

G
(δ)
∂,2[a].

Åñëè a = 0, òî AS1 6= G
(1)
∂ [a] è AS2 6= G

(2)
∂ [a]. Äåéñòâèòåëüíî, G

(1)
∂ [0] =

G
(2)
∂ [0] = {0}, â òî âðåìÿ êàê [8, (33)] cU ∈ AS1 è cV ∈ AS2. Ëåãêî âèäåòü,

÷òî çàäà÷à î ïîñòðîåíèè îáëàñòè äîñòèæèìîñòè íå îáëàäàåò çäåñü (ïðè a = 0)
óñòîé÷èâîñòüþ ïðè îñëàáëåíèè îãðàíè÷åíèé íà êîîðäèíàòó. Çàìåòèì, ÷òî (ñì.

[2], [7], [8]) ïðè a = cU âûïîëíåíû óñëîâèÿ F(1)
∂ [a] = ∅ èG

(1)
∂ [a] = ∅, â òî âðåìÿ

êàê a = cU ∈ AS1 (ñì. [8, (15)]). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èìååì ïðè a = cV
ñâîéñòâà: G

(2)
∂ [a] = ∅ è a ∈ AS2. Â óïîìÿíóòûõ ñëó÷àÿõ íóæíàÿ óñòîé÷èâîñòü

îòñóòñòâóåò.

Ïðîàíàëèçèðóåì âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè èñõîäíîé çàäà÷è ïðè íåíóëåâûõ
çíà÷åíèÿõ y0 = z0 = a â êëàññå íåîòðèöàòåëüíûõ óïðàâëåíèé. Íàïîìíèì,
÷òî u(t) > 0 è v(t) > 0 ïðè t ∈ [0, 1[. Ïîëàãàåì â äàëüíåéøåì, ÷òî 0 < a <

cU . Îòìåòèì ñïðàâåäëèâîñòü âêëþ÷åíèÿ G
(1)
∂ [a] ⊂ G

(2)
∂ [a] (ñì. [8, (5)] è óæå

óïîìÿíóòîå âêëþ÷åíèå (11)). Çàìåòèì, ÷òî(
G

(1)
∂ [a] ⊂ [0, cU ]

)
&
(
G

(2)
∂ [a] ⊂ [0, cV ]

)
.

Åñëè a > cU , òî F(1)
∂ [a] = ∅. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îáå çàäà÷è î ïîñòðîåíèè

îáëàñòè äîñòèæèìîñòè äëÿ ïåðâîãî èãðîêà (ïðè òî÷íîì ñîáëþäåíèè îãðàíè-

÷åíèé è ïðè îñëàáëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ) íåñîâìåñòíû. Òàêæå G
(1)
∂ [a] = ∅ è,

êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå AS1 = ∅ (ñì. [8, (34)]).

Åñëè æå a > cV , òî G
(2)
∂ [a] = ∅ è, ñîîòâåòñòâåííî, AS2 = ∅. Äëÿ äàëü-

íåéøèõ ðàññóæäåíèé îòìåòèì î÷åâèäíûå âëîæåíèÿ:

G
(1)
∂ [a] ⊂ G

(1)
∂ [a] ⊂ [0, cU ]; G

(2)
∂ [a] ⊂ G

(2)
∂ [a] ⊂ [0, cV ].

Íàïîìíèì, ÷òî [8, (16)] cU ∈ G
(1)
∂ è cV ∈ G

(2)
∂ . Â ýòîé ñâÿçè ðàññìîòðèì,

â öåëÿõ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ, êîíñòðóêöèþ ñïåöèàëüíûõ äâóõèìïóëüñíûõ
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óïðàâëåíèé â F(1)
∂ [a], F(2)

∂ [a], ñëåäóÿ ïîñòðîåíèþ [8]. Áåðåì ε ∈]0, cU [. Òî-
ãäà cU −ε ∈ ]0,∞[ è ε

2 ∈]0,∞[. Âûáåðåì ëþáîå ÷èñëî k0 ∈
]
0, inf

({
ε
2 ; cU−ε2

})]
.

Î÷åâèäíî, ÷òî k0 > 0 è ïðè ýòîì(
k0 <

ε

2

)
&

(
k0 6

cU − ε
2

)
. (14)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ÷èñëî

æ1 = 2− 2(ε− k0)
ε

=
2k0
ε
. (15)

Èç (14) è (15) ñëåäóåò, ÷òî æ1 6 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 0 < k0 6 ε
2 , òàê êàê

ε ∈]0, cU [. Ïîýòîìó ε− k0 < ε è, ñëåäîâàòåëüíî,

2(ε− k0)
2

< 2 =
2

ε
· ε.

Â èòîãå (ñì. (15))

æ1 = 2− 2(ε− k0)
ε

> 2− 2 = 0.

Ïîñêîëüêó æ1 6 1, ïîëó÷àåì, ÷òî

æ1 ∈]0, 1]. (16)

Êðîìå òîãî, ðàññìîòðèì ÷èñëî

æ2 =
2k0

cU − ε
. (17)

Î÷åâèäíî, ÷òî æ2 > 0. Èç (14) è (17) ïîëó÷àåì, ÷òî

æ2 6
2

cU − ε
· cU − ε

2
= 1.

Ïîýòîìó æ2 ∈]0, 1]. Ñ ó÷åòîì (16) èìååì òåïåðü

(æ1 ∈]0, 1]) & (æ2 ∈]0, 1]). (18)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ u(1) : I → [0,∞) ïðàâèëîì:

u(1)(t) =

{
ε

æ1
, åñëè t ∈ [0,æ1[;

0, åñëè t ∈ [æ1, 1[.

Êðîìå òîãî, (ñì. (18)) îïðåäåëèì ôóíêöèþ u(2) : I →]0,∞] ïðàâèëîì:

u(2)(t) =

{
0, åñëè t ∈ [0, 1− æ2[;
cU−ε
æ2

, åñëè t ∈ [1− æ2, 1[.
(19)
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Ôóíêöèè u(1)(t) è u(2)(t) êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå è íåïðåðûâíûå ñïðàâà. Ïî-
ýòîìó

u(1)(t) + u(2)(t) : I → [0,∞[

(îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîòî÷å÷íî) òàêæå êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ è
íåïðåðûâíàÿ ñïðàâà ôóíêöèÿ, ïðè÷åì∫ 1

0

(
u(1) + u(2)

)
(t) dt =

∫ 1

0

u(1)(t) dt+

∫ 1

0

u(2)(t) dt =

∫ æ1

0

u(1)(t) dt+

+

∫ 1

1−æ2

u(2)(t) dt =
ε

æ1
· æ1 +

cU − ε
æ2

· æ2 = cU . (20)

Òàêèì îáðàçîì, u(1)(t) + u(2)(t) ∈ F(1)
∂ . Äàëåå â ñèëó (18) è (19) èìååì∫ 1

0

(1− t)
(
u(1) + u(2)

)
(t) dt =

∫ 1

0

(1− t)u(1)(t) dt+

∫ 1

0

(1− t)u(2)(t) dt =

=
ε

æ1

∫ æ1

0

(1− t) dt+
cU − ε

æ2

∫ 1

1−æ2

(1− t)dt =
ε

æ1

(
t− t2

2

)∣∣∣∣æ1

0

+

+
cU − ε

æ2

(
t− t2

2

)∣∣∣∣1
1−æ2

=

=
ε

æ1

(
2æ1 − æ2

1

2

)
+
cU − ε

æ2

(
1

2
− 2(1− æ2)− (1− æ2)

2

2

)
=
ε

2
(2− æ1)+

+
cU − ε

2æ2
(1− (1− æ2)(2− 1 + æ2)) =

ε

2
(2− æ1) +

cU − ε
2æ2

(æ2
2) =

=
ε

2

(
2− 2k0

ε

)
+
cU − ε

2
· 2k0
cU − ε

= ε− k0 + k0 = ε. (21)

Ñëåäîâàòåëüíî,
u(1)(t) + u(2)(t) ∈ F(ε)

∂,1.

Èç (21) è îïðåäåëåíèÿ G
(ε)
∂,1[a] (ñì. (13)) âûòåêàåò,

÷òî
∫ 1

0

(
u(1) + u(2)

)
(t) dt ∈ G

(ε)
∂,1[a]. Ïîýòîìó cU ∈ G

(ε)
∂,1[a] è ëåãêî çàìåòèòü,

÷òî
G

(1)
∂ [a] ⊂ G

(ε)
∂,1[a] ∀ε ∈]0,∞[.

Ó÷èòûâàÿ âëîæåíèå F(1)
∂ [a] ⊂ F(ε)

∂,1[a] ∀ε ∈]0,∞[, ïîëó÷àåì, ÷òî G
(1)
∂ [a] ⊂ AS1.

Òàêèì îáðàçîì [8, (33)],
cU ∈ AS1. (22)
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Íà ñîäåðæàòåëüíîì óðîâíå (22) îçíà÷àåò òîò ôàêò, ÷òî çíà÷åíèå cU ðåàëèçó-
åìî â êëàññå (îáû÷íûõ) óïðàâëåíèé ñ ëþáîé íàïåðåä âûáðàííîé òî÷íîñòüþ
(ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì óæåñòî÷åíèè îñëàáëåííûõ ìîìåíòíûõ îãðàíè÷åíèé).

Â ñàìîì äåëå, äëÿ u ∈ F(1)
∂ [a]∫ 1

0

u(t) dt 6 cU . (23)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà F(ε)
∂,1[a], ãäå ε ∈]0,∞[ äëÿ u ∈ F(ε)

∂,1[a]
(23) òàêæå áóäåò ñïðàâåäëèâî. Ñ ó÷åòîì (13) ïîëó÷àåì òàêèì îáðàçîì, ÷òî

G
(ε)
∂,1[a] ⊂ [0, cU ] è, êàê ñëåäñòâèå, G

(ε)
∂,1[a] ⊂ [0, cU ]. Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. [8,

(34)]),
AS1 ⊂ [0, cU ]. (24)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî

(cV ∈ AS2) & (AS2 ⊂ [0, cV ]).

Èç (22) è (24) (ñì. òàêæå [8, (35)]) âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ:

åñëè a ∈]0, cU [, òî ÷èñëî cU ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé òî÷êîé êàæäîãî èç

ñëåäóþùèõ äâóõ ìíîæåñòâ: (1) G
(1)
∂ [a] è (2) AS1.

Èíûìè ñëîâàìè, ïðè a ∈]0, cU [ èìååì ðàâåíñòâî:

max
ν∈G(1)

∂ [a]

ν = max
ν∈AS1

ν.

Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2 ðàáîòû [8] ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî:

cU = max
ν∈G(1)

∂ [a]

ν = max
ν∈AS1

ν. (25)

Ñâîéñòâî (25) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íåêîòîðóþ óñòîé÷èâîñòü ïî ðå-
çóëüòàòó ïðè îñëàáëåíèè êðàåâîãî óñëîâèÿ. Ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ
a ∈]0, cU [.

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

åñëè a ∈]0, cV [, òî ÷èñëî cV ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé òî÷êîé êàæäîãî èç

ñëåäóþùèõ äâóõ ìíîæåñòâ: (1) G
(2)
∂ [a] è (2) AS2.
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3 Àñèìïòîòèêà ìàêñèìèíà

Íàïîìíèì, ÷òî a ∈]0, cU [ è ïðè ýòîì cU 6 cV . Ðàññìàòðèâàåì äàëåå ðå-
ñóðñíûå îãðàíè÷åíèÿ íà âûáîð u ∈ F+, v ∈ F+.∫ 1

0

u(t)dt 6 cU ;

∫ 1

0

v(t)dt 6 cV .

Â ýòèõ òåðìèíàõ êîíñòðóèðóþòñÿ (ñì. (10)) ìíîæåñòâà F(1) è F(2). Êðàåâûå
óñëîâèÿ äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ òàêîâû, ÷òî∫ 1

0

(1− t)u(t)dt = a;

∫ 1

0

(1− t)v(t)dt = a;

çäåñü u ∈ F(1), v ∈ F(2). Ïåðâûé èãðîê ñòðåìèòñÿ âûðîâíÿòü ñêîðîñòè â ìî-
ìåíò âñòðå÷è, à öåëü âòîðîãî èãðîêà ïðîòèâîïîëîæíà. Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë
óïîìÿíóòûõ óñëîâèé ñîñòîèò â îñóùåñòâëåíèè âñòðå÷è ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê
ïî êîîðäèíàòå â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè (òî÷êà âñòðå÷è òàêæå çàäàíà). Â
êà÷åñòâå f0 (ñì. Ðàçäåë 1) âîçüìåì ôóíêöèþ f0(x, y) = |x − y|. Îïðåäåëèì
çíà÷åíèå

sup
y∈G(2)

∂ [a]

inf
x∈G(1)

∂ [a]

f0(x, y)

(íàïîìíèì, ÷òî â Ðàçäåëå 2 óêàçàíî, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ êàæäîãî èç îáúåêòîâ
îáðàçóþò ñîâìåñòíóþ ñèñòåìó).

Óòâåðæäåíèå 3 Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

sup
y∈G(2)

∂ [a]

inf
x∈G(1)

∂ [a]

f0(x, y) = cV − cU .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ G
(2)
∂ [a]. Ðàññìîòðèì çíà÷åíèå inf

x∈G(1)
∂ [a]

f0(x, y).

Ïîëîæèì ê ðàññìîòðåíèþ ñëåäóþùèå ñëó÷àè: y > cU è y < cU .

1) Åñëè y > cU , òî äëÿ âñåõ x ∈ G(1)
∂ [a] ñïðàâåäëèâî f0(x, y) = y − x, òàê êàê

y − x > cU − x > 0. Ñëåäîâàòåëüíî

inf
x∈G(1)

∂ [a]

f0(x, y) = y − cU 6 cV − cU .

2) Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî y < cU , òî åñòü 0 6 y < cU . Ïðè ýòîì y =
∫ 1

0 v(t) dt,

ãäå v ∈ F(2)
∂ [a], à çíà÷èò (ñì. [8, (4)])∫ 1

0

v(t) dt < cU
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è y ∈ G(1)
∂ [a]. Ïîñêîëüêó v ∈ F(1) è v ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì ïî

îãðàíè÷åíèÿì ∫ 1

0

(1− t)v(t) dt = a,

òî v ∈ F(1)
∂ [a], îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî y ∈ G

(1)
∂ [a]. Òàê êàê ìîæíî âûáðàòü x ∈

G
(1)
∂ [a] òàêèì, ÷òî x = y, èìååì

inf
x∈G(1)

∂ [a]

f0(x, y) = 0 6 cV − cU .

Ñðàâíèâàÿ 1) è 2), ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî âî âñåõ
âîçìîæíûõ ñëó÷àÿõ. Ïîñêîëüêó âûáîð y áûë ïðîèçâîëüíûì, èìååì, ÷òî

sup
y∈G(2)

∂ [a]

inf
x∈G(1)

∂ [a]

f0(x, y) 6 cV − cU .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, cV ∈ G(2)
∂ [a], à ïîòîìó

sup
y∈G(2)

∂ [a]

inf
x∈G(1)

∂ [a]

f0(x, y) > inf
x∈G(1)

∂ [a]

f0(x, cV ) = inf
x∈G(1)

∂ [a]

| cV −x| = inf
x∈G(1)

∂ [a]

(cV −x) =

= cV − cU .
Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî íåðàâåíñòâî

sup
y∈G(2)

∂ [a]

inf
x∈G(1)

∂ [a]

f0(x, y) > cV − cU ,

èç ÷åãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î ñïðàâåäëèâîñòè òðåáóåìîãî ðàâåíñòâà. �

Îòìåòèì âëîæåíèå
AS1 ⊂ AS2.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü y ∈ AS1, òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâ-
ëåíèé [3, c.38] (uk(·))k∈N (çäåñü è íèæå N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë),
òàêàÿ, ÷òî

1) ∀ ε > 0 ∃ kε ∈ N :
∣∣∣∫ 1

0 (1− t)uk(t)dt− a
∣∣∣ < ε ∀ k > kε (ñì. (12), [3, c.38]) è

2)
(∫ 1

0 uk(t) dt
)∞
k=1
→ y.

Èç 1) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ε > 0 uk(·) ∈ F(ε)
∂,1[a] ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà. Òîãäà,

â ÷àñòíîñòè, ïðè δ > 0 uk(·) ∈ F(δ)
∂,2[a] ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà. Ñ ó÷åòîì 2)

ïîëó÷àåì [3, c.38], ÷òî y ∈ AS2.
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Óòâåðæäåíèå 4 Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

max
y∈AS2

min
x∈AS1

f0(x, y) = cV − cU .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ AS2. Èìååò ñìûñë âûäåëèòü ñëåäóþùèå äâà
ñëó÷àÿ: y > cU è y < cU .
1) Åñëè y > cU , òî äëÿ âñåõ x ∈ AS1 èìååì |x − y| = y − x (ïîñêîëüêó
AS1 ⊂ [0, cU ]). Cïðàâåäëèâà öåïî÷êà ðàññóæäåíèé:

min
x∈AS1

f0(x, y) = min
x∈AS1

|x− y| = min
x∈AS1

(y − x) 6 y − cU 6 cV − cU .

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ñâîéñòâî (22).
2) Ïóñòü òåïåðü y ∈ AS2 è y < cU . Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.3.1 ðàáîòû
[3] ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (vk(·))∞k=1 â F(2), äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû
óñëîâèÿ

a) ∀ δ > 0 ∃mδ ∈ N :
∣∣∣∫ 1

0 (1− t)vk(t)dt− a
∣∣∣ < δ ∀ k > mδ;

b)
(∫ 1

0 vk(t)dt
)∞
k=1
→ y.

Ïîñêîëüêó y < cU , òî ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà∫ 1

0

vk(t) dt < cU .

Ïîýòîìó (ñì. (10)) ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî: c) ñóùåñòâóåò n∗ ∈ N : vk(·) ∈
F(1) ∀ k > n∗.

Çàôèêñèðóåì u0(·) ∈ F(1) è ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèé
(ũk(·))∞k=1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ũk(·) =

{
u0(·), åñëè k 6 n∗

vk(·), åñëè k > n∗.
(26)

Îáúåäèíÿÿ óñëîâèÿ a), c) è (26), èìååì

∀ ε > 0 ∃ s ∈ N ∀k > s

∣∣∣∣∫ 1

0

(1− t)ũk(t)dt− a
∣∣∣∣ < ε,

è, êðîìå òîãî, ñîãëàñíî b) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå(∫ 1

0

ũk(t) dt

)∞
k=1

→ y.

Ìû ïîêàçàëè, òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ũk(·))∞k=1

èç F(1), òàêàÿ, ÷òî
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a′) ∀ε > 0 ∃nε ∈ N :
∣∣∣∫ 1

0 (1− t)uk(t)dt− a
∣∣∣ < ε ∀k > nε;

b′)
(∫ 1

0 uk(t)dt
)∞
k=1
→ y.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî y ∈ AS1 (ñì. [3, c.38]). Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè

0 6 min
x∈AS1

|x− y| 6 |y − y| = 0 6 cV − cU .

Èòàê, äëÿ âñÿêîãî y ∈ AS2 èìååò ìåñòî min
x∈AS1

f0(x, y) 6 cV − cU . Ïîýòîìó

max
y∈AS2

min
x∈AS1

f0(x, y) 6 cV − cU .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû (íàïîìíèì, ÷òî AS1 ⊂ [0, cU ] ⊂ [0, cV ]), ïîñêîëüêó cV ∈
AS2,

max
y∈AS2

min
x∈AS1

f0(x, y) > min
x∈AS1

| cV − x| = min
x∈AS1

(cV − x) > cV − cU .

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ âûòåêàåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. �

Óòâåðæäåíèå 5 Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

max
y∈AS2

min
x∈AS1

f0(x, y) = sup
y∈G(2)

∂ [a]

inf
x∈G(1)

∂ [a]

f0(x, y).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç Óòâåðæäåíèé 3 è 4. Íà ñîäåðæàòåëüíîì óðîâíå
Óòâåðæäåíèå 5 ãîâîðèò îá óñòîé÷èâîñòè ïî ìàêñèìèíó çàäà÷è (1), (2).

Â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ çà÷àñòóþ îòñóòñòâóåò ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè ïðè
âîçìóùåíèè ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé. Ââèäó ñîîáðàæåíèé ïðàêòè÷åñêîãî õàðàê-
òåðà, îáóñëîâëåííûõ òàêèìè ñèòóàöèÿìè, âîïðîñó íåóñòîé÷èâîñòè ïðè îñëàá-
ëåíèè îãðàíè÷åíèé ïîñâÿùåíû ìíîãèå èññëåäîâàíèÿ (ñì., íàïðèìåð,[3],[4],
[9],[10]). Âàæíóþ ðîëü â èññëåäîâàíèÿõ òàêîãî õàðàêòåðà èãðàþò ðàñøèðåíèÿ
èñõîäíîé çàäà÷è, ðåàëèçóåìûå â òîì èëè èíîì êëàññå ìåð, èãðàþùèõ ðîëü
îáîáùåííûõ óïðàâëåíèé. Îòìåòèì îðèãèíàëüíûé ïîäõîä Í.Í. Êðàñîâñêî-
ãî [11] ê ïîñòðîåíèþ îáîáùåííûõ çàäà÷ èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ, ñâÿçàííûé
ñ ïðèìåíåíèåì àïïàðàòà îáîáùåííûõ ôóíêöèé, êîòîðûé ïîñëóæèë îñíîâîé
ìíîãèõ ðàáîò ïî òåîðèè èìïóëüñíûõ ñèñòåì [12],[13]. Îáîáùåííûå ýëåìåíòû,
ôîðìàëèçóåìûå êàê óïðàâëåíèÿ-ìåðû, èñïîëüçîâàëèñü â òåîðèè äèôôåðåí-
öèàëüíûõ èãð [4],[5],[8]. Ýëåìåíòû òåîðèè ðàñøèðåíèé íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â
èãðîâûõ çàäà÷àõ ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ [9],[14]. Îòìåòèì, ÷òî ÿâëåíèÿ,
èìåþùèå îáúåêòèâíî ñìûñë íåóñòîé÷èâîñòè ïðè îñëàáëåíèè îãðàíè÷åíèé,
âîçíèêàþò è â äðóãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè; â ÷àñòíîñòè, ýòî èìååò ìåñòî
â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [15],[16].
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