
dx
dt6

�-

?

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
È

ÏÐÎÖÅÑÑÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
N 4, 2009

Ýëåêòðîííûé æóðíàë,
ðåã. N Ï2375 îò 07.03.97

ISSN 1817-2172

http://www.neva.ru/journal
http://www.math.spbu.ru/di�journal/

e-mail: jodi�@mail.ru

Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ðàâíîâåñèé è öèêëîâ
äèñêðåòíûõ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Áàøêèðöåâà È.À.

Ðîññèÿ, 620083, Åêàòåðèíáóðã, ïð. Ëåíèíà, ä. 51,
Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
Ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé ôàêóëüòåò

äîöåíò,êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê
email: irina.bashkirtseva@usu.ru

Ðÿøêî Ë.Á.

Ðîññèÿ, 620083, Åêàòåðèíáóðã, ïð. Ëåíèíà, ä. 51,
Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
Ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé ôàêóëüòåò
ïðîôåññîð, äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê

email: lev.ryashko@usu.ru
Öâåòêîâ È.Í.

Ðîññèÿ, 620083, Åêàòåðèíáóðã, ïð. Ëåíèíà, ä. 51,
Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
Ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé ôàêóëüòåò

àñïèðàíò
email: itsvet@e1.ru

Àííîòàöèÿ

Äëÿ ðåãóëÿðíûõ àòòðàêòîðîâ (ðàâíîâåñèé è öèêëîâ) ìíîãîìåðíûõ äèñ-
êðåòíûõ ñèñòåì èññëåäóåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê ñëó÷àéíûì âîçìóùåíèÿì.
Àíàëèç ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
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ñèñòåì ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ââîäèòüñÿ êîíñòðóêöèÿ ôóíêöèè ñòîõàñòè÷å-
ñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè. Ïðè ïîìîùè ýòîé ôóíêöèè àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñòà-
öèîíàðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé ñòîõàñòè÷åñêîãî
àòòðàêòîðà. Äåìîíñòðèðóåòñÿ ñîîòâåòñòâèå òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ñ äàí-
íûìè ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ ñèñòåìû Ýíî. Âûÿâëåíà çàêîíîìåðíîñòü
ðîñòà ÷óâñòâèòåëüíîñòè öèêëîâ ñèñòåìû ïðè ïåðåõîäå ê õàîñó ÷åðåç êàñêàäû
áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà.

Ââåäåíèå

Â ëèòåðàòóðå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ óòâåðæäåíèå îá àíàëîãèè ìåæäó ïåðå-
õîäàìè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îò äâèæåíèé îäíîãî òèïà ê äâèæåíèÿì äðóãîãî
òèïà (íàïðèìåð, îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ê ïåðèîäè÷åñêîìó äâèæåíèþ) è èç-
âåñòíûìè â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå ôàçîâûìè ïåðåõîäàìè âòîðîãî ðîäà [1, 2].
Èäåÿ òàêîé àíàëîãèè âåäåò ñâîå íà÷àëî îò ðàáîòû Ã. Õàêåíà [3] è â äàëüíåé-
øåì ðàçâèòà Þ. Ë. Êëèìîíòîâè÷åì [4]. Ýòà àíàëîãèÿ îêàçàëàñü âåñüìà ïî-
ëåçíîé, òàê êàê ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ìåòîäû òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ,
íàïðèìåð ìåòîäû ñêýéëèíãà è ðåíîðìàëèçàöèîííîé ãðóïïû [5]�[7].

Ðåãóëÿðíûå àòòðàêòîðû (ðàâíîâåñèÿ è öèêëû) äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,
çàäàâàåìûõ äåòåðìèíèðîâàííûìè äèñêðåòíûìè îòîáðàæåíèÿìè, ÿâëÿþòñÿ
êëàññè÷åñêèìè è íàèáîëåå èçó÷åííûìè îáúåêòàìè ñîâðåìåííîé òåîðèè óñòîé-
÷èâîñòè [8]. Ïðåæäå âñåãî ñëåäóåò îòìåòèòü èññëåäîâàíèÿ ïåðåõîäîâ îò ïîðÿä-
êà ê õàîñó ÷åðåç ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà â ñîîò-
âåòñòâèè ñ çàêîíîì Ôåéãåíáàóìà [9]�[14]. Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ
îðáèò äàííûõ ñèñòåì è îöåíêè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ
[15]�[18].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé ïðèâëåêàåò èçó÷åíèå ðåàê-
öèé òàêèõ ñèñòåì íà âíåøíèå àääèòèâíûå è âíóòðåííèå ïàðàìåòðè÷åñêèå ñëó-
÷àéíûå âîçìóùåíèÿ. Áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò ïîñâÿùåíî èññëåäîâàíèþ êàê ïå-
ðåõîäíûõ ïðîöåññîâ òàê è óñòàíîâèâøèõñÿ ðåæèìîâ - ñòîõàñòè÷åñêèõ àòòðàê-
òîðîâ [19]�[21]. Â ðàáîòàõ [22]�[26] ïîêàçàíî âëèÿíèå âíåøíèõ âîçìóùåíèé íà
ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà, è íà èíòåíñèâíîñòü ñïëîøíîãî ñïåêòðà öèêëà. Àíàëèçó
ñêåéëèíãà â öåïè óäâîåíèÿ ïåðèîäà öèêëîâ, ïðè ïåðåõîäå ê õàîñó, äëÿ ñòîõà-
ñòè÷åñêè âîçìóùåííûõ äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïîñâÿùåíû ðàáîòû
[27]�[29].

Ïîëíîå âåðîÿòíîñòíîå îïèñàíèå ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû òðåáóåò
ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Èçìåíåíèå âåðîÿòíîñòíîãî
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ðàñïðåäåëåíèÿ âî âðåìåíè çàäàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì äèñêðåòíûì ôóíêöèî-
íàëüíûì óðàâíåíèåì, ðåøåíèå êîòîðîãî äàæå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ñâÿçàíî ñ
áîëüøèìè ñëîæíîñòÿìè. Çäåñü, íàðÿäó ñ èçâåñòíûìè ïðîáëåìàìè ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â çíàíèè çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ äåéñòâó-
þùèõ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé. Òàêàÿ ïîäðîáíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ èíôîðìàöèÿ
êàê ïðàâèëî íåäîñòóïíà. Äëÿ ñëó÷àÿ ìàëûõ øóìîâ, êîãäà ñëó÷àéíûå ñîñòîÿ-
íèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ ëîêàëèçóþòñÿ âáëèçè ñîîòâåòñòâóþùèõ äå-
òåðìèíèðîâàííûõ, îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíî âîçìóùåííûõ òðàåêòîðèé îò íåâîç-
ìóùåííûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ðåøåíèé ìîæíî îïèñàòü ëèíåéíûìè ïðèáëè-
æåíèÿìè. Äëÿ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, çàäàâàåìûõ ñòîõàñòè÷åñêèìè
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, òàêîé ïîäõîä ðåàëèçîâàí íà îñíîâå òåî-
ðèè êâàçèïîòåíöèàëà ñ ïîñëåäóþùåé àïïðîêñèìàöèåé ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè
ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè [30]�[32].

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàñïðîñòðàíåíèþ àíàëîãè÷íîãî ïîäõîäà íà äèñ-
êðåòíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû.

Â ï.1 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðàâíîâåñèÿ.
Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàòðèöåé, äëÿ íàõîæäå-
íèÿ êîòîðîé ïîëó÷åíî óðàâíåíèå. Äåòàëüíî ðàññìîòðåí ñêàëÿðíûé è äâóìåð-
íûé ñëó÷àé. Â ï.2 èññëåäóåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ñòîõàñòè÷åñêè âîçìóùåííî-
ãî öèêëà. Â äàííîì ñëó÷àå ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ
ìàòðè÷íîé ôóíêöèåé, çàäàííîé íà ýëåìåíòàõ öèêëà. Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ ñòî-
õàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè, ñòðîèòñÿ ïðèáëèæåíèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî öèêëà. Â ï.3 âîçìîæíîñòè ìåòîäà ôóíêöèé ñòîõàñòè÷å-
ñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè äåìîíñòðèðóþòñÿ íà ïðèìåðå àíàëèçà ñòîõàñòè÷åñêèõ
àòòðàêòîðîâ äâóìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ Ýíî. Äåòàëüíî èññëåäîâàíà ñòîõàñòè-
÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ðàâíîâåñèé è öèêëîâ â çîíàõ ñòðóêòóðíîé óñòîé÷è-
âîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò ïîðÿäêà ê õàîñó â öåïè áèôóðêàöèé
óäâîåíèÿ ïåðèîäà ïîêàçàòåëü ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðàñòåò êàê
ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ.

1. Ñòîõàñòè÷åñêîå ðàâíîâåñèå

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
xt+1 = f(xt), (1)

ãäå x � n-âåêòîð, f(x) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ðàâíîâåñèå xt ≡ x ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâûì.

Ïóñòü xεt � ðåøåíèå (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

xε0 = x+ εv0, (2)
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ãäå ε � ñêàëÿð, v0 � n-âåêòîð. Ïðîèçâåäåíèå z0 = εv0 çàäàåò ìàëîå íà÷àëüíîå
îòêëîíåíèå îò ðàâíîâåñèÿ x â íàïðàâëåíèè v0. Ðàññìîòðèì îòêëîíåíèÿ zεt =
xεt − x ñîñòîÿíèé xεt ñèñòåìû (1) îò ðàâíîâåñèÿ x â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû
âðåìåíè è îòíîøåíèå

vεt =
zεt
ε

=
xεt − x
ε

.

Ïðè ìàëûõ ε ÷óâñòâèòåëüíîñòü ðàâíîâåñèÿ x ñèñòåìû (1) ê âîçìóùåíèþ íà-
÷àëüíûõ äàííûõ (2) îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé

vt = lim
ε→0

vεt =
d

dε
xεt |ε=0.

Äëÿ vt ñïðàâåäëèâà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ)

vt+1 = Fvt, F =
∂f

∂x
(x)

Íåðàâåíñòâî ρ(F ) < 1 (ρ(F ) � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû F ) ÿâëÿ-
åòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè
ðàâíîâåñèÿ x. Äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ x ïðè ëþáîì v0

èìååì
lim
t→∞

vt = 0.

Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêóþ ñèñòåìó

xt+1 = f(xt) + εσ(xt)ξt, (3)

ïîëó÷åííóþ äîáàâëåíèåì â (1) ìàëûõ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé. Çäåñü σ(x)
� n × m-ìàòðèöà, ξt � m-ìåðíûé íåêîððåëèðîâàííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ
ïàðàìåòðàìè

Eξt = 0, Eξtξ
>
t = I, Eξtξk = 0 (t 6= k),

I � åäèíè÷íàÿm×m-ìàòðèöà, ε � èíòåíñèâíîñòü øóìà. Ïóñòü xεt � ðåøåíèå (3)
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2). Çäåñü ïåðåìåííàÿ vt õàðàêòåðèçóåò ÷óâñòâèòåëü-
íîñòü ðàâíîâåñèÿ x ê âîçìóùåíèþ êàê íà÷àëüíûõ óñëîâèé (2), òàê è ïðàâûõ
÷àñòåé ñèñòåìû (3). Äëÿ vt ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà

vt+1 = Fvt + Sξt, S = σ(x). (4)

Äèíàìèêà ïåðâûõ äâóõ ìîìåíòîâ mt = Evt, Vt = Evtv
>
t ðåøåíèÿ vt ñèñòåìû

(4) çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè
mt+1 = Fmt, (5)

Vt+1 = FVtF
> +Q, Q = SS>. (6)
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Ðàññìîòðèì íàðÿäó ñ (4) óðàâíåíèå

W = FWF> +Q. (7)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ρ(F ) < 1. Òîãäà

à) óðàâíåíèå (7) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå W ;

á) ïðè ëþáûõ m0 è V0 ðåøåíèÿ mt è Vt ñèñòåì (5),(6) ñòàáèëèçèðóþòñÿ:

lim
t→∞

mt = 0 , lim
t→∞

Vt = W ; (8)

â) ñèñòåìà (4) èìååò ñòàöèîíàðíî ðàñïðåäåëåííîå ðåøåíèå vt:

Evt = 0, Evtv
>
t = W ; (9)

ã) ëþáîå ðåøåíèå vt ñèñòåìû (4) ñõîäèòñÿ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ê vt:

lim
t→∞

E‖vt − vt‖2 = 0. (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà à) è á) ïðåäñòàâèì óðàâíåíèÿ (6)
è (7) â âèäå

Vt+1 = F(Vt) +Q, W = F(W ) +Q,

ãäå F(V ) = FV F>. Ïîñêîëüêó ρ(F) = ρ2(F ) < 1, òî ñèñòåìà (7) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå W è âûïîëíÿþòñÿ (8).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà â) ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé âåêòîð v0 ñ ïàðàìåòðàìè:
Ev0 = 0, Ev0v

>
0 = W . Òîãäà èç (5) � (8) äëÿ ðåøåíèÿ vt ñèñòåìû (4) ñ

íà÷àëüíûì âåêòîðîì v0 ñëåäóþò òðåáóåìûå ñîîòíîøåíèÿ (9).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ã) ðàññìîòðèì yt = vt − vt , ãäå vt - ïðîèçâîëüíîå
ðåøåíèå ñèñòåìû (4). Äëÿ Yt = Eyty

>
t ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà Yt+1 = F(Yt). Â

óñëîâèÿõ ρ(F) < 1 èìååì limt→∞ Yt = 0, îòêóäà, ñ ó÷åòîì E‖vt−vt‖2 = tr(Yt),
ñëåäóåò (10). Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÌàòðèöàW õàðàêòåðèçóåò ðåàêöèþ ñèñòåìû (3) íà ìàëûå ñëó÷àéíûå âîç-
ìóùåíèÿ. Ïðè ìàëîì ε â ñèñòåìå (3) âîêðóã óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ x ôîð-
ìèðóåòñÿ óñòîé÷èâîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñîñòîÿíèé xεt . Ïðè ýòîì

W = lim
ε→0

W ε, W ε =
1

ε2
cov(xεt , x

ε
t). (11)

Â ñèëó (11), ïðè ìàëûõ ε äëÿ îöåíêè ðàçáðîñà ñîñòîÿíèé xεt âîêðóã x
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî

cov(xεt , x
ε
t) ≈ ε2W.
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Ìàòðèöà ε2W ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû
cov(xεt , x

ε
t). Ñâÿçûâàÿ â ñèñòåìå (3) âåëè÷èíó âõîäà (ε

2) è âûõîäà (ε2W ), ìàò-
ðèöà W èãðàåò ðîëü êîýôôèöèåíòà ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðàâíî-
âåñèÿ x.

Ìàòðèöà W ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (7) è ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà êàê ïðåäåë (8) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ôîðìèðóåìîé èòåðàöèîííûì
ïðîöåññîì (6). ÎòûñêàíèåW ε ÿâëÿåòñÿ ãîðàçäî áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé. Â îá-
ùåì ñëó÷àå îöåíèòü W ε óäàåòñÿ ëèøü ñ ïîìîùüþ ýìïèðè÷åñêîé êîâàðèàöèè
ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé íåëèíåéíîé ñèñòåìû (3), ïîëó÷àåìûõ ïðÿìûì ÷èñëåí-
íûì ìîäåëèðîâàíèåì.

Çàìå÷àíèå 1. Â ñëó÷àå íåâûðîæäåííûõ øóìîâ (rank(S) = n) ìàòðèöà W
ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Ïðè rank(S) < n ìàòðèöà W ìîæåò
îêàçàòüñÿ âûðîæäåííîé. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì íåâûðîæ-
äåííîñòè W ÿâëÿåòñÿ ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü ïàðû (F, S) [33].

Ñêàëÿðíûé ñëó÷àé

Â ñëó÷àå n = 1 êîýôôèöèåíò ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ
ñêàëÿðíîé âåëè÷èíîé è èìååò âèä

w =
q

1− a2
> q,

ãäå a = f ′(x) , q = σ2(x). Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå íåîáõîäèìûì è äî-
ñòàòî÷íûì óñëîâèåì ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ x ÿâëÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî |f ′(x)| < 1.

Ïðè f ′(x) = 0 ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ðàâíîâåñèÿ x ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé: w = q. Ïðè ïðèáëèæåíèè |f ′(x)| ê åäèíèöå, âåëè÷èíà
w íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò.

Äâóìåðíûé ñëó÷àé

Ïðè n = 2 ìàòðèöà ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè W èìååò ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ λ1 > λ2 > 0 è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû w1, w2.
Çíà÷åíèÿ λ1 è λ2 ÿâëÿþòñÿ óäîáíûìè ñêàëÿðíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñòî-
õàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè è çàäàþò âåëè÷èíû ðàçáðîñà ñëó÷àéíûõ ñî-
ñòîÿíèé ñèñòåìû (3) â íàïðàâëåíèè w1 è w2. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîåêöèé
ui = (xεt , wi) ñòàöèîíàðíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé xεt ñèñòåìû
(3) íà âåêòîðû wi èìååì Eu2

i = ε2λi.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξn) ïëîòíîñòü íîðìàëüíî-
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ãî ðàñïðåäåëåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

p(x) =
1√

(2π)ndetC
exp
(
−1

2
(x−m)ᵀC−1(x−m)

)
, (12)

ãäå m = (Eξ1, . . . , Eξn) - âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, C = (Covij) -
êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà.
Â ñëó÷àå ìàëûõ øóìîâ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû (1) âîêðóã òî÷êè
ïîêîÿ x ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì:

p(x) =
1

ε
√

(2π)ndetW
exp
(
− 1

2ε2
(x− x)ᵀW−1(x− x)

)
, (13)

ãäå W - êîýôôèöèåíò ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè.

2. Ñòîõàñòè÷åñêèé öèêë

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìà (1) èìååò k-öèêë Γ � ìíîæå-
ñòâî òî÷åê Γ = {x1, ... , xk}, ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíèÿìè:

f(xi) = xi+1 (i = 1, ... , k − 1), f(xk) = x1.

Ñ÷èòàåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xt îïðåäåëåíà ïðè âñåõ t ñ óñëîâèåì ïåðè-
îäè÷íîñòè xt+k = xt. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî öèêë Γ ÿâëÿåòñÿ Ý-óñòîé÷èâûì.

Îïðåäåëåíèå 1. Öèêë Γ íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâûì â
îêðåñòíîñòè U (Ý-óñòîé÷èâûì), åñëè åñëè ïðè íåêîòîðûõ K > 0, 0 < q < 1
äëÿ âñåõ x1 ∈ U ïðè ëþáûõ t âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖∆(xt)‖ 6 Kqt ‖∆(x1)‖,

Çäåñü
∆(x) = x− γ(x), γ(x) = argmin

y∈Γ
‖x− y‖,

‖ · ‖ � åâêëèäîâà íîðìà, γ(x) � áëèæàéøàÿ ê x òî÷êà öèêëà Γ, à ∆(x) �
âåêòîð îòêëîíåíèÿ x îò Γ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (1) îêðåñòíîñòü
U èíâàðèàíòíà.

Ïóñòü xεt � ðåøåíèå (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x1 = x1+εv1. Ïðîèçâåäåíèå
zε1 = εv1 çàäàåò ìàëîå îòêëîíåíèå ñîñòîÿíèÿ x1 îò òî÷êè x1 öèêëà Γ â íà-
ïðàâëåíèè v1. Ðàññìîòðèì îòêëîíåíèÿ zεt = xεt − xt ñîñòîÿíèé xεt ñèñòåìû (1)

îò öèêëà Γ â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïóñòü vεt =
zεt
ε

=
xεt − xt
ε

. Ïðè
ìàëûõ ε ÷óâñòâèòåëüíîñòü öèêëà ê âîçìóùåíèþ íà÷àëüíûõ äàííûõ îïðåäå-
ëÿåòñÿ âåëè÷èíîé

vt = lim
ε→0

vεt =
d

dε
xεt |ε=0.
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Äëÿ vt ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà

vt+1 = Ftvt, Ft =
∂f

∂x
(xt)

ñ k-ïåðèîäè÷åñêèìè ìàòðèöàìè Ft : Ft+k = Ft.

Ìàòðèöà ìîíîäðîìèè B = Fk · ... F2 · F1 çàäàåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
v1, vk+1, ... , vlk+1, ... óðàâíåíèåì

v(l+1)k+1 = Bvlk+1.

Ïðè ýòîì vlk+1 = Blv1.

Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì Ý-óñòîé÷èâîñòè öèêëà ÿâëÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî ρ(B) < 1. Ïðè ýòîì liml→∞ vlk+1 = 0 íåçàâèñèìî îò âûáîðà v1.

Âåëè÷èíà ρ(B) ïîêàçûâàåò, âî ñêîëüêî ðàç ïðèáëèæàåòñÿ ðåøåíèå xεt ê öèêëó
Γ çà îäèí îáîðîò.

Ðàññìîòðèì äèíàìèêó vt â ïðèñóòñòâèè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé, êîãäà
ñîñòîÿíèå xεt ôîðìèðóåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìîé (3).

Â ýòîì ñëó÷àå èìååì

vt+1 = Ftvt + Stξt, St = σ(xt). (14)

Äèíàìèêà ïåðâûõ äâóõ ìîìåíòîâ mt = Evt, Vt = Evtv
>
t ðåøåíèÿ vt ñèñòåìû

(14) çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè
mt+1 = Ftmt, (15)

Vt+1 = FtVtF
>
t +Qt, Qt = StS

>
t . (16)

Ïîñëåäîâàòåëüíûå k èòåðàöèé ñèñòåì (15)-(16) ñ ó÷åòîì ïåðèîäè÷íîñòè ìàò-
ðèö Ft è Qt ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

mlk+2 = F1mlk+1

mlk+3 = F2mlk+2

· · ·
mlk+k+1 = Fkmlk+k

(17)

Vlk+2 = F1Vlk+1F
>
1 +Q1,

Vlk+3 = F2Vlk+2F
>
2 +Q2,

· · ·
Vlk+k+1 = FkVlk+kF

>
k +Qk.

(18)
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Èç (17),(18) ñëåäóþò ÿâíûå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå m(l+1)k+1 ñ mlk+1 è
V(l+1)k+1 ñ Vlk+1 :

m(l+1)k+1 = Bmlk+1 (19)

V(l+1)k+1 = BVlk+1B
> +Q, (20)

ãäå

B = Fk · ... · F2F1 , Q = Qk + FkQk−1F
>
k + ... + Fk · ... · F2Q1F

>
2 · ... · F>k

ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè ìàòðèöàìè.

Òåîðåìà 2.

Ïóñòü ρ(B) < 1. Òîãäà

à) óðàâíåíèå (16) èìååò åäèíñòâåííîå k-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå Wt :
Wt+k = Wt, ãäå W1 � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

W = BWB> +Q, (21)

à W2 ,W3 , ... ,Wk íàõîäÿòñÿ ðåêóððåíòíî

Wt+1 = FtWtF
>
t +Qt, t = 1, ... , k − 1; (22)

á) ïðè ëþáûõ m1 è V1 ðåøåíèÿ mt è Vt ñèñòåì (15),(16) ñòàáèëèçèðóþòñÿ:

lim
t→∞

mt = 0 , lim
t→∞

(Vt −Wt) = 0; (23)

â) ñèñòåìà (14) èìååò k-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå vt:

Evt = 0, Evtv
>
t = Wt; (24)

ã) ëþáîå ðåøåíèå vt ñèñòåìû (14) ñõîäèòñÿ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ê vt:

lim
t→∞

E‖vt − vt‖2 = 0. (25)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì à). Ïðè ρ(B) < 1 ïî òåîðåìå 1 ñèñòåìà (21)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç W1. Èç (22) íàéäåì
W2 ,W3 , ... ,Wk è ïðîäîëæèì ïî ïåðèîäè÷íîñòè: Wt+k = Wt.

Ïóñòü Vt � ðåøåíèå (16) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì V1 = W1. Èç (22) è (18)
ñëåäóåò V2 = W2, ... , Vk = Wk. Èç (20) (ïðè l = 0) è (21) ñëåäóåò, ÷òî Vk+1 =
BV1B

> + Q = BW1B
> + Q = W1. Ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà Vt = Wt äëÿ

t = k + 2, k + 3, ... ñëåäóåò èç (22) è (18). Åäèíñòâåííîñòü k-ïåðèîäè÷åñêîãî
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ðåøåíèÿ Wt ñèñòåìû (16) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ
ñèñòåìà èìååò ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Äîêàæåì á). Ïðè ρ(B) < 1 èç (17) è (19) ñëåäóåò, ÷òî limt→∞mt = 0.
Ðàññìîòðèì ∆t = Vt −Wt. Èç (18) è (20) ñëåäóåò, ÷òî

∆(l+1)k+1 = B∆lk+1B
>, ∆lk+i+1 = Fi∆lk+iF

>
i . (26)

Â óñëîâèÿõ ρ(B) < 1 èç (26) ñëåäóåò, ÷òî limt→∞∆t = 0. Òàêèì îáðàçîì,
ñîîòíîøåíèÿ (23) äîêàçàíû.

Äîêàæåì â). Ïóñòü v1 � íåêîððåëëèðîâàííûé ñ ξ1, ξ2, ... ñëó÷àéíûé âåê-
òîð, èìåþùèé Ev1 = 0, Ev1v

>
1 = W1. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vt,

ýëåìåíòû êîòîðîé äëÿ t = 2, 3, ... ôîðìèðóþòñÿ ñèñòåìîé (14). Èç (15),(18)
è (20) ñëåäóåò, ÷òî Evt = 0, Evtv

>
t = Wt. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ (24)

äîêàçàíû.

Äîêàæåì ã). Ðàññìîòðèì zt = vt− vt. Äëÿ zt è Zt = E(ztz
>
t ) ñïðàâåäëèâû

ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

zt+1 = Ftzt, Zt+1 = FtZtF
>
t .

Ïðè ρ(B) < 1 èìååì limt→∞ Zt = 0 è E‖vt − vt‖2 = E‖zt‖2 = tr(Zt). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñïðàâåäëèâî (25). Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Óñëîâèå ρ(B) < 1 ãàðàíòèðóåò ó ñèñòåìû (3) ïðè ìàëûõ øóìàõ ñóùåñòâî-
âàíèå ñòàöèîíàðíî ðàñïðåäåëåííîãî ðåøåíèÿ. Ìàòðèöû ε2Wt, ãäå Wt îïðå-
äåëåíû â ïóíêòå à) òåîðåìû 2, ÿâëÿþòñÿ ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì êîâàðèàöèè
ýòîãî ñòàöèîíàðíî ðàñïðåäåëåííîãî ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè xt öèêëà
Γ.

Ìàòðè÷íàÿ k-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Wt, çíà÷åíèÿ êîòîðîé W1, ... ,Wk

õàðàêòåðèçóþò ðåàêöèþ òî÷åê x1, ... , xk öèêëà Γ íà ìàëûå ñëó÷àéíûå âîçäåé-
ñòâèÿ ñèñòåìû (3), áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíî-
ñòè öèêëà.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíî-

ñòè

1. Äëÿ ýëåìåíòîâ x1, ... , xk öèêëà Γ ñèñòåìû (3) ïî ôîðìóëàì

Ft =
∂f

∂x
(xt), St = σ(xt), Qt = StS

>
t

íàéòè
F1, ... , Fk , Q1, ... , Qn,
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B = Fk · ... · F1 , Q = Qk + FkQk−1F
>
k + ... + Fk · ... · F2Q1F

>
2 · ... · F>k

2. Èç óðàâíåíèÿ (14) íàéòè ðåøåíèå � ìàòðèöó W1.

3. Ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì (15) íàéòè W2, ... ,Wk.

Õàðàêòåðèñòèêè ÷óâñòâèòåëüíîñòè

Öèêë Γ ñîñòîèò èç òî÷åê x1, ... , xk, è äëÿ êàæäîé òî÷êè xi íàéäåì ôóíê-
öèþ ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ñîãëàñíî âûøåîïèñàííîìó àëãîðèòìó.
Äëÿ êàæäîé ìàòðèöû Wi íàéäåì èõ ìàêñèìàëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λk,i.
Âåëè÷èíû m = min

i=1,...,k
λk,i , M = max

i=1,...,k
λk,i õàðàêòåðèçóþò äèàïàçîí èçìåíå-

íèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ñîñòîÿíèé k-öèêëà. Èõ îòíîøåíèå M
m

ìîæåò ñëóæèòü ïîêàçàòåëåì íåðàâíîìåðíîñòè ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëü-
íîñòè öèêëà. Âåëè÷èíó M óäîáíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè
ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè àòòðàêòîðà â öåëîì. Áóäåì íàçûâàòü åå ïî-
êàçàòåëåì ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ.

Â ñëó÷àå êîãäà ñèñòåìà (1) èìååò k-öèêë Γ ñ ñîñòîÿíèÿìè {x1, ... , xk} áóäåì
àïïðîêñèìèðîâàòü ïëîòíîñòü ñòîõàñòè÷åñêîãî öèêëà â âèäå êîìáèíàöèè íîð-
ìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé:

p(x) =
1

k

k∑
i=1

1

ε
√

(2π)ndetWi

exp
(
− 1

2ε2
(x− xi)ᵀW−1

i (x− xi)
)

, (27)

ãäå Wi çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè â òî÷êàõ öèêëà.
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3. Îòîáðàæåíèå Ýíî

Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêóþ ñèñòåìó Ýíî

xt+1 = 1− µx2
t − 0.5yt + εξ1,t

yt+1 = xt + εξ2,t ,
(28)

ãäå ξ1,t, ξ2,t ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, Eξ1,t =
Eξ2,t = 0;Eξ2

1,t = Eξ2
2,t = 1;Eξ1,tξ2,t = 0, à ε èíòåíñèâíîñòü øóìîâ.

Ïðè îòñóòñòâèè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé (ε = 0) äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìî-
äåëü (28) èìååò íà èíòåðâàëå 1 ≤ µ ≤ 2.5 ðàçëè÷íûå òèïû äèíàìèêè. Çîíû
ïîðÿäêà ÷åðåäóþòñÿ ñ çîíàìè õàîñà (ðèñ.1). Íà èíòåðâàëå I = (1, µ∞), ãäå
íàáëþäàþòñÿ áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà, ìîæíî âûäåëèòü çîíû ñòðóê-
òóðíîé óñòîé÷èâîñòè ñ ïîñòîÿííîé êðàòíîñòüþ öèêëîâ, ðàçäåëåííûå òî÷êà-
ìè áèôóðêàöèé - èíòåðâàëû I0, I1, . . . Äëÿ ñèñòåìû (28) èìååì I0 ≈ (1, 1.68),
I1 ≈ (1.68, 2.31), I2 ≈ (2.31, 2.41) è ò.ä. Ïðè ýòîì íà I0 èìååì îäíó òî÷êó

ïîêîÿ x0,1(µ) = y0,1(µ) =
√

9+16µ−3
4µ , íà I1 èìååì 2-öèêë ñ ñîñòîÿíèÿìè

x1,1(µ) =
3 +
√

16µ− 27

4µ
;

y1,1(µ) =
3−
√

16µ− 27

4µ
,

x1,2(µ) = y1,1(µ);

y1,2(µ) = x1,1(µ)

Ïîä âîçäåéñòâèåì ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé òðàåêòîðèè ïîêèäàþò àòòðàê-
òîð äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû (28), ôîðìèðóÿ âîêðóã íåãî ñòîõàñòè÷åñêèé
àòòðàêòîð ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñòàöèîíàðíûì âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíè-
åì. Â ïðèñóòñòâèè øóìà òîíêàÿ ñòðóêòóðà äåòåðìèíèðîâàííîãî àòòðàêòîðà
ðàçìûâàåòñÿ (ðèñ. 2). Êàê âèäíî èç ðèñóíêà 2, ðàçáðîñ ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé
íåîäíîðîäåí. Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà µ íà èíòåðâàëå ñòðóêòóðíîé óñòîé-
÷èâîñòè, äèñïåðñèÿ çàìåòíî ìåíÿåòñÿ, ðåçêî âîçðàñòàÿ âáëèçè òî÷åê áèôóð-
êàöèè. Íà èíòåðâàëå I1 íàáëþäàåòñÿ ðàçëè÷èå â ðàçáðîñå ñëó÷àéíûõ ñîñòî-
ÿíèé âîêðóã òî÷åê x1,1(µ), x1,2(µ), ñîîòâåòñòâóþùèõ äåòåðìèíèðîâàííîìó 2-
öèêëó: íèæíÿÿ âåòêà ðàçìûâàåòñÿ ñèëüíåå âåðõíåé. Äåòàëüíóþ êàðòèíó óêà-
çàííûõ îñîáåííîñòåé çàâèñèìîñòè ðàçáðîñà òðàåêòîðèé äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê
àòòðàêòîðà îò ïàðàìåòðà µ äàåò ôóíêöèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè.
Íà êàæäîì èíòåðâàëå ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè In îïðåäåëåí íàáîð ìàò-
ðè÷íûõ ôóíêöèé Wn,i(µ) (i = 1, . . . , 2n), ãäå Wn,i(µ) çàäåò ñòîõàñòè÷åñêóþ

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.neva.ru/journal, http://www.math.spbu.ru/di�journal/ 172



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 4, 2009

Ðèñ. 1: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äåòåðìèíèðîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ Ýíî

Ðèñ. 2: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñòîõàñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ Ýíî ïðè ε = 0.0002
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÷óâñòâèòåëüíîñòü i-ãî ñîñòîÿíèÿ 2n-öèêëà ïðè µ ∈ In. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè íà èíòåðâàëå In íàõîäèòñÿ ïî ðåêóððåíò-
íûì ôîðìóëàì (15).Îïðåäåëèì λn,i(µ) - ìàêñèìàëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà
ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé Wn,i(µ).

Ïî äàííûì ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêîé
ñèñòåìû (28), äëÿ âûáîðêè ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé ðàçáðîñàííûõ â îêðåñòíîñòè
òî÷êè (xn,i(µ); yn,i(µ)) ìîæíî íàéòè ýìïèðè÷åñêóþ äèñïåðñèþ Dn,i(µ).

Ìàòðèöû W n,i(µ) = 1
ε2Dn,i(µ) õàðàêòåðèçóþò ñòîõàñòè÷åñêóþ ÷óâñòâè-

òåëüíîñòü àòòðàêòîðîâ ñèñòåìû (28) ïðè ôèêñèðîâàííîé èíòåíñèâíîñòè ε äåé-
ñòâóþùèõ øóìîâ. Íà ðèñóíêå 3 ñïëîøíûìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíû ìàêñèìàëü-
íûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòèWn,i(µ) íà
èíòåðâàëàõ I0, I1, I2, I3 è çíà÷åíèÿ (çâåçäî÷êàìè), ïîëó÷åííûå ïðÿìûì ÷èñ-
ëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì ðåøåíèé ñèñòåìû (28) ïðè èíòåíñèâíîñòè ε = 0.0001
è ε = 0.0005 ñîîòâåòñòâåííî. Êàê âèäèì òåîðåòè÷åñêèå êðèâûå õîðîøî ñîâïà-
äàþò ñ ýìïèðè÷åñêèìè äàííûìè, îäíàêî, ñ ðîñòîì êðàòíîñòè öèêëà è áîëü-
øîé èíòåíñèâíîñòè âîçìóùåíèé ýìïèðè÷åñêèå è òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû
íà÷èíàþò ðàñõîäèòüñÿ, ÷òî ãîâîðèò î ðîñòå ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðè óâåëè÷å-
íèè êðàòíîñòè öèêëà.

Ðèñ. 3: Ìàêñèìàëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ÷óâñòâèòåëüíîñòè

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå äâóöèêëà λ1,1 = λ1,2, ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ñïåöèôèêîé
îòîáðàæåíèÿ Ýíî.

Ðàññìîòðèì íà I ôóíêöèè m(µ) è M(µ), çàäàâàåìûå íà êàæäîì èíòåð-
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âàëå In ñîîòíîøåíèÿìè:

m(µ) = min
i=1..2n

λn,i(µ) , M(µ) = max
i=1..2n

λn,i(µ)

Èõ îòíîøåíèå K(µ) = M(µ)
m(µ) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî µ õàðàêòåðèçóåò íåðàâ-

íîìåðíîñòü ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî àòòðàêòîðà.
Ôóíêöèþ M(µ) óäîáíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè ñòîõàñòè÷å-
ñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè àòòðàêòîðà âöåëîì. Áóäåì íàçûâàòü åå ïîêàçàòåëåì
ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè.

Íà êàæäîì èíòåðâàëå In ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå µn, ïðè êîòîðîì ïîêàçàòåëü
M(µ) ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.

µn = argmin
µ∈In

M(µ) ,Mn = min
µ∈In

M(µ)

mn = m(µn) , Kn =
M(µn)

m(µn)

Çíà÷åíèÿ µn,Mn äëÿ èíòåðâàëîâ In ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû
(28) ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå.

k µk Mk ηk = Mk+1

Mk

0 0 2,6666 4,6064884

1 1,991770617 12,28396914 6,859056584

2 2,353956433 84,25643943 7,167912410

3 2,421835963 603,9427778 6,934666089

4 2,435418160 4188,141501 7,008964445

5 2,438353863 29354,53487 6,986589243

6 2,438981816 205088,0775 6,995322549

7 2,439116482 1434657,253 6,992768980

8 2,439145317 10032226,74 6,993846989

9 2,439151494 70163858,76 6,993479422

10 2,439152817 490689502,4 6,993603859

11 2,439153100 34316879970 6,993266136

Êàê âèäèì â öåïè áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷óâñòâè-
òåëüíîñòü öèêëîâ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò. Äëÿ áîëüøèõ k ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü Mk âåäåò ñåáÿ êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñî çíàìåíàòåëåì η

η = lim
k→∞

ηk ≈ 6, 993.
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Âû÷èñëèâ ìàòðèöû ÷óâñòâèòåëüíîñòè äëÿ òî÷åê öèêëà, ìîæíî ïîñòðî-
èòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî öèêëà ïðè çàäàííîì óðîâíå
øóìà. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ äàåò ïîëíîå íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðî-
ñòðàíñòâåííîé íåîäíîðîäíîñòè îòêëîíåíèé âîçìóùåííûõ òðàåêòîðèé îò àò-
òðàêòîðà äëÿ åãî ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Ïðè µ = 1.5 äåòåðìèíèðîâàííàÿ ñèñòåìà
Ýíî èìååò ðàâíîâåñèå x = y ≈ 0.457. Çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ñòîõàñòè÷åñêîé
÷óâñòâèòåëüíîñòè íàõîäèòüñÿ ïî ôîðìóëå (15)

W =

(
10.221 −9.351

−9.351 11.221

)
Òîãäà ïëîòíîñòü ñòîõàñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ çàäàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

p(x, y) ≈ 1

32.798ε
exp
(
−0.411x2 − 0.69x+ 0.686xy + 0.308− 0.657y + 0.375y2

2ε2

)
Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíî ñîîòâåòñòâèå ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ òåîðåòè-
÷åñêèõ è ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ â ñëó÷àå ñòîõàñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû
Ýíî. Ñëåäóåò îòìåòèòü äîñòàòî÷íî õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ðåçóëüòàòîâ. Â ñëó-

a á

Ðèñ. 4: Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ (µ = 1.5) ñèñòåìû Ýíî, ïðè
àìïëèòóäå øóìà ε = 0.01. a: ýìïèðè÷åñêèå äàííûå; á: òåîðåòè÷åñêèå äàííûå.

÷àå êîãäà ïðè âûáðàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà µ â ñèñòåìå (28) íàáëþäàåòñÿ
ñòîõàñòè÷åñêèé öèêë, àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ òî÷êè äåòåðìèíèðîâàííîãî öèê-
ëà xi, çàòåì âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò èí-
òåíñèâíîñòè âíåøíåãî øóìà. Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíî ñîîòâåòñòâèå ïëîòíîñòåé
ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî äâóöèêëà.
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a á

Ðèñ. 5: Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî äâóöèêëà (µ = 1.72) ñèñòåìû Ýíî, ïðè
àìïëèòóäå øóìà ε = 0.003. a: ýìïèðè÷åñêèå äàííûå; á: òåîðåòè÷åñêèå äàííûå.

4. Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ñòàòüå áûëè ðàññìîòðåíû äåòåðìèíèðîâàííûå è ñòîõàñòè÷åñêèå
öèêëû äâóìåðíîé ñèñòåìû Ýíî â çîíå áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà ïðè
ïåðåõîäå ê õàîñó.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ îòêëèêà öèêëîâ íà ìàëûå ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ ïðåä-
ëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè. Ïîëó÷åíà
ÿâíàÿ ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè â êàæäîé òî÷êè öèê-
ëà äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû.

Äëÿ ñèñòåìû Ýíî ñî ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè ïðåäñòàâëåíà ñòîõàñòè-
÷åñêàÿ áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà, äàþùàÿ îáùóþ êàðòèíó ÷óâñòâèòåëüíî-
ñòè öèêëîâ ñèñòåìû ê ñëó÷àéíûì âîçìóùåíèÿì. Ïîêàçàíî îáùåå ïîâûøåíèå
÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðè ïåðåõîäå ê õàîñó. Òî÷íóþ êîëè÷åñòâåííóþ îöåíêó âëè-
ÿíèå øóìà íà ïðåäåëüíûå öèêëû äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû äàåò ôóíê-
öèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè. Äàííàÿ ôóíêöèÿ ïîçâîëÿåò ñðàâíèòü
ìåæäó ñîáîé âîñïðèèì÷èâîñòü âñåõ ñîñòîÿíèé öèêëà ê ñëó÷àéíûì âîçäåé-
ñòâèÿì è ïðîñëåäèòü èçìåíåíèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè êàê íà èíòåðâàëå ñòðóê-
òóðíîé óñòîé÷èâîñòè òàê è ïðè ïåðåõîäå ê öèêëàì áîëüøåé êðàòíîñòè. Äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè èñïîëüçîâàëñÿ ýìïèðè÷åñêèé ïîäõîä,
à òàêæå ìåòîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ñèñòåì ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ.
Ñëåäóåò îòìåòèòü õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ è òåîðåòè÷å-
ñêèõ ðåçóëüòàòîâ.
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Ïîêàçàíî ÿâíîå óâåëè÷åíèå ÷óâñòâèòåëüíîñòè öèêëîâ ñèñòåìû Ýíî ê ñëó-
÷àéíûì âîçìóùåíèÿì â öåïè áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Óñòàíîâëåí ïî-
êàçàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîãî ðîñòà ÷óâñòâèòåëüíîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ öèêëîâ.

Èñïîëüçóÿ ââåäåííóþ õàðàêòåðèñòèêó ÷óâñòâèòåëüíîñòè, äëÿ ñèñòåìû
Ýíî ïîñòðîåíû ãðàôèêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ öèêëîâ
ïðîèçâîëüíîé êðàòíîñòè. Ïîëó÷åííûå ïëîòíîñòè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
äëÿ èçó÷åíèÿ ÿâëåíèé îáðàòíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ áèôóðêàöèé � óìåíüøåíèÿ
êðàòíîñòè ñòîõàñòè÷åñêîãî öèêëà ïðè óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè âíåøíåãî
âîçìóùåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ ôåäåðàëüíîãî àãåíò-
ñòâà ïî îáðàçîâàíèþ 2.1.1/2571, ÐÔÔÈ � 09-01-00026 è � 09-08-00048, ôåäå-
ðàëüíîé öåëåâîé ïðîãðàììû � 02.740.11.02.02
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