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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ óñòàíîâëåíû êðèòåðèè
ñóùåñòâîâàíèÿ àáñîëþòíîãî è îòíîñèòåëüíîãî ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ
ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àâòîíîìíûõ è
öèëèíäðè÷íûõ ïî ÷àñòè çàâèñèìûõ è íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ àáñîëþòíûõ ëèíåéíûõ
èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà, óñòàíîâëåíû àíàëèòè÷åñêèå ñâÿçè ìåæäó
àáñîëþòíûìè ëèíåéíûìè èíòåãðàëüíûìè èíâàðèàíòàìè è ïåðâûìè èíòåãðàëàìè
ñèñòåìû. Äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ ïîëó÷åííûå êðèòåðèè
êîíêðåòèçèðîâàíû, à òàêæå äîêàçàíî îòñóòñòâèå óíèâåðñàëüíûõ àáñîëþòíûõ ëèíåéíûõ
èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà, îòëè÷íûõ îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ, è óêàçàí
àíàëèòè÷åñêèé âèä óíèâåðñàëüíîãî îòíîñèòåëüíîãî ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî èíâàðèàíòà
ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ,
ãàìèëüòîíîâà äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà, ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò ïåðâîãî
ïîðÿäêà, ïåðâûé èíòåãðàë.

Abstract

We consider a system of total di�erential equations. The criteria for the existence of absolu-
te and relative linear integral invariants of the �rst order are obtained, the necessary conditions
for the existence of autonomous and cylindrical absolute integral invariants of the �rst order are
proved, the analytical relations between absolute linear integral invariants and �rst integrals
are established. For Hamiltonian systems in total di�erentials these criteria are concretized, the
absence of universal absolute linear integral invariants of the �rst order is proved, the analytical
form of universal relative linear integral invariant of the �rst order is given.
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Ââåäåíèå. Îñíîâû òåîðèè èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ áûëè çàëîæåíû À. Ïóàíêàðå
(H. Poincar�e) â ìåìóàðå ¾Î ïðîáëåìå òðåõ òåë è óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè¿ [1] è ïîçäíåå
èçëîæåíû èì â ðàñøèðåííîì âèäå â êíèãå ¾Íîâûå ìåòîäû íåáåñíîé ìåõàíèêè¿ [2]. Ïðè
ýòîì âàæíûå êîíêðåòíûå ïðèìåðû èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ áûëè èçâåñòíû è ðàíåå
(íàïðèìåð, òåîðåìû Ó. Òîìñîíà (W. Thomson) è Ã.Ë.Ô. Ãåëüìãîëüöà (H.L.F. Helmholtz)
èç ãèäðîäèíàìèêè î ñîõðàíåíèè öèðêóëÿöèè è ïîòîêà âèõðÿ [3, ñ. 122 � 127]).

Èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì k-ãî ïîðÿäêà äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû

dxi
dt

= Xi(t, x1, . . . , xn), i = 1, . . . , n, Xi ∈ C1(D), D = T × X ⊂ R1+n,

ñëåäóÿ [2, ñ. 13], áóäåì íàçûâàòü k-êðàòíûé èíòåãðàë

Ik =

k︷ ︸︸ ︷∫
· · ·
∫

V k

n∑
i1, ... , ik=1

J
i1... ik

(t, x1, . . . , xn) δ xi1
. . . δ x

ik
,

êîòîðûé ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå â ïðîöåññå äâèæåíèÿ òî÷åê ìíîãîîáðàçèÿ
V k âäîëü èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ýòîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû. Çäåñü V k åñòü
ïðîèçâîëüíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè k ≤ n èç îáëàñòè X ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
Rn, íà êîòîðîì ïàðàìåòð t èìååò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå. Èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò
íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíûì, åñëè ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè èìååò ìåñòî äëÿ ëþáûõ îáëàñòåé
èíòåãðèðîâàíèÿ, è îòíîñèòåëüíûì, åñëè ýòî ñâîéñòâî èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ çàìêíóòûõ
îáëàñòåé.

À. Ïóàíêàðå óñòàíîâèë ñâÿçü ìåæäó îòíîñèòåëüíûìè èíòåãðàëüíûìè èíâàðèàíòàìè
k-ãî ïîðÿäêà è àáñîëþòíûìè (k+1)-ãî ïîðÿäêà, à òàêæå ñâÿçàë òåîðèþ èíòåãðàëüíûõ
èíâàðèàíòîâ ñ òåîðèåé ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ñèñòåì óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ è ñ
òåîðèåé ïîñëåäíåãî ìíîæèòåëÿ ßêîáè. Îí øèðîêî ïðèìåíÿë èíòåãðàëüíûå èíâàðèàíòû
äëÿ èçó÷åíèÿ äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë, è â ÷àñòíîñòè, äëÿ èçó÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè
àñèìïòîòè÷åñêèõ è äâîÿêî-àñèìïòîòè÷åñêèõ äâèæåíèé â çàäà÷å òðåõ òåë. Íàêîíåö, À.
Ïóàíêàðå óêàçàë íà èíòåãðàëüíûå èíâàðèàíòû êàê íà îäíî èç ýôôåêòèâíûõ ñðåäñòâ
ïðîâåðêè ðåøåíèé çàäà÷è òðåõ òåë, ïîëó÷àþùèõñÿ â ôîðìå ðÿäîâ ïîñëå òðóäîåìêèõ
âû÷èñëåíèé.

Ïîäâîäÿ èòîãè ñâîèõ íàó÷íûõ òðóäîâ À. Ïóàíêàðå îòìåòèë [4; 5, ñ. 579 � 663], ÷òî
ãàìèëüòîíîâû îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû

dqi
dt

= ∂pi
H(t, q, p),

dpi
dt

= − ∂qiH(t, q, p), i = 1, . . . , n, H ∈ C2(D), D ⊂ R2n+1,

îáëàäàþò óíèâåðñàëüíûìè èíâàðèàíòàìè(èìåþòìåñòîäëÿëþáîéãàìèëüòîíîâîéñèñòåìû)

I1 =

∮ n∑
i=1

pi δqi , I2 =

∫∫ n∑
i=1

δpi δqi ,

I3 =

∮ ∮ ∮ n∑
i1, i2=1

p
i1
δq
i1
δp

i2
δq
i2
, I4 =

∫∫∫∫ n∑
i1, i2=1

δp
i1
δq
i1
δp

i2
δq
i2
, . . . ,
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I2n−1 =

2n−1︷ ︸︸ ︷∮
. . .

∮ n∑
i1, ... , in=1

p
i1
δq
i1
. . . δp

in
δq
in
, I2n =

2n︷ ︸︸ ︷∫
. . .

∫ n∑
i1, ... , in=1

δp
i1
δq
i1
. . . δp

in
δq
in
,

êîòîðûå ¾ïðîëèâàþò ÿðêèé ñâåò¿ íà ñâîéñòâà ýòèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì. Ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî ñðàçó ïðèâëåêëî âíèìàíèå ó÷åíûõ ê òåîðèè èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ.
Òàê, áåëüãèéñêèé ìàòåìàòèê Ò. Äîíäåð (Th. Donder) â 1901 ãîäó äîêàçàë [6] îáðàòíóþ
òåîðåìó òåîðèè èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ î òîì, ÷òî åñëè äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà

dqi
dt

= Xi(t, q, p),
dpi
dt

= Yi(t, q, p), i = 1, . . . , n,

èìååò èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò Ïóàíêàðå I1, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé.

Ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê è àñòðîíîì Æ. Øàçè (J. Chazy) â ðàáîòå [7] ìåòîäîì
èíòåãðàëüíûõ èíâàðèíòîâ âñëåä çà À. Ïóàíêàðå åùå ðàç àíàëèçèðóåò ïðîáëåìó òðåõ òåë è
ïðèõîäèò ê íîâûì èíòåðåñíûì ðåçóëüòàòàì (ñì., íàïðèìåð, íàó÷íûé îáçîð Â.Ì. Àëåêñååâà
â ñòàòüå [8]). Â ÷àñòíîñòè, èç êîíå÷íîñòè èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ Æ. Øàçè äåëàåò
âûâîä îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ. Â ðÿäå ðàáîò Ò. Äîíäåðà, Ð. Äîíòî (R. Dontot), Ý. Âåñ-
ñèî (E. Vessiot) áûëè ðàññìîòðåíû èíòåãðàëüíûå èíâàðèàíòû òåðìîäèíàìèêè, îïòèêè,
ãèäðîäèíàìèêè è îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè [9 � 13].

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ñâÿçàíî ñ ðàáîòàìè
ôðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà Ý. Êàðòàíà (E. Cartan) [14 � 17], êîòîðûé ïðè èçó÷åíèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äîïóñêàþùèõ äàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèøåë ê
ðàññìîòðåíèþ íåêîòîðûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèé, íàçâàííûõ èì èíòåãðàëüíûìè
ôîðìàìè: îíè õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç
ïåðâûå èíòåãðàëû äàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ÷åðåç èõ äèôôåðåíöèàëû.
Îêàçàëîñü, ÷òî ïîíÿòèå èíòåãðàëüíîé ôîðìû íå îòëè÷àåòñÿ ñóùåñòâåííî îò ïîíÿòèÿ
èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò. Ñîïîñòîâëÿÿ ýòè äâà ïîíÿòèÿ Ý. Êàðòàí â ðàáîòå ¾Ëåêöèè
îá èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòàõ¿ [15, 16] ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âíåøíèõ ôîðì çàâåðøèë
ïîñòðîåíèå òåîðèè èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ, îñíîâàííîé À. Ïóàíêàðå. Ïðè ýòîì îáùàÿ
òåîðèÿ èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ, ðàçâèòàÿ Ý. Êàðòàíîì, áûëà ïðèìåíåíà èì ê ïðîáëåìå
òðåõ òåë, ê çàäà÷å î ðàñïðîñòðàíåíèþ ñâåòà â îäíîðîäíîé ñðåäå, à òàêæå, ê äðóãèì
çàäà÷àì ìåõàíèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Îòìåòèì òàêæå è òî, ÷òî ðåçóëüòàòû,
ïðèâåäåííûå â êíèãå [15, 16], îêàçàëè ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ãåîìåòðè÷åñêóþ òåîðèþ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è îñîáåííî íà òåîðèþ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì (ñì.,
íàïðèìåð, [18 � 22]).

Â 1947 ãîäó êèòàéñêèé ó÷åíûé Ëè Õóà-×æóí (Lee Hwa-Chung) äîêàçàë [23]

åäèíñòâåííîñòü óíèâåðñàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ Ïóàíêàðå Ik, k = 1, . . . , 2n, äëÿ

ãàìèëüòîíîâûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì. Îí ïîêàçàë, ÷òî âñÿêèé äðóãîé
óíèâåðñàëüíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò îòëè÷àåòñÿ ïîñòîÿííûì ìíîæèòåëåì îò îäíîãî

èç èíòåãðàëîâ Ik, k = 1, . . . , 2n. Òàê, òåîðåìà Ëè Õóà-×æóíà äëÿ èíâàðèàíòà ïåðâîãî

ïîðÿäêà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [3, ñ. 139 � 142; 24, ñ. 305 � 311].

Òåîðåìà Ëè Õóà-×æóíà. Åñëè êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

I ′ =

∮ n∑
i=1

(
Ai(q, p)δqi +Bi(q, p)δpi

)
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åñòü óíèâåðñàëüíûé îòíîñèòåëüíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàò, òî

I ′ = cI1,

ãäå c � ïîñòîÿííàÿ, à I1 � èíòåãðàëüíèé èíâàðèàíò Ïóàíêàðå ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ñîâåòñêèé ìåõàíèê Â.Â. Äîáðîíðàâîâ
ðàñïðîñòðàíèë òåîðèþ èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ íà íåãîëîíîìíûå ñèñòåìû ðåôåðåíöèè
[25] è íàøåë, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ïóàíêàðå î ñâÿçè ìåæäó ïîñëåäíèì ìíîæèòåëåì
ßêîáè è èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì, ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü ßêîáè äëÿ êàíîíè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â íåãîëîíîìíûõ êîîðäèíàòàõ â âèäå îïðåäåëèòåëÿ îò
ìàòðèöû ïåðåõîäà îò ãîëîíîìíûõ êîîðäèíàò ê íåãîëîíîìíûì. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíèé
ìíîæèòåëü îïðåäåëÿåòñÿ, ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, ñòðóêòóðîé ñâÿçåé ìåæäó ãîëîíîìíûìè è
íåãîëîíîìíûìè êîîðäèíàòàìè.

Ðàçâèâàÿ èäåè À. Ïóàíêåðå [2] îá èñïîëüçîâàíèè èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïðè
èññëåäîâàíèè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, äëÿ
çàäà÷ íåáåñíîé ìåõàíèêè À. Âèëüêåíñîì (A. Wilkens) â 1955 ãîäó ïîñòðîåíà [26] ñèñòåìà
èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ òåîðèè âîçìóùåíèÿ äëÿ äîñòèæåíèÿ êîíòðîëÿ ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ýòè èññëåäîâàíèÿ äàëè âàæíûå ðåçóëüòàòû ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ
àñòåðîèäîâ è êîìåò [26; 27, ñ. 98 � 99]. Ïðèìåíåíèå òåîðèè èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ê
çàäà÷å n òåë, ïîñòðîåíèþ íîâûõ ëîêàëüíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ è èçó÷åíèþ óñòîé÷èâîñòè
äâèæåíèé ïîñâÿùåíû ðàáîòû ôðàíöóçñêîãî ìåõàíèêà Ë. Ëîñêî (L. Losco) [28 � 30].

Èñïîëüçîâàíèå èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïîçâîëÿåò íå òîëüêî èññëåäîâàòü äâèæåíèå
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, íî è ïîëó÷àòü íîâûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñïåöèàëüíûìè
ôóíêöèÿìè, îïèñûâàþùèìè ðåøåíèÿ ýòèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Òàê, íàïðèìåð, Þ.Ï.
Ñóðêîâ â 1975 ãîäó èçó÷àÿ [31] èíòåãðàëüíûå èíâàðèàíòû ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà
óñòàíîâèë íîâûå èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýëëèïòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ßêîáè.

Â 1998 ãîäó àêàäåìèêîì Â.Â. Êîçëîâûì â ðàáîòå ¾Èíòåãðàëüíûå èíâàðèàíòû ïîñëå
Ïóàíêàðå è Êàðòàíà¿ [32] ñäåëàí îáçîð ëèòåðàòóðû è íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ ïî òåîðèè
èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ, ïîëó÷åííûõ ïîñëå êëàññè÷åñêèõ ðàáîò À. Ïóàíêàðå è Ý.
Êàðòàíà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ

dxi =
m∑
j=1

Xij(t, x)dtj , i = 1, . . . , n, (0.1)

ãäå ôóíêöèè Xij : D → R, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà

îáëàñòè D = T × X , T ∈ Rm, X ∈ Rn, èç ðàñøèðåííîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Rn+m.

Ñèñòåìà (0.1) èíäóöèðóåò ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïåðâîãî ïîðÿäêà

Xj(t, x) = ∂
tj
+

n∑
i=1

Xij(t, x)∂xi
∀(t, x) ∈ D, j = 1, . . . ,m.

Íàðÿäó ñ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìîé (0.1) áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå ãàìèëüòîíîâó
ñèñòåìó óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ [33 � 35]
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dqi =
m∑
j=1

∂pi
Hj(t, q, p)dtj , dpi = −

m∑
j=1

∂qi
Hj(t, q, p)dtj , i = 1, . . . , n, (0.2)

ñ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè íà îáëàñòè D̃ ⊂ R2n+m ãàìèëüòîíèàíàìè
Hj : D̃ → R, j=1, . . . ,m, êîòîðàÿ èíäóöèðóåò ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

Gj(t, q, p) = ∂
tj
+

n∑
i=1

(
∂pi
Hj(t, q, p)∂qi

− ∂qiHj(t, q, p)∂pi

)
∀(t, q, p) ∈ D̃, j = 1, . . . ,m.

Ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó (0.2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñèñòåìû (0.1), ñîñòîÿùåé èç 2n
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîëîæèâ, ÷òî ïåðåìåííûå xi = qi, xn+i = pi, i = 1, . . . , n,

à ôóíêöèè íà îáëàñòè D̃ èìåþò âèä

Xij : (t, x)→ ∂pi
Hj(t, q, p), Xn+i,j : (t, x)→ − ∂qiHj(t, q, p), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.

Â äàííîé ðàáîòå òåîðèÿ èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ðàñïðîñòðàíåíà íà ñèñòåìû â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ:

� ïåðâûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí âîïðîñàì ñóùåñòâîâàíèÿ ó ñèñòåìû óðàâíåíèé â ïîëíûõ
äèôôåðåíöèàëàõ (0.1) è ìíîãîìåðíîé ãàìèëüòîíîâîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (0.2)
àáñîëþòíûõ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà;

� âî âòîðîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñóùåñòâîâàíèÿ ó ñèñòåìû óðàâíåíèé
â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (0.1) àâòîíîìíûõ è öèëèíäðè÷íûõ ïî ÷àñòè çàâèñèìûõ è
íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ àáñîëþòíûõ èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà;

� â òðåòüåì ïàðàãðàôå èçó÷åíà ïðîáëåìà íàëè÷èÿ ó ñèñòåìû óðàâíåíèé â ïîëíûõ
äèôôåðåíöèàëàõ (0.1) è ìíîãîìåðíîé ãàìèëüòîíîâîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (0.2)
îòíîñèòåëüíîãî ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî èíâàðèàíòà ïåðâîãî ïîðÿäêà.

1. Àáñîëþòíûé ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò. Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (0.1) ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñóùåñòâîâàíèè àáñîëþòíîãî
ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî èíâàðèàíòà ïåðâîãî ïîðÿäêà

I =

∫
L

n∑
i=1

Ji(t, x)δxi , (1.1)

ãäå L åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ èç îáëàñòè X ′ ⊂ X ïðîñòðàíñòâà Rn, à ôóíêöèè

Ji : D
′ → R, i = 1, . . . , n, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà îáëàñòè D ′ ⊂ D ⊂ Rn+m.

Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ó ñèñòåìû (0.1) èíòåãðàëüíîãî èíâàðèàíòà (1.1) âûðàæàåò

Òåîðåìà 1.1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (0.1) äîïóñêàåò

àáñîëþòíûé ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðÿäêà (1.1), åñëè è òîëüêî

åñëè èìååò ìåñòî ñèñòåìà òîæäåñòâ

Xj Ji(t, x) +
n∑
k=1

Jk(t, x)∂xi
Xkj(t, x) = 0 ∀(t, x) ∈ D ′, j = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , n. (1.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî L åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ èç îáëàñòè
X ′ ⊂ Rn, êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà (1.1) áóäåò àáñîëþòíûì èíòåãðàëüíûì
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èíâàðèàíòîì ñèñòåìû (0.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

d

( n∑
i=1

Ji(t, x)δxi

)
= 0 ∀(t, x) ∈ D ′

èëè òîæäåñòâî

n∑
i=1

(
dJi(t, x) δxi + Ji(t, x) d(δxi)

)
= 0 ∀(t, x) ∈ D ′. (1.3)

Òàê êàê äèôôåðåíöèàëû â ñèëó ñèñòåìû (0.1) ôóíêöèé Ji :D
′→ R, i=1, . . . , n, ðàâíû

dJi(t, x) =
m∑
j=1

Xj Ji(t, x) dtj ∀(t, x) ∈ D ′, i = 1, . . . , n,

è âàðèàöèè êîîðäèíàò ÿâëÿþòñÿ èçîõðîííûìè, à çíà÷èò,

d(δxi) = δ (dxi), i = 1, . . . , n,

òî òîæäåñòâî (1.3) çàïèøåì â âèäå

n∑
i=1

(( m∑
j=1

Xj Ji(t, x) dtj

)
δxi + Ji(t, x) δ (dxi)

)
= 0 ∀(t, x) ∈ D ′

èëè, ñ ó÷åòîì ñèñòåìû óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (0.1), â âèäå

m∑
j=1

( n∑
i=1

Xj Ji(t, x) δxi + Ji(t, x) δXij(t, x)

)
dtj = 0 ∀(t, x) ∈ D ′.

Îòñþäà, íà îñíîâàíèè òîãî, ÷òî âàðèàöèè

δXij(t, x) =
n∑
k=1

∂xk
Xij(t, x) δxk ∀(t, x) ∈ D, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m,

à ïåðåìåííûå tj, j = 1, . . . ,m, íåçàâèñèìû, ïîëó÷àåì ñèñòåìó òîæäåñòâ

n∑
i=1

Xj Ji(t, x) δxi + Ji(t, x)
n∑
k=1

∂xk
Xij(t, x) δxk = 0 ∀(t, x) ∈ D ′, j = 1, . . . ,m,

èëè, ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå,

n∑
i=1

(
Xj Ji(t, x) +

n∑
k=1

Jk(t, x) ∂xi
Xkj(t, x)

)
δxi = 0 ∀(t, x) ∈ D ′, j = 1, . . . ,m.

Òàê êàê âàðèàöèè δxi ïåðåìåííûõ xi, i = 1, . . . , n, ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, òî èìååò
ìåñòî ñèñòåìà òîæäåñòâ (1.2), à çíà÷èò, âåðíà òåîðåìà 1.1. �

Äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ àáñîëþòíîãî
ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî èíâàðèàíòà äîêàçàí, íàïðèìåð, â [36, ñ. 141 � 142; 37, ñ. 355].

Èç òåîðåìû 1.1 íà ñëó÷àé ãàìèëüòîíîâîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (0.2) ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1.1. Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (0.2)
äîïóñêàåò àáñîëþòíûé ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðÿäêà
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I =

∫
L

n∑
i=1

(
Ji(t, q, p)δqi + Jn+i(t, q, p)δpi

)
, (1.4)

ãäå L åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ èç îáëàñòè X̃ ′ ⊂ X̃ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà R2n,

à ôóíêöèè Jl : D̃
′ → R, l = 1, . . . , 2n, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà îáëàñòè D̃ ′ ⊂ D̃,

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà îáëàñòè D̃ ′ èìååò ìåñòî ñèñòåìà òîæäåñòâ

Gj Ji(t, q, p) +
n∑
k=1

(
Jk(t, q, p)∂

2
pkqi
Hj(t, q, p)− Jn+k(t, q, p)∂

2
qkqi
Hj(t, q, p)

)
= 0,

Gj Jn+i(t, q, p) +
n∑
k=1

(
Jk(t, q, p)∂

2
pkpi

Hj(t, q, p)− Jn+k(t, q, p)∂
2
qkpi
Hj(t, q, p)

)
= 0,

∀(t, q, p) ∈ D̃ ′, j = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , n.

Òåîðåìà 1.2. Ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ íå

äîïóñêàþò óíèâåðñàëüíûõ àáñîëþòíûõ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïåðâîãî

ïîðÿäêà, îòëè÷íûõ îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ
(0.2) äîïóñêàåò àáñîëþòíûé ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðÿäêà (1.4), òî

íà îáëàñòè D̃ ′ âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà òîæäåñòâ (ñëåäñòâèå 1.1)

∂
tj
Ji(t, q, p) +

n∑
k=1

(
∂pk

Hj(t, q, p)∂qk
Ji(t, q, p)− ∂qkHj(t, q, p)∂pk

Ji(t, q, p)
)
+

+
n∑
k=1

(
Jk(t, q, p)∂

2
pkqi
Hj(t, q, p)− Jn+k(t, q, p)∂

2
qkqi
Hj(t, q, p)

)
= 0, j = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , n,

∂
tj
Jn+i(t, q, p) +

n∑
k=1

(
∂pk

Hj(t, q, p)∂qk
Jn+i(t, q, p)− ∂qkHj(t, q, p)∂pk

Jn+i(t, q, p)
)
+

+
n∑
k=1

(
Jk(t, q, p)∂

2
pkpi

Hj(t, q, p)−Jn+k(t, q, p)∂
2
qkpi
Hj(t, q, p)

)
= 0, j = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , n.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû àáñîëþòíûé ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðÿäêà
(1.4) áûë óíèâåðñàëüíûì, ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà òîæäåñòâ äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáîì

íàáîðå ãàìèëüòîíèàíîâ Hj : D̃ → R, j = 1, . . . ,m, ò.å. äëÿ ëþáîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû

óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (0.2). Ýòî âîçìîæíî, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà

∂
tj
Jl(t, q, p) = 0, j = 1, . . . ,m, ∂qk

Jl(t, q, p) = 0, ∂pk
Jl(t, q, p) = 0, l = 1, . . . , 2n,

à çíà÷èò,

Jl(t, q, p) = 0 ∀(t, q, p) ∈ D̃ ′, l = 1, . . . , 2n.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì óíèâåðñàëüíûõ àáñîëþòíûõ ëèíåéíûõ èíòåã-
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ðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà, îòëè÷íûõ îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ, íå ñóùåñòâóåò.

Äîêàæåì åùå îäèí êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ àáñîëþòíîãî ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî
èíâàðèàíòà ïåðâîãî ïîðÿäêà (1.1) ó ñèñòåìû â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (0.1), îñíîâàííûé
íà ñóùåñòâîâàíèè ïåðâîãî èíòåãðàëà ó ðàñøèðåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû

dxi =
m∑
j=1

Xij(t, x)dtj , i = 1, . . . , n, dyi =
m∑
j=1

n∑
k=1

∂xk
Xij(t, x)yk dtj , i = 1, . . . , n. (1.5)

Òåîðåìà 1.3. Ñèñòåìà â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (0.1) äîïóñêàåò àáñîëþòíûé

ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðÿäêà (1.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (1.5) èìååò ïåðâûé èíòåãðàë

F : (t, x, y)→
n∑
i=1

Ji(t, x)yi ∀(t, x, y) ∈ D ′ × Rn. (1.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ
(1.6) áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì ðàñøèðåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (1.5), åñëè è
òîëüêî åñëè èìååò ìåñòî ñèñòåìà òîæäåñòâ

Bj F (t, x, y) = 0 ∀(t, x, y) ∈ D ′ × Rn, j = 1, . . . ,m,

ãäå ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïåðâîãî ïîðÿäêà

Bj(t, x, y) = ∂
tj
+

n∑
k=1

Xkj(t, x)∂xk
+

n∑
k=1

n∑
i=1

∂xi
Xkj(t, x)yi ∂yk

∀(t, x, y) ∈ D×Rn, j=1, . . . ,m.

Ýòà ñèñòåìà òîæäåñòâ ðàâíîñèëüíà íà îáëàñòè D ′ × Rn ñèñòåìå òîæäåñòâ

n∑
i=1

(
∂
tj
Ji(t, x) +

n∑
k=1

Xkj(t, x)∂xk
Ji(t, x) +

n∑
k=1

Jk(t, x)∂xi
Xkj(t, x)

)
yi = 0, j = 1, . . . ,m.

Ïîëó÷åííûå òîæäåñòâà èìåþò ìåñòî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåðíà ñèñòåìà
òîæäåñòâ (1.2). À ïî òåîðåìå 1.1, ñèñòåìà òîæäåñòâ (1.2) âûïîëíÿåòñÿ, åñëè è òîëüêî åñëè
ñèñòåìà (0.1) äîïóñêàåò àáñîëþòíûé ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò (1.1). Ïî ñâîéñòâó
òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.3. �

Àíàëîã òåîðåìû 1.3 íà ñëó÷àé íîðìàëüíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì
ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [36, ñ. 142; 37, ñ. 353 � 354].

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïðèâåäåì òàêæå ñëåäóþùèé êðèòåðèé (òåîðåìà 1.4)
ñóùåñòâîâàíèÿ ó ñèñòåìû (0.1) àáñîëþòíîãî èíòåãðàëüíîãî èíâàðèàíòà ïåðâîãî ïîðÿäêà
âèäà

I =

∫
L

F (δx1 , . . . , δxn) , (1.7)

ãäå L åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ èç îáëàñòè Y ⊂ Rn, à ôóíêöèÿ F ∈ C1(Y).
Òåîðåìà 1.4. Ñèñòåìà â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (0.1) äîïóñêàåò àáñîëþòíûé

èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò (1.7), åñëè è òîëüêî åñëè ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà â ïîëíûõ

äèôôåðåíöèàëàõ (1.5) èìååò àâòîíîìíûé n-öèëèíäðè÷íûé ïåðâûé èíòåãðàë
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F : (t, x, y)→ F (y) ∀(t, x, y) ∈ D × Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ F áóäåò àâòîíîìíûì n-öèëèíäðè÷íûì ïåðâûì èíòåãðàëîì
ðàñøèðåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (1.5) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà èìååò ìåñòî ñèñòåìà òîæäåñòâ

n∑
k=1

n∑
i=1

∂xi
Xkj(t, x)yi ∂yk

F (y) = 0 ∀(t, x, y) ∈ D × Y , j = 1, . . . ,m. (1.8)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà (1.7) áóäåò àáñîëþòíûì
èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì ïåðâîãî ïîðÿäêà ñèñòåìû (0.1), åñëè è òîëüêî åñëè

dF (δx1 , . . . , δxn)
∣∣
(0.1)

= 0. (1.9)

Äèôôåðåíöèàë â ñèëó ñèñòåìû (0.1) ðàâåí

dF (δx1 , . . . , δxn)
∣∣
(0.1)

=
n∑
i=1

∂yi
F (y)∣∣∣∣∣∣∣

yl = δxl,

l=1, . . . , n

d(δxi)
∣∣
(0.1)

=
m∑
j=1

n∑
i=1

∂yi
F (y)∣∣∣∣∣∣∣

yl = δxl,

l=1, . . . , n

δXij(t, x)dtj=

=
m∑
j=1

( n∑
i=1

n∑
k=1

∂yi
F (y)∣∣∣∣∣∣∣

yl=δxl,

l=1, . . . , n

∂xk
Xij(t, x) δxk

)
dtj =

=
m∑
j=1

( n∑
k=1

n∑
i=1

∂xi
Xkj(t, x)yi∂yk

F (y)

)∣∣∣∣∣ yl = δxl,

l=1, . . . , n

dtj.

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïåðåìåííûå tj, j = 1, . . . ,m, íåçàâèñèìû, ïîëó÷àåì, ÷òî
äèôôåðåíöèàëüíîå òîæäåñòâî (1.9) ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå òîæäåñòâ (1.8), à çíà÷èò, èìååò
ìåñòî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.4. �

Ñâÿçè ìåæäó àáñîëþòíûìè ëèíåéíûìè èíòåãðàëüíûìè èíâàðèàíòàìè è ïåðâûìè
èíòåãðàëàìè ñèñòåìû (0.1) âûðàæàþò ñëåäóþùèå çàêîíîìåðíîñòè (òåîðåìû 1.5 è 1.6).

Òåîðåìà 1.5. Åñëè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ F : D ′ → R ÿâëÿåòñÿ

ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (0.1), òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

I =

∫
L

n∑
i=1

∂xi
F (t, x)δxi , (1.10)

ãäå L åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ èç îáëàñòè X ′ ⊂ X ïðîñòðàíñòâà Rn, áóäåò
àáñîëþòíûì ëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì ïåðâîãî ïîðÿäêà ñèñòåìû (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ F : D ′ → R ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû
(0.1), òî äèôôåðåíöèàë ýòîé ôóíêöèè â ñèëó ñèñòåìû (0.1) ðàâåí íóëþ:

dF (t, x)∣∣
(0.1)

= 0 ∀(t, x) ∈ D ′.

Íà îñíîâàíèè ýòîãî òîæäåñòâà, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî âàðèàöèÿ ôóíêöèè F ðàâíà
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δF (t, x) =
n∑
i=1

∂xi
F (t, x)δxi ∀(t, x) ∈ D ′,

à âàðèàöèè δxi ïåðåìåííûõ xi, i = 1, . . . , n, ÿâëÿþòñÿ èçîõðîííûìè, ïîëó÷àåì, ÷òî

dI(t)∣∣
(0.1)

= d

∫
L

n∑
i=1

∂xi
F (t, x)δxi

∣∣
(0.1)

=

∫
L

d
(
δF (t, x)

)∣∣
(0.1)

=

∫
L

δ
(
dF (t, x)

)∣∣
(0.1)

= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà (1.10) áóäåò àáñîëþòíûì
ëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì ïåðâîãî ïîðÿäêà ñèñòåìû (0.1). �

Òåîðåìà 1.6. Ïóñòü âïîëíå ðàçðåøèìàÿ ñèñòåìû â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (0.1)
äîïóñêàåò àáñîëþòíûé ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðÿäêà (1.10),
ïîñòðîåííûé íà îñíîâàíèè äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè F : D ′ → R.
Òîãäà ïåðâûì èíòåãðàëîì âïîëíå ðàçðåøèìîé ñèñòåìû (0.1) áóäåò ôóíêöèÿ

W : (t, x)→ F (t, x) −
t∫

t0

m∑
j=1

ϕj(τ)dτj ∀(t, x) ∈ D ′, (1.11)

ãäå ôóíêöèè ϕj : T ′ → R, j = 1, . . . ,m, òàêèå, ÷òî

ϕj(t) = Xj F (t, x) ∀(t, x) ∈ D ′, j = 1, . . . ,m, (1.12)

à t0 � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî èç îäíîñâÿçíîé îáëàñòè T ′ ⊂ Rm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà (1.10) åñòü
àáñîëþòíûé ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðÿäêà ñèñòåìû (0.1), òî
ôóíêöèè

Ji : (t, x)→ ∂xi
F (t, x) ∀(t, x) ∈ D ′, i = 1, . . . , n,

òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî (òåîðåìà 1.1) ñèñòåìà òîæäåñòâ (1.2):

∂
tj

(
∂xi
F (t, x)

)
+

n∑
k=1

Xkj(t, x)∂xk

(
∂xi
F (t, x)

)
+

n∑
k=1

∂xk
F (t, x) ∂xi

Xkj(t, x) = 0

∀(t, x) ∈ D ′, j = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , n,

èëè

∂xi

(
∂
tj
F (t, x) +

n∑
k=1

Xkj(t, x)∂xk
F (t, x)

)
= 0 ∀(t, x) ∈ D ′, j = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , n,

à çíà÷èò,

∂xi
Xj F (t, x) = 0 ∀(t, x) ∈ D ′, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m. (1.13)

Èç òîæäåñòâ (1.13) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè Xj F, j = 1, . . . ,m, íå çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xn, à çàâèñÿò òîëüêî îò ïåðåìåííûõ t1, . . . , tm, ò.å. âåðíû òîæäåñòâà (1.12).

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà
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ω : t→
m∑
j=1

ϕj(t)dtj ∀t ∈ T ′

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè è òîëüêî åñëè èìååò ìåñòî ñèñòåìà òîæäåñòâ

∂
tj
ϕζ(t) = ∂

tζ
ϕj(t) ∀t ∈ T ′, j = 1, . . . ,m, ζ = 1, . . . ,m.

Ýòà ñèñòåìà òîæäåñòâ ðàâíîñèëüíà

Xjϕζ(t) = Xζ ϕj(t) ∀(t, x) ∈ D ′, j = 1, . . . ,m, ζ = 1, . . . ,m,

èëè, ñ ó÷åòîì (1.12), ñèñòåìå òîæäåñòâ

XjXζ F (t, x) = XζXj F (t, x) ∀(t, x) ∈ D ′, j = 1, . . . ,m, ζ = 1, . . . ,m,

à çíà÷èò, [
Xj,Xζ

]
F (t, x) = 0 ∀(t, x) ∈ D ′, j = 1, . . . ,m, ζ = 1, . . . ,m. (1.14)

Èç ñèñòåìû òîæäåñòâ (1.14) ïîëó÷àåì, ÷òî òàê êàê ñèñòåìà (0.1) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
ðàçðåøèìîé íà îáëàñòè D ′, òî äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà ω áóäåò çàìêíóòîé íà îáëàñòè
T ′. Ïî òåîðåìå Ïóàíêàðå [38, ñ. 14; 39, ñ. 222] ôîðìà ω áóäåò òî÷íîé íà îäíîñâÿçíîé
îáëàñòè T ′, à çíà÷èò, êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

∫
ω â îáëàñòè T ′ íå çàâèñèò îò ïóòè

èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïîýòîìó ïðîèçâîäíûå Ëè ôóíêöèè (1.11) â ñèëó ñèñòåìû (0.1) íà îáëàñòè D ′ ðàâíû:

XjW (t, x) = Xj F (t, x) − Xj

t∫
t0

m∑
j=1

ϕj(τ)dτj = ϕj(t)−∂tj

t∫
t0

m∑
j=1

ϕj(τ)dτj = 0, j = 1, . . . ,m.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ (1.11) áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì âïîëíå ðàçðåøèìîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (0.1). �

2.
Àâòîíîìíîñòü è öèëèíäðè÷íîñòü àáñîëþòíûõ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ

èíâàðèàíòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äëÿ íåàâòîíîìíûõ íîðìàëüíûõ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì Â.È. Ìèðîíåíêî áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä [40; 41, ñ. 17 � 19]
íàõîæäåíèÿ àâòîíîìíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Â.Í. Ãîðáóçîâûì â ðàáîòàõ [38, ñ. 106 � 120,
164 � 167; 42 � 45] íàðÿäó ñ àâòîíîìíûìè ïåðâûìè èíòåãðàëàìè áûëà ðåøåíà
çàäà÷à íàëè÷èÿ àâòîíîìíûõ ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ è àâòîíîìíûõ ïîñëåäíèõ ìíîæèòåëåé
ßêîáè â ñëó÷àÿõ, êîãäà îíè çàâèñÿò íå îáÿçàòåëüíî îò âñåõ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ.
Èñïîëüçóÿ ýòè ïîäõîäû ðàññìîòðèì âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ó ñèñòåìû óðàâíåíèé â ïîëíûõ
äèôôåðåíöèàëàõ (0.1) àâòîíîìíûõ è öèëèíäðè÷íûõ ïî ÷àñòè çàâèñèìûõ è íåçàâèñèìûõ
ïåðåìåííûõ àáñîëþòíûõ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðè
ýòîì áóäåì îñíîâûâàòüñÿ íà ñëåäóþùèõ îïðåäåëåíèÿõ s-íåàâòîíîìíîñòè è (n − k)-
öèëèíäðè÷íîñòè.

Àáñîëþòíûé ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðÿäêà (1.1) ñèñòåìû (0.1)
íàçîâåì s-íåàâòîíîìíûì, åñëè ôóíêöèè Ji : D

′ → R, i = 1, . . . , n, çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ

x1, . . . , xn è òîëüêî îò s, 0 ≤ s ≤ m, íåçàâèñèìûõ ïåpåìåííûõ t1, . . . , tm.
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Åñëè s = 0, òî s-íåàâòîíîìíûé àáñîëþòíûé ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò
ïåðâîãî ïîðÿäêà (1.1) ñèñòåìû (0.1) áóäåì íàçûâàòü àâòîíîìíûì àáñîëþòíûì ëèíåéíûì
èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì ïåðâîãî ïîðÿäêà ñèñòåìû (0.1).

Àáñîëþòíûé ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðÿäêà (1.1) ñèñòåìû (0.1)
íàçîâåì (n − k)-öèëèíäðè÷íûì, åñëè ôóíêöèè Ji : D

′ → R, i = 1, . . . , n, çàâèñÿò îò
ïåðåìåííûõ t1, . . . , tm è òîëüêî îò k, 0 ≤ k ≤ n, çàâèñèìûõ ïåpåìåííûõ x1, . . . , xn.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó ñóùåñòâîâàíèÿ ó ñèñòåìû (0.1) s-íåàâòîíîìíîãî (n− k)-öèëèíäpè÷-
íîãî àáñîëþòíîãî ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî èíâàðèàíòà ïåðâîãî ïîðÿäêà

I =

∫
L

n∑
i=1

Ji(
st, kx)δxi , (2.1)

ãäå ïåðåìåííûå st = (t1, . . . , ts) è
kx = (x1, . . . , xk), à L åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ

èç îáëàñòè X ′ ⊂ X ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Rn.

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ ñóùåñòâîâàíèÿ ó ñèñòåìû (0.1) àáñîëþòíîãî ëèíåéíîãî
èíòåãðàëüíîãî èíâàðèàíòà ïåðâîãî ïîðÿäêà (òåîðåìà 1.1) êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë (2.1)
áóäåò èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì ñèñòåìû (0.1), åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà
òîæäåñòâ

skXj Ji(
st, kx) +

n∑
ξ=1

Jξ(
st, kx)∂xi

Xξj(t, x) = 0 ∀(t, x) ∈ D ′, j = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , n, (2.2)

ãäå ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïåðâîãî ïîðÿäêà

skXθ(t, x) = ∂
tθ
+

k∑
ζ=1

Xζθ(t, x)∂xζ
∀(t, x) ∈ D, θ = 1, . . . , s,

skXν(t, x) =
k∑
ζ=1

Xζν(t, x)∂xζ
∀(t, x) ∈ D, ν = s+ 1, . . . ,m.

Îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé

Miθ =
{
1, X1θ(t, x), . . . , Xkθ(t, x), ∂xi

X1θ(t, x), . . . , ∂xi
Xnθ(t, x)

}
, θ = 1, . . . , s, i = 1, . . . , n,

Miν =
{
X1ν(t, x), . . . , Xkν(t, x), ∂xi

X1ν(t, x), . . . , ∂xi
Xnν(t, x)

}
, ν = s+ 1, . . . ,m, i = 1, . . . , n,

ñèñòåìà òîæäåñòâ (2.2) îçíà÷àåò: ïpè ëþáûõ ôèêñèpîâàííûõ çíà÷åíèÿõ íåçàâèñèìûõ
ïåpåìåííûõ tγ, γ = 1, . . . ,m, è çàâèñèìûõ ïåpåìåííûõ xp, p = 1, . . . , n, p 6= β, ôóíêöèè
êàæäîé èç ñîâîêóïíîñòåé Mij, j = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , n, ëèíåéíî çàâèñÿò ïî çàâèñèìîé
ïåpåìåííîé xβ íà îáëàñòè D ′. Ýòî èìååò ìåñòî ïpè êàæäîì ôèêñèpîâàííîì èíäåêñå
α = s+ 1, . . . ,m, è ïpè êàæäîì ôèêñèpîâàííîì èíäåêñå β = k + 1, . . . , n.

Ïîýòîìó âpîíñêèàíû ïî íåçàâèñèìûì ïåpåìåííûì tα, α = s + 1, . . . ,m, è ïî
çàâèñèìûì ïåðåìåííûì xβ, β = k + 1, . . . , n, êàæäîé èç ñîâîêóïíîñòåé Mij òîæäåñòâåííî
pàâíû íóëþ íà îáëàñòè D ′, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà òîæäåñòâ

W
tα

(
1, kXθ(t, x), ∂xi

Xθ(t, x)
)
= 0 θ = 1, . . . , s, i = 1, . . . , n, α = s+ 1, . . . ,m,
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W
tα

(
kXν(t, x), ∂xi

Xν(t, x)
)
= 0 ν = s+ 1, . . . ,m, i = 1, . . . , n, α = s+ 1, . . . ,m,

(2.3)

Wxβ

(
1, kXθ(t, x), ∂xi

Xθ(t, x)
)
= 0 θ = 1, . . . , s, i = 1, . . . , n, β = k + 1, . . . , n,

Wxβ

(
kXν(t, x), ∂xi

Xν(t, x)
)
= 0 ν = s+ 1, . . . ,m, i = 1, . . . , n, β = k + 1, . . . , n,

ãäå W
tα
è Wxβ

� âðîíñêèàíû ïî ïåðåìåííûì tα è xβ, ñîîòâåòñòâåííî, à ôóíêöèè

kXj : (t, x)→
(
X1j(t, x), . . . , Xkj(t, x)

)
∀(t, x) ∈ D, j = 1, . . . ,m,

∂xi
Xj : (t, x)→

(
∂xi
X1j(t, x), . . . , ∂xi

Xnj(t, x)
)
∀(t, x) ∈ D, j = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , n.

Òåì ñàìûì äîêàçàí íåîáõîäèìûé ïpèçíàê ñóùåñòâîâàíèÿ s-íåàâòîíîìíîãî (n − k)-
öèëèíäpè÷íîãî àáñîëþòíîãî ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî èíâàðèàíòà ïåðâîãî ïîðÿäêà ó
ñèñòåìû óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (0.1).

Òåîðåìà 2.1. Ñèñòåìà òîæäåñòâ (2.3) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì

ñóùåñòâîâàíèÿ ó ñèñòåìû óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (0.1) s-íåàâòîíîìíîãî
(n−k)-öèëèíäpè÷íîãî àáñîëþòíîãî ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî èíâàðèàíòà ïåðâîãî ïîðÿäêà
(2.1).

Ñëåäñòâèå 2.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (0.1) èìåëà àâ-
òîíîìíûé (n−k)-öèëèíäpè÷íûé àáñîëþòíûé ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò ïåðâîãî

ïîðÿäêà (2.1) íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñèñòåìû òîæäåñòâ

W
tα

(
kXj(t, x), ∂xi

Xj(t, x)
)
= 0 ∀(t, x) ∈ D ′, Wxβ

(
kXj(t, x), ∂xi

Xj(t, x)
)
= 0 ∀(t, x) ∈ D ′,

α = 1, . . . ,m, β = k + 1, . . . , n, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.

3. Îòíîñèòåëüíûé ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ îòíîñèòåëüíîãî èíòåãðàëüíîãî èíâàðèàíòà âûðàæàåò

Òåîðåìà 3.1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (0.1) äîïóñêàåò

îòíîñèòåëüíûé ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðÿäêà

I =

∮
L

n∑
i=1

Ji(t, x)δxi , (3.1)

ãäå L åñòü ïðîèçâîëüíàÿ çàìêíóòàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ èç îäíîñâÿçíîé îáëàñòè X ′ ⊂
X ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Rn, à ôóíêöèè Ji : D

′ → R, i = 1, . . . , n, íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìû íà îáëàñòè D ′ ⊂ D ⊂ Rn+m, åñëè è òîëüêî åñëè èìååò ìåñòî ñèñòåìà

òîæäåñòâ

Xj

(
∂xξ

Ji(t, x)
)
+

n∑
k=1

(
∂xk

Ji(t, x)− ∂xiJk(t, x)
)
∂xξ

Xkj(t, x) =

(3.2)

= Xj

(
∂xi
Jξ(t, x)

)
+

n∑
k=1

(
∂xk

Jξ(t, x)− ∂xξJk(t, x)
)
∂xi
Xkj(t, x)
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∀(t, x) ∈ D ′, j = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , n, ξ = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îòíîñèòåëüíîãî èíòåãðàëüíîãî èíâàðèàíòà ïåðâîãî ïîðÿäêà (3.1)
èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1 ïîëó÷àåì, ÷òî

∂
tj
I(t) =

∮
L

n∑
i=1

(
Xj Ji(t, x) +

n∑
k=1

Jk(t, x)∂xi
Xkj(t, x)

)
δxi =

=

∮
L

n∑
i=1

∂xi

( n∑
k=1

Jk(t, x)Xkj(t, x)

)
δxi +

+

∮
L

n∑
i=1

(
∂
tj
Ji(t, x) +

n∑
k=1

(
∂xk

Ji(t, x)− ∂xiJk(t, x)
)
Xkj(t, x)

)
δxi =

=
n∑
k=1

Jk(t, x)Xkj(t, x)∣∣
L

+

∮
L

n∑
i=1

ωij(t, x) δxi =

∮
L

n∑
i=1

ωij(t, x) δxi , j = 1, . . . ,m,

ãäå íà îáëàñòè D ′ ñêàëÿðíûå ôóíêöèè

ωij : (t, x)→ ∂
tj
Ji(t, x) +

n∑
k=1

(
∂xk

Ji(t, x)− ∂xiJk(t, x)
)
Xkj(t, x), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.

Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà∮
L

n∑
i=1

ωij(t, x) δxi , j = 1, . . . ,m,

ðàâíû íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èçîõðîííûå äèôôåðåíöèàëüíûå 1-ôîðìû

ωj : (t, x)→
n∑
i=1

ωij(t, x) δxi ∀(t, x) ∈ D ′, j = 1, . . . ,m,

áóäóò òî÷íûìè íà îäíîñâÿçíîé îáëàñòè X ′. À, ïî òåîðåìå Ïóàíêàðå [38, ñ. 14; 39, ñ. 222],
ýòî èìååò ìåñòî, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà òîæäåñòâ

∂xξ
ωij(t, x) = ∂xi

ωξj(t, x) ∀(t, x) ∈ D ′, i, ξ = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m,

÷òî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå òîæäåñòâ (3.2). �

Ñëåäñòâèå 3.1. Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (0.2)
äîïóñêàåò îòíîñèòåëüíûé ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðÿäêà

I =

∮
L

n∑
i=1

(
Ji(t, q, p)δqi + Jn+i(t, q, p)δpi

)
, Jl ∈ C2(D̃ ′), l = 1, . . . , 2n,

ãäå L åñòü ïðîèçâîëüíàÿ çàìêíóòàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ èç îäíîñâÿçíîé îáëàñòè X̃ ′ ⊂
X̃ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà R2n, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò ìåñòî ñèñòåìà
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òîæäåñòâ

n∑
k=1

((
∂qk
Ji(t, q, p)−∂qiJk(t, q, p)

)
∂qξpk

Hj(t, q, p)−
(
∂pk
Ji(t, q, p)−∂qiJn+k(t, q, p)

)
∂qξqk

Hj(t, q, p)
)
−

−
n∑
k=1

((
∂qk
Jξ(t, q, p)−∂qξJk(t, q, p)

)
∂qipk

Hj(t, q, p)−
(
∂pk
Jξ(t, q, p)−∂qξJn+k(t, q, p)

)
∂qiqk

Hj(t, q, p)
)
=

= Gj

(
∂qi
Jξ(t, q, p)

)
−Gj

(
∂qξ
Ji(t, q, p)

)
∀(t, q, p) ∈ D̃ ′, i = 1, . . . , n, ξ = 1, . . . , n, (3.3)

n∑
k=1

((
∂qk

Jn+i(t, q, p) − ∂pi
Jk(t, q, p)

)
∂pξpk

Hj(t, q, p) −

−
(
∂pk

Jn+i(t, q, p) − ∂pi
Jn+k(t, q, p)

)
∂pξqk

Hj(t, q, p)
)
−

−
n∑
k=1

((
∂qk

Jn+ξ(t, q, p) − ∂pξ
Jk(t, q, p)

)
∂pipk

Hj(t, q, p) −

−
(
∂pk

Jn+ξ(t, q, p) − ∂pξ
Jn+k(t, q, p)

)
∂piqk

Hj(t, q, p)
)
=

= Gj

(
∂pi
Jn+ξ(t, q, p)

)
−Gj

(
∂pξ

Jn+i(t, q, p)
)
∀(t, q, p) ∈ D̃ ′, i = 1, . . . , n, ξ = 1, . . . , n,

n∑
k=1

((
∂qk
Ji(t, q, p)−∂qiJk(t, q, p)

)
∂pξpk

Hj(t, q, p)−
(
∂pk
Ji(t, q, p)− ∂qiJn+k(t, q, p)

)
∂pξqk

Hj(t, q, p)
)
−

−
n∑
k=1

((
∂qk

Jn+ξ(t, q, p) − ∂pξ
Jk(t, q, p)

)
∂qipk

Hj(t, q, p) −

−
(
∂pk

Jn+ξ(t, q, p) − ∂pξ
Jn+k(t, q, p)

)
∂qiqk

Hj(t, q, p)
)
=

= Gj

(
∂qi
Jn+ξ(t, q, p)

)
−Gj

(
∂pξ

Ji(t, q, p)
)
∀(t, q, p) ∈ D̃ ′, i = 1, . . . , n, ξ = 1, . . . , n.

Òåîðåìà 3.2. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

IΠ =

∮
L

n∑
i=1

pi δqi , (3.4)

ãäå L åñòü ïðîèçâîëüíàÿ çàìêíóòàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ èç îäíîñâÿçíîé îáëàñòè X̃ ôàçîâîãî

ïðîñòðàíñòâà R2n, ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì îòíîñèòåëüíûì ëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì

èíâàðèàíòîì ïåðâîãî ïîðÿäêà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (0.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îáëàñòü X̃ ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé, òî, ïî ñëåäñòâèþ
4.1, êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë (3.4) áóäåò îòíîñèòåëüíûì èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì
ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.2), åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà òîæäåñòâ (3.3) ïðè
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Ji : (t, q, p)→ pi , Jn+i : (t, q, p)→ 0 ∀(t, q, p) ∈ D̃, i = 1, . . . , n,

ò.å.

∂qξqi
Hj(t, q, p)= ∂qiqξ

Hj(t, q, p), ∂pξpi
Hj(t, q, p)= ∂pipξ

Hj(t, q, p), ∂pξqi
Hj(t, q, p)= ∂qipξ

Hj(t, q, p)

(3.5)

∀(t, q, p) ∈ D̃, j = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , n, ξ = 1, . . . , n.

Ñëåäîâàòåëüíî, êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë (3.4) ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì ëèíåéíûì
èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì ïåðâîãî ïîðÿäêà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû â ïîëíûõ
äèôôåðåíöèàëàõ (0.2). Òàê êàê òîæäåñòâà (3.5) âåðíû ïðè ëþáîì íàáîðå ãàìèëüòîíèàíîâ

Hj : D̃ → R, j = 1, . . . ,m, ò.å. äëÿ ëþáîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.2), òî èíòåãðàëüíûé
èíâàðèàíò (3.4) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì. �

Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (0.1)
óñòàíîâëåíû êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ àáñîëþòíîãî ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî èíâàðèàíòà
ïåðâîãî ïîðÿäêà (òåîðåìû 1.1 è 1.3) è îòíîñèòåëüíîãî ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî
èíâàðèàíòà ïåðâîãî ïîðÿäêà (òåîðåìà 3.1). Äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì â ïîëíûõ
äèôôåðåíöèàëàõ (0.2) ïîëó÷åííûå êðèòåðèè êîíêðåòèçèðîâàíû (ñëåäñòâèÿ 1.1 è 3.1),
à òàêæå äîêàçàíî îòñóòñòâèå óíèâåðñàëüíûõ àáñîëþòíûõ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ
èíâàðèàíòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà, îòëè÷íûõ îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ (òåîðåìà 1.2), è óêàçàí
àíàëèòè÷åñêèé âèä óíèâåðñàëüíîãî îòíîñèòåëüíîãî ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî èíâàðèàíòà
ïåðâîãî ïîðÿäêà (òåîðåìà 3.2). Óñòàíîâëåíû àíàëèòè÷åñêèå ñâÿçè (òåîðåìû 1.5 è 1.6)
ìåæäó àáñîëþòíûìè ëèíåéíûìè èíòåãðàëüíûìè èíâàðèàíòàìè è ïåðâûìè èíòåãðàëàìè
ñèñòåìû óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (0.1). Ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ àâòîíîìíûõ è öèëèíäðè÷íûõ ïî ÷àñòè çàâèñèìûõ è íåçàâèñèìûõ
ïåðåìåííûõ àáñîëþòíûõ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà (òåîðåìà
2.1 è ñëåäñòâèå 2.1).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû â àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ìíîãîìåðíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è â àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå.
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