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Àííîòàöèÿ

Ñðåäè õàðàêòåðèñòèê äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îäíîé èç âàæíûõ ÿâëÿåòñÿ
ñïåêòð Ìîðñà � ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïåðèîäè÷åñêèõ
ïñåâäîòðàåêòîðèé. Ýòà õàðàêòåðèñòèêà îñîáåííî âàæíà, êîãäà äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé áîëüøîãî ïåðè-
îäà. Ïðàêòè÷åñêèé ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ ñïåêòðà Ìîðñà áûë ïðåäëîæåí Ã.
Îñèïåíêî íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîãî èì ìåòîäà ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà. Ñèì-
âîëè÷åñêèé îáðàç ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, îòðàæàþùèé
äèíàìèêó ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿ÷ååê ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïîä äåéñòâèåì ñè-
ñòåìû. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòàõ Ã.Oñèïåíêî, ñïåêòð Ìîðñà îñíàùåííîãî
ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà ñèñòåìû ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïðèáëèæåíèå ê ñïåê-
òðó èñõîäíîé ñèñòåìû. Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñòðóêòóðà ñïåêòðà Ìîðñà
â ñëó÷àå ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîá-
ðàçèé ãèïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êè. Äîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð Ìîðñà ñî-
äåðæèò îòðåçîê, êîíöû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì
ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà ãèïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êè.

êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà, ñïåêòð Ìîðñà, èíâàðèàíòíûå ìíî-
ãîîáðàçèÿ, ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå
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Abstract

The Morse spectrum is de�ned as the limit set of Lyapunov exponents and
is one of main characteristics of dynamical systems.It is important for system
having in�nitely many trajectories with long periods. G. Osipenko supposed a
practical approach to the Morse spectrum computation, which is based on the
symbolic image method. Symbolic image of a dynamical system is an oriented
graph presenting the dynamics of the transformation of the system phase space.
As it was shown by G. Osipenko, the Morse spectrum of labeled symbolic image
is an approximation of a given system spectrum. In this work we study the
structure of the Morse spectrum when there is homoclinic tangency of stable
and unstable manifolds of a �xed hyperbolic point. We prove that the spectrum
contains the segment for which initial and end points are de�ned by stable and
unstable Lyapunov exponents of this point.

key words:Lyapunov exponents, Morse spectrum, invariant manifolds,
homoclinic tangency

1 Ââåäåíèå

Â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ìåòîäû ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè, ïîçâîëÿ-
þùèå îïèñàòü äèíàìèêó ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëîâ, ïî-
ñòðîåííûõ íàä êîíå÷íûì àëôàâèòîì, ñòàëè âàæíûì ðàçäåëîì. Òåðìèí áûë
ââåäåí Õ. Ìîðñîì è Æ. Õåäëóíäîì. Áîëüøîé âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè âíåñ
Ð.Áîóýí [2]. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ìåòîäîâ ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè äàíî â
[6, 7]. Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè ìåòîäû ïðèêëàäíîé ñèìâîëè÷å-
ñêîé äèíàìèêè, â ÷àñòíîñòè ìåòîä ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà, îñíîâàííûé íà ïî-
ñòðîåíèè ïî çàäàííîìó ðàçáèåíèþ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà îðèåíòèðîâàííîãî
ãðàôà. Îïèñàíèþ ìåòîäà è åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì ïîñâÿùåíû ðàáîòû [1, 8, 9, 11, 12].

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü îöåíêó
äëÿ ñïåêòðà Ìîðñà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðûé áûë îïðåäåëåí Ô. Êî-
ëîíèóñîì êàê ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ ïñåâäîòðà-
åêòîðèé ñèñòåìû. Îí æå ïîêàçàë, ÷òî ñïåêòð Ìîðñà ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì
Ìîðñà äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Îêàçàëîñü, ÷òî êîíñòðóêöèÿ îñíàùåí-
íîãî ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà, â êîòîðîé íà äóãàõ ãðàôà ðàññòàâëÿþòñÿ çíà÷å-
íèé äèôôåðåíöèàëà îòîáðàæåíèÿ, âû÷èñëåííîãî â öåíòðå ÿ÷åéêè ðàçáèåíèÿ,
ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ïðèáëèæåíèå ê ñïåêòðó Ìîðñà èñõîäíîé ñèñòåìû. Ðàç-
ðàáîòêà è ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà äàíà â [10].
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Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñòðóêòóðà ñïåêòðà Ìîðñà â ñëó÷àå ãîìîêëè-
íè÷åñêîãî êàñàíèÿ óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèé ãèïåðáîëè÷å-
ñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà ïëîñêîñòè.

2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü f : R2 → R2 äèôôåîìîðôèçì ïëîñêîñòè ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæ-
íîé òî÷êîé O. Îáîçíà÷èìW s èW u óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ
òî÷êè O. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà Q, â êîòîðîé ýòè ìíîãîîáðàçèÿ
ïåðåñåêàþòñÿ êàñàÿñü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà Q ÿâëÿåòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêîé
è êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà TW s(Q) è TW u(Q) ñîâïàäàþò. Òàêîé ñëó÷àé ìû
áóäåì íàçûâàòü ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì. Îáîçíà÷èì Ω çàìûêàíèå ãîìî-
êëè÷åñêîé òðàåêòîðèè Tr(Q), êîòîðîå ñîñòîèò èç ýòîé òðàåêòîðèè è ãèïåðáî-
ëè÷åñêîé òî÷êè O.

2.1 Äåéñòâèå äèôôåðåíöèàëà íà ïðîåêòèâíîì ðàññëîåíèè

Ïóñòü f äèôôåîìîðôèçì ìíîãîîáðàçèÿ M , d = dimM . Â íàøåì ñëó÷àå
M = R2. Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ äèñêðåòíóþ ñèñòåìó

xn+1 = f(xn) (1)

íà ìíîãîîáðàçèè M . Îáîçíà÷èì TR(x0) = {xk = fk(x0), k ∈ Z} òðàåêòîðèþ
òî÷êè x0. Äèôôåðåíöèàë â òî÷êå x åñòü ìàòðèöà ßêîáè

Df(x) =

(
∂f

∂x

)
êîòîðàÿ çàäàåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

vn+1 = A(xn)vn, (2)

ãäå A(xn) = Df(xn), v � âåêòîð êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ëþáîå íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèåA : v → Av, v ∈ Rd, |v| 6= 0
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

Av = |Av| · Av/|Av| = r|Ae| · Ae/|Ae| = r|Ae| · As(e),

ãäå r = |v|, e = v
|v| ∈ S

d−1, Sd−1 � åäèíè÷íàÿ ñôåðà. Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå A : v → Av åñòü ïðîèçâåäåíèå äâóõ îòîáðàæåíèé

e→ As(e) = Ae/|Ae|,
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r → r |Ae|,
ãäå ïåðâîå äåéñòâóåò íà ñôåðå Sd−1, à âòîðîå äåéñòâóåò íà ïîëîæèòåëüíîé ïî-
ëóïðÿìîé R+ è ñîìíîæèòåëü |Ae| çàäàåò êîýôôèöèåíò èçìåíåíèÿ äëèíû âåê-
òîðà. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî P d−1 åñòü ìíîæåñòâî îäíî-
ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â Rd, îíî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïóòåì îòîæäåñòâëå-
íèÿ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê åäèíè÷íîé ñôåðû Sd−1. Ñèììåò-
ðè÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ As(e) îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ çíàêà As(±e) = ±As(e)
ïîçâîëÿåò íàì îòîæäåñòâèòü ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè íà ñôåðå è îïðåäåëèòü
äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå P d−1. Òàêèì îáðàçîì,
ìû ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå

Pf(x, e) = (f(x),
Df(x)e

|Df(x)e|
)

íà ïðîåêòèâíîì ðàññëîåíèè P = {(x, e) : x ∈ M, e ∈ P d−1(x)}, êîòîðîå
ïîðîæäàåò äèñêðåòíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó âèäà

xn+1 = f(xn), en+1 =
Df(xn)en
|Df(xn)en|

(3)

íà ïðîåêòèâíîì ðàññëîåíèè P . Âåëè÷èíà a(x, e) = |Df(x)e| åñòü êîýôôèöè-
åíò èçìåíåíèÿ äëèíû íà ïîäïðîñòðàíñòâå e.

Îïðåäåëåíèå 1 Áåñêîíå÷íàÿ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
{xi,−∞ < i < +∞} íàçûâàåòñÿ ε-òðàåêòîðèåé (èëè ïñåâäîòðàåêòîðèåé),
åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó îáðàçîì f(xi) è xi+1 ìåíüøå ÷åì ε:

ρ(f(xi), xi+1) < ε

äëÿ ëþáîãî i. Åñëè ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi} ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷å-
ñêîé, òî îíà íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ε-òðàåêòîðèåé, à òî÷êè xi íàçûâà-
þòñÿ ε-ïåðèîäè÷åñêèìè. Åñëè íàäî óêàçàòü ïåðèîä p, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü
î (p, ε)-ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè.

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî, êàê ïðàâèëî, òî÷íàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû ðåäêî
èçâåñòíà, à â äåéñòâèòåëüíîñòè ìû âû÷èñëÿåì òîëüêî ε-òðàåêòîðèþ äëÿ äî-
ñòàòî÷íî ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ε.

Ïðèìåð 1 Íà ïëîñêîñòè R2 ðàññìîòðèì îòîáðàæå-
íèå âèäà: f(x, y) = (y, 0.05(1 − x2)y − x) è âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òî÷åê x1 = (2, 0), x2 = (0,−2), x3 = (−2, 0), x4 = (0, 2), xk+4 = xk.
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ 4-
ïåðèîäè÷åñêîé ε-òðàåêòîðèåé äëÿ ëþáîãî ε > 0.1. Äåéñòâèòåëüíî,
f(2, 0) = (0,−2); f(0,−2) = (−2,−0.1); f(−2, 0) = (0, 2), f(0, 2) = (2, 0.1).
Òàêèì îáðàçîì, |xk+1 − f(xk)| ≤ 0.1 äëÿ k = 1, 2, 3, 4. Ðèñóíîê 1 èëëþñòðè-
ðóåò ñêàçàííîå.

Ðèñ. 1: Ïñåâäîòðàåêòîðèÿ îòîáðàæåíèÿ f(x, y) = (y, 0.05(1− x2)y − x).

Ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ èç òî÷êè (−2,−0.1) â òî÷êó
(−2, 0) è èç òî÷êè (2, 0.1) â òî÷êó (2, 0) êàê ñäâèãè, ïðûæêè èëè êîððåêöèè
âåëè÷èíîé 0.1.

Îïðåäåëåíèå 2 [5] Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ öåïíî-ðåêóððåíòíîé, åñëè äëÿ ëþ-
áîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε cóùåñòâóåò ïåðèîäè÷åñêàÿ ε-òðàåêòîðèÿ, ïðîõî-
äÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x. Öåïíî-ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç âñåõ
öåïíî-ðåêóððåíòíûõ òî÷åê è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç CR.

Öåïíî-ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî CR ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì, çàìêíó-
òûì è ñîäåðæèò âñå òèïû âîçâðàòíûõ òðàåêòîðèé: ïåðèîäè÷åñêèå, ïî÷òè-
ïåðèîäè÷åñêèå, íåáëóæäàþùèå, ãîìîêëèíè÷åñêèå è ò.ä. Îòìåòèì, ÷òî, åñ-
ëè öåïíî-ðåêóððåíòíàÿ òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñîé è dimM > 1,
òî ñóùåñòâóåò ñêîëü óãîäíî ìàëîå âîçìóùåíèå f â C0-òîïîëîãèè, äëÿ êî-
òîðîãî äàííàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé [13]. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
öåïíî-ðåêóðåíòíûå òî÷êè ïîðîæäàþò ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè ïðè C0-
âîçìóùåíèÿõ.
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2.2 Ñïåêòð Ìîðñà

Ðàññìîòðèì öåïíî-ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèÿ

Pf(x, e) = (f(x), Df(x)e/|Df(x)e|)

íà ïðîåêòèâíîì ðàññëîåíèè P = {(x, e), x ∈ M, e ∈ P (x)}. Íàïîìíèì, ÷òî,
åñëè ξ = {(xk, ek), k ∈ N+} ÿâëÿåòñÿ ε-ïîëóòðàåêòîðèåé îòîáðàæåíèÿ Pf ,
òîãäà ÷èñëî

λ(ξ) = lim
m→∞

1

m

m−1∑
k=0

ln |Df(xk)ek)|

åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ýòîé ïîëóòðàåêòîðèè. Ïóñòü
ξ = {(xk, ek)} åñòü p-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïñåâäîòðàåêòîðèÿ, òîãäà Ëÿïóíîâñêèé
ïîêàçàòåëü ýòîé ïñåâäîòðàåêòîðèè åñòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ïî ïåðèîäó

λ(ξ) =
1

p

p−1∑
k=0

ln |a(xk, ek)| =
1

p

p−1∑
k=0

ln |Df(xk)ek)|. (4)

Îïðåäåëåíèå 3 Ñïåêòð Ìîðñà Σ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Σ = {λ ∈ R : ñóùåñòâóþò εk −òðàåêòîðèè ξk, ÷òî

εk → 0, λ(ξk)→ λ ïðè k →∞}.

Â ðàáîòå [4] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð Ìîðñà ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäè÷åñêèì
ñïåêòðîì Ìîðñà, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Σ = {λ ∈ R : ñóùåñòâóþò ïåðèîäè÷åñêèå εk − îðáèòû ξk, ÷òî

εk → 0, λ(ξk)→ λ ïðè k →∞}.

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð Ìîðñà åñòü ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ïîêàçàòåëåé Ëÿïó-
íîâà ïåðèîäè÷åñêèõ ε-òðàåêòîðèé ïðè ε→ 0.

Èç ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 12 êíèãè [11] ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà Ω
öåïíî-ðåêóððåíòíîãî ìíîæåñòâà CR(Pf) îòîáðàæåíèÿ Pf íà ïðîåêòèâíîì
ðàññëîåíèè P ïîðîæäàåò îòðåçîê [λmin(Ω), λmax(Ω)], ãäå λmin(Ω) è λmax(Ω)
íàèìåíüøèé è íàèáîëüøèé ïðåäåëüíûå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ïñåâäîòðàåêòîðèé êîìïîíåíòû Ω. Îïèñàííûå èíòåðâàëû äëÿ ðàçëè÷-
íûõ êîìïîíåíò öåïíî-ðåêóððåíòíîãî ìíîæåñòâà CR(Pf) ìîãóò ïåðåñåêàòü-
ñÿ [4]. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà Ωik öåïíî-ðåêóððåíòíîãî ìíîæåñòâà CR(Pf)
íà ïðîåêòèâíîì ðàññëîåíèè P ïðîåêòèðóåòñÿ íà íåêóþ êîìïîíåíòó Ωi
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öåïíî-ðåêóððåíòíîãî ìíîæåñòâà CR(f) íà ìíîãîîáðàçèè M . ×èñëî i öåïíî-
ðåêóððåíòíûõ êîìïîíåíò íàM íå îãðàíè÷åíî, íî ÷èñëî k êîìïîíåíò Ωik ⊂ P ,
êîòîðûå ïðîåêòèðóþòñÿ íà ôèêñèðîâàííóþ êîìïîíåíòó Ωi ⊂ M íå ïðåâû-
øàåò ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ M [11]. Â ýòîé æå ðàáîòå îïèñàí ìåòîä, îñ-
íîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû,
êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñïåêòð Ìîðñà ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ.

2.3 Ïðèìåðû ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïî-
íÿòü, êàê ïîÿâëÿþòñÿ îòðåçêè â ñïåêòðå Ìîðñà. Ïóñòü f : R2 → R2 äèôôåî-
ìîðôèçì ïëîñêîñòè ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé O. Îáîçíà÷èì
W s è W u óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè O. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà Q, â êîòîðîé ýòè ìíîãîîáðàçèÿ ïåðåñåêàþòñÿ êàñàÿñü.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà Q ÿâëÿåòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêîé è êàñàòåëüíûå ïðî-
ñòðàíñòâà TW s(Q) è TW u(Q) ñîâïàäàþò. Òàêîé ñëó÷àé ìû áóäåì íàçûâàòü
ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì. Ïðèìåðîì òàêîãî îòîáðàæåíèÿ ìîæåò áûòü

f(x, y) = (bx+ y + ax(1− x), y + ax(1− x)),

ïðè a=1.511717565, b=0.93, ñì. ðèñ. 2. Â ðàáîòå [3] ïîñòðîåí ïðèìåð ãîìî-

Ðèñ. 2: Ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå äëÿ f(x, y) = (bx + y + ax(1 − x), y + ax(1 − x)),
a=1.511717565, b=0.93.

êëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ, äèíàìèêà êîòîðîãî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-
ìè. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ñõîäÿùèõñÿ
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ê ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòå. Ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè-
÷åñêèìè, è ïðè ýòîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè ýòèõ òðàåêòîðèé ðàâíî-
ìåðíî îòäåëåíû îò íóëÿ. Îäíàêî óãîë ìåæäó óñòîé÷èâûìè è íåóñòîé÷èâûìè
ïîäïðîñòðàíñòâàìè íå îòäåëåí îò íóëÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì â ñëó÷àå
ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ.

3 Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ óòâåðæäå-

íèé

Ìû ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ öåïíî-ðåêóððåíòíîå
ìíîæåñòâî â ïðîåêòèâíîì ðàññëîåíèè ñîäåðæèò âåñü ñëîé P 1 íàä ãèïåðáîëè-
÷åñêîé òî÷êîé O è, êàê ñëåäñòâèå, ñïåêòð Ìîðñà ñîäåðæèò îòðåçîê [λs, λu],
ãäå λs, è λu � óñòîé÷èâûé è íåóñòîé÷èâûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè
òî÷êè O.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1 Öåïíî-ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî äåéñòâèÿ äèôôåðåíöèàëà Df
íà ïðîåêòèâíîì ðàññëîåíèè ñîäåðæèò ïðîèçâåäåíèå Ω×P 1, ãäå P 1 � îäíî-
ìåðíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî.

Òåîðåìà 2 Ñïåêòð Ìîðñà îòîáðàæåíèÿ f ñîäåðæèò îòðåçîê [λs, λu], ãäå
λs è λu � óñòîé÷èâûé è íåóñòîé÷èâûé ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà.

Ðàññìîòðèì öåïíî-ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî CR îòîáðàæåíèÿ

Pf(x, e) = (f(x),
Df(x)e

|Df(x)e|
)

íà ïðîåêòèâíîì ðàññëîåíèè P = R2 × P 1, ãäå P 1 îáîçíà÷åíî îäíîìåðíîå
ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ äëèíû π. Ðàññòî-
ÿíèåì íà P 1 ÿâëÿåòñÿ óãîë ìåæäó ïðÿìûìè (ïîäïðîñòðàíñòâàìè), êîòîðûå
ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ åäèíè÷íûìè âåêòîðàìè e, îïðåäåëåííûìè ñ òî÷íîñòüþ
äî çíàêà.

Óòâåðæäåíèå 1 Öåïíî-ðåêóððåíòíîå èíîæåñòâî CR(Pf) îòîáðàæåíèÿ
Pf íà ïðîåêòèâíîì ðàññëîåíèè P ñîäåðæèò îäíîìåðíîå ïðîåêòèâíîå ïðî-
ñòðàíñòâî P 1(O), ò.å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 è ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà
e ∈ P 1(O) ñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷åñêàÿ ε-òðàåêòîðèÿ îòîáðàæåíèÿ Pf , ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç e.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàä íåïîäâèæíîé òî÷êîé O îòîáðàæåíèå Pf(O) äåéñòâó-
åò íà P 1(O), ãäå èìååò äâà íåïîäâèæíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà es = TW s(O) è
eu = TW u(O), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè ê óñòîé÷èâîìó è íåóñòîé÷è-
âîìó ìíîãîîáðàçèÿì. Ïðè ýòîì, es ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì (ðåïåëëåðîì) è eu -
ñòîêîì (àòòðàêòîðîì), äâîéñòâåííûì ê es, à âñå äðóãèå òðàåêòîðèè íà÷èíàþò-
ñÿ â es è çàêàí÷èâàþòñÿ â eu. Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî e îòëè÷íîå îò es è
eu. Òðàåêòîðèÿ Tr(O, e) ïîäïðîñòðàíñòâà e íà÷èíàåòñÿ â es è çàêàí÷èâàåòñÿ â
eu. Ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ Tr(Q) òî÷êè Q íà÷èíàåòñÿ è çàêàí÷èâàèòñÿ
â ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êå O. Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ Tr(Q, e∗) ïîäïðîñòðàí-
ñòâà e∗ = TW s(Q) = TW u(Q) (íàä òî÷êîé Q) ïîä äåéñòâèåì ïðîåêòèâíîãî
îòîáðàæåíèÿ Pf . Èç èíâàðèàíòíîñòè óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ ñëåäóåò, ÷òî

Tr(Q, e∗) = {TW s(x) = TW u(x), x ∈ Tr(Q)}.

Ýòà òðàåêòîðèÿ íà÷èíàåòñÿ â O × eu è çàêàí÷èâàåòñÿ â O × es. Òàêèì îá-
ðàçîì, ìû ïîñòðîèëè äâå òðàåêòîðèè Tr(O, e) è Tr(Q, e∗) íà ïðîåêòèâíîì
ðàññëîåíèè, êîòîðûå îáðàçóþò öèêë âèäà

(O, es)→ (O, e)→ (O, eu)→ (Q, e∗)→ (O, es).

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷åñêàÿ ε-òðàåêòîðèÿ
îòîáðàæåíèÿ Pf , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç e. Ïóñòü ðàññòîÿíèå ρ íà ïðîåêòèâíîì
ðàññëîåíèè P = R2 × P 1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñèìóì ìåæäó ðàññòîÿíèåì
íà ïëîñêîñòè è óãëîì ìåæäó ïîäïðîñòðàíñòâàìè. Ïîñòðîèì ε-îêðåñòíîñòü
U ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êè O. Òàê êàê òðàåêòîðèÿ Tr(Q) íà÷èíàåòñÿ è çà-
êàí÷èâàåòñÿ â O, òî ñóùåñòâóþò öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî k òàêîå, ÷òî
f−k(Q) ∈ U f 0(Q) = Q, è fk(Q) ∈ U . Ïðè ýòîì ÷èñëî k ìîæíî âûáðàòü
äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Âûáåðåì ýòî ÷èñëî òàê, ÷òî óãëû ∠(Df−ke∗, eu) < ε/2
è ∠(Dfke∗, es) < ε/2. Òàê êàê òðàåêòîðèÿ Tr(O, e) ïîäïðîñòðàíñòâà e íà÷è-
íàåòñÿ â es è çàêàí÷èâàåòñÿ â eu, òî ñóùåñòâóåò öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
n òàêîå, ÷òî óãëû ∠(Df−ne, es) < ε/2 è ∠(Dfne, eu) < ε/2. Òîãäà ðàññòîÿíèÿ

ρ((f−k(Q), Df−ke∗), (O,Dfne)) < ε, ρ((fk(Q), Dfke∗), (O,Df−ne)) < ε,

÷òî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïåðèîäè÷åñêóþ ε-òðàåêòîðèþ âèäà

ξ∗ = {(O,Df ie), −n ≤ i ≤ n; (f j(Q), Df je∗), −k ≤ j ≤ k}

íà ïðîåêòèâíîì ðàññëîåíèè. Ýòà ïñåâäîòðàåêòîðèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ïîäïðî-
ñòðàíñòâî e, èìååò ïåðèîä 2(k+n), âåëè÷èíû k è n îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíîé
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ε. Òàê êàê e áûëî ïðîèçâîëüíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â O × P 1, îòëè÷íûì îò
es è eu, òî âñÿ îêðóæíîñòü O × P 1 ñîñòîèò èç öåïíî-ðåêóððåíòíûõ òî÷åê.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî öåïíî-ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèÿ Pf ñîäåðæèò òðàåêòîðèþ
TR(Q, e∗), e∗ = TW s(Q) = TW u(Q) è îêðóæíîñòü O × P 1.

Ïóñòü f : R2 → R2 � îïèñàííûé âûøå äèôôåîìîðôèçì ïëîñêîñòè ñ ãè-
ïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé è ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòîé. Îáîçíà÷èì
λs è λu ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êè O, λs < 0 < λu.

Óòâåðæäåíèå 2 Åñëè óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ ãèïåðáîëè-
÷åñêîé òî÷êè ïåðåñåêàþòñÿ êàñàÿñü, òî ñïåêòð Ìîðñà ñîäåðæèò èíòåðâàë
[λs, λu].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ áûëè
ïîñòðîåíû äâå òðàåêòîðèè â ïðîåêòèâíîì ðàññëîåíèè Tr(O, e) è Tr(Q, e∗),
êîòîðûå îáðàçóþò öèêë

(O, es)→ (O, e)→ (O, eu)→ (Q, e∗)→ (O, es).

Èñïîëüçóÿ ýòîò öèêë, ìû ïîñòðîèëè çàìêíóòóþ ïñåâäîòðàåêòîðèþ. Óñòîé÷è-
âîå è íåóñòîé÷èâîå ïîäïðîñòðàíñòâà es è eu ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êè ÿâëÿþòñÿ
íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè äëÿ ïðîåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ Pf . Òðàåêòîðèè ýòèõ
òî÷åê Tr(O, es) = (O, es) è Tr(O, eu) = (O, eu), ÷òî ïîçâîëÿåò âñòàâèòü èõ â
ïîñòðîåííûé öèêë. Ïîëó÷èì öèêë âèäà

(O, es)→ (O, e)→ (O, eu)→ (O, eu)→ (Q, e∗)→ (O, es)→ (O, es).

÷òî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïåðèîäè÷åñêóþ ε-òðàåêòîðèþ âèäà

ξ = {(O,Df ie), −n ≤ i ≤ n; (O,Df peu), 0 ≤ i ≤ N ;

(f j(Q), Df je∗), 0 ≤ j ≤ k; (O,Df qes), 0 ≤ q ≤ K }
íà ïðîåêòèâíîì ðàññëîåíèè. Ýòà ïñåâäîòðàåêòîðèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ïîäïðî-
ñòðàíñòâî e, èìååò ïåðèîä 2(k + n) + N + K, âåëè÷èíû k è n ôèêñèðîâàíû
è îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíîé ε, N è K ìîãóò áûòü âûáðàíû ëþáûìè öåëûìè
ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Íàéäåì ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ïîñòðîåííîé ïñåâ-
äîòðàåêòîðèè

λ(ξ) =
1

2(k + n) +N +K

2(k+n)+N+K−1∑
z=0

ln |Df(xz)ez). (5)
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Ðàçîáüåì ñóììó íà òðè ÷àñòè: ïåðâàÿ ÷àñòü
∑

0 ñîäåðæèò ñëàãàåìûå, ïîðîæ-
äåííûå ïñåâäîòðàåêòîðèåé ξ∗ è èìååò 2(k + n) ñëàãàåìûõ, âòîðàÿ ÷àñòü

∑
s

ïîðîæäåíà äåéñòâèåì äèôôåðåíöèàëà íà óñòîé÷èâîì ïîäïðîñòðàíñòâå es è
èìååò K ñëàãàåìûõ, à òðåòüÿ ÷àñòü

∑
u ïîðîæäåíà äåéñòâèåì äèôôåðåíöè-

àëà íà íåóñòîé÷èâîì ïîäïðîñòðàíñòâå eu è èìååò N ñëàãàåìûõ. ×èñëà k è n
ôèêñèðîâàíû, à N è K áóäóò âûáðàíû áîëüøèìè öåëûìè ïîëîæèòåëüíûìè
÷èñëàìè òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü λ(ξ) êàê ïðèáëèæåíèå äëÿ ëþáîãî ÷èñëà èç îò-
ðåçêà [λs, λu]. Ïåðâàÿ ñóììà îãðàíè÷åíà

∑
0 = C, âòîðàÿ ñóììà

∑
s = Kλs,

òðåòüÿ ñóììà
∑

u = Nλu. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì

λ(ξ) =
1

2(k + n) +N +K
(C +Kλs +Nλu) =

=
C

2(k + n) +N +K
+

(
N +K

2(k + n) +N +K

)(
1

N +K

)
(Kλs +Nλu).

Ïðè N +K →∞

C

2(k + n) +N +K
→ 0 è

N +K

2(k + n) +N +K
→ 1.

Ïóñòü 0 < α < 1, ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë N è
K òàê, ÷òîáû N + K → ∞ è K

N+K → α. Åñëè α ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî
äîñòàòî÷íî ðåøèòü ðàâåíñòâî

K

N +K
= α,

ò.å. ïîëîæèòü N
K = 1−α

α . Òàê êàê òàêèõ ÷èñåë áóäåò áåñêîíå÷íî ìíîãî, òî
ìîæíî âûáðàòü èõ òàê, ÷òîáû N + K → ∞. Åñëè α èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî,
òî äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü N

K →
1−α
α è òîãäà N +K →∞.

Ïðè îïèñàííîì âûáîðå ÷èñåë N è K

λ(ξ)→ αλs + (1− α)λu,

ò.å. ñïåêòð Ìîðñà ñîäåðæèò ÷èñëî αλs+(1−α)λu. Òàê êàê α ÿâëÿåòñÿ ëþáûì
÷èñëîì ìåæäó 0 è 1, òî ñïåêòð Ìîðñà ñîäåðæèò èíòåðâàë [λs, λu]. Óòâåðæäå-
íèå äîêàçàíî.

Ðàññìîòðèì ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî P 1(Q) íàä ãîìîêëèíè÷åñêîé òî÷-
êîé Q. Çäåñü èìååòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî e∗ = TW s(Q) = TW u(Q), êîòîðîå
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Åñëè e∗ � åäèíè÷íûé âåêòîð â e∗, òî

|Dfne∗| → 0 ïðè n→ +∞
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è
|Dfne∗| → 0 ïðè n→ −∞.

Åñëè e ∈ P 1(Q) îòëè÷íî îò e∗ è e � åäèíè÷íûé âåêòîð â e, òî

|Dfne| → ∞ ïðè n→ +∞
è

|Dfne| → ∞ ïðè n→ −∞.

Óòâåðæäåíèå 3 Öåïíî-ðåêóððåíòíîå èíîæåñòâî CR(Pf) îòîáðàæåíèÿ
Pf íà ïðîåêòèâíîì ðàññëîåíèè P ñîäåðæèò îäíîìåðíîå ïðîåêòèâíîå ïðî-
ñòðàíñòâî P 1(Q), ò.å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 è ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà
e ∈ P 1(Q) ñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷åñêàÿ ε-òðàåêòîðèÿ îòîáðàæåíèÿ Pf , ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç e.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e ∈ P 1(Q) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, îòëè÷íûì
îò e∗. Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå Pf(O) íàä íåïîäâèæíîé òî÷êîé O èìååò
äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè es = TW s(O) è eu = TW u(O). Ïðè ýòîì âñå äðóãèå
òðàåêòîðèè íà÷èíàþòñÿ â es è çàêàí÷èâàþòñÿ â eu. Òîãäà èòåðàöèè Pfne ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ |n| âåäóò ñåáÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, à èìåííî

Pfne→ eu ïðè n→ +∞
è

Pfne→ es ïðè n→ −∞.
Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ òðàåêòîðèÿ âèäà

es → e→ eu.

Êðîìå òîãî, èìååòñÿ òðàåêòîðèÿ ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ

eu → e∗ → es.

Îáúåäèíÿÿ äâå ýòè òðàåêòîðèè, ìû ïîëó÷èì öèêë

es → e→ eu → e∗ → es,

êîòîðûé äâàæäû ïðîõîäèò íàä Ω � çàìûêàíèåì ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòî-
ðèè. Èñïîëüçóÿ ïîñòðîåííûé öèêë è äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî Óòâåðæäåíèþ 1,
ïîñòðîèì ïåðèîäè÷åñêóþ ïñåâäîòðàåêòîðèþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç e. Óòâåðæäå-
íèå äîêàçàíî.

Èç äîêàçàííûõ Óòâåðæäåíèé ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü Òåîðåì 1 è 2.

Áëàãîäàðíîñòè

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî
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