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Ôèíàíñîâûé óíèâåðñèòåò ïðè Ïðàâèòåëüñòâå �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè

Àííîòàöèÿ

Èñïîëüçóÿ ìåòîäèêó âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ äëÿ àíàëèçà çàäà÷ îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ íà àáñîëþòíûé (ãëîáàëüíûé) ýêñòðåìóì ìû èçó÷àåì âîçìîæíîñòü

ïîãðóæåíèÿ ýêñòðåìàëè â öåíòðàëüíîå ïîëå òðàåêòîðèé. Ýëåìåíòû ýòîãî ïîëÿ

ñòàðòóþò èç çàäàííîé òî÷êè è îäíîêðàòíî ïîêðûâàþò îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà

ñîñòîÿíèé. Â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè äëÿ öåíòðàëüíîãî ïîëÿ ýêñòðåìàëåé

ïðîâåðÿåòñÿ óñëîâèå Âåéåðøòðàññà. Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî êàæäàÿ ýêñòðåìàëü

äîñòàâëÿåò ãëîáàëüíûé ýêñòðåìóì.

Â îáùåì ñëó÷àå ýëåìåíòàìè ïîëÿ ìîãóò áûòü íå òîëüêî ýêñòðåìàëè. Â ðàáîòå

äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ãëàäêîå öåíòðàëüíîå ïîëå òðàåêòîðèé áûëî

îïòèìàëüíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî ñîñòîÿëî èç ýêñòðåìàëåé

Ïîíòðÿãèíà. �àññìîòðåí ïðèìåð ñ ýêîíîìè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì, äëÿ êîòîðîãî

ïîñòðîåíî îïòèìàëüíîå öåíòðàëüíîå ïîëå ýêñòðåìàëåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, ãëîáàëüíûé ýêñòðåìóì,

ýêñòðåìàëü Ïîíòðÿãèíà, öåíòðàëüíîå ïîëå òðàåêòîðèé.

Abstrat

By following the alulus of variations proedure for analyzing optimal ontrol problems on global

extremum we study the possibility of imbedding extremal into a entral �eld of trajetories.

All elements of this �eld start from a given point and one over the domain of the state spae.

In alulus of variations for the entral �eld of extremals one examines the Weierstrass ondition. If it

is ful�lled then eah extremal gives a global extremum.
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In general ase the �eld may ontain not only extremals. In this artile we prove that a smooth

entral �eld of trajetories is optimal if and only if it onsists from Pontryagin's extremals. The example

of eonomi appliation is onsidered, where the entral �eld of optimals is onstruted.

Êeywords: optimal ontrol, global extremum, Pontryagin's extremal, entral

�eld of trajetories.

1 Ââåäåíèå

Âñþäó â òåêñòå äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé ïîìåùåíû â òðåóãîëüíûå ñêîáêè

⊳ . . .⊲.

1.1 Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

�àññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ñëåäóþùåé �îðìå: íàéòè

ìèíèìóì �óíêöèîíàëà

J ([t1, t2],x(.),u(.)) =

∫ t2

t1

L(t,x(t),u(t))dt→ min, (1)

åñëè çàäàíû óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

dx

dt
= f(t,x(t),u(t)), (2)

óñëîâèÿ íà êîíöàõ òðàåêòîðèè

x(t1) = x1, x(t2) = x2 (3)

è ñîîòíîøåíèÿ

t1 ≤ t2, (t,x(t)) ∈ D ⊂ R
1+n, u(t) ∈ U ⊂ R

m. (4)

Óïðàâëåíèå u(t) äîëæíî ïðèíàäëåæàòü êëàññó êóñî÷íî íåïðåðûâíûõ

âåêòîð-�óíêöèé. Âåêòîð-�óíêöèÿ f(t,x,u) è �óíêöèÿ Ëàãðàíæà L(t,x,u),

çàâèñÿùèå îò 1 + n + m ïåðåìåííûõ, íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìû.

Êîíöû (3) ñ÷èòàþòñÿ �èêñèðîâàííûìè. Ìåíÿÿ òî÷êè (t1,x1) è (t2,x2),

áóäåì ïîëó÷àòü ðàçíûå ÷àñòíûå çàäà÷è. Ïîçäíåå òî÷êà ñòàðòà (t0,x0) áóäåò
çà�èêñèðîâàíà.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè U = R
n
è f(t,x,u) ≡ u ïîëó÷àåì çàäà÷ó âàðèàöèîííîãî

èñ÷èñëåíèÿ.
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1.2 Ëîêàëüíûé èëè ãëîáàëüíûé ýêñòðåìóì

Óïðàâëåíèå êàê �óíêöèÿ âðåìåíè, òðàåêòîðèÿ, à òàêæå âåñü ïðîöåññ

óïðàâëåíèÿ γ = ([t1, t2],x(.),u(.)), óäîâëåòâîðÿþùèå çàäà÷å (1)-(4),

íàçûâàþòñÿ îïòèìàëüíûìè. Î÷åíü ÷àñòî â ðàáîòàõ ïî îïòèìàëüíîìó

óïðàâëåíèþ íå óòî÷íÿåòñÿ, î êàêîì ìèíèìóìå èä¼ò ðå÷ü � àáñîëþòíîì

(ãëîáàëüíîì) èëè ëîêàëüíîì. Óìîë÷àíèå îáû÷íî îçíà÷àåò, ÷òî èññëåäóåòñÿ

ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòî îïðàâäàíî. Òàê èíîãäà

îáñòîèò äåëî â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, êîãäà

ìîæíî îáîéòèñü ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â çàäà÷àõ

ñ ýêîíîìè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì íåëüçÿ îðèåíòèðîâàòüñÿ íà ëîêàëüíûé

ýêñòðåìóì, ïîñêîëüêó �èíàíñîâûå ïîòåðè èç-çà îòêàçà îò ïîèñêà ãëîáàëüíîãî

ýêñòðåìóìà ìîãóò áûòü ñëèøêîì áîëüøèìè. Â äàííîé ñòàòüå, ÿâëÿþùåéñÿ

ðàçâèòèåì ðàáîò [1℄, [2℄, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Ñ

ýòîé öåëüþ èçó÷àþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè

öåíòðàëüíûõ ïîëåé òðàåêòîðèé â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Äëÿ

ýòîãî ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå �óíêöèîíàëû, îïðåäåë¼ííûå

íà ìíîæåñòâå òðàåêòîðèé. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåîòðèöàòåëüíîñòü îäíîãî

èç �óíêöèîíàëîâ ÿâëÿåòñÿ îáùèì êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè ïîëÿ. Äàëåå

ðàññìàòðèâàþòñÿ ãëàäêèå öåíòðàëüíûå ïîëÿ ýêñòðåìàëåé, ïî àíàëîãèè

ñ âàðèàöèîííûì èñ÷èëåíèåì [3℄. Ïðè ýòîì, ñîâåðøèâ ïðåäåëüíûé

ïåðåõîä äëÿ "êðàòêîâðåìåííûõ" òðàåêòîðèé, ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèé

êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè, êîòîðûé àíàëîãè÷åí óñëîâèþ Âåéåðøòðàññà â

âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èçó÷àåòñÿ ïîëå ýêñòðåìàëåé

äëÿ îäíîé èçâåñòíîé çàäà÷è ñ ýêîíîìè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì. Â îáùåì

ñëó÷àå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãëàäêîå ïîëå ýêñòðåìàëåé îïòèìàëüíî òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñîñòîèò èç ýêñòðåìàëåé Ïîíòðÿãèíà. Âåñü

ìàòåðèàë èçëàãàåòñÿ äëÿ íåàâòîíîìíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ

�èêñèðîâàííûì âðåìåíåì.

Â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè è òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è ïîñòðîåíèÿ ðàñõîäÿòñÿ. Ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ

òðàäèöèé, ñëîæèâøèõñÿ â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü

ïðååìñòâåííîñòü èäåé. Òàê, â ñòàòüå öåíòðîì ïîëÿ ñ÷èòàåòñÿ ñòàðòîâàÿ òî÷êà,

â òî âðåìÿ êàê â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ãîðàçäî ÷àùå �èêñèðóåòñÿ

òî÷êà �èíèøà. Çäåñü ìîæíî ñîñëàòüñÿ íà êîíñòðóêöèè �. Áåëëìàíà [4℄

è ðåøåíèå çàäà÷ ñèíòåçà â êíèãå Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà è ñîàâòîðîâ [5℄.

Ïðèíöèïèàëüíîé ðàçíèöû ìåæäó âûáîðîì ñòàðòîâîé èëè �èíèøíîé òî÷êè â

êà÷åñòâå öåíòðà ïîëÿ òðàåêòîðèé íåò.
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2 Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà òðàåêòîðèé

Ïîñêîëüêó íàì ïðåäñòîèò èçó÷àòü ñîâîêóïíîñòè òðàåêòîðèé, ïîëåçíî áóäåò

ñíà÷àëà îñòàíîâèòüñÿ íà ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïðîñòðàíñòâà

òðàåêòîðèé. Ïîäîáíûå ñâîéñòâà èíîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè èññëåäîâàíèé

ïðîñòðàíñòâà ïóòåé èëè ïåòåëü. Ýòè ñâîéñòâà ïðåâðàùàþò ïðîñòðàíñòâî

òðàåêòîðèé â òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííóþ êàòåãîðèþ [6℄.

2.1 Îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü ïàðà âåêòîð-�óíêöèé (x(.),u(.)) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [t1, t2] è

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2)-(4). Òîãäà u(.) � óïðàâëåíèå, x(.) � òðàåêòîðèÿ,

à ñîâîêóïíîñòü

γ = ([t1, t2],x(.),u(.)) (5)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ; ïðè ýòîì

J(γ) =

∫ t2

t1

L(t,x(t),u(t))dt.

Èíîãäà äëÿ ïðîñòîòû áóäåì íàçûâàòü γ òðàåêòîðèåé, êàê è �óíêöèþ x(.).

Êàæäûé ïðîöåññ (5) èìååò íà÷àëî è êîíåö. Ïóñòü α(γ) � íà÷àëüíîå

ñîñòîÿíèå ïðîöåññà, β(γ) � êîíå÷íîå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

α(γ) = (t1,x(t1)) , β(γ) = (t2,x(t2)) .

2.2 Ïðîèçâåäåíèå (ñêëåéêà) ïðîöåññîâ è òðàåêòîðèé

Åñëè äâà ïðîöåññà, γ è δ, òàêîâû, ÷òî β(γ) = α(δ), òî èõ ïðîèçâåäåíèå

(ñêëåéêà, êîíêàòåíàöèÿ)

ǫ = γδ

òîæå ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì óïðàâëåíèÿ. Òî÷íåå, ïóñòü γ = ([t1, t2],x(.),u(.)),

δ = ([t2, t3],y(.),v(.)), ïðè÷¼ì x(t2) = y(t2). Òîãäà îïðåäåë¼í ïðîöåññ ǫ =
γδ = ([t0, t2], z(.),w(.)) , ãäå

w(t) =

{

u(t), t ∈ [t1, t2),

v(t), t ∈ [t2, t3],

z(t) =

{

x(t), t ∈ [t1, t2),

y(t), t ∈ [t2, t3].
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Ïðè ýòîì

α(ǫ) = α(γ), β(ǫ) = β(δ),

J (ǫ) = J (γ) + J (δ)

(àääèòèâíîñòü �óíêöèîíàëà).

Ïðîèçâåäåíèå òðàåêòîðèé àññîöèàòèâíî: åñëè γδ è δǫ îïðåäåëåíû, òî

(γδ) ǫ = γ (δǫ) . (6)

Â ðàâåíñòâå (6) òðàåêòîðèè γ, δ, ǫ ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëüíûì,

ïðîìåæóòî÷íûì è êîíå÷íûì ó÷àñòêàìè òðàåêòîðèè γδǫ.

Çäåñü ìîæíî âûðàçèòü ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè Áåëëìàíà â ñëåäóþùåé

�îðìå: Åñëè òðàåêòîðèÿ γδǫ îïòèìàëüíà, òî è òðàåêòîðèè γ, δ, ǫ îïòèìàëüíû,
êàæäàÿ äëÿ ñâîèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

2.3 Âûðîæäåííûå (åäèíè÷íûå) ïðîöåññû

Åñëè âðåìÿ ïðîöåññà

óïðàâëåíèÿ ðàâíî íóëþ, òî îí âûðîæäàåòñÿ, à òðàåêòîðèÿ ïðåâðàùàåòñÿ

â òî÷êó. Òî÷íåå, ïðè t1 = t2 òðàåêòîðèÿ (5) ñòàíîâèòñÿ òî÷êîé (t1,x(t1)).
Îáîçíà÷èì âûðîæäåííûé ïðîöåññ, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîñòîÿíèþ (t1,x(t1)),

÷åðåç 1t1,x(t1). Çàìåòèì, ÷òî J
(

1t1,x(t1)
)

= 0. Èñïîëüçîâàíèå âûðîæäåííûõ

ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ óïðîùàåò èññëåäîâàíèå.

Âûðîæäåííûå òðàåêòîðèè ïðè óìíîæåíèè äåéñòâóþò êàê åäèíèöû. Òàê,

åñëè (5) � òðàåêòîðèÿ â îáû÷íîì ñìûñëå, t1 < t2, òî

1t1,x(t1) · γ = γ, γ · 1t2,x(t2) = γ.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî òðàåêòîðèé íàäåëåíî ñâîéñòâàìè

êàòåãîðèè.

3 Öåíòðàëüíîå ïîëå òðàåêòîðèé

Íà íå�îðìàëüíîì ÿçûêå

ïîä öåíòðàëüíûì ïîëåì òðàåêòîðèé Λ áóäåì ïîíèìàòü ñåìåéñòâî ïóòåé,

âûõîäÿùèõ èç îäíîé òî÷êè (t0,x0) è îäíîêðàòíî çàìåòàþùèõ îáëàñòü D.

Ïîìèìî âñåãî ïðî÷åãî, ýòî íàêëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà õàðàêòåð
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îáëàñòè è ïîëîæåíèå â íåé òî÷êè (t0,x0). Áóäåò âèäíî, ÷òî D íå ìîæåò

áûòü îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî D èìååò êóñî÷íî

ãëàäêóþ ãðàíèöó. Òàê, â ðàññìîòðåííîì íèæå ïðèìåðå D ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

çàìêíóòûé óãîë íà ïëîñêîñòè. Â ñòàòüå áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî D è (t0,x0)
�èêñèðîâàíû ðàç è íàâñåãäà, ðàâíî êàê è ñàìî ïîëå Λ, ïîêðûâàþùåå D.

3.1 Îïðåäåëåíèå ïîëÿ

Ïóñòü D � ìíîæåñòâî ñ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé, è ïóñòü äàíà òî÷êà ñòàðòà

(t0,x0) ∈ D. Ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé Λ ⊂ Γ íàçîâ¼ì öåíòðàëüíûì ïîëåì ñ

öåíòðîì â (t0,x0), åñëè:

• âñå òðàåêòîðèè ìíîæåñòâà Λ íà÷èíàþòñÿ â (t0,x0),

• â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà D, îòëè÷íîé îò (t0,x0), îêàí÷èâàåòñÿ ðîâíî

îäíà òðàåêòîðèè ìíîæåñòâà Λ,

• ïðèíàäëåæíîñòü γδ ∈ Λ âëå÷¼ò γ ∈ Λ.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî D, ñîñòîÿíèå (t0,x0) è öåíòðàëüíîå

ïîëå Λ çàäàíû è �èêñèðîâàíû.

Îïðåäåëåíèå 1 Öåíòðàëüíîå ïîëå Λ îïòèìàëüíî, åñëè êàæäàÿ

òðàåêòîðèÿ ïîëÿ îïòèìàëüíà äëÿ ñâîèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî îïòèìàëüíîå öåíòðàëüíîå ïîëå òðàåêòðèé äëÿ çàäà÷è

ñ ýêîíîìè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì, êîòîðàÿ áóäåò ðàññìîòðåíà íèæå, â ðàçäåëå

5. Íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî êðàñíàÿ ëèíèÿ íà ðèñóíêå îçíà÷àåò âûõîä

íà ïðåäåëüíûé ðåæèì, î êîòîðîì ïîéä¼ò ðå÷ü äàëüøå, è òðàåêòîðèåé íå

ÿâëÿåòñÿ.

Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå D �óíêöèþ

A(t,x) = J (γ) , γ ∈ Λ, β(γ) = (t,x),

êîòîðóþ ñ íåêîòîðûìè îãîâîðêàìè ìîæíî ñ÷èòàòü àíàëîãîì äåéñòâèÿ ïî

�àìèëüòîíó â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè èëè àíàëîãîì �óíêöèè Áåëëìàíà.

Çàìåòèì, ÷òî A(t0, x0) = 0.
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x
=
V
t

x
=
t2
/4

x =
V t − t2/4 x = V 2

x
=
V
(t
−
V
)

t

x

�èñ. 1: Öåíòðàëüíîå ïîëå â ïðèìåðå
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3.2 Ôóíêöèîíàëû, ñâÿçàííûå ñ ïîëåì

Ñ ïîëåì Λ ñâÿçàí �óíêöèîíàë íà Γ, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç I(γ). À èìåííî,

ïîëîæèì

I(γ) = A(β(γ))− A(α(γ)).

Ïðåäëîæåíèå 1 Ôóíêöèîíàë I àääèòèâåí.

⊳ Ïóñòü ïðîèçâåäåíèå γδ îïðåäåëåíî. Òîãäà

I(γ) + I(δ) = A(β(γ))− A(α(γ)) +A(β(δ))−A(α(δ)) =

= −A(α(γ)) + A(β(δ)),

ò.ê. β(γ) = α(δ). À ïîñêîëüêó α(γ) = α(γδ), β(δ) = β(γδ) òî

I(γ) + I(δ) = A(β(γδ))−A(α(γδ)) = J(γδ),

÷.ò.ä. ⊲

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî I(γ) çàâèñèò òîëüêî îò êîíöîâ òðàåêòîðèè γ, ò.å.
äëÿ äâóõ òðàåêòîðèé γ1, γ2 ñ îáùåé íà÷àëüíîé è îáùåé êîíå÷íîé òî÷êîé

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî I(γ1) = I(γ2).

Èç J è I ñîñòàâèì òðåòèé àääèòèâíûé �óíêöèîíàë, êîòîðûé ïîíàäîáèòñÿ

äëÿ ñðàâíåíèÿ ý��åêòèâíîñòè ïðîöåññîâ:

Φ(γ) = J(γ)− I(γ).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè γ ∈ Λ, òî J(γ) = I(γ), îòêóäà Φ(γ) = 0.

3.3 Îáùèé êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè ïîëÿ

Òåîðåìà 1 (êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè ïîëÿ). Ïîëå Λ îïòèìàëüíî òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà �óíêöèîíàë Φ íåîòðèöàòåëåí.

⊳ 1. Ïóñòü äàíî, ÷òî Φ ≥ 0. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òðàåêòîðèþ δ,
íà÷èíàþùóþñÿ â (t0, x0), è ñðàâíèì å¼ ñ òðàåêòîðèåé ïîëÿ γ, èìåþùóþ òîò

æå ïðàâûé êîíåö, β(δ) = β(γ). Òîãäà
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0 ≤ Φ(δ) = J(δ)− I(δ) = J(δ)− J(γ),

îòêóäà J(δ) ≥ J(γ), ÷òî äîêàçûâàåò îïòèìàëüíîñòü ïîëÿ.

2. Ïóñòü òåïåðü Φ(δ) < 0 íà íåêîòîðîé ïðîáíîé òðàåêòîðèè δ. Äîêàæåì,

÷òî ïîëå íå îïòèìàëüíî. Êîíêðåòíî äîêàæåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ ïîëÿ γ, òàêàÿ,
÷òî β(γ) = β(δ), íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé. Äëÿ ýòîãî âîçüì¼ì åù¼ îäíó

òðàåêòîðèþ ïîëÿ γ ′
, òàêóþ, ÷òî β(γ ′) = α(δ), è ïîêàæåì, ÷òî J(γ ′δ) < J(γ).

Èìååì

0 > Φ(δ) = J(δ)− I(δ) = J(δ)−A(β(δ)) +A(α(δ)) =

= J(δ)− A(β(γ)) + A(β(γ ′)) = J(δ)− J(γ) + J(γ ′) = J(γ ′δ)− J(γ),

îòêóäà J(γ ′δ) < J(γ), ÷.ò.ä. ⊲

4 Àíàëèòè÷åñêèé êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè ïîëÿ

Ñ�îðìóëèðîâàííûé âûøå îáùèé êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè èìååò ñâîè

ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè. Ïðåèìóùåñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî

ñðàâíåíèÿ �óíêöèîíàëà J íà ðàçíûõ òðàåêòîðèÿõ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðÿòü

ëèøü çíàê �óíêöèîíàëà Φ, à íåäîñòàòêîì � òî, ÷òî ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü

âñå, â òîì ÷èñëå è "äîëãîâðåìåííûå" òðàåêòîðèè, õîòÿ èíòóèòèâíî

ÿñíî, ÷òî ìîæíî îáîéòèñü ïðåäåëüíûìè âûðàæåíèÿìè, ñâÿçàííûìè ñ

"êðàòêîâðåìåííûìè" òðàåêòîðèÿìè. Òàêîé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä äåëàåòñÿ â

íàñòîÿùåì ðàçäåëå. Ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ �óíêöèè ìãíîâåííîãî óïðàâëåíèÿ.

4.1 Ïðîèçâîäíàÿ âäîëü òðàåêòîðèè

Ïóñòü ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ (5) �èêñèðîâàí, è ïóñòü t ∈ [t1, t2]. Òîãäà

âîçíèêàþò ðàçëè÷íûå �óíêöèè âðåìåíè, äëÿ êîòîðûõ ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü

ñîêðàù¼ííûå îáîçíà÷åíèÿ, êàê ýòî ÷àñòî äåëàåòñÿ. Ïðåæäå âñåãî,

L̂(t) = L(t,x(t),u(t)). (7)

Äàëåå, îïðåäåëèì ïðîöåññ γ̂(t), t ∈ [t1, t2], êàê ñóæåíèå ïðîöåññà γ íà [t1, t].

Òî÷íåå, ìû áåð¼ì ðàçëîæåíèå γ = δǫ, òàêîå, ÷òî δ = ([t1, t],x(.),u(.)), è òåïåðü
ïîëàãàåì γ̂(t) = δ.
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Åñëè äàí ïðîèçâîëüíûé �óíêöèîíàë Ψ(γ), γ ∈ Γ, òî åãî ïðîìåæóòî÷íîå

çíà÷åíèå íà òðàåêòîðèè γ ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ψ̂(t) = Ψ(γ̂(t)).

Ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè �óíêöèè âðåìåíè Ψ̂(t) ïîëó÷àåì Ψ̂′(t). Â ÷àñòíîñòè,

äëÿ �óíêöèîíàëà J (γ) èìååì

Ĵ (t) =

∫ t

t1

L̂(τ)dτ,
d

dt
Ĵ (t) = L̂(t).

Ïðåäëîæåíèå 2 Åñëè γ � òðàåêòîðèÿ ïîëÿ, òî

L̂(t)− d

dt
A(t,x(t)) = 0. (8)

⊳ Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

d

dt
Â(t) =

d

dt
Ĵ (t) =

d

dt

∫ t

t1

L̂(τ)dτ = L̂(t). ⊲

Çàìå÷àíèå 1 Â âûðàæåíèè (8) �èãóðèðóåò ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè A ïî

âðåìåíè t, â äàííîì ñëó÷àå âäîëü òðàåêòîðèè ïîëÿ γ. Â îáùåì ñëó÷àå

ðå÷ü ìîæåò èäòè î ïðîèçâîäíîé âäîëü ëþáîé "ïðîáíîé" òðàåêòîðèè δ,
è òîãäà ïðîèçâîäíàÿ

d
dtA ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü. Ìû âñ¼ ðàâíî áóäåì

èñïîëüçîâàòü ýòî âûðàæåíèå, ïîíèìàÿ ïîä

d
dt
A âåðõíþþ ïðîèçâîäíóþ,

ïðèíèìàþùóþ, áûòü ìîæåò, çíà÷åíèÿ ±∞ [2℄. Â äîñòàòî÷íî ãëàäêîì

ñëó÷àå

d
dt
A ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîäíóþ "ïî óïðàâëåíèþ v"

DvA(t,x) = lim
∆t→0

A(t+∆t,x+ f(t,x,v)∆t)−A(t,x(t))

∆t

âäîëü δ. Â åù¼ áîëåå ãëàäêîì ñëó÷àå

d
dtÂ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

d

dt
Â(t) = DvA(t,x) =

∂A

∂t
+ 〈∇xA(t,x), f(t,x,v)〉 .

Çäåñü ∇xA � âåêòîð ãðàäèåíòà �óíêöèè A ïî ïåðåìåííûì x, 〈, 〉 � ñèìâîëèêà
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ, v � óïðàâëåíèå âäîëü òðàåêòîðèè δ â

ìîìåíò t. Êàê áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî, âûðàæåíèå

W (t, x,v) = L(t, x,v)− d

dt
A(t,x(t)),

ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îäíà èç �îðì �óíêöèè Âåéåðøòðàññà.
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4.2 Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä

Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè îò îáùåãî êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè ê àíàëèòè÷åñêîìó.

Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî Φ ≥ 0 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîé

òðàåêòîðèè δ �óíêöèÿ Φ̂(t) íå óáûâàåò. À ðàç òàê, òî ïðîèçâîäíàÿ ýòîé

�óíêöèè íåîòðèöàòåëüíà:

d

dt
Φ̂(t) ≥ 0 ∀δ ∈ Γ. (9)

Î÷åâèäíî, ÷òî íåðàâåíñòâî (9) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â �îðìå

L̂(t)− d

dt
Â(t) ≥ 0. (10)

Îïðåäåëåíèå 2 Öåíòðàëüíîå ïîëå Λ áóäåì ñ÷èòàòü ãëàäêèì, åñëè

�óíêöèÿ A(t,x) äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà ïî ñîâîêóïíîñòè

ïåðåìåííûõ.

Åñëè Λ � ãëàäêîå ïîëå è γ = ([t1, t2],x(.),u(.)) � òðàåêòîðèÿ ïîëÿ, òî â

�îðìóëå (8) ìîæíî ïåðåéòè ê ÷àñòíûì ïðîèçâîäíûì (èìååòñÿ â âèäó, ÷òî

x = x(t), u = u(t)):

L(t,x,u)− ∂

∂t
A(t,x)− 〈∇xA(t,x), f(t,x,u)〉 = 0. (11)

Àíàëîãè÷íûé ïåðåõîä â íåðàâåíñòâàõ (9) è (10) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé

òåîðåìå.

Òåîðåìà 2 Äëÿ òîãî, ÷òîáû ãëàäêîå öåíòðàëüíîå ïîëå Λ áûëî

îïòèìàëüíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

L(t,x,v)− ∂

∂t
A(t,x)− 〈∇xA(t,x), f(t,x,v)〉 ≥ 0 (12)

äëÿ âñåõ (t,x) ∈ D\{(t0,x0)} è v ∈ U .

⊳ 1. Ïóñòü íåðàâåíñòâî (12) âûïîëíåíî âñþäó. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ

òðàåêòîðèþ δ = ([t1, t2] ,y(.),v(.)) è äîêàæåì, ÷òî Φ(δ) ≥ 0. Èìååì

Φ(δ) = J(δ)− I(δ) =

∫ t2

t1

L̂(t)dt−
(

Â(t2)− Â(t1)
)

.
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Äàëåå,

Â(t2)− Â(t1) =

∫ t2

t1

d

dt
Â(t)dt =

∫ t2

t1

(

∂

∂t
A(t,y(t)) + 〈∇xA(t,y(t)), ẏ(t)〉

)

dt.

Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2), ïîëó÷àåì

Φ(δ) =

∫ t2

t1

(

L(t,y(t),v(t))− ∂

∂t
A(t,y(t))− 〈∇xA(t,y(t)), f(t,y(t),v(t))〉

)

dt.

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ (12), âûâîäèì Φ(δ) ≥ 0.

2. Ïóñòü òåïåðü

L(t,x,v)− ∂

∂t
A(t,x)− 〈∇xA(t,x), f(t,x,v)〉 < 0 (13)

ïðè íåêîòîðîì íàáîðå (t,x,v). Ïîñòðîèì òðàåêòîðèþ δ, äëÿ êîòîðîé Φ(δ) <
0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç y(t) ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2) ïðè

óïðàâëåíèè v(t) ≡ v, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó (t,x). Áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî (t,x) � âíóòðåííÿÿ òî÷êà îáëàñòè D, â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî áûëî áû íåñêîëüêî îòîäâèíóòüñÿ îò ãðàíèöû,

ñîõðàíÿÿ íåðàâåíñòâî (13). Ñóùåñòâóåò òàêîé îòðåçîê [t1, t2], ñîäåðæàùèé t,
÷òî δ = ([t1, t2] ,y(.),v(.)) ∈ Γ, ïðè÷¼ì, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè,

L(τ,y(τ),v(τ))− ∂

∂t
A(τ,y(τ))− 〈∇xA(τ,y(τ)), ẏ(τ)〉 < 0

ïðè âñåõ τ ∈ [t1, t2]. Ïåðåéä¼ì ê èíòåãðàëó:

∫ t2

t1

(

L(τ,y(τ),v(τ))− ∂

∂t
A(τ,y(τ))− 〈∇xA(τ,y(τ)), ẏ(τ)〉

)

dτ < 0,

èëè

∫ t2

t1

L(τ,y(τ),v(τ))dτ −
∫ t2

t1

d

dτ
A(τ,y(τ))dτ < 0,

èëè, íàêîíåö,

J(δ)− I(δ) = Φ(δ) < 0,
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÷.ò.ä. ⊲

Óñëîâèåì òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîñòü ïîëÿ Λ. Êàê ñêàçàíî â Çàìå÷àíèè

1, ýòî óñëîâèå ìîæíî óáðàòü, åñëè çàìåíèòü (12) íåðàâåíñòâîì

L(t,y(t),v(t))− d

dt
A(t,y(t)) ≥ 0, (14)

âäîëü ëþáîé òðàåêòîðèè δ, à ïîä d
dtA(t,y(t)) ïîíèìàòü âåðõíþþ ïðîèçâîäíóþ,

êîòîðàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ ±∞.

4.3 Ýêñòðåìàëè

Îïðåäåëèì �óíêöèþ �àìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà

Π(t,x,u,p) = 〈p, f(t,x,u)〉 − L(t,x,u), (15)

ãäå p ∈ R
n
. Îíà îòëè÷àåòñÿ îò �óíêöèè �àìèëüòîíà âàðèàöèîííîãî

èñ÷èñëåíèÿ òåì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ çàâèñèò òîëüêî îò ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ

(t,x, ẋ) èëè òîëüêî îò êàíîíè÷åñêèõ (ãàìèëüòîíîâûõ) ïåðåìåííûõ (t,x,p),
â òî âðåìÿ êàê Π çàâèñèò è îò ëàãðàíæåâûõ (t,x,u), è îò ãàìèëüòîíîâûõ

(t,x,p) ïåðåìåííûõ. Ââåä¼ì òåïåðü �óíêöèþ Âåéåðøòðàññà-Ïîíòðÿãèíà

E(t,x,u,v,p) = Π(t,x,u,p)−Π(t,x,v,p). (16)

Çàïèøåì êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà

dp(t)

dt
= −∇xΠ(t,x(t),u(t),p(t)), (17)

dx(t)

dt
= ∇pΠ(t,x(t),u(t),p(t)) (18)

è íåðàâåíñòâî Ïîíòðÿãèíà

Π(t,x(t),u(t),p(t)) ≥ Π(t,x(t),v,p(t)) ∀v ∈ U, (19)

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó Âåéåðøòðàññà

E(t,x(t),u(t),v,p(t))≥ 0 ∀v ∈ U. (20)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (18) è (2) ýêâèâàëåíòíû. Íåðàâåíñòâî

(19) ìîæíî çàïèñàòü â �îðìå âêëþ÷åíèÿ

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 65



Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 1, 2017

u(t) ∈ argmax
v∈U

Π(t,x(t),v,p(t)). (21)

Òðàåêòîðèÿ (5) íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüþ Ïîíòðÿãèíà, åñëè îíà

óäîâëåòâîðÿþò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà, ò.å. ñîîòíîøåíèÿì (17)-(19) äëÿ

íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè èìïóëüñà p(t). Ïðèíöèï ìàêñèìóìà

Ïîíòðÿãèíà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Ñèñòåìà 2n îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (17)-18) ñîäåðæèò

2n íåèçâåñòíûõ �óíêöèé (x(t),p(t)), à óïðàâëåíèå u(t) íàõîäèòñÿ èç

íåðàâåíñòâà (21). Ïîýòîìó çàäà÷ó ïîèñêà ýêñòðåìàëè ìîæíî ñ÷èòàòü

îïðåäåë¼ííîé.

5 Ïðèìåð

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïîäõîäà ðàññìîòðèì õîðîøî

èçâåñòíóþ çàäà÷ó äèíàìè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ñ ýêîíîìè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì

[7℄ â íåñêîëüêî óñëîæí¼ííîì âèäå.

5.1 Îïèñàíèå

Ïîñëå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííîé [8℄ ïðèêëàäíàÿ çàäà÷à

îïòèìèçàöèè ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

J =

∫ T

0

(

u2(t) + x(t)
)

dt → min,

dx(t)

dt
= u(t),

0 ≤ u(t) ≤ V,

t ≥ 0, x(t) ≥ 0,

x(0) = 0, x(T ) = X,

T ≥ 0, X ≥ 0.
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Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë çàäà÷è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ôèðìîé ïîëó÷åí

çàêàç íà ïðîèçâîäñòâî X åäèíèö ïðîäóêöèè, êîòîðûé íàäî âûïîëíèòü

ê ìîìåíòó âðåìåíè T . Â �îðìóëàõ ÷åðåç x(t) îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî

ïðîäóêöèè, óæå èçãîòîâëåííîé ê ìîìåíòó t, ÷åðåç u(t) � ñêîðîñòü

ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè. Òåêóùàÿ ñêîðîñòü íåîòðèöàòåëüíà è îãðàíè÷åíà

ñâåðõó âåëè÷èíîé V (îáû÷íî [7℄ íåÿâíî ïîëàãàåòñÿ V = ∞, ÷òî óïðîùàåò

çàäà÷ó). Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà L = u2 + x ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ. Ïåðâîå

(u2
) îïðåäåëÿåò ïëàòó çà ñêîðîñòü èçãîòîâëåíèÿ, à âòîðîå (x) � ïëàòó çà

õðàíåíèå èçãîòîâëåííîé ïðîäóêöèè. Ïåðâîíà÷àëüíî îáå ýòè ïëàòû âõîäèëè

â �óíêöèþ Ëàãðàíæà ñ íåêîòîðûìè êîý��èöèåíòàìè. Ïîñëå ëèíåéíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííîé ýòè êîý��èöèåíòû ñòàëè ðàâíûìè åäèíèöå, à âñå

âåëè÷èíû ñäåëàëèñü áåçðàçìåðíûìè. Èùåòñÿ óïðàâëåíèå, ìèíèìèçèðóþùåå

�óíêöèîíàë J .

Îáëàñòü äîñòèæèìîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñòðûé óãîë ñ âåðøèíîé â

íà÷àëå êîîðäèíàò

D = {(t, x) : t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ V t}
(ñì. ðèñ. 1).

5.2 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà

Íàéä¼ì ýêñòðåìàëè ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Èìååì

Π(x, v, p) = pv − v2 − x,

dp

dt
= 1 ⇒ p = t− a.

Âäîëü êàæäîé ýêñòðåìàëè èìïóëüñ p = t − a ëèíåéíî ðàñò¼ò; ïðè ýòîì a �

ïàðàìåòð, îòëè÷àþùèé îäíó ýêñòðåìàëü îò äðóãîé. Äàëåå,

u = arg max
0≤v≤V

(

pv − v2 − x
)

,

îòêóäà

u = arg min
0≤v≤V

(

v2 − pv
)

. (22)

Âåðøèíà ïàðàáîëû y = v2 − pv:

v0 =
p

2
.
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Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê ðàñïîëîæåíà âåðøèíà v0 ïî îòíîøåíèþ ê

îòðåçêó [0, V ] äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, èìååì òðè ñòàäèè:

u = 0, u =
p

2
, u = V.

Âî âðåìåíè ýòè ñòàäèè âîçíèêàþò â óêàçàííîì ïîðÿäêå: ñíà÷àëà u = 0

(ïåðèîä îæèäàíèÿ; ïðîäóêöèÿ íå ïðîèçâîäèòñÿ), çàòåì ðàçâèòèå ïðîèçâîäñòâà

ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ u = t−a
2 (óñêîðåíèå ðàâíî u̇ = 1

2) è, íàêîíåö,

ïðîèçâîäñòâî ñ ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòüþ u = V .

Ýêñòðåìàëè, âûõîäÿùèå èç íà÷àëà êîîðäèíàò, îáðàçóþò öåíòðàëüíîå

ïîëå, çàìåòàþùåå óãîë äîñòèæèìîñòè D (ðèñ. 1). Ýêñòðåìàëü a = 0 ðàçáèâàåò
D íà äâå ïîäîáëàñòè: ïðàâóþ D1 (a ≥ 0) è ëåâóþ D2 (−2V ≤ a ≤ 0). Ïðè
a < −2V ýêñòðåìàëè íå ñóùåñòâóþò.

Â ïîäîáëàñòè a ≥ 0 çàäåðæêà ïðîèçâîäñòâà èä¼ò íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè

[0, a], à â ïîäîáëàñòè −2V ≤ a ≤ 0 ïåðèîä çàäåðæêè âîîáùå îòñóòñòâóåò.

Ïðèâåä¼ì âûðàæåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ �óíêöèé, ñâÿçàííûõ ñ ýêñòðåìàëÿìè,

â êàæäîé ïîäîáëàñòè îòäåëüíî.

Òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùèå ïî D1, ïîä÷èíåíû óñëîâèÿì

u(t, a) =











0, 0 ≤ t ≤ a;

(t− a)/2, a ≤ t ≤ 2V + a;

V, 2V + a ≤ t.

(a ≥ 0) ,

x(t, a) =











0, 0 ≤ t ≤ a;

(t− a)2/4, a ≤ t ≤ 2V + a;

V (t− V − a), 2V + a ≤ t.

(a ≥ 0) ,

à òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùèå ïî D2, � óñëîâèÿì

u(t, a) =

{

(t− a)/2, a ≤ t ≤ 2V + a;

V, 2V + a ≤ t.
(−2V ≤ a ≤ 0) ,

x(t, a) =

{

(t− a)2/4− a2/4, a ≤ t ≤ 2V + a;

V (t− V − a)− a2/4, 2V + a ≤ t.
(−2V ≤ a ≤ 0)

Êðàñíûì öâåòîì íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà ëèíèÿ ïåðåõîäà íà ìàêñèìàëüíóþ

ñêîðîñòü. Ýòà ëèíèÿ äåëèò êàæäóþ èç îáëàñòåé D1, D2 åù¼ íà 2 ÷àñòè,
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íèæíþþ è âåðõíþþ. Ïóñòü Di1 (i = 1, 2) � (íèæíÿÿ) ïîäîáëàñòü îáëàñòè

Di, âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ êîòîðîé ñêîðîñòü ìåíüøå V ; Di2 � (âåðõíÿÿ)

ïîäîáëàñòü, â êîòîðîé ñêîðîñòü ìàêñèìàëüíà è ðàâíà V . Êàê âèäíî èç

ðèñ. 1, âíóòðåííèìè ãðàíèöàìè ýòèõ ÷åòûð¼õ îáëàñòåé ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìàëü

ñ ïàðàìåòðîì a = 0

x(t, 0) =

{

t2/4, 0 ≤ t ≤ 2V,

V (t− V ), 2V ≤ t,

è ëèíèÿ ïåðåõîäà íà ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü

x(t) =

{

V t− t2/4, 0 ≤ t ≤ 2V,

V 2, 2V ≤ t.

5.3 Ïðîâåðêà àíàëèòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ

Óáåäèìñÿ, ÷òî ïîñòðîåííîå ïîëå ýêñòðåìàëåé îïòèìàëüíî. Äëÿ ýòîãî âûðàçèì

ÿâíî A è L− dA
dt ÷åðåç �àçîâûå êîîðäèíàòû t è x. Ñíà÷àëà íóæíî âûðàçèòü

ïàðàìåòð a ÷åðåç t è x. Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïîëó÷èòü

ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ÷åòûð¼õ ïîäîáëàñòåé

D11 =
{

(t, x) : t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ min
{

t2/4, V 2
}}

D12 =
{

(t, x) : t ≥ 0, V 2 ≤ x ≤ V t− V 2
}

D21 =
{

(t, x) : t ≥ 0, t2/4 ≤ x ≤ V t− t2/4
}

D22 =
{

(t, x) : t ≥ 0, max{t2/4, V t− t2/4} ≤ x ≤ V t
}

è äëÿ �óíêöèè A:

A(t, x) =























4
3x

3

2 , (t, x) ∈ D11;
1
2V
x2 + V x− 1

6
V 3, (t, x) ∈ D12;

x2/t+ 0.5tx− t3/48, (t, x) ∈ D21;
4
3 (V t− x)3/2 − 1

2 (2V + t) (V t− 2x) , (t, x) ∈ D22.
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Ïåðåõîäÿ ê ïðîèçâîäíîé ïî "ïðîáíîìó" óïðàâëåíèþ v, ñîãëàñíî �îðìóëå L−
d
dtA = v2 + x− d

dtA, íàõîäèì

L− dA

dt
=























(v −√
x)

2
, (t, x) ∈ D11;

(V − v) x−V v
V , (t, x) ∈ D12;

1
16

(4x−4tv+t2)
2

t2 , (t, x) ∈ D21;

(V − v)
(

V + t− v − 2
√
V t− x

)

, (t, x) ∈ D22.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íà ñòûêàõ îáëàñòåé �îðìóëû ñîâïàäàþò.

Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèè A è L − dA
dt

ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè. Ñèíòåç

ýêñòðåìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé

u =















√
x, (t, x) ∈ D11;

(4x+t2)
4t

, (t, x) ∈ D21;

V, (t, x) ∈ Di2.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ L − dA
dt ≥ 0. Ïîýòîìó â äàííîì

ïðèìåðå öåíòðàëüíîå ïîëå ýêñòðåìàëåé ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

6 Îïòèìàëüíîñòü ãëàäêîãî ïîëÿ ýêñòðåìàëåé

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå îêàçàëîñü, ÷òî íåðàâåíñòâî L− dA
dt ≥ 0 âûïîëíåíî.

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýòî íå ñëó÷àéíî.

Òåîðåìà 3 (ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ öåíòðàëüíîãî ïîëÿ). Äëÿ òîãî, ÷òîáû

ãëàäêîå öåíòðàëüíîå ïîëå òðàåêòîðèé áûëî îïòèìàëüíûì, íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî ñîñòîÿëî èç ýêñòðåìàëåé Ïîíòðÿãèíà.

⊳ Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïîëå îïòèìàëüíî è γ = ([t0, t1],x(.),u(.)) �

òðàåêòîðèÿ ïîëÿ. Äîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ. Îïðåäåëèì

âåêòîð èìïóëüñà ñîãëàñíî �îðìóëå

p(t) = ∇xA(t,x(t)). (23)

Ïî ñóòè, íàäî äîêàçàòü, ÷òî γ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (17), ò.ê.

óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (18) âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè. Êðîìå òîãî, íàäî

äîêàçàòü íåðàâåíñòâî (19).
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Ïåðåéä¼ì â (23) ê ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè (äëÿ óïðîùåíèÿ àðãóìåíòû â

çàïèñè îïóñêàåì):

dp

dt
=

∂

∂t
∇xA+

〈

∇x∇xA,
dx

dt

〉

, (24)

ãäå ∇x∇x = ∇x (∇x) � îïåðàòîð �åññå

∇x∇x =













∂2

∂x1∂x1

∂2

∂x1∂x2

· · · ∂2

∂x1∂xn

∂2

∂x2∂x1

∂2

∂x2∂x2

· · · ∂2

∂x2∂xn

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

∂2

∂xn∂x1

∂2

∂xn∂x2

· · · ∂2

∂xn∂xn













.

Ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå â

�îðìóëå (24) âåä¼òñÿ ïî êàæäîé êîîðäèíàòå. Ñîãëàñíî (2),

dx
dt

çàâèñèò îò

(t,x(t),u(t)). Ìåíÿÿ ïîðÿäîê äè��åðåíöèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì

dp

dt
= ∇x

∂

∂t
A+ 〈∇x∇xA, f(t,x,u)〉 .

Áëèæàéøàÿ çàäà÷à � âûíåñòè çà ñêîáêè îïåðàòîð ∇x. Îäíàêî íàïðÿìóþ ýòî

íå ïîëó÷èòñÿ, ò.ê., âîîáùå ãîâîðÿ, ∇xf(t,x,u) 6= 0. Ïîýòîìó íàéä¼ì ãðàäèåíò

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

∇x 〈∇xA, f〉 = 〈∇x∇xA, f〉+ 〈∇xA,∇xf〉 .
Çíà÷èò,

dp

dt
= ∇x

∂

∂t
A+∇x 〈∇xA, f〉 − 〈∇xA,∇xf〉

èëè

dp

dt
= ∇x

(

∂

∂t
A+ 〈∇xA, ẋ〉

)

− 〈p,∇xf〉 = ∇x

dA

dt
− 〈p,∇xf〉 .

Ó÷èòûâàÿ (8), èìååì

dp

dt
= ∇xL̂− 〈p,∇xf〉 .

Ïîäñòàâëÿÿ (15), ïîëó÷àåì (17).
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Òåïåðü âûâåäåì ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Òàê êàê ïîëå îïòèìàëüíî, òî ïðè

ëþáîì v ∈ U âûïîëíåíî óñëîâèå (12)

L(t,x,v)− ∂

∂t
A(t,x)− 〈p, f(t,x,v)〉 ≥ 0,

à äëÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

L(t,x,u)− ∂

∂t
A(t,x)− 〈p, f(t,x,u)〉 = 0,

Âû÷èòàÿ, ïîñëå ñîêðàùåíèÿ

∂
∂tA(t,x) ïîëó÷èì

L(t,x,v)− 〈p, f(t,x,v)〉 − L(t,x,u) + 〈p, f(t,x,u)〉 ≥ 0.

èëè

Π(t,x(t),u(t),p(t))−Π(t,x(t),v,p(t)) ≥ 0.

Äîñòàòî÷íîñòü. Äàíî ïîëå ýêñòðåìàëåé Λ. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ

òðàåêòîðèþ δ ∈ Γ è äîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì t âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (12).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî α(δ) = (t0,x0). Åñëè ýòî íå òàê, òî çàìåíèì δ òðàåêòîðèåé

δ0 · δ, ãäå δ0 � ýêñòðåìàëü ïîëÿ Λ, îêàí÷èâàþùàÿñÿ â α(δ). Èòàê, ïóñòü

δ = ([t0, t1],y(.),w(.)) . (25)

Â êàæäîé òî÷êå òðàåêòîðèè δ îêàí÷èâàåòñÿ ýêñòðåìàëü ïîëÿ, êîòîðóþ

îáîçíà÷èì

γ̌(t) = ([t0, t],x(t, .),u(t, .)) .

Òàêèì îáðàçîì, èìååì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ýêñòðåìàëåé ñ

ïàðàìåòðîì t, êîòîðûé îïðåäåëÿåò "íîìåð" ýêñòðåìàëè. Ïóñòü τ � òåêóùåå

âðåìÿ ýêñòðåìàëè, òàê ÷òî

J(γ̌(t)) =

∫ t

t0

L(τ,x(t, τ),u(t, τ))dτ.

Îöåíèì ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè Π ïî ïàðàìåòðó t (àðãóìåíòû ïî

âîçìîæíîñòè îïóñêàåì):
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∂
∂tΠ(τ,x,u,p) =

〈

∇xΠ(τ,x,u,p),
∂
∂t
x
〉

+
〈

∇uΠ(τ,x,u,p),
∂
∂t
u
〉

+∇pΠ(τ,x,u,p)
∂
∂t
p.

Çäåñü

〈

∇uΠ(τ,x,u,p),
∂
∂tu

〉

� óñëîâíàÿ çàïèñü äëÿ

lim
∆t→0

Π(τ,x,u(t+∆t, τ),p)−Π(τ,x,u(t, τ),p)

∆t
.

Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè âåëè÷èíà ïîä çíàêîì ïðåäåëà íåïîëîæèòåëüíà â

ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, ò.ê. u(t, τ) � ýêñòðåìàëüíîå, à v = u(t + ∆t, τ) �
ïðîáíîå óïðàâëåíèå äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè τ . Ïîýòîìó â ïðåäåëå áóäåì èìåòü

〈

∇uΠ(τ,x,u,p),
∂

∂t
u

〉

≤ 0,

îòêóäà

∂

∂t
Π(τ,x,u,p) ≥

〈

∇xΠ(τ,x,u,p),
∂

∂t
x

〉

+

〈

∇pΠ(τ,x,u,p),
∂

∂t
p

〉

.

Ïðîäè��åðåíöèðóåì ïî t ðàâåíñòâî (15) ñ ó÷¼òîì (2):

∂L(τ,x,u)

∂t
=

∂

∂t

〈

p,
∂x(t, τ)

∂τ

〉

− ∂

∂t
Π(t,x,u,p)

Îòñþäà

∂L(τ,x,u)

∂t
=

〈

p,
∂

∂t

∂x(t, τ)

∂τ

〉

+

〈

∂

∂t
p,

∂x(t, τ)

∂τ

〉

− ∂

∂t
Π(t,x,u,p).

Èñïîëüçóÿ �îðìóëó ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ

∂

∂τ
〈p, ∂

∂t
x〉 = 〈 ∂

∂τ
p,

∂

∂t
x〉+ 〈p, ∂

∂τ

∂

∂t
x〉,

ïîëó÷èì

∂L(τ,x,u)

∂t
=

∂

∂τ

〈

p,
∂x

∂t

〉

−
〈

∂p

∂τ
,
∂x

∂t

〉

+

〈

∂p

∂t
,
∂x

∂τ

〉

− ∂

∂t
Π(τ,x,u,p).
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Èç íåðàâåíñòâà

∂
∂tΠ ≥

〈

∇xΠ,
∂x
∂t

〉

+
〈

∇pΠ,
∂p
∂t

〉

âûâîäèì

∂L

∂t
≤ ∂

∂τ

〈

p,
∂x

∂t

〉

−
〈

∂p

∂τ
,
∂x

∂t

〉

+

〈

∂x

∂τ
,
∂p

∂t

〉

−
〈

∇xΠ,
∂x

∂t

〉

−
〈

∇pΠ,
∂p

∂t

〉

.

�ðóïïèðóÿ è èñïîëüçóÿ êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ,

∂L

∂t
≤ ∂

∂τ

〈

p,
∂x

∂t

〉

−
〈

∂p

∂τ
+∇xΠ,

∂x

∂t

〉

+

〈

∂x

∂τ
−∇pΠ,

∂p

∂t

〉

,

ïîëó÷àåì

∂L

∂t
≤ ∂

∂τ

〈

p,
∂x

∂t

〉

. (26)

Òåïåðü îöåíèì ïðîèçâîäíóþ ïî t �óíêöèè
∫ t

t0
L(τ,x(t, τ),u(t, τ))dτ êàê

ñóììó ïðîèçâîäíîé èíòåãðàëà ïî âåðõíåìó ïðåäåëó è ïðîèçâîäíîé ïîä çíàêîì

èíòåãðàëà:

d

dt

∫ t

t0

L(τ,x(t, τ),u(t, τ))dτ = L(t,x(t, t),u(t, t)) +

∫ t

t0

∂L(τ,x,u)

∂t
dτ ≤

≤ L(t,x(t, t),u(t, t)) +

∫ t

t0

∂

∂τ

〈

p(t, τ),
∂x(t, τ)

∂t

〉

dτ =

= L(t,x(t, t),u(t, t)) +

〈

p(t, τ),
∂x(t, τ)

∂t

〉∣

∣

∣

∣

t

t0

=

= L(t,x(t, t),u(t, t)) +

〈

p(t, t),
∂x(t, t)

∂t

〉

−
〈

p(t, t0),
∂x(t, t0)

∂t

〉

.

Òàê êàê ïîëå ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì, òî x(t, t0) = x0 äëÿ âñåõ t. Ïîýòîìó
∂x(t,t0)

∂t = 0. Çíà÷èò,

d

dt

∫ t

t0

L̂(τ)dτ ≤ L(t,x(t, t),u(t, t)) +

〈

p(t, t),
∂x(t, t)

∂t

〉

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
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y(t) = x(t, t),

âûðàçèì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ âûðàæåíèÿ x(t, t) ïî t:

d

dt
y(t) =

∂x(t, t)

∂t
+

∂x(t, t)

∂τ

dt

dt
=

∂x(t, t)

∂t
+

∂x(t, t)

∂τ

(çäåñü, íàïðèìåð,

∂x(t,t)
∂τ åñòü ïðîèçâîäíàÿ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó, τ , ïðè τ = t).

Ïîýòîìó

d

dt

∫ t

t0

L̂(τ)dτ ≤ L(t,x(t, t),u(t, t))−
〈

p(t, t),
∂x(t, t)

∂τ

〉

+

〈

p(t, t),
d

dt
y(t)

〉

.

Èìååì

∂x(t,t)
∂τ = f(t,y(t),u(t)), îòêóäà

d

dt

∫ t

t0

L̂(τ)dτ ≤ −Π(t,y,u,p) +

〈

p(t, t),
d

dt
y(t)

〉

.

Âñïîìíèì, ÷òî

∫ t

t0
L̂(τ)dτ = Â(t). Ïîýòîìó

L̂(t)− d

dt
Â(t) ≥ L(t,y(t),v(t)) + Π(t,y,u,p)−

〈

p(t, t),
d

dt
y(t)

〉

èëè

L̂(t,y(t),v(t))− d

dt
A(t,y(t)) ≥ Π(t,y,u,p)− Π(t,y,v,p).

Ñíîâà ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî

L(t,y(t),v(t))− d

dt
A(t,y(t)) ≥ 0. (27)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïðîáíîé òðàåêòîðèè êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè

âûïîëíåí. ⊲

7 Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå çàâåðøåíî íà÷àòîå â ðàáîòàõ [1℄, [2℄ ïîñòðîåíèå àíàëèòè÷åñêîãî

àïïàðàòà äëÿ îïòèìàëüíûõ öåíòðàëüíûõ ïîëåé òðàåêòîðèé. �àññìîòðåíà
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çàäà÷à ñ �èêñèðîâàííûì âðåìåíåì, õîòÿ íå âèäíî ïðèíöèïèàëüíûõ

òðóäíîñòåé äëÿ ïðèìåíåíèÿ äàííîãî àïïàðàòà â ñìåæíûõ êëàññàõ çàäà÷.

Êàê ïîêàçûâàåò ðàçîáðàííûé â ðàçäåëå 5 ïðèìåð, ñîîòíîøåíèå (27) äëÿ

ïðîèçâîëüíîé ïðîáíîé òðàåêòîðèè (25) â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå ïðåâðàùàåòñÿ

â ïðîñòîå íåðàâåíñòâî

L(t,x(t),v)− d

dt
A(t,x(t)) ≥ 0 (28)

ïðè ïðîèçâîëüíîì óïðàâëåíèè v. Ýòî íåðàâåíñòâî ñõîäíî ñ íåðàâåíñòâîì

Ïîíòðÿãèíà

Π(t,y,u,p)− Π(t,y,v,p) ≥ 0 (29)

è íåðàâåíñòâîì Âåéåðøòðàññà â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè. Òàê, â ïðèìåðå

èç ðàçäåëà 5 ëåâûå ÷àñòè íåðàâåíñòâ (28) è (29) ñîâïàäàþò, êðîìå îäíîãî

âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ. Â îáùåì êëàññå çàäà÷ ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü òîëüêî

ïîëó÷åííîå â ïîñëåäíåé òåîðåìå íåðàâåíñòâî

L(t,x(t),v)− d

dt
A(t,x(t)) ≥ Π(t,y,u,p)−Π(t,y,v,p),

ïðè÷¼ì âåëè÷èíû ñëåâà è ñïðàâà îòëè÷àþòñÿ íà èíòåãðàë îò âûðàæåíèÿ

−
〈

∇uΠ(τ,x,u,p),
∂

∂t
u

〉

,

êîòîðîå íå âñåãäà ãëàäêî. Â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå ýòîò èíòåãðàë îáðàùàåòñÿ â

íóëü.

Â îñíîâó èçëîæåíèÿ áûëè ïîëîæåíû àëãåáðà òðàåêòîðèé è àääèòèâíûå

�óíêöèîíàëû, ÷òî ñèëüíî îáëåã÷èëî ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòîâ. Â ïîñëåäíåé

òåîðåìå ïîêàçàíî, ÷òî ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ ãëàäêîãî

öåíòðàëüíîãî ïîëÿ ýêñòðåìàëåé ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî íåîáõîäèìûì, íî è

äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà.
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