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dt6
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ó dôõöõ÷øõ

º��y�� ����z��{| �� ²y��{´��ù ����{°� ������� ´ {��yz��� ����{²y���°{�
��y� ¸²y���°{��y�» ²�yz�y�y { ��y��y�y z�y�� ²y��y�{�{ ��¶{�� �|� �������
��± ����� ����z���{| y��y� ´{��yz�{ ����y� � y��y�y��y� úûü { ��y��y�y��
�y� ú� } ~ü ������± o ý�y� ´� ���y� } � zy�����{{ z ���y�y� ��������± �{±����±
���y� } ²y��y�{� z�y���{�y���� ²�yz����z������ù ������ ����z���{| úþü o

ÿ ����y� ��¹y�� ��| ��¶��{| �����{ y ���{z���{{ z�y�yz�{ ²�����³��{|
²y���±�yz�{ ������� ´ {��yz��� � ��y��y�y��y� ������ } ���´� ²���������z|
{z²y���y���� ����{²y���°{�� ��y��y�y z�y| o ¯yz������ ���¹��� �{z����y�y
��¶��{| {���������y�y �������{| } { ²yz����ù³��y ���{z���{| �{²��z{����
�|��y�y {�������� o ÿ��{z���{� �{²��z{����|��y�y {�������� ²�y{��y�{�z|
���y�y� ��������± �{±����± ���y� o ¯y�������| �{z�����| z±��� ��z�{���
��z| �� ����{�{��z�y� ��¶��{{ ��z��y� �����{ o

ÿ y��{�{{ y� ú�ü �y�²����± ²�{�y�{�z| �{z�����| z±��� � �y���y��± {����
����� } y²�����|ù³{� z�y�yz�� ²�����³��{| ²y���±�yz�{ ������� ´ {��yz���
²y��y�|ù� ²yz��y{�� ¹y��� ²�yz��ù �{z�����ù z±��� ��| {± ���{z���{|
¸��� ��y¹±y�{�yz�{ �²²�y�z{�{�y���� ²�y{��y���� y� {z�y�y� ²�y��yz�{
����{²y���°{��� ��y��y�y z�y| » o

º������{��z��| �y���� } ²yz��y����| � ����y� ��¹y�� } �y´�� ¹��� {z�
²y���y���� ��| ¶{�y�y�y ����� ����� } z�|�����± z ��y�ù°{�� ²y���±�yz�{
������� ´{��yz��� o ���{� �����{ �y��{��ù� ²�{ ²���{��y� �����¹y��� ����
�|��± ��z�y�y´���{� } � ������± �y�{�y�{��� y���´�ù³�� z���� } z�|����
��± z �{���°{�� ����|����{| o

� X � �õ� � �ø�õ�	 � 
 � �öõ� 

x�zz�y��{� ²�yz����z������ù �{�����°{ù � ��y��y�y��y� {�y��y²�y� {
¹������{��y� ������ o ¯�z�� y¹��z�� �����{|

D ∈ R
3 ¹������{��� o x����|

²y��{´��| ²y���±�yz��
σ0

���{� y¹��z��
D

�� ��z�{
D− ¸��������|| » {

D+¸���¶�|| » o s¹��z��
D+ ���|�� ´ {��yz��ù z �|��yz��ù

µ1
{ ²�y��yz��ù

ρ1
}

y¹��z��
D− � µ2

{
ρ2

o py����� � ²y���±�yz�{
σ0

��²������� � y¹��z��
D+ o

¯y���±�yz��
σ0

z�{���� �����y� o p�y��y�y��yz�� ������ y²�����|��z|
�y���{°{���y� ²�y�{°���yz�{ ������

K(M) ∈ C(1)(D)
o ÿy�¹��{���|�{ ���

���{| � y¹��z�{
D

|��|ù�z| z���´ {�� o
vy���z�y ú�ü } �����{� ´ {��yz��� � y¹��z�{

D
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�������{� ���������yz�{

~v(M) = K(M)∇ϕ(M), ϕ(M) = −1

µ
(p − ρ (~eg, ~rM)) ,

¸û»

∇ · ~v(M) = 0.
¸�»

5��z�
~v(M) � z�y�yz�� �{�����°{{ }

ϕ(M) � ����{²y���°{�� z�y�yz�{ �{���
���°{{ }

p � �{��yz���{��z�y� ������{� }
~eg

� ��{�{���� ����y� } �������ù�
³{� �� ��²������{� �z�y���{| z�y¹y��y�y ²����{| o

v�y�yz�� ²�����³��{� ��z�{° ´{��yz�{ } ��±y�|³{±z| �� ²y���±�yz�{
σ0

}
y²�����{� z����ù³{� y¹���y� ú�ü

~v(M) =
~v+(M) + ~v−(M)

2
.

¸~»
5��y�� ¸û» � ¸~» ��²{z��� � ¹����������± ���{�{��± o 6 ���������� ���

�{�{�� ²�{ ��y�

P0 = ρ0gL0, V0 =
K0ρ0g

µ0
, T0 =

mL0µ0

K0ρ0g
,

���
g � �y���� �z�y���{| z�y¹y��y�y ²����{| }

m � ²y�{z�yz�� ������ o
p� ²y���±�yz�{

σ0
��²y��|ù�z| �z�y�{| ��²������yz�{ ������{� {

���������yz�{ �{�����°{y��y�y ²y�y�� ú�ü

p+(M) = p−(M), v+
n (M) = v−n (M), M ∈ σ0.

¸þ »
5��z� µ7 · { µ�· y¹y������� ²��������� ������{| zyy����z���ù³{± �����
°{� } ²�{ {± ²�{¹�{´��{{ �

σ0
{� y¹��z���

D+ {
D− } zyy����z�����y o

q� ¸û» { ¸�» z������} ��y ����{²y���°{�� z�y�yz�{ �{�����°{{
ϕ(M)

��y�
�����y�|�� �������{ù ���{²�{��z�y�y �{²�

∇M (K(M)∇Mϕ(M)) = 0.
¸�»

r���{²y���°{��
ϕ

¹���� {z���� � ���zz� ����°{�
C(2)(D)

o
s����{�{�z| ��zz�y����{�� ��������y�{��z�y� ¸����y�{��z�y�» z��{��

z��� ú8ü } �y��� √

K(M)
��y�����y�|�� ��������y�{��z�y�� ¸����y�{��z�y��

²�{
β = 0

» �������{ù

∆M

√

K(M) − β2
√

K(M) = 0.
¸�»

ÿ ��y� z����� �������������y� ��¶��{� �������{| ¸�» {���� �{� ú8ü

Φ(M, N) =
U(rNM) + G(M, N)

√

K(M)K(N)
.
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¯�{���
U(rNM) = e−βrNM

4πrNM

²���z����|�� zy¹y� ��¶��{� �������{|

∆MU(rNM) = β2U(rNM),
¸: »

� ����°{|
G(M, N) � �y�����| { �����|���| o ry��� y¹��z��

D
¹������{���

G = 0
o

;z�y�{| ¸þ » ��| ����{²y���°{��� z�y�yz�{ �{�����°{{ ²�{��� �{�

µ1ϕ
+(M) − µ2ϕ

−(M) = (ρ1 − ρ2) (~eg, ~rM) ,
¸�»

(

K(M)
∂ϕ(M)

∂n

)+

=

(

K(M)
∂ϕ(M)

∂n

)−
, M ∈ σ0.

r���{²y���°{�� z�y�yz�{ �{�����°{{
ϕ(M)

²���z���{� � �{�� z����

ϕ(M) = ϕ0(M) + ϕ∗(M),
¸û�»

���
ϕ0(M) � ����{²y���°{�� ���y���³���y�y �����{| } �������y�y ��¹y�y�

z{z���� z���´ {� ¸��²{z�����z| ��| �y������y� ���{z{�yz�{ �y���{°{����
K(M)

» }
ϕ∗(M) � ����{²y���°{�� �y���³��{| } �������y�y ²y���±�yz��ù

σ0
o

r���{²y���°{���
ϕ0(M)

{
ϕ∗(M)

�y�´�� ��y�����y�|�� �������{ù ¸�» o
v ����y� ¸û�» �z�y�{| ¸�» ²�{��� �{� �

µ1ϕ
+
∗ (M) − µ2ϕ

−
∗ (M) = (µ1 − µ2)ϕ0(M) + (ρ1 − ρ2) (~eg, ~rM) ,

¸ûû»
(

K(M)
∂ϕ∗(M)

∂n

)+

=

(

K(M)
∂ϕ∗(M)

∂n

)−
, M ∈ σ0.

v ����y� ¸û» { ¸û�» ����´��{� ¸~» ²�{��� �{�

~v(M) = ~v0(M) + ~v∗(M), M ∈ σ0,
¸û�»

~v0(M) = K(M)∇ϕ0(M),

~v∗(M) = K(M)
(∇ϕ∗(M))+ + (∇ϕ∗(M))−

2
.

¯y�y´��{� ²y���±�yz�{ ������� ´ {��yz���
σ0

�����y ²�������{��z�{

~rM0 = ~r0(κ1, κ2), κ1, κ2 −
²��������

.
¸û~»

ÿ ¹�z�y����yz�{ ��| ����{²y���°{���
ϕ∗

��²y��|ù�z| �z�y�{| �����|��
�yz�{

ϕ∗(M) = O

(

1

rMN

)

, |v∗(M)| = |K(M)∇ϕ∗(M)| = O

(

1

r2
MN

) ¸ûþ »
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²�{
rMN → ∞ ¸

N ∈ D
» o ;z�y�{| ¸ûþ » y¹�z²��{��ù� ��{�z�����yz�� ��¶��{|

�����{ zy²�|´��{| ¸�» } ¸ûû» ��| ����{²y���°{��� �y���³��{|
ϕ∗(M)

ú:ü o
���{� y¹���y� } ��| ���{z���{| z�y�yz�{

~v(M)
�y��� ²y���±�yz�{

σ0��´�y ��¶{�� ������ zy²�|´��{| ¸�» } ¸ûû» ��| ����{²y���°{���
ϕ∗(M)

} z
����y� ¸ûþ» } � ����� ���{z�{�� ����´��{� } z�y|³�� � ²���y� ��z�{ ¸û�» o
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r���{²y���°{�� �y���³��{|
ϕ∗(M)

{³�� � �{�� ²y���°{��� ��y��y�y z�y| }
��z²��������y�y ²y

σ0
z ²�y��yz��ù

g(M) ∈ H
¸
g(M)

��y�����y�|�� �z�y�{ù
E�������»

ϕ∗(M) =

∫∫

σ0

g(N, t)Ω(M, N)dσN , M 6∈ σ0,
¸û�»

Ω(M, N) = K(N) (∇NΦ(M, N), ~nN) .

p�z�y´�y �����{�� } ��y |��y
Ω(M, N)

����{²y���°{���
ϕ∗(M)

²���z���
�{�y � �{��

Ω(M, N) =

√

K(N)

K(M)
(∇NU,~nN)−

−
√

K(N)

K(M)

(∇NK(N), ~nN)

2K(N)
U(M, N) + K(N)

(

∇N

G(M, N)
√

K(M)K(N)
, ~nN

)

,

� ����{� z���y� ²y���°{��
ϕ∗(M)

²�{ ²���±y�� �����
σ0

y¹�z�y���� �y���y
�z{�²�y�{��z�{� ²�{¹�{´��{�� � �y���

N
�{��

Ω(M, N) ∼ (~rNM , ~nN)

r3
NM

²�{
rNM → 0,

��y ²y��y�|�� �yz²y���y����z| ²���������{ ������{|�{ ²y���°{��� ��y��
�y�y z�y| ��| �������{| t�²��z� ú�ü

ϕ±
∗ (M) =

∫∫

σ0

g(N, t)Ω(M, N)dlN ± g(M)

2
, M ∈ σ0.

¸û�»

¯y���°{��
ϕ(M)

� �{�� ¸û�» } z ����y� z�y�z��
ϕ0

{ ¸û�» ��y�����y�|��
�������{ù ¸�» } �z�y�{ù �����|��yz�{ ¸ûþ » { ��y�y�� ����{��y�� �z�y�{ù {�
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¸ûû» o ¯y�z���{� ¸û�» � ²���y� �z�y�{� {� ¸ûû» } z ����y� ¸û�» ²y���{�

g(M) − 2λ

∫

σ0

g(N, t)Ω(M, N)dlN = 2λϕ0(M) + α (~eg, ~rM) , M ∈ σ0,
¸û8»

λ =
µ2 − µ1

µ2 + µ1
, α =

2 (ρ1 − ρ2)

µ2 + µ1
.

ÿyz²y���y���¶{z� ¸8» } ²���z���{� z�y�yz�� �y���³��{| z����ù³{� y¹�
���y� �

~v∗(M) =
√

K(M)

∫∫

σ0

√

K(N)g(N, t)∇M (∇NU(rNM), ~nN) dσN−
¸û: »

−∇M

√

K(M)

∫∫

σ0

√

K(N)g(N, t) (∇NU(rNM), ~nN) dσN−

−
√

K(M)

2

∫∫

σ0

g(N, t)
(

∇N

√

K(N), ~nN

)

∇MU(rNM)dσN+

+∇M

√

K(M)

∫∫

σ0

g(N, t)
(

∇N

√

K(N), ~nN

)

U(rNM)dσN+

+K(M)

∫∫

σ0

K(N)g(N, t)∇M

(

∇N

G(M, N)
√

K(M)K(N)
, ~nN

)

dσN , M 6∈ σ0.

qz²y����| {���z���� ²��������� ������{| ��| ²y���°{��y� ²�yz�y�y {
��y��y�y z�y�� { {± ²�y{��y���± } � ��� ´� �y� ����} ��y {������� zy z��¹y�
z{����|��yz��ù �{²� 1

rNM

�� {z²������� z����� ��
σ0

ú�ü } {���� ��| ¸û: » �

~v±∗ (M) =
√

K(M)

∫∫

σ0

√

K(N)g(N, t)∇M (∇NU(rNM), ~nN) dσN−
¸û�»

−∇M

√

K(M)

∫∫

σ0

√

K(N)g(N, t) (∇NU(rNM), ~nN) dσN+

+

√

K(M)

2

∫∫

σ0

g(N, t)
(

∇N

√

K(N), ~nN

)

∇MU(rNM)dσN+
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+∇M

√

K(M)

∫∫

σ0

g(N, t)
(

∇N

√

K(N), ~nN

)

U(rNM)dσN+

+K(M)

∫∫

σ0

K(N)g(N, t)∇M

(

∇N

G(M, N)
√

K(M)K(N)
, ~nN

)

dσN±

±
√

K(M)
∇̃

(

g(M)
√

K(M)
)

2
∓ ∇MK(M)

4
g(M)∓

∓(∇MK(M), ~nM)

4
g(M)~nM , M ∈ σ0.

5��z� ∇̃Mg(M) � ��z�������| zyz����|ù³�| ����{���� ����°{{
g(M)

ú�ü o
v ����y� ¸û�» { ¸û�» } z�y�yz�{ ²�����³��{| �y��� ²y���±�yz�{

σ0
¸û�»

²�{��� �{�

~v(M) = ~v0(M) +
√

K(M)

∫∫

σ0

√

K(N)g(N, t)∇M (∇NU(rNM), ~nN) dσN−
¸��»

−∇M

√

K(M)

∫∫

σ0

√

K(N)g(N, t) (∇NU(rNM), ~nN) dσN+

+

√

K(M)

2

∫∫

σ0

g(N, t)
(

∇N

√

K(N), ~nN

)

∇MU(rNM)dσN+

+∇M

√

K(M)

∫∫

σ0

g(N, t)
(

∇N

√

K(N), ~nN

)

U(rNM)dσN+

+K(M)

∫∫

σ0

K(N)g(N, t)∇M

(

∇N

G(M, N)
√

K(M)K(N)
, ~nN

)

dσN , M ∈ σ0.

H Uõ@õI �ö 	 	�÷� C @÷� � C ø÷�õ? @ � � C

¯�z�� {����z| ���y�y��| ²y���±�yz��
Σ

} y²{��ù³�|z| �� �y����
L
o q����

��z�y ��y���� o
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JK¨L KMª N O HP Q RKGSFF
U(rNM)

FN Q RKJIR MKS IHTKTUT E MV MKFP ¸8» REIWX
KMKFP ¸�» FR MMS R MQS T STY JMQS WT Z

∫∫

Σ

∇M (∇MU(rNM), ~nN) dσN = −
∮

L

[∇MU(rNM), d~rN ]− ¸�û»

−
∫∫

Σ

β2U(rNM)~nNdσN .

[ ¨\ª]ª©K^ _ `©a¨ ® ¯�{���{� {���z���ù ��y���� v�y�z� � z���|��y� �����
°{{ �

∫∫

Σ

[d~σN ,∇MU(M, N)] =

∮

L

d~rNU(M, N).

¯y���z����� y²����y�y� ∇M

�� ����ù { ²����ù ��z�{ ²yz������y ����´��
�{| } {����

∫∫

Σ

[∇M , [d~σN ,∇MU(M, N)]] =

∮

L

[∇M , d~rNU(M, N)] .
¸��»

p�z�y´�y �y������ z����ù³{� zyy��y¶��{|

∇M (∇NU(M, N), d~σN) = − [∇M , [d~σN ,∇NU(M, N)]] +
¸�~»

+d~σN (∇M ,∇NU(M, N)) + [d~σN , [∇M ,∇NU(M, N)]] ,

[∇M , U(M, N) d ~rN ] = [∇MU(M, N), d~rN ]
¸�þ »

; ���� } ��y ∇MU(rNM) = −∇NU(rNM)
{ ¸: » {���� ¸�~»

∇M (∇NU(rNM), d~σN) =
¸��»

− [∇M , [d~σN ,∇NU(rNM)]] − β2U(rNM)d~σN .

�y��� } b ����y� ¸�þ » { ¸��» } ²��y¹���y�����| ��y���� v�y�z� ¸��» ²�{���
�{� ¸�û» o s����{� } ��y ²�{

β = 0
¸�û» ²���z����|�� zy¹y� {���z���ù ��y����

c�²��� o

d gø��õ÷÷�õ @õe õ÷øõ

¯�z�� ��¹���� ²����| z{z���� �yy��{���o ¯yz��y{� �{z�����ù z±��� ��|
�������{� ¸û8» } ¸��» } �yz²y���y���¶{z� ���y�y� �{z������± yzy¹���yz���
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��| ��¶��{| ¸û8» { ���y���� ���y� ��������± �{±����± ���y� } ��| ���
�{z���{| �{²��z{����|��y�y {�������� � ¸��» o n�| ��y�y ²y���±�yz��

σ0²���z���{� ������������{ ²�y³�����{
∆σmk

}
m = 0, 1, . . . , n1 − 2

}
k =

0, 1, . . . , n2 − 2
y�{���y�y� ²�y³��{ o

M

P i,j

P i+1,j
P i+1,j+1

Pi,j+1
∆σ

z

x

y

i,j

i,j

x{z o ûo ý����������� ²�y³ ���{ o
r��| ��{± ²�y³��y� ����ù� �y��{

Pij

}
i = 0, 1, . . . , n1−1

}
j = 0, 1, . . . , n2−1

}
¸z� o �{z��y� û» o ¯�{¹�{�{�����y � °����� ��´�y� ²�y³���{

∆σmk

��z²y�y�
´ {� ��z������ �y��{

Mmk i = 0, 1, . . . , n1 − 2
}
j = 0, 1, . . . , n2 − 2

} ���{z�{�
{± �yy��{���� ²y z����ù³�� �y����� �

Mmk =
1

4
(Pmk + Pm+1,k + Pm+1,k+1 + Pm,k+1) .

ÿ {���������y� �������{{ ¸û8» �����{� {������� �� z����

gmk − 2λ

n1−2
∑

i=0

n2−2
∑

j=0

mk 6=ij

gijΩmkij∆σij = 2λϕ0mk + α (~eg, ~rmk) ,
¸��»

m = 0, 1, . . . , n1 − 2, k = 0, 1, . . . , n2 − 2.¸��» ²���z����|�� zy¹y� z{z���� �{�����± ����¹��{��z�{± �������{� o
s����{� } ��y � ±y�� �{z�����± ��z���y� ��| z{z���� ¸��» ¹��y �z���y��

���y �{��y�����y� ²��y¹�����{� } ��y ²y��y�{�y ��¶��� ��� z{z���� ���y�y�
²�yz�y� {����°{{ o ÿ ��y� ���y�� ��´�y� �y�y� ²�{¹�{´��{� ��±y�{�z| ²y
�y����� �

g
p
mk = 2λ

n1−2
∑

i=0

n2−2
∑

j=0

mk 6=ij

g
p−1
ij Ωmkij∆σij + 2λϕ0mk + α (~eg, ~rmk) ,

¸�8»

m = 0, 1, . . . , n1 − 2, k = 0, 1, . . . , n2 − 2. p = 1, 2, . . . , J.{�{ � ����{��y� �{��

gp = Bp−1 + C, s = 0, 1, . . . ,
¸�: »
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p = 1, 2, . . . , J,
²�{ ‖Bp−1‖ < 1.

5��z�
J � �{z�y {����°{� } �y�y�y� y²�����|��z| {� �z�y�{| úû�ü

‖gJ − gJ−1‖1

‖gJ‖1
<

1 − ‖B‖1

‖B‖1
ε,

¸��»
���

ε � �������| �y��yz�� o
ÿ�¹y� ���y�� ²�yz�y� {����°{{ � ����y� ��¹y�� y¹g|z�|��z| ²�yz�y�y�

��y ��z²�������{���{| o
v�{���� } ��y ²�y��yz�� ²y���°{��� ��y��y�y z�y|

gmk

{ �y���{°{���
K(M)

�� ���|ù�z| � ²������± ��´�y� ²�y³���{
∆σmk

}
m = 0, 1, . . . , n1 − 2

}
k = 0, 1, . . . , n2 − 2

}
s = 0, 1, . . .

o �y��� ����yz���| z±��� ��| ¸��» } z ����y�
¸�û» } ²�{��� �{�

~vmk = ~v0 mk −
√

Kmk

n1−2
∑

i=0

n2−2
∑

j=0

√

Kijgij

∮

Lij

∇MU(rNM)d~rN+
¸~�»

+
√

Kmk

n1−2
∑

i=0

n2−2
∑

j=0

mk 6=ij

√

Kijgij

∫∫

∆σij

((

∇N ln
√

K(N), ~nN

)

∇NU(rNM)−

−∇M ln
√

K(M) (∇NU(rNM), ~nN)
)

dσN+

+
√

Kmk

n1−2
∑

i=0

n2−2
∑

j=0

mk 6=ij

√

Kijgij

∫∫

∆σij

((

∇N ln
√

K(N), ~nN

)

∇M ln
√

K(M)−

−β2~nN

)

U(rNM)dσN+

+Kmk

n1−2
∑

i=0

n2−2
∑

j=0

mk 6=ij

Kijgij

∫∫

∆σij

∇M

(

∇N

G(M, N)
√

K(M)K(N)
, ~nN

)

dσN ,

m = 0, 1, . . . , n1 − 2, k = 0, 1, . . . , n2 − 2.

; �y��{� �y����� ¸�8» { ¸~�» ��| �y������y� ���{z{�yz�{ �y���{°{����
²�y�y�{�yz�{

K(M)
K(M) = e2βzM .

¸~ û»
¸p������y �¹��{�z| } ��y √

K
|��|��z| ��������y�{��z�y� ����°{�� o»
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v ����y� ¸~ û» } {���� ¸�8» { ¸~�»

g
p
mk = 2λ

n1−2
∑

i=0

n2−2
∑

j=0

mk 6=ij

g
p−1
ij Ωmkij∆σij + 2λϕ0mk + α (~eg, ~rmk) ,

¸~�»

Ωmkij =
1

4π

√

Kij

Kmk

(

(1 + βrmkij) e−βrmkij (~rmkij, ~nij)

(rmkij)3
−

−
β

(

~k, ~nij

)

e−βrmkij

rmkij



 ,

m = 0, 1, . . . , n1 − 2, k = 0, 1, . . . , n2 − 2, p = 1, 2, . . . , J,

~vmk = ~v0 mk + ~v∗ mk,
¸~~»

~v∗ mk = −
√

Kmk

n1−2
∑

i=0

n2−2
∑

j=0

√

Kijgij

4
∑

γ=1

~V
γ
1 mkij+

+
√

Kmk

n1−2
∑

i=0

n2−2
∑

j=0

mk 6=ij

√

Kijgij

(

β~V2 mkij + β2~V3 mkij

)

∆σij,

~V
γ
1 mkij =

~e1 mkij

4πr
γ
0 mkij

θ
γ
2

∫

θ
γ
1

(

sin θ + βr
γ
0 mkij

)

e−
βr

γ
0 mkij
sin θ dθ,

r
γ
0 mkij =

∣

∣

∣

[

~r
γ
12 ij, ~r

γ
1 mkij

]∣

∣

∣

r
γ
12 ij

, ~e1 mkij =

[

~r
γ
1 mkij, ~r

γ
12 ij

]

∣

∣

∣

[

~r
γ
1 mkij, ~r

γ
12 ij

]∣

∣

∣

,

θζ = arcsin

∣

∣

∣

[

~r
γ
12 ij, ~r

γ
ζ mkij

]∣

∣

∣

r
γ
12 ijr

γ
ζ mkij

, ζ = 1, 2,

~V2 mkij =
(1 + βrmkij) Umkij

(rmkij)2

[

~nij,
[

~rmkij, ~k
]]

,

~V3 mkij = Umkij

[

~k,
[

~k, ~nij

]]

, Umkij =
e−βrmkij

4πrmkij

,

m = 0, 1, . . . , n1 − 2, k = 0, 1, . . . , n2 − 2.
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q������� � ¸~~» �� ����´���z| ����� ������������ ����°{{ } { ²y�y��
���{z�|��z| �{z����y ²y �y����� v{�²zy�� o ÿ���y��

~r
γ
1 mkij

}
~r

γ
2 mkij

}
~r

γ
12 ij{�y¹��´��� �� �{z���� � o

M

∆σγ=2

γ=3

γ=4

r γ=1

mk

1
rr

2

γ

γ γ
mkij

mkij

12

ij

ij

x{z o � o ÿ{±����| ����� o

q��� } ��| �{z����y�y ��¶��{| �����{ ���{z���{| z�y�yz��� ²�����³��
�{| �y��� ²y���±�yz�{ ������� ´ {��yz��� � ��y��y�y��y� ������ } ²�y�y�{�
�yz�� �y�y�y�y ±�������{����z| ����°{�� ¸~ û» {���� � z{z���� �{�����± ���
��¹��{��z�{± �������{� ¸~�» { ¸~~» o n�| ��±y´���{| z�y�yz��� ²�����³��{|
��z�����± �y���

Mmk

}
m = 0, 1, . . . , n1 − 2

}
k = 0, 1, . . . , n2 − 2

��´�y ����{
²�y��yz��

gmk

� ��{± �y���± ²���� ��¶��{| z{z���� ¸~�» o 5���� ���{z�{��
{± ²y �y������ ¸~~» o

s����{� } ��y ²�{
β = 0

²y�������| �{z������| z{z���� zy�²����� z
���������y� {� úþü o

j h� k � � ��ô�õ÷øõ � �÷��ø�ø�õ� 	ø� @õe õ÷øõ�

x�zz�y��{� z����� } �y��� ²y���±�yz�� ������� ´ {��yz���
σ0

�y���{����z|
²�yz�yz��ù

x = 0
} � ��{|�{� z{�� �|´�z�{ ���y

α = 0
¸��²y���| �{������

°{| »o
v���´ {�� �y���{���� ��{�{���� z�y�y� } ²y���°{�� �y�y�y�y {���� �{�

ϕ0(M) =
q

4π

√

K(M1)

K(M)

e−βrM1M

rM1M

, q =
Π

KM1

,
¸~þ »

���
q � ²�{�������� ��¹{� ¸��z±y� �� ��{�{°� ²�y�y�{�yz�{ ������» o
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¯�{ ��{± �z�y�{|± ��z�y´ �y ��²{z��� ����{�{��z�y� ����´��{� } y²���
���|ù³�� z�y�yz�� ²�����³��{| ²y���±�yz�{

σ0
o n ��z��{�����y } ²y���°{��

��
ϕ1

{
ϕ2

ϕ1(M) = ϕ0(M) − λϕ̃0(M), ϕ2(M) = (1 + λ)ϕ0(M)
¸~�»

ϕ̃0(M) =
q

4π

√

K(M1)

K(M)

e−βrM̃1M

rM̃1M

, q =
Π

KM1

, M̃1 = (−1, 0, 0).

��y�����y�|ù� �������{ù ¸�» } ����{���� �z�y�{|� ¸�» { y²{z���ù� �����{|
´{��yz��� �|��yz���

µ1
{

µ2
} zyy����z�����y o

q� ¸~» } z ����y� ¸~�» } z�y�yz�� ²�����³��{| �y��� ²y���±�yz�{
σ0

²�{���
�{�

~va(M, 0) = ~v0(M, 0) + K(M)
∇Mϕ1(M) + ∇Mϕ2(M)

2
, M ∈ σ0.

¸~�»
n�| y°���{ y¶{¹�{ ���{z���{� ������ ���{�{��

η(M) =

∣

∣

∣

∣

v(M)

va(M)
− 1

∣

∣

∣

∣

100%.

ÿ ±y�� �{z�����± ��z���y� ¹��y �������y } ��y y¶{¹��
η

²�{�{���� ��{�
¹y��¶�� ������{� � °����� ²�yz�yz�{

σ0
¸��²�y�{� z���´ {�� »o qz��ù���{�

²���z����|ù� �y���y �����{� �y��{ ²�yz�yz�{ ¸y¹����ù� ����� » ²�{
β > 0{ �����|| ²y�yz� ²�yz�yz�{ ¸y¹��z�� ��´�� ����| ������{» ²�{

β = 0
úþü o

¯y���¶�yz�� � �{± z�|���� z y¹���y�
σ0

} ²y��y�� ���z� { ����� �z����|��
�� ²���� ���y´��{| y����{���{� �� z�y�yz�� �y���³��{|

~v∗(xM , yM , zM , t) = ~vmin
¸~8»

��| |yM | ∈ [|ymin|, |ymax|] , |zM | ∈ [|zmin|, |zmax|] .
5��z�

ymin
}
zmin

� �yy��{���� �y��{ } � �y�y�y� �y���� z�y�yz�{ �y���³��{|
v∗(M)

�����¶ ���z| �
1000

��� ²�{ ��{´��{{ y� °����� ²�yz�yz�{
σ0

� ��
���|� ��y�� y��y� {� �yy��{����y� yz{

Oy
{

Oz
} zyy����z�����y o

n�| ��²y����{| �{z�����± ��z���y� } z ����y� ¸~8» ²�yz�yz�� �����{�
�������y�

x = 0
}
y ∈ [−3, 3]

{
z ∈ [−3, 3]

Ö o �y��yz��
ε
{� ¸��» ��¹���� ����y�

ε = 10−10 o
ÿ����� y¹y������{�

η = η(0, 0, 0)
o ÿ ��¹�{°� û ²���z������� ���{z{�yz��

y¶{¹�{
η

y�
n = n1 − 1 = n2 − 1

��| ����{���± ������{�
λ
o n�| y²��������

�yz�{ ��¹����
β = 1

o
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��¹� oûo vy²yz������{� z ����{�{�y� ²�{
β = 1

o
n 10 20 40 80

ηλ=1, % 12.4 5.4 2.4 1.2

ηλ=0.5, % 7.9 3.4 1.6 0.7

ηλ=−0.5, % 14.1 5.9 2.6 1.2

c���{�{��| ��¹�{°� û �������� } ��y z �yz�y�
n

y¶{¹��
η

�����¶ ���z| }
� ����{� �{z����y� ��¶��{� ²�{¹�{´���z| � ����{�{��z�y��o

u a � � �÷õ÷øõ �ø��õ÷÷� D �Iõ� v

¯�{ ²yz��y��{{ �{z�����y� z±��� } {� ²���²yz������y z������y�y � ¸~�» �
�y���

Mmk

{� z��� ��¹��z�����z| z������y� } �y�y�y� |��|��z| �y������ o
n �´� ���¹�� ���� ��y�y z������y�y ²y��y�|�� � ��z�y���y ��� �����¶{��
²y���¶�yz�� ���{z���{� o ¯y��´�� ��y o

ÿ��{z�{� z������y� } y�¹�y¶���y� {� z��� ²���²yz������y z������y�y �
¸~�» �

~v∗3mk = Kmkgmk

∫∫

∆σmk

β2
[

~k,
[

~k, ~nN

]]

U(rNM)∆σN

m = 0, 1, . . . , n1 − 1, k = 0, 1, . . . , n2 − 1.

5����{� ²�y³����
∆σmk

�� ���� ���{�zy�

R =
rPmkPm+1,k

+ rPm+1,kPm+1,k+1
+ rPm+1,k+1Pmk+1

+ rPmk+1Pmk

8
�y��� � ²y�|��y� z{z���� �yy��{���

ρ, θ
z °����y� �

M 2
mk

{�������
~v∗3mk�y´�� ¹��� ���{z��� �y��y

~v∗3mk = Kmkgmk

β2
[

~k,
[

~k, ~nmk

]]

4π

R
∫

0

2π
∫

0

e−βρ

ρ
ρdθdρ =

= Kmkgmkβ
[

~k,
[

~k, ~nmk

]] 1 − e−βR

2
.

¸~: »

¯�y����� �{z������ ��z²��{����} y²{z����� � ² o� } z ����y� ¸~:» o w�y
���������� y�y¹��´��� � ��¹�{°� � o
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n 10 20 40 80
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