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Прикладные задачи

Циклы дифференциальных уравнений синхронных электрических машин.

Леонов Г.А., Зарецкий А.М.

В работе исследуется новая математическая модель четырехполюсной

синхронной электрической машины при последовательном соединении полю-
сов обмотки возбуждения. Для полученной модели рассматриваются вопросы

глобальной устойчивости [1] не нагруженной машины и задача о предельной
нагрузке [1, 2, 3]. На основе модифицированного метода нелокального све-

дения [2] найдены эффективные условия существования круговых решений
и циклов второго рода [4]. Метод нелокального сведения и теорема о суще-

ствовании круговых решений и предельных циклов второго рода является
распространением классических результатов Ф. Трикоми [5, 6] на многомер-
ные модели синхронных машин.

Рассмотрим четырехполюсную синхронную электрическую машину при
последовательном соединении полюсов обмотки возбуждения, электромеха-

ническая модель которой изображена на рисунке 1(а). Пусть θ – угол между
радиус-вектором к стержню с током in и вектором напряжённости B маг-

нитного поля; i – ток в обмотке возбуждения; ik – токи в стержнях коротко-
замкнутой демпферной обмотки; e – постоянное напряжение, подведённое к
обмотке возбуждения; R1, L1 – активное и индуктивное сопротивления обмот-

ки возбуждения; R2, L2 – активное и индуктивное сопротивления стержней
демпферной обмотки; n1 – количество витков в обмотках возбуждения; n2

– количество стержней в демпферной обмотке; S1 – площадь витка обмоток
возбуждения; S2 – площадь диаметрального сечения демпферной обмотки;

m – коэффициент сильного регулирования; J – момент инерции ротора; M –
момент внешних сил.
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а б

Рис. 1: Электромеханическая модель четырехполюсной синхронной электрической маши-

ны: а — электромеханическая модель; б — схема подключения плюсов обмотки возбужде-

ния к источнику постоянного напряжения.

Тогда, используя предположение о равномерно вращающемся магнитном
поле и схему соединения полюсов обмотки возбуждения (рис. 1(б)), приме-

ним законы Кирхгофа, электромагнитной индукции и уравнение вращения
твердого тела для вывода дифференциальных уравнений рассматриваемой

электрической машины при сильном регулировании [7, 8]:

θ̇ = s, Jṡ = mθ̇ + n1S1B
√
2 sin(θ + π

4 )i+
S2B
2

n2
∑

k=1

ik cos(θ +
2πk
n2

)−M,

L1i̇+R1i = −4n1S1B
√
2 sin(θ + π

4
)s+ e,

L2i̇k + R2ik = −S2B
2 cos(θ + 2πk

n2

)s, k = 1...n2.

(1)

Преобразуем систему дифференциальных уравнений (1) к виду более
удобному для дальнейшего исследования. Используя невырожденную замену
координат

θ 7→ −θ − π

4
, s 7→ −s, x = i+

e

R
,

z = − L2

n2S2B

n2
∑

k=1

ik sin(θ−
π

4
− 2πk

n2
), y = − L2

n2S2B

n2
∑

k=1

ik cos(θ−
π

4
− 2πk

n2
),

zk = −
m
∑

j=−m

ik+j + cot(
π

n2
)ik, k = 2...(n2 − 1),
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получим систему

θ̇ = s,

ṡ = −µs+ a1x sin θ + a2y − ϕ(θ),

ẋ = −c1x− b sin θs,

ẏ = −c2y − zs− s,

ż = −c2z + zs,

żk = −c2zk, k = 2...(n2 − 1),

где

a = 4n1BS1

J
, b = n2(BS2)

2

8JL , c1 =
R1

L1

, c2 =
R2

L2

,

d = n1BS1

L1

, µ = m
J
, γ = M

J
, γmax =

en1BS1

JL
, ϕ(θ) = γmax sin θ − γ.

Заметим, что уравнения с переменными zk интегрируются независимо от

остальной системы. Поэтому, будем рассматривать систему

θ̇ = s,

ṡ = −µs + ax sin θ + by − ϕ(θ),

ẋ = −c1x− d sin θs,

ẏ = −c2y − zs − s,

ż = −c2z + xs.

(2)

Теорема 1 Любое решение системы дифференциальных уравнений (2) при
γ = 0 стремится при t → +∞ к некоторому состоянию равновесия.

Доказательство этой теоремы основано на использовании функций Ля-
пунова [1, 9, 10] вида

V =
1

2
s2 +

a

2d
x2 +

b

2
y2 +

b

2
z2 +

θ
∫

θ1

ϕ(ζ)dζ.

Далее рассмотрим задачу о предельной нагрузке [1, 2, 3] для системы (2).
Математическая постановка задачи такова: найти условия, при которых ре-

шение θ(t), s(t), x(t), y(t), z(t) с начальными данными θ(0) = s(0) = x(0) =
y(0) = z(0) = 0 находилось бы в области притяжения стационарного реше-
ния θ(t) = θ0, s(t) = x(t) = y(t) = z(t) = 0, т.е. должны быть выполнены

соотношения

lim
t→+∞

θ(t) = θ0, lim
t→+∞

s(t) = 0, lim
t→+∞

x(t) = 0,

lim
t→+∞

y(t) = 0, lim
t→+∞

z(t) = 0.
(3)
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Здесь θ0 удовлетворяет условиям

ϕ(θ0) = 0, ϕ′(θ0) > 0, θ0 ∈ [0, 2π).

Теорема 2 Пусть существует такое число λ > 0, что выполнены следую-
щие условия

1.
λ < min{µ, c1, c2};

2. решение F (σ) дифференциального уравнения

F
dF

dσ
= −2

√

λ(µ− λ)F − ϕ(σ) (4)

с начальными данными
F (θ1) = 0,

удовлетворяет условию
F (0) > 0. (5)

Здесь θ1 удовлетворяет условиям

ϕ(θ1) = 0, ϕ′(θ1) < 0, θ1 ∈ [0, 2π).

Тогда решение системы (2) с начальными данными θ = x = y = z = 0

удовлетворяет соотношениям (3).

Доказательство. Пусть F решение уравнения (4) удовлетворяет услови-

ям теоремы. Введём функцию

V (θ, s, x, y, z) =
1

2
s2 +

a

2d
x2 +

b

2
y2 +

b

2
z2 − 1

2
F 2(θ).

Тогда, на решениях системы (2) имеет место соотношение

V̇ + 2λV = −a

d
(c1 − λ)x2 − (c2 − λ)(y2 + z2)−

− (µ− λ)s2 − λF 2(θ) +
(

− dF

dθ
F (θ)− ϕ(θ)

)

s ≤

≤ −(
√

µ− λs−
√
λF (θ))2 ≤ 0.

Таким образом, множество [4]

Ω0 =
{

V (θ, s, x, y, z) ≤ 0
}
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является положительно инвариантным множеством.

Используя инвариантность системы (2) относительно сдвига на 2πk, k ∈
Z по координате θ, получим положительную инвариантность множеств

Ωk =
{

Vk(θ, s, x, y, z) =
1

2
s2 +

a

2d
x2 +

b

2
y2 +

b

2
z2 − 1

2
F 2
k (θ) ≤ 0

}

,

где Fk(σ) – сдвинутое на величину 2πk решение F (σ).

В силу условия (5) дифференциальное уравнение (4) имеет решение F (σ)
такое, что либо существует точка θ2, удовлетворяющее

F (θ2) = F (θ1) = 0, F (σ) > 0, θ2 < 0, ∀σ ∈ (θ2, θ1);

либо для решения выполнено неравенство

F (σ) > 0, ∀σ ∈ (−∞, θ1).

Здесь θ1 соответствует неустойчивому состоянию равновесия системы (2) и

удовлетворяет условиям

ϕ(θ1) = 0, ϕ′(θ1) < 0, θ1 ∈ [0, 2π).

В первом случае положительно инвариантное множество Ω0 является

ограниченным. Во втором случае множество Ω = Ω1∩Ω0 является ограничен-
ным. Очевидно, что множество Ω также является положительно инвариант-

ным, так как является пересечением положительно инвариантных множеств.

Покажем, что при выполнении условий теоремы множества Ω и Ω0 со-

держат начальные данные θ = s = x = y = z = 0 и состояние равновесия
системы (2) θ = θ0, s = x = y = z = 0. Так как θ0 ∈ (0, θ1) и выполнено

F (σ) > 0 для всех σ ∈ (0, θ1), то

(θ0, 0, 0, 0, 0) ∈ Ω, (θ0, 0, 0, 0, 0) ∈ Ω0.

Из инвариантности уравнения (4) относительно сдвига на 2πk, k ∈ Z и усло-
вия (5) следует

Vk(0, 0, 0, 0, 0) = −Fk(0) = −F (0) < 0.

Таким образом, получаем

(0, 0, 0, 0, 0) ∈ Ω, (0, 0, 0, 0, 0) ∈ Ω0.
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Покажем теперь, что любое ограниченное решение системы (2) стремится

к состоянию равновесия. Для этого рассмотрим функцию

W (θ, s, x, y, z) =
1

2
s2 +

a

2d
x2 +

b

2
y2 +

b

2
z2 +

θ
∫

θ1

ϕ(ζ)dζ.

Не трудно видеть, что на решениях системы (2) выполнено

Ẇ (θ(t), s(t), x(t), y(t), z(t))≤ 0. (6)

Пусть u = (θ, s, x, y, z) – ограниченное при t ≥ 0 решение системы (2).
Тогда функция W тоже ограничена при t ≥ 0. Из соотношения (6) следует,

что на решениях системы (2) функция W не возрастает по t при t ≥ 0. Отсюда
и из ограниченности функции W при t ≥ 0 следует существование конечного

lim
t→+∞

W (θ(t), s(t), x(t), y(t), z(t)) = L.

Из ограниченности решения следует, что множество Ω∗ её ω-предельных то-
чек не пусто. Пусть u∗ ∈ Ω∗. Тогда в силу положительной инвариантности
Ω∗ траектория, выпущенная из точки u∗, при всех t ∈ R1 расположена в Ω∗.
Поэтому при всех t ∈ R1 W (θ(t, u∗), s(t, u∗), x(t, u∗), y(t, u∗), z(t, u∗)) ≡ L. Ис-
пользуя (6), получим тождества s ≡ 0, x ≡ 0, y ≡ 0, z ≡ 0. Из (2) и (6)

получаем, что θ̇ ≡ 0. Следовательно, θ ≡ const и множество Ω∗ является
подмножеством стационарного множества системы (2).

Таким образом, любое ограниченное решение системы (2) стремится к
состоянию равновесия. Отсюда, из ограниченности и положительной инвари-

антности множеств Ω и Ω0 и из включений

(θ0, 0, 0, 0) ∈ Ω, (θ0, 0, 0, 0) ∈ Ω0.

(0, 0, 0, 0) ∈ Ω, (0, 0, 0, 0) ∈ Ω0.

следует (3).

Определение 1 Будем говорить, что решение u(t) = (θ(t), ξ(t)) систе-
мы дифференциальных уравнений (2) является круговым, если существуют

такие числа ε > 0 и τ , что при всех t ≥ τ имеет место неравенство

|θ̇(t)| ≥ ε.
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Определение 2 Решение u(t) системы дифференциальных уравнений (2)

будем называть предельным циклом второго рода, если существуют число
τ > 0 и целое число j 6= 0, такие, что имеют место равенства

θ(τ)− θ(0) = 2πj, ξ(τ) = ξ(0).

Круговые решения и предельные циклы второго рода соответствуют та-
ким режимам работы, при которых ротор синхронной машины совершает

провороты на сколь угодно большой угол θ. Ясно, что наличие таких реше-
ний исключает глобальную устойчивость системы (2).

Теорема 3 Пусть существует такое число λ > 0, что выполнены следую-
щие условия

1. λ < min{c1, c2} и выполнено

λ− µ− (a+ 1)2

4(c1 − λ)
− (b+ d)2

4(c2 − λ)
≥ 0; (7)

2. решение F (σ) уравнения

F
dF

dσ
= −λF − ϕ(σ), (8)

с начальными данными F (θ0) = 0, удовлетворяет условию

inf F (σ) > 0, ∀σ > σ0, (9)

где σ0 > θ0.

Тогда для любого числа ε > 0 существует круговое решение (θ, ξ) =
(θ, s, x, y, z), системы (2), удовлетворяющее условиям

θ(0) = θ0, s(0) > 0, |ξ(0)| < ε. (10)

Если, кроме этого, µ > 0, то система (2) имеет предельный цикл второго

рода.

Доказательство. Введём функцию

V (θ, ξ) =
1

2

(

F 2(θ)− s2 + x2 + y2 + z2
)

.
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Отметим, что для θ = θ0 всегда существует вектор ξ0 = (s0, x0, y0, z0), удо-

влетворяющий условию (10), при которых функция V (θ0, ξ0) < 0. Следова-
тельно, на некотором промежутке [0, T ) выполнено V (θ(t), ξ(t)) < 0. Тогда

0 < −1

2
F 2(θ(t)) +

1

2
s2(t), ∀t ∈ [0, T ).

Отсюда и из условий (10) и (9) следует

F (θ(t)) < s(t), ∀t ∈ [0, T ). (11)

Покажем, что функция

V (θ(t), ξ(t)) +

t
∫

0

[

2λV (θ(τ), ξ(τ)) + δ(τ)
]

dτ (12)

является невозрастающей функцией от t на промежутке [0, T ). Здесь

δ(t) =
1

2

(

λ− µ− (a+ d)2

4(c1 − λ)
− (b+ 1)2

4(c2 − λ)

)

s2(t).

Из условия (7) теоремы 3 следует, что функция δ(t) является неотрицатель-

ной.

Используя (7), (11) и тот факт, что F является решением уравнения (8),

на решениях системы (2) получим

dV

dt
+ 2λV + δ ≤

(

F
dF

dθ
+ λF + ϕ(θ)

)

s = 0.

Из этого неравенства следует, что функция (12) является невозрастающей на

промежутке [0, T ).

Покажем, что функция V (θ(t), ξ(t)) < 0 на промежутке [0,∞). Путь

V (θ(t), ξ(t)) < 0 на промежутке [0, T ). Докажем, что следующее соотношение
не выполнено

V (θ(T ), ξ(T )) = 0. (13)

Предположим противное: пусть V (θ(T ), ξ(T )) = 0. Но тогда существует T1 <
T такое, что

δ(t) > |2λV (θ(T ), ξ(T ))| ∀t ∈ (T1, T ).

Поскольку функция (12) не возрастает на промежутке [0, T ), то имеет место

соотношение

V (θ(T ), ξ(T ))−V (θ(t), ξ(t))+

T
∫

t

[

2λV (θ(τ), ξ(τ))+δ(τ)
]

dτ ≤ 0 ∀t ∈ (T1, T ).
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Из последних двух неравенств имеем, V (θ(T ), ξ(T )) < V (θ(t), ξ(t)) на проме-

жутке (T1, T ) и, следовательно, V (θ(T ), ξ(T )) < 0. Получили противоречие с
(13). Таким образом, функция V (θ(t), ξ(t)) < 0 при t ≥ 0 и, следовательно

F (θ(t)) < s(t) ∀t ≥ 0. (14)

Таким образом, существует решение системы (2) с начальными данными

θ(0) = θ0, s(0), x(0), y(0), z(0), которые удовлетворяют (10) и V (θ(t), ξ(t)) < 0
при t ≥ 0. Следовательно, из оценок (14) и (9), можно сделать вывод о том,

что такое решение является круговым.

Рассмотрим теперь множество

Ω =
{

(θ, s, x, y, z)
∣

∣

∣
V (θ, ξ) < 0, s > 0, θ ≥ θ(0)

}

.

Из того, что на решениях системы (2) с начальными данными из Ω выполнено
V (θ(t), ξ(t)) < 0 при всех t ≥ 0, следует положительная инвариантность

множества Ω. Тогда, в силу непрерывной зависимости решений системы (2)
от начальных данных, положительно инвариантно и замыкание Ω.

Пусть 0 < δ < min{µ, c1, c2}, тогда из ограниченности функции ϕ(θ),
следует, существование δ−1max |ϕ(θ)| < ν < +∞. Введём в рассмотрение

функцию

U(θ, ξ) =
1

2
s2 +

a

2d
x2 +

b

2
y2 +

b

2
z2 − ν,

На решениях системы (2) имеет место оценка

dU(θ(t), ξ(t))

dt
+ δU(θ(t), ξ(t)) ≤ 0, ∀t ≥ 0.

Поэтому положительно инвариантно множество

Σ =
{

(θ, ξ)
∣

∣

∣
U(θ, ξ) ≤ 0

}

.

Из непрерывности F (σ) на [θ0,+∞) и соотношений F (θ0) = 0 и

F (σ) > 0 ∀σ > θ0

следует, что для любого числа θ∗ > θ0 существует

F (θ∗ + 2π) > F (θ∗).

Из оценки (14) следует, что для любого вектора

u1 = (θ1, ξ1) ∈ Σ1 =
{

(θ, ξ) ∈ Ω ∪ Σ
∣

∣

∣
θ = θ∗

}
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найдётся число t(u1) > 0, для которого выполнены условия

u(t(u1), u1) ∈ Σ2 =
{

(θ, ξ) ∈ Ω ∪ Σ
∣

∣

∣
θ = θ∗ + 2π

}

u(t, u1) /∈ Σ2 ∀t ≥ 0, t 6= t(u1).

Здесь через u(t, u1) обозначено решение системы (2) с начальными данными

u1 = (θ1, ξ1). Определим преобразование T : Σ1 → Σ2

Tu = u(t(u), u), u ∈ Σ1

и Q : Σ2 → Σ1

(θ, ξ) 7−→ (θ − 2π, ξ).

Наличие непрерывной зависимости решений системы (2) от начальных
данных и тот факт, что Σ2 – множество без контакта, обеспечивает непре-

рывность преобразования T . Следовательно, непрерывен оператор QT . Лег-
ко показать, что множество Σ1 = Ψ ∪ Σ является выпуклым. Поэтому, по

известной теореме Брауэра [11] о неподвижной точке, существует точка u0,
обладающая свойством QTu0 = u0. Это означает, что

θ(t(u0), u0) = θ(0, u0) + 2π, ξ(t(u0), u0) = ξ(0, u0).

Следовательно, решение u(t, u0) системы (2) является предельным циклом

второго рода.

Рис. 2: Параметры γ ∈ (0, γ
max

], c1 ∈ (0, 20], γ
max

= 1. A — область существования кру-

говых решений и циклов второго рода; B — область допустимых нагрузок; C — область

аналитически не изучена.

Численный анализ условий теорем 2 и 3 позволяют получить эффектив-

ные оценки областей существования круговых решений и циклов второго ро-
да, область допустимых нагрузок.
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