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Àííîòàöèÿ

Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî äâóõ÷àñòè÷íîå ðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèå
Øðåäèíãåðà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì áåñêîíå÷íîãî
ïîðÿäêà, äàåò ðåëÿòèâèñòñêè èíâàðèàíòíîå îïèñàíèå ñèñòåìû äâóõ áåññïèíî-
âûõ ÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîñðåäñòâîì öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî êî-
ðîòêîäåéñòâóþùåãî ïîòåíöèàëà. Íàéäåíà çàìåíà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ,
îñíîâàííàÿ íà ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà è ïðèâîäÿùàÿ ê ïåðåìåííûì, ÷àñòü
êîòîðûõ îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèìö â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷å-
òà, â êîòîðîé ñóììà èõ èìïóëüñîâ ðàâíà íóëþ (ñèñòåìå öåíòðà èìïóëüñîâ),
à äðóãèå îïèñûâàþò äâèæåíèå ñèñòåìû öåíòðà èìïóëüñîâ â èñõîäíîé ñèñòå-
ìå îòñ÷åòà. Ýòè ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê ñàìîñîïðÿæåííîé
êðàåâîé çàäà÷å.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà, ðå-
ëÿòèâèñòñêàÿ êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà.

Abstract

In this work it is shown that the relativistic two-particle Schrodinger equation,
which is a di�erential equation of in�nite order, yields the relativistic invariant
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description of the system of two spinless particles interacting through a spherically
symmetric short-range potential. A change of independent variables based on the
Lorentz transformations is found. This change leads to a set of variables which
describe both the interaction of particles in an inertial reference frame (center
pulses system,where the sum of particles momenta equals zero), and the motion
of the center pulse in the source frame of reference. These variables are separated,
which leads to a self-adjoint boundary value problem.

Keywords: parabolic equation, �nite speed of perturbation propagation, strong
solution, weak solution

1 Ââåäåíèå

Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü [1], ÷òî ðåëÿòèâèñòñêàÿ êâàíòîâàÿ òåîðèÿ áåññïèíîâûõ ÷à-
ñòèö äîëæíà áûòü îñíîâàíà íà óðàâíåíèè Êëåéíà-Ãîðäîíà (ÓÊÃ), îäíàêî
ýòî óðàâíåíèå ïðèâîäèò êî ìíîãèì ñóùåñòâåííûì òðóäíîñòÿì. Íàèáîëåå èç-
âåñòíîé èç ýòèõ òðóäíîñòåé ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ îò-
ðèöàòåëüíûì çíà÷åíèÿì ýíåðãèè, íî åñòü è ìíîãî äðóãèõ: ïàðàäîêñ Êëåéíà,
ïîÿâëåíèå êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè âîäîðîäîïîäîáíîãî π-àòîìà ñ àòîì-
íûì íîìåðîì Z > 68 [2], çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè è ò.
ä.. Íî, ïî-âèäèìîìó, íàèáîëüøåå âëèÿíèå íà âñå ñîâðåìåííîå ðàçâèòèå ðåëÿ-
òèâèñòñêîé êâàíòîâîé òåîðèè îêàçàëî ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå â ñïîñîáàõ
îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ èç N ÷àñòèö, ñ ïîìîøüþ íåðåëÿ-
òèâèñòñêîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (ÍÓØ) è ÓÊÃ. Íàïîìíèì, ÷òî â íåðå-
ëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå òàêàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ îäíèì ÍÓØ,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì îòíîñèòåëüíî îäíîé âîëíîâîé ôóíêöèè 3N + 1
ïåðåìåííûõ: 3N êîîðäèíàò è âðåìåíè. Íî ìíîãî÷àñòè÷íîå ÓÊÃ íåâîçìîæíî.
Ïðè÷èíà ýòîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÓÊÃ äëÿ ñâîáîäíîé áåññïèíîâîé ÷àñòèöû
ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ñòàíäàðòíóþ çàìåíó

ε→ i
∂

∂t
, p→ −i∇ (1)

(èñïîëüçóåì ñèñòåìó åäèíèö, â êîòîðîé ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ~ è ñêîðîñòü ñâåòà
c ðàâíû åäèíèöå) ïðîèçâåñòè íå â âûðàæåíèè äëÿ ýíåðãèè, êàê äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ÍÓØ, à â âûðàæåíèè äëÿ êâàäðàòà ýíåðãèè: ε2 = p2 + m2. Ýòî äåëàåòñÿ
ïîòîìó, ÷òî åñëè óêàçàííóþ çàìåíó ïðîèçâåñòè â ðåëÿòèâèñòñêîì âûðàæåíèè
äëÿ ýíåðãèè:

ε =
√

p2 +m2,
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òî ïîëó÷àåòñÿ íåîáû÷íîå óðàâíåíèå:

i
∂Ψ

∂t
=
√
m2 −∇2 Ψ, (2)

ãäå Ψ = Ψ(t, r). Ýòî óðàâíåíèå èëè àíàëîãè÷íîå åìó ïðèâîäèòñÿ ìíîãèìè àâ-
òîðàìè, íî îáû÷íî ëèøü äëÿ òîãî, ÷òîáû îáúÿâèòü î åãî íåïðèãîäíîñòè äëÿ
ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé òåîðèè [1,3], ñ÷èòàÿ ýòî óðàâíåíèå íåñèììåòðè÷-
íûì îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè, à îïåðàòîð, èìåþùèé âèä êâàä-
ðàòíîãî êîðíÿ èç äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà � íåëîêàëüíûì. Íà ýòîì
îñíîâàíèè âîçâîäÿò îïåðàòîðû â îáîèõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ â êâàäðàò è ïîëó-
÷àþò ÓÊÃ. Íî ýíåðãèÿ ñèñòåìû N ñâîáîäíûõ ÷àñòèö ðàâíà ñóììå ýíåðãèé
ýòèõ ÷àñòèö, è îäíîêðàòíûì âîçâåäåíèåì â êâàäðàò îò êîðíåé íå èçáàâèòüñÿ,
à ïðè ìíîãîêðàòíîì ìîãóò ïîÿâèòüñÿ è êîìïëåêñíûå ýíåðãèè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî àäåêâàòíîé ðåëÿòèâèñòñêîé
êâàíòîâîé òåîðèåé âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ
(ÊÒÏ), â êîòîðîé ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç âçàèìîäåéñòâóþùèõ áåñ-
ñïèíîâûõ ÷àñòèö N ñîðòîâ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé N ÓÊÃ, êàæäîå èç êîòîðûõ
ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó ñîðòó ÷àñòèö, ïðè÷åì âçàèìîäåéñòâèå äîëæíî ó÷èòû-
âàòüñÿ ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ ÷ëåíîâ, áèëèíåéíûõ ïî ïîëÿì îòäåëüíûõ
ñîðòîâ ÷àñòèö. Êîíå÷íî, ýòî ïðèâîäèò, âî-ïåðâûõ, ê ðåçêîìó ðàçëè÷èþ ìåæäó
ðåëÿòèâèñòñêîé è íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâûìè òåîðèÿìè âçàèìîäåéñòâèÿ
áåññïèíîâûç ÷àñòèö, âî-âòîðûõ, ê íåâîçìîæíîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ
çàäà÷ èç-çà èõ íåëèíåéíîñòè. Èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé, êîòîðàÿ îáÿ-
çàòåëüíî ïðèâîäèò ê ðàñõîäèìîñòÿì, ïðåîäîëåâàåìûì ÷èñòî ðåöåïòóðíûìè
ñðåäñòâàìè � ïåðåíîðìèðîâêàìè.

Èìåÿ öåëüþ íå òîëüêî äîñòè÷ü ñîãëàñèÿ òåîðèè ñ ýêñïåðèìåíòîì, íî è ïî-
íÿòü çàêîíîìåðíîñòè ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì ðàñ-
ñìîòðåòü âîçìîæíîñòü àëüòåðíàòèâíîãî ê ÊÒÏ ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà óðàâ-
íåíèè (2). Äåéñòâèòåëüíî ëè îíî íåïðèãîäíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêè
êîððåêòíîé è ïðàâèëüíî îïèñûâàþùåé ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ òåîðèè?

Ïðåæäå âñåãî, äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèÿ åãî ñèì-
ìåòðè÷íîñòü îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò è âðåìåíè íåîáÿçàòåëüíà, âûðàæåíèå
(1) íåñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ε è p. Íåîáõîäèìà ëèøü èíâàðèàíòíîñòü
ìíîæåñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà [4]. À
íåëîêàëüíûì ýòî óðàâíåíèå ñ÷èòàëè ëèøü ïîòîìó, ÷òî îïåðàòîð, èìåþùèé
âèä êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, îïðåäåëÿëñÿ ñ ïî-
ìîùüþ èìïóëüñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, òî åñòü òðåõìåðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-
ðüå. Ýòî îïðåäåëåíèå âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ, äàííîìó Äæ. ôîí
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Íåéìàíîì [5], êîòîðîå ôóíêöèè f(z) êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è ñàìîñî-
ïðÿæåííîìó îïåðàòîðó A, èìåþùåìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ α è ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè ϕ(α, x) ñîïîñòàâëÿåò ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð f(A), èìåþùèé
òå æå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ f(α). Íåòðóäíî, îäíà-
êî, ïîêàçàòü óæå â ñëó÷àå ôóíêöèè ϕ(x) = x2 ýòî îïðåäåëåíèå íå ðàáîòàåò.
Äåéñòâèòåëüíî, ñàìîñîïðÿæåííûé âàðèàíò îïåðàòîðà −d2/dx2 ìîæåò áûòü
îïðåäåëåí ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè è åãî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü
íå òàêèìè, êàê ó îïåðàòîðà −id/dx. Â ÷àñòíîñòè íà ïðîìåæóòêå [0,∞) ïî-
ñëåäíèé âîîáùå íå ìîæåò áûòü îïðåäåëåí êàê ñàìîñîïðÿæåííûé, à îïåðàòîð
−d2/dx2 ìîæåò [6].

Ñëåäóÿ Òðåâó [7], ìû íàçûâàåì ëîêàëüíûì ëèíåéíûé îïåðàòîð A, åñëè
èç f(x) = 0, ∀x ∈ M , ãäå M � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñëåäóåò (Af)(x) = 0,
∀x ∈M . Èìåÿ ëîêàëüíîå îïðåäåëåíèå ãàìèëüòîíèàíà, ìû ìîæåì íàéòè îáùåå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, à çàòåì îïðåäåëèòü òå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè,
ïðè êîòîðûõ ýòî ðåøåíèå ìîæíî ïîä÷èíèòü ïîñòàâëåííûì ãðàíè÷íûì óñëî-
âèÿì è íàéòè ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì óñëîâèÿì. Åñëè ýòè óñëîâèÿ
óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåííûì òðåáîâàíèÿì, ìû ïîëó÷àåì íàáîðû ôóíêöèé è
çíà÷åíèé ýíåðãèè, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåêîòîðîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
îïåðàòîðà. Òàêèì îáðàçîì, ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð � ýòî íå òî, ÷åì ìû
îïåðèðóåì â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è, à ðåçóëüòàò åå ðåøåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, ïðèâîäÿùåå ê ëî-
êàëüíîìó îïåðàòîðó, â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, ïðåäëîæåíî àâòîðîì íàñòîÿùåé ðàáîòû [8]. Ýòî
îïðåäåëåíèå ñîïîñòàâëÿåò îïåðàòîðóD è ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî
f(z) (ãîëîìîðôíîé íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íî-
ãî ÷èñëà ïîëþñîâ, òî÷åê âåòâëåíèÿ è ðàçðåçîâ, ñîåäèíÿþùèõ êàæäóþ èç òî-
÷åê âåòâëåíèÿ ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé, à ïðîäîëæåíèÿ ýòèõ ðàçðåçîâ
ïåðåñåêàþòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, ãäå ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà) îïåðàòîð,
êîòîðûé ëþáîé ôóíêöèè u(x), òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè

{γn(x)}∞n=0 =
{
|(Dnu)(x)|1/n exp

(
i
ϕn
n

)}∞
n=0

,

ãäå ϕn = arg(Dnu)(x), ïðè ëþáîì x ∈ (a, b) ⊂ R îãðàíè÷åíî è âêëþ÷àåò
ëèøü òå òî÷êè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà, ñîïîñòàâëÿåò ôóíêöèþ,
îïðåäåëåííóþ íà (a, b) è ïðèíèìàþùóþ â êàæäîé òî÷êå x ∈ (a, b) çíà÷åíèÿ,
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ïîëó÷àþùèåñÿ èç ôóíêöèè

(
f(αD)u

)
(x) =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
αn(Dnu)(x), ∀x ∈ (a, b) (3)

àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ïî âåùåñòâåííîìó ïàðàìåòðó α îò α = 0 äî
α = 1. Ýòî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì ôóíêöèé F = {f(z)} è ìíî-
æåñòâîì äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (âîîáùå ãîâîðÿ) áåñêîíå÷íîãî ïî-
ðÿäêà F̂ = {f(D)} åñòü èçîìîðôèçì êîììóòàòèâíûõ êîëåö: ñóììå ôóíêöèé
f1(z) + f2(z) ñîîòâåòñòâóåò ñóììà îïåðàòîðîâ f1(D) + f2(D), à ïðîèçâåäåíèþ
ôóíêöèé f1(z)f2(z) � ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ f1(D)f2(D) = f1(D)f2(D)
(òî åñòü èõ ïîñëåäîâàòåëüíîå äåéñòâèå). Â ÷àñòíîñòè, åñëè u(x) = exp(ikx)
∀x ∈ (a, b), k ∈ R,

(Hmu)(x) =
√
m2 − ∂2x u(x) =

√
m2 + k2 exp(ikx), ∀x ∈ (a, b), (4)

(H−1m u)(x) =
(
m2 − ∂2x

)−1/2
u(x) = (m2 + k2)−1/2 exp(ikx), ∀x ∈ (a, b),

(5)

(Vmu)(x) = −i
(
m2 − ∂2x

)−1/2
∂xu(x) =

k√
m2 + k2

exp(ikx), ∀x ∈ (a, b), (6)

ãäå ∂x ≡ d/dx. Î÷åíü âàæíî, ÷òî ôóíêöèÿ u(x) = exp(κx), åñëè κ ∈ R è
|κ| > m, íå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Hm.

Òàêèì îáðàçîì, íè÷òî íå ìåøàåò ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå (2) ñ íàøèì
îïðåäåëåíèåì êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç îïåðàòîðà êàê ðåëÿòèâèñòñêîå îáîáùå-
íèå ÍÓØ. Åñòåñòâåííî íàçûâàòü óðàâíåíèå (2) ñ òàê îïðåäåëåííûì êâàäðàò-
íûì êîðíåì èç äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ðåëÿòèâèñòñêèì óðàâíåíèåì
Øðåäèíãåðà (ÐÓØ). Â ðàáîòå [8] òàêæå ïîñòðîåíà ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ ãðà-
íè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñâîáîäíîãî îäíîìåðíîãî ÐÓØ:(

ε−
√
m2 − d2

dx2

)
u(x) = 0

è äîêàçàíà èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèÿ (2) îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëî-
ðåíöà. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò íàäåÿòüñÿ ïîñòðîèòü àäåêâàòíóþ êâàíòîâî-
ðåëÿòèâèñòñêóþ òåîðèþ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ áåññïèíîâûõ ÷àñòèö íà îñíîâå
äâóõ÷àñòè÷íîãî ðåëÿòèâèñòñêîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà:[

i
∂

∂t
−
√
m2

1 −∇2
1 −

√
m2

2 −∇2
2 − U(ρ)

]
Ψ(t, r1, r2) = 0, (7)
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ãäå mi, ∇i � ìàññà ïîêîÿ è îïåðàòîð ãðàäèåíòà ïî êîîðäèíàòàì i-îé ÷àñòèöû
ñîîòâåòñòâåííî, i = 1, 2, ρ � ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåò ïîñòðîåíî ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëîðåíöà, îò-
íîñèòåëüíî êîòîðîãî èíâàðèàíòíî ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåå
óïðóãîå ñòîëêíîâåíèå äâóõ áåññïèíîâûõ ÷àñòèö è âûïîëíåíî ðàçäåëåíèå ïå-
ðåìåííûõ, ïîçâîëÿþùåå ðåøàòü çàäà÷è î êîðîòêîäåéñòâóþùåì âçàèìîäåé-
ñòâèè äâóõ ÷àñòèö ñíà÷àëà â ñèñòåìå èõ öåíòðà èìïóëüñîâ (ÑÖÈ), à çàòåì
ïåðåéòè â ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà.

2 Çàìåíà ïåðåìåííûõ

Î÷åâèäíî, èñïîëüçîâàòü íåïîñðåäñòâåííî óðàâíåíèå (7) äëÿ ðåøåíèÿ êîí-
êðåòíûõ çàäà÷ äîâîëüíî ñëîæíî. Ïðîùå áûëî áû ðåøèòü çàäà÷ó â èíåðöè-
àëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, â êîòîðîé ñóììà èìïóëüñîâ ÷àñòèö ðàâíà íóëþ, òî
åñòü â ñèñòåìå öåíòðà èìïóëüñîâ (ÑÖÈ), à çàòåì ïåðåéòè â íóæíóþ ñèñòåìó
îòñ÷åòà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî íàéòè ôîðìóëû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðà-
çîâàíèé. Ïóñòü â (7) ïîòåíöèàë U(ρ) îáëàäàåò ìàëûì ðàäèóñîì äåéñòâèÿ a
(íà ñàìîì äåëå îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ ïåðåõîä ê ïðåäåëó a → 0). Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ñòîëêíîâåíèå äåéñòâèòåëüíî ïðîèñõîäèò, è ýòî ñîáûòèå áóäåì
ñ÷èòàòü íà÷àëîì èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà K è íà÷àëîì èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìû îòñ÷åòà, â êîòîðîé ñóììà èìïóëüñîâ íàøèõ ÷àñòèö ðàâíà íóëþ �
ÑÖÈ. Ïîñêîëüêó ÷àñòèöû ñòàëêèâàþòñÿ, èõ èìïóëüñû ëåæàò â îäíîé ïëîñ-
êîñòè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ïëîñêîñòü XY .

Ïîñêîëüêó ïàðà ÷àñòèö îáðàçóåò çàìêíóòóþ ôèçè÷åñêóþ ñèñòåìó, åå ïîë-
íûå ýíåðãèÿ ε è èìïóëüñ P ñîõðàíÿþòñÿ. Èñïîëüçóÿ (4), ïîëó÷èì ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (7) â îáëàñòè, ãäå ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè áîëüøå a â âèäå:

Ψ(t, r1, r2) = exp(−iεt)[exp(ip1r1 + ip2r2) + A exp(ip′1r1 + ip′2r2)], (8)

ãäå A ∈ C, p1, p2 � èìïóëüñû ÷àñòèö äî ñòîëêíîâåíèÿ, à p′1, p
′
2 � ïîñëå

ñòîëêíîâåíèÿ, åñëè âûïîëíåíû ðàâåíñòâà:

ε =
√
m2

1 + p2
1 +

√
m2

2 + p2
2 =

√
m2

1 + p′1
2 +

√
m2

2 + p′2
2 ,

Îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå îá èíòåðïðåòàöèè ýòîãî ðåøåíèÿ. Ñîãëàñíî îð-
òîäîêñàëüíîé (

”
êîïåíãàãåíñêîé“) èíòåðïðåòàöèè îáà ñëàãàåìûõ ôóíêöèè (8)

îïèñûâàþò îäíîâðåìåííûå ñîáûòèÿ, òî åñòü ïîëàãàþò, ÷òî îäíîâðåìåííî èì-
ïóëüñû ÷àñòèö ñóòü p1, p2 è p′1, p

′
2. Ýòî êàæåòñÿ àáñîëþòíî íåïðàâäîïîäîá-

íûì, è ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âèä ôóíêöèè (8) ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî
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â ëþáîé äàííûé ìîìåíò âðåìåíè èìïóëüñû ÷àñòèö ìîãóò áûòü ëèáî p1, p2,
ëèáî p′1, p

′
2.

Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå (8) â âèäå:

Ψ(t, r1, r2) = exp(iPR− iεt)[exp(−ikr) + A exp(ikr)], (9)

ãäå

P = p1 + p2, r = r1 − r2, R =
ε1r1 + ε1r1

ε
, εi =

√
m2
i + p2

i , i = 1, 2.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåäëàãàåìîé çäåñü èíòåðïðåòàöèè âûðàæåíèå (9) ãîâî-
ðèò î òîì, ÷òî ïîëíûé èìïóëüñ ñèñòåìû P ñîõðàíÿåòñÿ, à ñòîëêíîâåíèå â
ìîìåíò âðåìåíè t ëèáî óæå ïðîèçîøëî (ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò âòîðîå ñëàãàå-
ìîå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, ëèáî åùå íåò (ïåðâîå ñëàãàåìîå).

Ñðàâíèâàÿ (8) è (9), ïîëó÷èì:

p1r1 + p2r2 = (p1 + p2)
ε1r1 + ε2r2

ε
− kr.‘

Îòñþäà ñëåäóåò

k =
p2ε1 − p1ε2

ε
, kx =

p2xε1 − p1xε2
ε

, ky = p2y = −p1y, kz = 0.

(10)

Â ÑÖÈ ðåøåíèå (9) èìååò âèä:

Ψ0(t0, r0) = exp(−iε0t0)[exp(−ik0r0) + A0 exp(ik0r0)], (11)

ãäå

ε0 = ε01 + ε02 =

√
m2

1 + k0
2 +

√
m2

2 + k0
2 .

Ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:[
i
∂

∂t0
−
√
m2

1 −∇2
0 −

√
m2

2 −∇2
0 − U(ρ)

]
Ψ(t0, r0) = 0, (12)

ãäå ∇0 � ñèìâîë ãðàäèåíòà ïî êîîðäèíàòàì âåêòîðà r0. Ñêîðîñòü V ÑÖÈ
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû K, î÷åâèäíî, íàïðàâëåíà ïî âåêòîðó P. Áóäåì ñ÷èòàòü
ýòî íàïðàâëåíèå íàïðàâëåíèåì îñè X. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà îò K ê ÑÖÈ
ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâàì:

p1x =
−k0x + V ε01√

1− V 2
, p2x =

k0x + V ε02√
1− V 2

, p1y = −p2y = −k0y, ε =
ε0 + V P√

1− V 2

(13)

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 145



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 4, 2017

Ñëåäîâàòåëüíî,

P = Px =
V ε0√
1− V 2

, ε =
ε0√

1− V 2
, ε0 =

√
ε2 − P 2 , V =

P

ε
. (14)

Îòñþäà, è èç (13) ïîëó÷àåì:

k0x =
p2xε1 − p1xε2

ε0
= kx

ε

ε0
, k0y = −p1y = p2y. (15)

Êîîðäèíàòû è âðåìÿ ñîáûòèÿ ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö â ñèñòåìå K âûðàæà-
þòñÿ ÷åðåç âðåìÿ t0 â ÑÖÈ:

Rx =
t0V√
1− V 2

, Ry = Rz = 0, t =
t0√

1− V 2
.

Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ ïåðåìåííûõ r1, r2:

xi =
x0i + V t0√

1− V 2
, yi = yi0, zi = zi0, i = 1, 2,

ïîëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ ïåðåìåííûõ t, R, r:

t =
t0√

1− V 2
, Rx =

V t0√
1− V 2

, Ry = Rz = 0, (16)

x =
x0√

1− V 2
, y = y0, z = z0. (17)

Îòñþäà è èç (14) ñëåäóåò èíâàðèàíòíîñòü ÷åòûðåõìåðíîãî ïñåâäîåâêëè-
äîâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

PR− εt = −ε0t0,

à èç (10), (15) è (14) � èíâàðèàíòíîñòü òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ

kr = k0r0.

Òåïåðü ðåøåíèå (9) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

Ψ(t,R, r0) = exp(iPR− iεt)[exp(−ik0r0) + A0 exp(ik0r0)], (18)

Äåéñòâèòåëüíî, ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ñòàëêèâàþùèõñÿ
÷àñòèö, õàðàêòåðèçóåòñÿ åå ïîëíûì 4-èìïóëüñîì â ïðîèçâîëüíîé èíåðöèàëü-
íîé ñèñòåìå îòñ÷åòà è ïåðåäàííûì ïðè ñòîëêíîâåíèè 3-èìïóëüñîì â ÑÖÈ. Èì
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ñîîòâåòñòâóþò âðåìÿ è êîîðäèíàòû òî÷êè ñòîëêíîâåíèÿ â K-ñèñòåìå è ðàç-
íîñòü ðàäèóñîâ-âåêòîðîâ â ÑÖÈ. Òåïåðü ìîæíî íàïèñàòü óðàâíåíèå, êîòîðî-
ìó óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ (18) â îáëàñòè, ãäå ÷àñòèöû íå âçàèìîäåéñòâóþò:i ∂

∂t
−

√(√
m2

1 −∇2
0 +

√
m2

2 −∇2
0 + U0(ρ0)

)2

−∇2
R

Ψ(t,R, r0) = 0, (19)

ãäå∇0 � ãðàäèåíò ïî êîîðäèíàòàì âåêòîðà r0,∇R � ãðàäèåíò ïî êîîðäèíàòàì
âåêòîðà R, ρ0 � ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè â ÑÖÈ.

Â óðàâíåíèå (19) âõîäèò îïåðàòîð, ÿâëÿþùèéñÿ ôóíêöèåé äâóõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ∇0 è ∇R. Ïðè ýòîì îïåðàòîð√

m2
1 −∇2

0 +
√
m2

2 −∇2
0 + U0(ρ0)

îòíîñèòñÿ òîëüêî ê ÑÖÈ, ñëåäîâàòåëüíî, îí èíâàðèàíòåí è àíàëîãè÷åí ìàñ-
ñå ïîêîÿ îäíîé ÷àñòèöû. Ïîýòîìó óðàâíåíèå (19) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà îò èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû K ê èíåðöèàëüíîé ñèñòå-
ìå K ′. Åñëè ñèñòåìà K ′ äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû K ñî ñêîðîñòüþ V ,
íàïðàâëåííîé âäîëü îñè X, òî ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä:

t′ =
t− V Rx√

1− V 2
, R′x =

Rx − V t√
1− V 2

, R′y = Ry, R′z = Rz. (20)

x′0 = x0, y′0 = y0, z′0 = z0. (21)

Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëÿþò ïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëî-
ðåíöà è îíè îáðàòèìû.

3 Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ

Ïåðåìåííûå t, R è r0 â óðàâíåíèè (19) ðàçäåëÿþòñÿ. Èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó

Ψ(t,R, r0) = ψ(ε,P, r0) exp[i(PR− εt)],

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:ε−
√(√

m2
1 −∇2

0 +
√
m2

2 −∇2
0 + U0(ρ0)

)2

+ P2

ψ(ε,P, r0) = 0. (22)
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Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ:[
ω −

√
m2

1 −∇2
0 −

√
m2

2 −∇2
0 − U0(ρ0)

]
ψ(ω, r0) = 0, (23)

ãäå
ω = ε0 =

√
ε2 −P2.

Ïîñêîëüêó ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷åí, óãëîâàÿ
çàâèñèìîñòü îòäåëÿåòñÿ. Ïîäñòàíîâêà

ψ(ω, r0) = Φ(ω, l, ρ0)Ylm(ϑ, ϕ),

ãäå Ylm(ϑ, ϕ) � ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè, ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ:[√
ε2 −P2 −

√
m2

1 −
1

ρ20

d

dρ0
ρ20

d

dρ0
+
l(l + 1)

ρ20
−

−

√
m2

2 −
1

ρ20

d

dρ0
ρ20

d

dρ0
+
l(l + 1)

ρ20
− U0(ρ0)

]
Φ(ω, l, ρ0) = 0, ∀ρ > 0. (24)

Ïîñêîëüêó â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ ïåðåõîä ê ïðåäåëó íóëåâîãî ðà-
äèóñà âçàèìîäåéñòâèÿ, áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè

χ(ω, ρ0) = ρ0Φ(ω, 0, ρ0)

ïðè íóëåâîì îðáèòàëüíîì ìîìåíòå l = 0:[
ω −

√
m2

1 − ∂2 −
√
m2

2 − ∂2 − U0(ρ0)

]
χ(ω, ρ0) = 0, ∀ρ > 0, (25)

ãäå

∂ ≡ d

dρ0
.

Íåîáõîäèìî åùå ñôîðìóëèðîâàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå âìåñòå ñ
óðàâíåíèåì (22) îïðåäåëÿþò êðàåâóþ çàäà÷ó ñ âåùåñòâåííûì ñïåêòðîì. Â
ðàáîòå [9] ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå (25) îïèñûâàåò óïðóãîå ñòîëêíîâåíèå äâóõ
áåññïèíîâûõ ÷àñòèö â ÑÖÈ, åñëè ðàäèóñ âçàèìîäåéñòâèÿ a óñòðåìèòü ê íóëþ:[

ω −
√
m2

1 − ∂2 −
√
m2

2 − ∂2
]
χ(ω, ρ0) = 0, ∀ρ > 0 (26)

è êðîìå óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ ïîñòàâèòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå:

lim
ρ0→0

(
1√

m2
1 − ∂2

∂ +
1√

m2
2 − ∂2

∂ − g

)
χ(ω, ρ0) = 0. (27)
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Åñëè g > 0, òî âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè íîñèò õàðàêòåð îòòàë-
êèâàíèÿ, è îíè íå ìîãóò îáðàçîâûâàòü ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå, åñëè æå g < 0,
ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå ñóùåñòâóåò, åãî ýíåðãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

ω =
√
m2

1 − g2 +
√
m2

2 − g2 < m1 +m2.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè òî÷êà ρ0 = 0 ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé, ïðè÷åì
ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé òî÷êè Âåéëÿ [6], à óñëîâèå (27) îïðåäåëÿåò ñàìîñîïðÿæåí-
íîå ðàñøèðåíèå îïåðàòîðà

H =
√
m2

1 − ∂2 +
√
m2

2 − ∂2

íà ïîëóïðÿìîé ρ0 > 0.

Ðåøèâ êðàåâóþ çàäà÷ó â ÑÖÈ, ìîæíî ëèáî íàéòè ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ â
ÑÖÈ è ïðåîáðàçîâàòü âûðàæåíèå äëÿ íåãî â ëþáóþ èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó
îòñ÷åòà, êàê ýòî ñäåëàíî â ðàáîòå [9], ëèáî ïåðåéòè â òàêóþ ñèñòåìó ñ ïîìî-
ùüþ ïðåîáðàîâàíèé, îáðàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿì (20) è (21).

Èòàê, ïîêàçàíî, ÷òî îòñóòñòâèå â äâóõ÷àñòè÷íîì ðåëÿòèâèñòñêîì óðàâ-
íåíèè Øðåäèíãåðà ÿâíîé ñèììåòðèè ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì è âðåìåíåì íå
ïðåïÿòñòâóåò èíâàðèàíòíîìó õàðàêòåðó îïèñàíèÿ ýòèì óðàâíåíèåì âçàèìî-
äåéñòâèÿ äâóõ áåññïèíîâûõ ÷àñòèö. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò
ïåðåõîä ê íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì, ÷àñòü êîòîðûõ îïèñûâàåò ôèçè÷åñêóþ
ñèñòåìó â ÑÖÈ, à äðóãèå îïèñûâàþò äâèæåíèå ÑÖÈ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëü-
íîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà.
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