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Аннотация

Приводятся достаточные условия устойчивости на конечном интервале времени
для одного класса эволюционных вариационных неравенств с использованием функ-
ций Ляпунова и частотных условий. Эти неравенства рассматриваются для гильбер-
товых пространств и пространств Соболева бесконечного порядка в смысле Ю.А.
Дубинского. Показывается, как использовать результат устойчивости на конечном
промежутке для характеризации бифуркации. Приводится алгоритм для получения
функционалов наблюдения, который использует изоморфизм между алгеброй диф-
ференциальных операторов с постоянными коэффициентами, символы которых - ве-
щественные аналитические функции в некоторой области, и алгеброй аналитических
матричных функций.

Введение

В приложениях ([3, 9]) важно иметь условия устойчивости динамического
процесса на конечном временном интервале. Для некоторых классов гладких
и негладких обыкновенных дифференциальных уравнений условия устойчи-
вости на конечном интервале выведены с использованием функций Ляпуно-
ва в [16, 23]. Целью настоящей работы является обобщение одного из таких
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RISC) и Германской службы академических обменов (DAAD), Министерства Образования и Науки РФ и
Санкт-Петербургского государственного университета.
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результатов для случая эволюционных вариационных неравенств. Также бу-
дет показано, что для неравенств, зависящих от параметров, данные условия
устойчивости могут быть использованы для аппроксимации бифуркационно-
го параметра потери устойчивости. В данной работе функционалы Ляпунова
порождаются квадратичными формами в пространстве Гильберта, для ко-
торых коэффициенты могут быть получены как решения уравнений Лурье
([12, 15]). При применении ляпуновских функционалов требуется локализа-
ция носителя такого функционала. Это возможно, как будет показано, ес-
ли мы будем рассматривать вариационные уравнения с псевдодифференци-
альными операторами, для которых коэффициенты являются вещественно-
аналитическими функциями в некоторой области пространства Rm ([6]).

Работа состоит из введения и четырёх последующих глав. В первой гла-
ве вводятся некоторые базисные элементы теории вариационных неравенств
в шкале гильбертовых пространств в виде дифференциальных включений,
состоящих из линейной части и нелинейности, которая определяется квад-
ратичной формой. Центральным элементом нашего подхода для получения
функционалов Ляпунова во второй главе является применение частотной тео-
ремы ([12, 13]) для неограниченных операторов в гильбертовом пространстве.
Это позволяет описать в явной форме частотные условия устойчивости на ко-
нечном временном промежутке для одного класса вариационных неравенств.
В третьей главе показано, как используются условия устойчивости на ко-
нечном интервале для описания некоторых бифуркаций. В качестве примера
в четвёртой главе рассматривается уравнение теплопроводности на стержне
бесконечной длины для демонстрации эффективности теоретических резуль-
татов.

1 Эволюционные вариационные неравенства

Допустим, что Y0 - вещественное гильбертово пространство (·, ·)0 и ‖·‖0 - ска-
лярное произведение и норма. Предположим также, что A : D(A) ⊂ Y0 → Y0 -
замкнутый неограниченный плотно определенный линейный оператор. Гиль-
бертово пространство Y1 , определенное как D(A) и снабжённое скалярным
произведением

(y, η)1 := ((βI − A)y, (βI − A)η)0 , y, η ∈ D(A) , (1)

где β ∈ ρ(A)∩R - произвольное фиксированное число, существование кото-
рого мы предполагаем (ρ(A) - резольвентное множество A).
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Гильбертово пространство Y−1 определяется как замыкание пространства
Y0 относительно нормы ‖y‖−1 := ‖(βI − A)−1y‖0. Следовательно, мы имеем
плотное и непрерывное вложение

Y1 ⊂ Y0 ⊂ Y−1. (2)

Скобка двойственности (·, ·)−1,1 на Y−1×Y1 определяется однозначным попол-
нением по непрерывности функционалов (·, y)0 с y ∈ Y1 на Y−1. Для произ-
вольного числа T > 0 определим норму для измеримых по Бохнеру функций
из L2(0, T ;Yj), j = 1, 0,−1 с помощью формулы

‖y‖2,j :=

( T∫
0

‖y(t)‖2j dt
)1/2

. (3)

Пусть WT - пространство функций y(·) ∈ L2(0, T ;Y1), для которых ẏ(·) ∈
L2(0, T ;Y−1), снабженное нормой

‖y(·)‖WT
:=
(
‖y(·)‖22,1 + ‖ẏ(·)‖22,−1

)1/2
. (4)

Предположим что U и W - два других гильбертовых пространства со
скалярными произведениями (·, ·)U , (·, ·)W и нормами ‖ · ‖U , ‖ · ‖W , соответ-
ственно.

Вместе с выше введенным операторомA : Y1 → Y−1 рассмотрим линейные
ограниченные операторы

B : U → Y−1 , C : Y1 → W , (5)

многозначное отображение

ϕ : R+ ×W → 2U (6)

и отображение
ψ : Y1 → R+ . (7)

Отметим, что в приложениях ϕ представляет, например, затухание, w(t) =
Cy(t) - вход в нелинейный блок. Рассмотрим эволюционное вариационное
неравенство с многозначной нелинейностью в виде

(ẏ − Ay −Bu, η − y)−1,1 + ψ(η)− ψ(y) ≥ 0 , ∀ η ∈ Y1 , (8)

w(t) = Cy(t) , u(t) ∈ ϕ(t, w(t)) , y(0) = y0 ∈ Y0 . (9)
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Замечание 1 Заметим, что если ψ ≡ 0, эволюционное вариационное нера-
венство (8), (9) эквивалентно эволюционному уравнению с многозначной
нелинейностью ϕ, заданное через

ẏ = Ay +Bu в Y−1 , (8)′

w(t) = Cy (t) , u (t) ∈ ϕ(t, w(t)), y(0) = y0 ∈ Y0 . (9)′

Определение 1 Функция y(·) ∈ WT ∩C(0, T ;Y0) называется решением си-
стемы (8), (9) на промежутке (0, T ), если существует функция u(·) ∈
L2(0, T ;U) такая, что для почти всех t ∈ (0, T ) неравенство (8), (9) вы-
полнено и

∫ T
0 ψ(y(t))dt < +∞. Пара {y(·), u(·)} называется процессом.

Допустим, что F и G - квадратичные формы на Y1 × U . Класс N (F ,G)
нелинейностей для (8), (9) состоит из всех таких отображений (6), для кото-
рых следующие свойства выполнены ([12, 13]):

Для каждого T > 0 и произвольных двух функций y(·) ∈ L2(0, T ;Y1) и
u(·) ∈ L2(0, T ;U), удовлетворяющих

u(t) ∈ ϕ(t, Cy(t)) для п.в. t ∈ [0, T ] , (10)

вытекает, что
F(y(t), u(t)) ≥ 0 для п.в. t ∈ [0, T ] , (11)

и существует непрерывная функция Φ : Y1 → R+ (обобщенный потенциал)
такая, что ∫ t

s

G(y(τ), u(τ))dτ ≥ Φ(y(t))− Φ(y(s)) ≥ −Φ(y(s)) (12)

для всех 0 ≤ s < t ≤ T.

2 Частотные условия устойчивости на конечном интер-
вале

Рассмотрим неравенство (8), (9) и предположим, что каждый процесс
{y(·), u(·)}, порождённый этим неравенством, существует, по крайней мере,
на интервале [0, T0], T0 > 0 . Предположим также, что 0 ≤ t0 < T0 , T > 0
такие, что t0+T < T0 , и 0 < α < β - произвольные числа. Пусть неравенство
(8), (9) имеет решение y(t) ≡ 0.
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Определение 2 Неравенство (8), (9) называется (α, β, t0, T )-устойчивым,
если для каждого решения y(·) из неравенства ‖y(t0)‖0 < α вытекает, что
‖y(t)‖0 < β для всех t ∈ [t0, t0 + T ).

Следующую теорему можно рассматривать как обобщение одного резуль-
тата из ([16, 23]) для обыкновенных дифференциальных уравнений в Rn.

Теорема 1 Пусть J := [t0, t0 + T ) - временной интервал и существуют
непрерывный функционал V : Y0×J → R и интегрируемая функция g : J →
R такие, что следующие условия выполнены:

(i) V (y(t), t)− V (y(s), s) <

∫ t

s

g(τ)dτ (13)

для всех s, t ∈ J, s < t, и произвольных функций y(·) ∈ WT ∩ C(0, T ;Y0)
таких, что α ≤ ‖y(t)‖0 ≤ β для всех t ∈ J ;

(ii)

∫ t

s

g(τ)dτ ≤ min
y∈Y0:‖y‖0=β

V (y, t)− max
y∈Y0:‖y‖0=α

V (y, s) (14)

для всех s, t ∈ J, s < t.

Тогда неравенство (8), (9) is (α, β, t0, T )-устойчиво.

Доказательство Пусть y (·) - произвольное решение неравенства (8),
(9). Предположим, что существует минимальное t2 ∈ J такое, что ‖y(t2)‖0 =
β. Тогда существует также такое t1, t0 < t1 < t2,, что ‖y(t1)‖0 = α и ‖y(t)‖0 >
α для всех t1 < t ≤ t2. Из (13) вытекает, что

V (y(t2), t2)− V (y(t1), t1) <

∫ t2

t1

g(τ)dτ . (15)

Из (15) получаем, что

V (y(t2), t2) < max
y∈y0:‖y‖0=α

V (y, t1) +

∫ t2

t1

g(τ)dτ . (16)

Соотношения (14) и (16) показывают, что

V (y(t2), t2) < max
y∈Y0:‖y‖0=α

V (y, t1) + min
y∈Y0:‖y‖0=β

V (y, t2)

− max
y∈Y0:‖y‖0=α

V (y, t1) = min
y∈Y0:‖y‖0=α

V (y, t2) . (17)
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Полученное противоречие (17) доказывает теорему. �

Назовём функционал Ляпунова V и соответствующую функцию g, кото-
рые удовлетворяют условиям теоремы 2.1, парой наблюдения, определяющей
(α, β, t0, T )- устойчивость системы (8), (9).

Пара операторов (A,B) из системы (8), (9) называется стабилизируемой,
если существует оператор S ∈ L(Y0, U) такой, что решение y(·) задачи Коши
ẏ = (A+BS)y, y(0) = y0, экспоненциально убывает при t→ +∞, т.е.

∃ c > 0 ∃ ε > 0 : ‖y(t)‖0 ≤ c e−εt‖y0‖0 , ∀ t ≥ 0 .

Обозначим комплексификацию гильбертова пространства (H, (·, ·)H) и линей-
ного оператора L через (Hc, (·, ·)Hc) и Lc, соответственно. Пусть F c обозна-
чает эрмитово расширение квадратичной формы F . Введем для пары (A,B)
из (8), (9) частотную характеристику следующим образом:

χ(iω) = (iωIc − Ac)−1B c , (18)

которая определена для всех ω ∈ R, таких что iω ∈ ρ(Ac). Введём веществен-
ное Гильбертово пространство Z со скалярным произведением (·, ·)Z и нормой
‖ · ‖Z . Для этого будем использовать линейные операторы M ∈ L(Y1, Z) и
N ∈ L(U,Z) такие, что для любого выхода {y(·), u(·)} системы (8), (9)

z(t) := My(t) +Nu(t) ∈ Z , t ∈ [0, T0] . (19)

Лемма 1 Предположим, что пара (A,B) стабилизируема, ϕ ∈ N (F ,G), и
существуют числа ε > 0 и δ ∈ R такие, что

F c(χ(iω)u, u) + Gc(χ(iω)u, u) + δ‖
[
M cχ(iω) +N c

]
u‖2Zc

+ ε
[
‖χ(iω)u‖2Y c

1
+ ‖u‖2U c

]
≤ 0 , (20)

для всех ω ∈ R с iω /∈ σ(Ac) и всех u ∈ U c. Тогда существует вещественный
оператор P = P ∗ ∈ L(Y0, Y0) такой, что для любого выхода {y(·), u(·)} 6=
{0, 0} системы (8), (9) и для любых s, t с 0 < s ≤ t < T0 имеем

(y(t) , Py(t))0 − (y(s) , Py(s))0 <∫ t

s

[ψ(−Py(τ) + y(τ))− ψ(y(τ)) + δ‖My(τ) +Nu(τ)‖2Z ]dτ + Φ(y(s)) . (21)

Доказательство Доказательство (21) следует из операторного вида частот-
ной теоремы Лихтарникова-Якубовича ([12, 13]). �
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3 Прогнозирование потери (α, β, t0, T )-устойчивости

Рассмотрим семейство эволюционных вариационных неравенств, зависимое
от параметра q

(ẏ − A(q)y −B(q)u , η − y)−1,1 + ψ(η, q)− ψ(y, q) ≥ 0 , ∀η ∈ Y1 , (22)

w(t) = C(q)y(t) , u(t) ∈ ϕ(t, w(t), q) , y(0) = y0 ∈ Y0. (23)

Предположим что q ∈ Q, где (Q, d) - метрическое пространство. Пусть для
любого q ∈ Q A(q) ∈ L(Y1, Y−1), B(q) ∈ L(U, Y−1), C(q) ∈ L(Y−1,W ),

ϕ(·, ·, q) : R+ ×W → 2U , (24)

и
ψ(·, q) : Y1 → R+ . (25)

Для любого q ∈ Q также предполагаем, что решение (22) – (25) существу-
ет по крайней мере на временном интервале [0, T0), и любое такое решение
непрерывно зависимо от q.

При условиях Леммы 1 мы можем рассмотреть семейство пар наблюдения
{V (·, q),
g(·, q)}, определяющихся посредством (23), через решение P (q), зависимое от
параметра, из неравенства диссипативности (21) и зависимое от параметра
представление g , заданное с помощью (24). Для фиксированных чисел 0 <
α < β определим для любого q ∈ Q значение

T ∗(q) := supT , (26)

где супремум берётся для всех T > 0 таких, что t0 + T < T0 и∫ t

s

g(τ, q)dτ ≤ min
y∈Y0:‖y‖0=β

V (y, q)− max
y∈Y0:‖y‖0=α

V (y, q) (27)

для всех s, t ∈ R , t0 ≤ s ≤ t ≤ t0 + T.

Ясно, что числа T ∗(q) могут использоваться для прогнозирования зна-
чения параметра qcr, для которого неравенство (22), (23) не является
(α, β, t0, T )-устойчивым для всех T ∈ (0, T0 − t0).

Положим для простоты, что Q = R и T ∗(q1) > 0, T ∗(q2) > 0 - два значе-
ния, вычисляемые через (26) для параметров q1 6= q2. Если T ∗(q1) 6= T ∗(q2),
линейная экстраполяция T̄ ∗(q) функции T ∗(q) даёт значение qcr с T̄ ∗(qcr) = 0.
Такой же подход может быть использован для прогноза значения qbuck для
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возникновения динамического процесса складкообразования. По определе-
нию (см. например [4]) динамическая потеря устойчивости в (22), (23) возни-
кает, если существуют числа β̄ > 0, t̄0 ≥ 0 и T̄ > 0 такие, что t̄0 + T < T0
и неравенство (22), (23) не является (α, β̄, t̄0, T̄ )-устойчивым, независимо от
того, насколько малое значение α > 0 выбрано. Для того, чтобы характери-
зовать это свойство, введём для фиксированных β, t0, T̄ и для любого q ∈ Q
значение

α∗(q) := supα , (28)

где супремум берется по всем α ∈ (0, β̄) таким, что неравенство (22), (23)
является (α, β̄, t̄0, T̄ )-устойчивым. Предположим, что для двух данных зна-
чений параметра q1 6= q2 мы можем вычислить значения α∗(q1) 6= α∗(q2).
Тогда линейная экстраполяция ᾱ∗(q) of α∗(q) даёт аппроксимацию q̄buck зна-
чения потери устойчивости qbuck с помощью формулы ᾱ∗(q̄buck) = 0. Заметим,
что большое число работ посвящено прогнозированию появления упругой или
пластической неустойчивости в процессах деформации (например, [3, 4, 9]).
Один из самых осуществимых методов - это энергетический метод (см. [3]),
который сравним с нашим подходом.

4 Определение функционалов наблюдения через алгеб-
ру операторных символов

В этой главе описывается эффективный способ определения операторов на-
блюдения для класса вариационных уравнений с многозначной нелинейно-
стью, линейная часть которых может быть задана через псевдодифференци-
альные операторы (ΨDO) с постоянными коэффициентами, имеющие веще-
ственные аналитические символы в области G ⊂ Rm. Заметим, что многие
задачи математической физики могут описываться такими уравнениями, на-
пример, определённые классы динамических задач с трением. Базисное про-
странство для ΨDO - это H∞(G), имеющее тип пространства Соболева беско-
нечного порядка в смысле Ю.А. Дубинского ([5, 6]). Напомним, что H∞(G) -
это подпространство L2(Rm), состоящее из всех таких (комплекснозначных)
функций, у которых преобразование Фурье имеет компактный носитель в G.
Более подробно пространство H∞(G) может быть определено как в [5].

Положим R = (R1, . . . , Rm), где 0 < Rj ≤ +∞ , j = 1, . . . ,m - некоторые
числа и

SR := {ξ = (ξ1, . . . , ξm) ∈ Rm : |ξj| < Rj , j = 1, . . . ,m}
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- параллелепипед. Пространство H∞(SR) состоит из всех таких функций u ∈
L2(Rm), которые удовлетворяют следующим двум условиям:

1) Вне SR преобразование Фурье û функции u почти везде равно нулю;

2)

‖u‖2a :=

∫
SR

a(ξ)|û(ξ)|2 dξ <∞ , (29)

для любой аналитической в области SR функции

a(ξ) =
∞∑
|α|=0

aα ξ
2α , aα ≥ 0 . (30)

Можно показать, что u ∈ L2(Rm) принадлежит H∞(SR), тогда и только то-
гда, когда существуют числа

0 < rj < Rj , j = 1, . . . ,m, такие что supp û(ξ) ⊂ Sr,

где r = (r1, . . . , rm). Из теоремы Пэйли-Винера следует, что u ∈ L2(Rm)
принадлежитH∞(SR), тогда и только тогда, когда u допускает аналитическое
продолжение uc на Cm, удовлетворяющее неравенству

|uc(y)| ≤ C exp (r1|z1|+ · · ·+ rm|zm|) , (31)

где y = x + iz , z = (z1, . . . , zm) и 0 < rj < Rj, j = 1, . . . ,m, C > 0 -
некоторые константы.

Заметим, что H∞(SR) плотно в подпространстве L2(Rm), элементы кото-
рого имеют аналитическое продолжение uc на Cm, удовлетворяющее (31) с
rj = Rj, j = 1, . . . ,m.

Будем говорить, что uk → u при k → ∞ в H∞(SR), если ‖u − uk‖a → 0
как k → ∞ , где a - произвольная функция (30) и ‖ · ‖a вычисляется через
(29). Можно показать, что uk → u в H∞(SR), тогда и только тогда, если
существуют числа rj < Rj , j = 1, . . . ,m, такие что

1) supp ûk ⊂ Sr = {ξ = (ξ1, . . . , ξm) : |ξi| < rj, j = 1, . . . ,m} ;

2) ûk → û as k →∞ in L2(SR).

Предположим, что точка λ = (λ1, . . . , λm) ∈ G выбрана произвольно, но
зафиксирована. Обозначим через

SR(λ) := {ξ = (ξ1, . . . , ξm) ∈ Rm : |ξj − λj| < Rj , j = 1, . . . ,m} ⊂ G
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произвольный параллелепипед и через

H∞(SR(λ)) :=

{
u ∈ L2(Rm) :

∫
SR(λ)

a(ξ − λ)|û(ξ)|2dξ <∞

для всех аналитических вSR(λ)функций a(ξ − λ) =
∞∑
|α|=0

aα(ξ − λ)α
}

соответствующее функциональное пространство. Теперь базисное простран-
ствоH∞(G) вводится как расслоение с базовым пространством G и со слоями
H∞(SR(λ)) :

H∞(G) :=
{
u ∈ L2(Rm) : u =

∑
λ∈G

uλ(x) , uλ ∈ H∞(SR(λ))
}
, (32)

где суммирование ведётся по всем конечным суммам с точками из G.
Говорят, что uk → 0 при k → +∞ в H∞(G), если для любого представ-

ления uk =
∑

λ∈G ukλ в H∞(G) имеем ukλ → 0 при k → +∞ в H∞(SR(λ))
для всех таких ukλ. Обозначим через H−∞(G) сопряжённое пространство к
H∞(G), определённое при условии L2(G), и через (·, ·)−∞,∞ - скобку двой-
ственности.

Предположим теперь, что Dj := 1
i
∂
∂xj

, j = 1, . . . ,m, - элементарные диф-
ференциальные операторы и D := (D1, . . . , Dm). Тогда

A(D) :=
∞∑
|α|=0

aαD
α , aα ∈ C

является дифференциальным оператором конечного или бесконечного поряд-
ка. Положим, что символ этого оператора

A(ξ) :=
∞∑
|α|=0

aα ξ
α

- вещественная аналитическая функция в области G. (Используем одну букву
для обозначения одновременно оператора и его коэффициента.) Для любого
u ∈ H∞(G), которое может быть записано через (32) как u =

∑
λ∈G uλ , uλ ∈

H∞(SR(λ)), определим

A(D)u(x) :=
∑
λ∈G

A(D)uλ(x) , (33)
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где A(D)uλ(x) :=
∞∑
|α|=0

aα(D − λI)α uλ(x) .

Дифференциальный оператор бесконечного порядка, определяемый через
(33), может быть записан как ΨDO, то есть, для любого u ∈ H∞(G) имеем

A(D)u(x) =
1

(2π)m

∫
G

A(ξ)û(ξ)e(x, ξ)d ξ .

Этот оператор - линейный и непрерывный как отображение

A(D) : H±∞(G)→ H±∞(G) .

Класс всех ΨDO с аналитическими в области G символами определяет ал-
гебру, которая изоморфна алгебре аналитических в области G функций.

Рассмотрим задачу Коши для вариационного уравнения
∂y
∂t = A(D)y +B(D) u(x, t) , (34)

w(x, t) = C(D)y(x, t), u(x, t) ∈ ϕ(t, w(x, t)), y(x, 0) = y0(x) , (35)

где A(D), B(D) и C(D) - псевдодифференциальные операторы с постоянны-
ми коэффициентами, чьи символы, в свою очередь, являются вещественными
аналитическими функциями в области G. Действие этих линейных операто-
ров происходит следующим образом:

A(D) : [H∞(G)]n → [H−∞(G)]n , (36)
B(D) : [H∞(G)]k → [H−∞(G)]n , (37)
C(D) : [H∞(G)]n → [H∞(G)]l , (38)

где n, k и l - натуральные числа. Из определения H∞(G) и H−∞(G) следу-
ет, что операторы (36) – (38) ограничены. Предположим, что эти операторы
имеют представление

A(D) =
∞∑
|α|=0

AαD
α , B(D) =

∞∑
|α|=0

BαD
α , C(D) =

∞∑
|α|=0

CαD
α (39)

где α = (α1, . . . , αm) - мультииндексы, D = (D1, . . . , Dm) с Dj = 1
i
∂
∂xj

(j = 1, . . . ,m) являются элементарными дифференциальными операторами,
Aα, Bα и Cα постоянные n × n-, n × k- и l × n-матрицы, соответственно.
Соответствующие символы

A(ξ) =
∞∑
|α|=0

Aαξ
α , B(ξ) =

∞∑
|α|=0

Bαξ
α , C(ξ) =

∞∑
|α|=0

Cαξ
α (40)
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- вещественные аналитические матричные функции в области G. Нелинейная
часть (34), (35) задаётся как многозначное отображение

ϕ : R+ × [H∞(G)]l → 2[H
∞(G)]k . (41)

Предположим, что начальная функция y0 ∈ [H∞(G)]n. Уравнение (34),
(35), (41) понимается в смысле распределений. Пара {y(x, t), u(x, t)} называ-
ется решением (34), (35), (41) на (0, T ), если (по отношению к временному
аргументу)

y ∈ L2(0, T ; [H∞(G)]n) , ∂y
∂t ∈ L

2(0, T ; [H−∞(G)]n) (42)

∫ T

0

(∂y∂t , η)−∞,∞ dt =

∫ T

0

(A(D)y, η)−∞,∞ dt+

∫ T

0

(B(D)u, η)−∞,∞ dt ,

∀η ∈ L2(0, T ; [H∞(G)]n) , (43)

u(·, t) ∈ ϕ(t, C(D)y(·, t)) для почти всех t ∈ (0, T ) , (44)

и
y(x, 0) = y0(x) in G. (45)

Предположим, что на любом интервале (0, T ) и для любого y0 ∈ [H∞(G)]n

существует решение для задачи (34), (35), (41), удовлетворяющее соотноше-
ниям (42) – (45).

Класс нелинейностей (41) может быть описан как в главе 1 через эрмитову
форму F на [H∞(G)]n × [H∞(G)]k, заданную с помощью

F(y, u) = (F1(D)y, y)−∞,∞ + 2 Re (F2(D)u, y)−∞,∞ + (F3(D)u, u), (46)

где
F1(D) = F ∗1 (D) ∈ L([H∞(G)]n , [H−∞(G)]n) ,

F2(D) ∈ L([H∞(G)]k , [H−∞(G)]n) ,

F3(D) = F ∗3 (D) ∈ L([H∞(G)]k , [H∞(G)]k),

 (47)

- ΨDO с постоянными коэффициентами, чьи символы

Fi(ξ) =
∞∑
|α|=0

Fiαξ
α , i = 1, 2, 3,

- вещественные аналитические функции в области G.
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Построение функционалов наблюдения (V, g) для задачи устойчивости
на конечном временном интервале (34), (35), (41), удовлетворяющих нера-
венству диссипативности типа (19), может быть сведено к решению задачи
операторных уравнений Лурье

A∗(D)P (D) + P (D)A(D) + L(D)L∗(D) = −F1(D) ,

P (D)B(D)− L(D)K(D) = −F2(D) ,

K(D)K∗(D) = −F3(D) ,

 (48)

где P (D) = P ∗(D) ∈ L ([H±∞(G)]n , [H±∞ (G)]n), L(D) ∈
L([H∞(G)]k, [H−∞(G)]n), и K(D) = K∗(D) ∈ L ([H∞(G)]k, [H∞(G)]k) -
неизвестные псевдодифференциальные операторы с постоянными коэффи-
циентами, символы которых - вещественные аналитические функции в G.

Для того, чтобы решить (48), будем использовать, как это было сделано
в [11], изоморфизм между алгеброй ΨDO с постоянными коэффициентами
и аналитическими символами и алгеброй аналитических матричных функ-
ций, которые описывают символы (см. [5]). Это значит, что нужно решать
матричную задачу Лурье

A∗(ξ)P (ξ) + P (ξ)A(ξ) + L(ξ)L∗(ξ) = −F1(ξ) ,

P (ξ)B(ξ)− L(ξ)K(ξ) = −F2(ξ) ,

K(ξ)K∗(ξ) = −F3(ξ) ,

 (49)

где A(ξ), B(ξ), F1(ξ), F2(ξ) и F3(ξ) - вещественные аналитические матричные
функции в области G порядка n×n, n×k, n×n, n×k и k×k, соответственно,
P (ξ) = P ∗(ξ), L(ξ) и K(ξ) = K∗(ξ) - неизвестные вещественные аналитиче-
ские в области G матричные функции порядка n× n, n× k and k × k, соот-
ветственно. Для матриц звёздочка обозначает эрмитово сопряжение. Следу-
ющая применение леммы KYP ([24]) для матриц в случае вещественно ана-
литических символов. Если Φ(λ) - это матричный или скалярный полином,
обозначим через Φ(λ)∇ полином Φ(λ)∇ := [Φ(−λ∗)]∗. Полином Φ(λ) назовём
вещественным, если коэффициенты Φ также вещественные. Если α(λ) и β(λ)
- скалярные полиномы, обозначим через 〈α, β〉 наибольший общий делитель
α(λ) и β(λ).

Теорема 2 Пусть A(ξ) и B(ξ) - вещественные аналитические в G матрич-
ные функции порядка n×n и n×k, соответственно. Предположим также,
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что для любого ξ ∈ G эрмитова форма F(·, ·, ξ) задаётся на Cn × Ck через
уравнение

F(y, u, ξ) = y∗F1(ξ)y + 2 Re (y∗F2(ξ)u) + u∗F3(ξ)u , (50)

где F1(ξ) = F ∗1 (ξ) , F2(ξ) и F3(ξ) = F ∗3 (ξ) - вещественные аналитические в
области G матрицы коэффициентов порядка n× n, n× k и k× k, соответ-
ственно. Допустим также, что выполнены следующие свойства:

(i) Для любого ξ ∈ G пара (A(ξ), B(ξ)) стабилизируема, то есть суще-
ствуют вещественная аналитическая в G матричная функция S(ξ) поряд-
ка k × n и число ε > 0, такие что

σ(A(ξ) +B(ξ)S(ξ)) ⊂ {λ ∈ C : Reλ < −ε} (51)

для любого ξ ∈ G.

(ii) Передаточная матричная функция

χ(iω, ξ) := [iωI − A(ξ)]−1B(ξ) (52)

является вещественной аналитической для (ω, ξ) ∈ G
′ ⊂ Rm+1, где G =

proj G′
.

(iii) Для матричной функции Π(iω, ξ), определённой в G
′ с помощью

уравнения
F(χ(iω, ξ)u, u, ξ) = u∗Π(iω, ξ)u, u ∈ Ck , (53)

выполнено следующее частотное условие:

∃ δ > 0 ∀ (ω, ξ) ∈ G ′
: Π(iω, ξ) ≤ −δI . (54)

Тогда:
1) Существуют аналитические в G матричные функции P (ξ) =

P ∗(ξ) , L(ξ) и K(ξ) порядка n × n, n × k и k × k, соответственно, такие
что матричные уравнения Лурье (49) выполняются в G.

2) Матричные функции P (ξ), L(ξ) и K(ξ), удовлетворяющие (49), мо-
гут быть вычислены следующим способом: определим для ξ ∈ G полином
δ(λ, ξ) = det(λI − A(ξ)). Предположим, что все корни δ(·, ξ) различны,
〈δ(·, ξ), δ(·, ξ)∇〉 = 1 и
〈δ(·, ξ)δ(·, ξ)∇ , φ(·, ξ)〉 = 1 . Полином φ в последнем соотношении определя-
ется через

det Φ(·, ξ) = δ(·, ξ)k−1[δ(·, ξ)∇]k−1φ(·, ξ) , (55)
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где

Φ(·, ξ) = −

[
Q(·, ξ) B(ξ)

δ(·, ξ) I

]∇
F̃ (ξ)

[
Q(·, ξ) B(ξ)

δ(·, ξ) I

]
,

F(y, u, ξ) = −

[
y

u

]∗
F̃ (ξ)

[
y

u

]
и

Q(λ, ξ) = (λI − A(ξ))−1 δ(λ, ξ) .

a) Определим аналитическую в области G матричную функцию K(ξ)
порядка k × k из уравнения

K(ξ)∗K(ξ) = −F3(ξ) , ξ ∈ G . (56)

Такая матричная функция (вещественная, если F3(ξ) - вещественная) су-
ществует.

b) Определим φ(·, ξ) из (55) и определим полином ψ(·, ξ) со старшим
членом λn det(−F3(ξ)) (вещественный, если φ(·, ξ) - вещественная), удовле-
творяющий в области G уравнению факторизации

φ(·, ξ) = ψ(·, ξ)∇ψ(·, ξ) . (57)

Такой полином существует.

c) Определим k × k-матричный полином Ψ(·, ξ) порядка n (веществен-
ный, если Φ - вещественная) со старшим коэффициентом λn(−F3(ξ)), удо-
влетворяющим в области G соотношению

Ψ (·, ξ)∇ Ψ (·, ξ) = Φ(·, ξ) (58)

и таким, что
det Ψ (·, ξ) = ε(ξ)δ(·, ξ)k−1ψ(·, ξ) (59)

с |ε(ξ)| = 1 . Такой полином существует.

d) Определим в области G (единственным образом) n × k-матричную
функцию L(ξ) (вещественнную в случае вещественных данных) из уравне-
ния

Ψ (·, ξ)/δ(·, ξ) = −L∗(ξ) ((·)I − A(ξ))−1B(ξ) +K(ξ) . (60)

e) Вычислим n× n-матричную функцию P (ξ) = P ∗(ξ) (вещественнную
в случае вещественных данных) единственным образом из уравнения Ляпу-
нова в области G

P (ξ)A(ξ) + A∗(ξ)P (ξ) = −F1(ξ)− L(ξ)L∗(ξ) . (61)
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Доказательство В основных частях доказательства теорема следует из
леммы Калмана-Якубовича-Попова для матриц (KYP-лемма [24]). Во всех
шагах алгоритма вещественно-аналитические матричные функции преобра-
зуются в вещественно-аналитические функции. �

Замечание 2 Предположим, что псевдодифференциальные операторы
A,B,C, F1, F2 и F3 в 49 зависят непрерывно от времени t ∈ R. Тогда вы-
числение зависимого от времени квадратичного функционала наблюдения V
в смысле теоремы 1, которая представлена псевдодифференциальным опе-
ратором P (t,D) в H∞(G), может быть сведено к задаче решения диффе-
ренциальных уравнений Лурье-Риккати для абсолютно непрерывных по t и
вещественно-аналитических по ξ символов P (t, ξ), L(t, ξ) и K (t, ξ) в R×G:

Ṗ (t, ξ) + A∗(t, ξ)P (t, ξ) + P (t, ξ)A (t, ξ) + L(t, ξ)L∗(t, ξ) = −F1(t, ξ) ,

P (t, ξ)B(t, ξ)− L(t, ξ)K(t, ξ) = −F2(t, ξ) ,

K(t, ξ)K∗(t, ξ) = −F3(t, ξ) .


(62)

Достаточные частотные условия для разрешимости (62) приводятся в [25]
(периодические по t операторы) и в [19] (общие ограниченные по t операто-
ры).

Пример 1 Рассмотрим уравнение теплопроводности на стержне беско-
нечной длины

∂y
∂t = a ∂2y

∂x2 + u(x, t) , (63)

u(x, t) = ϕ (y(x, t)) , y(x, 0) = y0(x) , (64)

где a > 0 - параметр и ϕ : R → R - заданная нелинейная функция, которая
удовлетворяет неравенству

‖ϕ (y)‖ ≤ µ‖y‖ , ∀y ∈ L2(R) . (65)

Здесь ‖ · ‖ обозначает норму в L2(R) и 0 < µ < 2 также является па-
раметром. Отсюда следует, что ϕ характеризуется квадратичной формой в
L2(R)× L2(R), заданной как

F(y, u) := µ2‖y‖2 − ‖u‖2 . (66)

Запишем (63) – (66) как систему (39), (40), (51) с операторными символами

A(ξ) = −a ξ2, B(ξ) ≡ 1 , (67)
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F1(ξ) ≡ µ2 , F2(ξ) ≡ 0 , F3(ξ) ≡ −1 . (68)

Эти символы определяются в области G ⊂ R, которая будет задана ниже.
Рассмотрим для этой системы частотную характеристику

χ(iω, ξ) = (iω + a ξ2)−1 . (69)

Легко видеть, что (69) - вещественно-аналитическая функция в области

G
′

1 :=
{

(ξ, ω) ∈ R2 : (1− a ξ2)2 + ω2 < 1
}
. (70)

Теперь рассмотрим параметризованную функцию Попова Π, определённую
относительно функционала (66) через

F(χ(iω, ξ)u, u, ξ) =: u∗Π(iω, ξ)u .

Отсюда следует, что

Π(iω, ξ) = µ2|χ(iω, ξ)|2 − 1 . (71)

Частотное условие (54) для (71) с (ω, ξ) ∈ G1, выполнено в области

G
′
:=
{

(ω, ξ) ∈ R2 : ξ > 0, µ2 < ω2 + a2ξ4 < 2 a ξ2
}
.

(Для отрицательного ξ можно рассмотреть другую компоненту G ′

1 .) Отсюда
вытекает, что символы должны быть определены в области

G := proj G
′
=
{
ξ > 0 : µ2 < a2ξ4 < 2 a ξ2

}
=
{
ξ ∈ R :

√
µ/a < ξ <

√
2/a
}
.

Ясно, что пара (A(ξ), B(ξ)) из (67) стабилизируема в G. Таким образом,
все условия теоремы 2 выполнены, и поэтому существуют вещественнно-
аналитические в области G символы P (ξ), L(ξ) и K(ξ), являющиеся реше-
нием следующих уравнений Лурье в G:

−2P (ξ) a ξ2 + L2(ξ) = −µ2 , (72)
P (ξ)− L(ξ)K(ξ) = 0 , (73)

K2(ξ) = 1 . (74)

Явное решение (72) – (74) может быть легко вычислено. Последнее уравнение
(74) выполняется при условии K(ξ) ≡ 1. Из (73) следует, что P (ξ) ≡ L(ξ).
Подставим это значение в первое уравнение (72) и получим квадратное урав-
нение для P (·) в области G

P 2(ξ)− 2 a ξ2P (ξ) + µ2 = 0 . (75)
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Одно решение (75) - вещественно-аналитическая в G функция

P (ξ) = a ξ2 +
√
a2ξ4 − µ2 ,

которая может рассматриваться как символ псевдодифференциального опе-
ратора P (D), D = 1

i
∂
∂x , в пространстве H±∞(G) с областью G, указанной

выше. Заметим, что начальная функция y0 из (64) также должна быть взята
из H∞(G). �
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