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Аннотация

Рассматриваются устойчивость и бифуркация на конечном промежутке времени
в задаче термо-вязко-упругопластического контакта. Для описания такого контак-
та используется закон Кулона для сухого трения в виде вариационного неравенства.
Контактная задача записана в виде вариационной системы, зависящей от параметра.
В качестве фазовых пространств используются шкалы гильбертовых пространств.
Вводятся операторы наблюдений, которые которые являются оределяющими для би-
фуркации системы и сходимости по выходу. Для описания устойчивости и бифур-
кации, которая понимается как потеря устойчивости на конечном промежутке вре-
мени, применяется частотный подход. Приводятся частотные условия существования
определяющих наблюдений и абсолютной дихотомичности вариационного уравнения.
Рассматривается связь между частотным условием и дефектом полноты оператора
наблюдения.

Abstract

Stability and bifurcation on a finite time interval are considered for a thermovisco-
elastoplastic contact problem. To describe such type of contact Coulomb’s law for dry
friction written as a variational inequality is used. The contact problem is presented as a
parameter dependent variational system. Phase spaces for the system are given by scales
of Hilbert spaces. Determining observation operators for bifurcation of the system and
output convergence are introduced. The frequency theorem is applied in order to describe
stability and bifurcation, which is understood as a loss of stability on a finite time interval.
Frequency-domain conditions for the existence of determining observations and for absolute
dichotomy of a variational equation are given. The connection between the frequency-
domain condition and the completeness defect of the observation operator is considered.
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1 Задача термо-вязко-упругопластического контакта

Рассматривается термо-вязко-упругопластический контакт при скольжении
твердого тела по упругопластическому телу. Опишем задачу в соответствии
с [1]. Предположим, что Ω ⊂ Rm — область (эталонная форма упругопла-
стического тела), Γ = ∂Ω — кусочно-непрерывная липшицева граница, раз-
деленная на непересекающиеся части: ΓD (где тело сжимается), ΓN (где дей-
ствуют внешние силы) и ΓC (контактное трение). Пусть x = (x1, ..., xm) —
координата в Ω, t ∈ R+ — время, n = (n1, ..., nm) — единичная нормаль к
Γ, u(x, t) = (u1(x, t), ..., um(x, t)) — перемещение, θ = θ(x, t) — температура,
σ = (σij) — тензор напряжения, fA = (f 1

A(x, t), ..., fmA (x, t)) — внешние силы,
действующие на тело в Ω, и κ = κ(x, t) — плотность источников тепла.

Задача описывается уравнением движения и уравнением теплопроводно-
сти:

[σkj(δik + ui,k)],j + f iA = üi в Ω× (0, T ), (1)

θ̇ −
(
kijθ,j

)
,i

= −cijui,j + κ в Ω× (0, T ), (2)

где T > 0, δik — символ Кронекера, θ,j обозначает ковариантную произ-
водную θ по xj, точка обозначает производную по времени, cij = cij(x) и
kij = kij(x) являются тензорами теплового расширения и теплопроводности,
соответственно, а σ определяется термо-вязко-упругопластическим соотно-
шением между напряжением и деформацией:

σij = aijkluk,l + bijklu̇k,l − cijθ + P ij[uk,l, θ] в Ω× (0, T ), (3)

где (aijkl) и (bijkl) являются тензорами упругости и вязкости, соответствен-
но,

{
P ij[·, θ]

}
θ>0

— пластическая часть, заданная оператором гистерезиса,
зависящим от θ. Здесь и далее индексы пробегают значения от 1 до m. Сум-
мирование по Эйнштейну проводится по повторяющимся индексам.

Зададим начально-краевые условия:
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(a) на перемещение и температуру

u = 0 на ΓD × (0, T );

θ = θb на (ΓD ∪ ΓN)× (0, T );

u(·, 0) = u0, u̇(·, 0) = u1, θ(·, 0) = θ0 в Ω;

(4)

(b) на граничные силы

σijnj = f iN на ΓN × (0, T ), (5)

где fN = (f iN(x, t)) — внешние силы;

(c) на трение и температуру на ΓC . Используем закон Кулона для сухого
трения

|σT | ≤ µ|σN |(1− δ|σN |)+ на ΓC × (0, T ),

|σT | < µ|σN |(1− δ|σN |)+ ⇒ u̇T = v0 (зона прилипания),
|σT | = µ|σN |(1− δ|σN |)+ ⇒ u̇T = v0 − λσT (зона скольжения),

(6)

kijθ,inj = µ|σN |(1− δ|σN |)+sC(·, |u̇T − v0|)− ke(θ − θR)

на ΓC × (0, T ),
(7)

где σN = σijninj и uN = uini, σiT = σijnj − σNn
i и uiT = ui − uNn

i —
нормальные и тангенциальные компоненты σ и u на Γ, соответственно,
µ — коэффициент трения, v0 — скорость движения твердого тела, δ > 0
— малая константа, связанная с износом поверхности, λ ≥ 0 — коэффи-
циент относительного направления скольжения, θR — температура твер-
дого тела, sC(·, r) — заданная функция расстояния, ke — коэффициент
теплообмена между упругопластическим телом и твердым телом.

В общем случае задача термо-вязко-упругопластического контакта (1) —
(7) не имеет классического решения. Поэтому рассматривается слабая, или
вариационная, форма этой задачи. В [1] строится система из вариационного
неравенства для перемещения и вариационного равенства для температуры,
а также доказывается существование слабого решения этой гибридной систе-
мы. В настоящей работе изучается операторная версия данной вариационной
системы. Главной целью является построение определяющих наблюдений для
устойчивости и бифуркации вариационной системы на конечном промежутке
времени с помощью частотной теоремы ([10]). В аналогичной форме опреде-
ляющие наблюдения были построены для задачи микроволнового нагрева в
[3], [8]. Некоторые результаты настоящей работы были изложены в [4].
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2 Упрощенная контактная задача

Сначала напомним некоторые понятия из теории шкал гильбертовых
пространств ([7]). Введем набор вещественных гильбертовых пространств
{Hα}α∈R со скалярным произведением (·, ·)α и нормой || · ||α, который на-
зывается шкалой гильбертовых пространств, если выполнены следующие
условия:

(i) Для любых α > β пространство Hα непрерывно вложено в Hβ, т.е. Hα ⊂
Hβ и существует такое c1 > 0, что ||h||β ≤ c1||h||α, ∀h ∈ Hα, и Hα плотно
в Hβ;

(ii) Для любых α > 0 и h ∈ Hα линейный функционал (·, h)0 на H0 может
быть непрерывно продолжен до линейного непрерывного фукционала
(·, h)−α,α на H−α, удовлетворяющего условию |(h′, h)−α,α| ≤ ||h′||−α||h||α,
∀h′ ∈ H−α, ∀h ∈ Hα. Любой линейный непрерывный функционал l наHα

имеет вид l(h) = (h′, h)−α,α для некоторого h′ ∈ H−α, т.е.H−α изоморфно
пространству линейных непрерывных функционалов на Hα.

Из (i) следует, что для любого α ∈ (β, γ) пространство Hα оснащено про-
странствами Hβ и Hγ, т.е. Hγ ⊂ Hα ⊂ Hβ с плотным и непрерывным вложе-
нием.

Пример 1 Пусть Ω ⊂ Rm — область, N — произвольное натуральное
число. {H(N)

α }α∈R — шкала дробных соболевских пространств таких, что
H

(N)
α = W α,2(Ω), α = 0, 1, ..., N , с нормами ||u||2

H
(N)
α

, заданными следующим
образом ([7]):

||u||2Wα,2 :=

∫
Ω

(
|u|2 +

α∑
|β|=1

|Dβu|2
)
dx, если α ≥ 0− целое,

||u||2Wα,2 := ||u||2W k,2 +
∑
|β|=1

∫
Ω

∫
Ω

|Dβu(x)−Dβu(y)|2

|x− y|k+2λ
dxdy,

если α = k + λ > 0, k ≥ 0− целое, λ ∈ (0, 1),

||u||2Wα,2 := sup
||v||

H
(N)
−α

=1

∣∣∣∣∫
Ω

u(x)v(x)dx

∣∣∣∣, если α < 0.
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Теперь рассмотрим упрощенную задачу контакта ([9]). Пусть Ω ⊂ Rm

— ограниченная область, ∂Ω — гладкая граница, u = u(x, t) и θ = θ(x, t)
— перемещение и температура упругого тела в точке x в момент времени t,
которые удовлетворяют системе уравнений

utt + 2εut −∆u+ αu = ξ(t), ξ(t) ∈ φ(θ(t)), (8)
θt + β∆θ + u− γζ(t) = 0, ζ(t) = g(θ(t)), (9)

где α, β, ε, γ — константы, а начальные и граничные условия заданы соот-
ношениями:

u = 0, θ = 0 на ∂Ω× (0, T ), (10)
u(·, 0) = u0(·), u̇(·, 0) = u1(·), θ(·, 0) = θ0(·) в Ω. (11)

Нелинейные отображения φ : R→ 2R и g : R→ R обладают свойствами:

vg(v)− ξ2 ≥ 0, ∀v ∈ R, ∀ξ ∈ φ(v) (12)

и g = Φ′, т.е. g имеет дифференцируемый по Фреше потенциал.
Учет контактного свойства происходит при помощи дифференциального

включения.
Пусть A — самосопряженный положительно определенный оператор, по-

рожденный оператором (−∆) с нулевыми граничными условиями и имею-

щий область определения D(A) = W 2,2(Ω)∩
◦

W 1,2 (Ω). Введем пространства
V0 = L2(Ω), V1 = D(A1/2) и V2 = D(A) со скалярными произведениями

(u, v)s = (As/2u,As/2v), ∀u, v ∈ Vs, s = 0, 1, 2, (13)

а также пространства Ys = Vs+1 × Vs, Zs = Vs+1, s = 0, 1, со скалярными
произведениями

((u, v), (ū, v̄))s = (u, ū)s+1 + (v, v̄)s, ∀(u, v), (ū, v̄) ∈ Ys, s = 0, 1. (14)

Гильбертово пространство Y−1 определяется как замыкание пространства Y0

относительно нормы этого пространства. Поэтому имеем плотное и непре-
рывное вложение Y1 ⊂ Y0 ⊂ Y−1 ([7]). Аналогично строится оснащение про-
странства Z0.
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3 Опредляющие наблюдения для бифуркаций на конеч-
ном промежутке времени

Обобщенной системой уравнений (8) — (9) в слабой форме будет гибридная
система, зависящая от параметра, состоящая из вариационного неравенства
и вариационного равенства, вида

(ẏ − A1(q)y −B1(q)ξ, η − y)Y−1,Y1 + Ψ(η, q)−Ψ(y, q) ≥ 0, (15)
w(t) = C1(q)y, ξ(t) ∈ φ(t, w(t), v(t), q), ∀η ∈ L2(0, T ;Y1), п.в. на (0, T ),

(16)
(ż − A2(q)z −B2(q)ζ, ν)Z−1,Z1

= 0, (17)
v(t) = C2(q)z, ζ(t) ∈ g(t, w(t), v(t), q), ∀ν ∈ L2(0, T ;Z1), п.в. на (0, T ). (18)

Здесь q ∈ Q — параметр, (Q, d) — метрическое пространство. Для любого
q ∈ Q полагаем, что A1(q) ∈ L(Y1, Y−1), B1(q) ∈ L(Ξ, Y−1), C1(q) ∈ L(Y−1,W ),
0 ≤ Ψ(·, q) : Y1 → R+, φ(·, ·, ·, q) : R+ ×W × V → 2Ξ, A2(q) ∈ L(Z1, Z−1),
B2(q) ∈ L(Σ, Z−1), C2(q) ∈ L(Z−1, V ), g(·, ·, ·, q) : R+ ×W × V → Σ, где Y1,
Y−1, Z1, Z−1, Ξ, W , Σ, V — вещественные гильбертовы пространства.

Определение 1 Пара {y(·), z(·)} ∈ L2(0, T ;Y1) × L2(0, T ;Z1) называется
решением задачи (15) — (18) на промежутке (0, T ), если {ẏ(·), ż(·)} ∈
L2(0, T ;Y−1) × L2(0, T ;Z−1) и существует такая пара {ξ(·), ζ(·)} ∈
L2(0, T ; Ξ) × L2(0, T ; Σ), что {y(·), z(·), ξ(·), ζ(·)} удовлетворяет системе
(15) — (18) для почти всех t ∈ (0, T ) и

∫ T
0 Ψ(y(t), q)dt < +∞.

Полагаем, что для любого T > 0 такое решение существует. Будем на-
зывать {y(·), z(·), ξ(·), ζ(·)} из определения 1 процессом системы (15) — (18)
([9]).

Определение 2 Пусть {Sα}, {S̃α̃}, {Rα}, {R̃α̃} — шкалы вещественных
гильбертовых пространств (наблюдений и выходов). Пусть Dα ∈ L(Y1, Sα),
Eα ∈ L(Ξ, Sα), D̃α̃ ∈ L(Z1, S̃α̃), Ẽα̃ ∈ L(Σ, S̃α̃), Mα ∈ L(Y1, Rα), Nα ∈
L(Ξ, Rα), M̃α̃ ∈ L(Z1, R̃α̃), Ñα̃ ∈ L(Σ, R̃α̃) — шкалы линейных операторов
(наблюдений и выходов).

Если {y(·), z(·), ξ(·), ζ(·)} — процесс системы (15) — (18) и α, α̃, β, β̃ ∈ R
— произвольные параметры шкалы, то функция

s(·, α, α̃) = (Dαy(·) + Eαξ(·), D̃α̃z(·) + Ẽα̃ζ(·)) (19)
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называется наблюдением, а функция

r(·, β, β̃) = (Mβy(·) +Nβξ(·), M̃β̃z(·) + Ñβ̃ζ(·)) (20)

называется (ненаблюдаемым) выходом для системы (15) — (18).

Для двух процессов

{yi(·), zi(·), ξi(·), ζi(·)}, i = 1, 2, (21)

системы (15) — (18) с произвольными параметрами шкалы α, α̃, β, β̃ ∈ R
определим отклонения следующим образом:

∆y(·) = y1(·)− y2(·), ξ(·) = ξ1(·)− ξ2(·), (22)
∆z(·) = z1(·)− z2(·), ζ(·) = ζ1(·)− ζ2(·), (23)

∆s(·, α)2 = ||Dα∆y(·) + Eα∆ξ(·)||2Sα,
∆s̃(·, α̃)2 = ||D̃α̃∆z(·) + Ẽα̃∆ζ(·)||2

S̃α̃
,

(24)

∆r(·, β)2 = ||Mβ∆y(·) +Nβ∆ξ(·)||2Rβ ,
∆r̃(·, β̃)2 = ||M̃β̃∆z(·) + Ñβ̃∆ζ(·)||2

R̃β̃
.

(25)

Будем понимать бифуркацию системы (15) — (18) как потерю устойчи-
вости на конечном промежутке времени. Опишем ее с помощью введенных
выше понятий.

Определение 3 Пусть b > a > 0 и t1 > 0 — числа. Наблюде-
ние (19) является определяющим для бифуркации потери (a, b, t1)-
устойчивости по выходу (20) при значении параметра q = q∗, если суще-
ствуют непрерывные в окрестности q∗ вещественнозначные функции α(·),
α̃(·), β(·), β̃(·), обладающие следующими свойствами:

(a) Для q = q1 наблюдение (19) с α = α(q1), α̃ = α̃(q1) будет определяю-
щим для (a, b, t1)-устойчивости по выходу (20) с β = β(q1), β̃ = β̃(q1),
т.е. существует число ε1 = ε1(q1) > 0 такое, что для любых двух
процессов (21) и их отклонений (22) — (25), для которых выполняется
соотношение

∆r(0, β(q1))
2 + ∆r̃(0, β̃(q1))

2 < a, (26)
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из оценки для наблюдения∫ t∗

0

(
∆s(t, α(q1))

2 + ∆s̃(t, α̃(q1))
2
)
dt < ε1 (27)

для некоторого t∗ ∈ (0, t1) следует оценка для выхода

∆r(t, β(q1))
2 + ∆r̃(t, β̃(q1))

2 < b, ∀t ∈ (0, t1). (28)

(b) Для q = q2 наблюдение (19) с α = α(q2), α̃ = α̃(q2) будет определяющим
для (a, b, t1)-неустойчивости по выходу (20) с β = β(q1), β̃ = β̃(q1),
т.е. существует число ε2 = ε2(q2) > 0 такое, что для любых двух
процессов (21) и их отклонений (22) — (25), для которых выполняется
соотношение (26), из оценки для наблюдения∫ t∗

0

(
∆s(t, α(q1))

2 + ∆s̃(t, α̃(q1))
2
)
dt ≥ ε2 (29)

для некоторого t∗ ∈ (0, t1) следует оценка для выхода

∆r(t∗, β(q1))
2 + ∆r̃(t∗, β̃(q1))

2 ≥ b. (30)

Данный тип бифуркации может быть связан с существованием почти пе-
риодических решений ([6]).

Приведем определение наблюдения, являющегося определяющим для
сходимости по выходу.

Определение 4 Пусть параметр q ∈ Q произволен и α, α̃, β, β̃ ∈ R, a > 0
— произвольные числа. Наблюдение (19) является определяющим для a-
сходимости по выходу (20), если для любых двух процессов (21) системы
(15) — (18) и их отклонений (22) — (25) из∫ t+1

t

(
∆s(τ, α)2 + ∆s̃(τ, α̃)2

)
dτ → 0 (31)

при t→ +∞ следует, что

lim
t→+∞

sup
(

∆r(t, β)2 + ∆r̃(t, β̃)2
)
≤ a. (32)

В следующем разделе будут приведены достаточные условия для суще-
ствования определяющих наблюдений для a-сходимости по выходу системы
(15) — (18).
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4 Частотные условия для существования определяю-
щих наблюдений для сходимости по выходу

Рассмотрим систему (15) — (18) с произвольным, но фиксированным па-
раметром q ∈ Q. Опишем неопределенность нелинейной части. Пусть на
Y1×Ξ заданы квадратичные формы F (·, ·, q) иG(·, ·, q). Класс нелинейностей
N(F,G) для системы (15) — (18) состоит из всех многозначных отображений

φ(·, ·, ·, q) : R+ ×W × V → 2Ξ, (33)

удовлетворяющих следующему свойству:

(N1) Для любых достаточно больших чисел t0, T , 0 < t0 < T , и для любых пар
функций y1(·), y2(·) ∈ L2(0, T ;Y1), z1(·), z2(·) ∈ L2(0, T ;Z1), ξ1(·), ξ2(·) ∈
L2(0, T ; Ξ) при наличии условий

ξi(t) ∈ φ(t, C1(q)yi(t), C2(q)zi(t), q), i = 1, 2, для п. в. t ∈ [t0, T ], (34)
||C2(q)zi(t)||V ≤ ∆0, i = 1, 2, для п. в. t ∈ [t0, T ], (35)

где ∆0 > 0 — малое число, зависящее от подсистемы (17), (18), выпол-
няется соотношение

F (y1(t)− y2(t), ξ1(t)− ξ2(t)) ≥ 0 для п. в. t ∈ [t0, T ]. (36)

Кроме этого существуют непрерывная функция Φ : W → R (обобщен-
ный потенциал) и числа λ = λ(q) и γ = γ(q) такие, что∫ t

s

G(y1(τ)− y2(τ), ξ1(τ)− ξ2(τ), q)dτ ≥

≥ 1

2
[Φ(C1(q)y1(t)− C1(q)y2(t))− Φ(C1(q)y1(s)− C1(q)y2(s))] +

+ λ

∫ t

s

Φ(C1(q)y1(τ)− C1(q)y2(τ))dτ для всех s, t ∈ [t0, T ], s ≤ t,

(37)

Φ(C1(q)y1(t)− C1(q)y2(t)) ≥ γ||C1(q)y1(t)− C1(q)y2(t)||2W
для п. в. t ∈ [t0, T ].

(38)

Сделаем несколько дополнительных предположений, позволяющих напи-
сать частотную теорему для существования определяющих наблюдений.

Пусть T > 0 — произвольное число, L2(0, T ;Yj), j = −1, 0, 1, — из-
меримые пространства с нормами ||y(·)||2,j = (

∫ T
0 ||y(t)||2jdt)1/2. Обозначим
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через MT пространство функций y(·) ∈ L2(0, T ;Y1), для которых ẏ(·) ∈
L2(0, T ;Y−1), снабженное нормой

||y(·)||MT
= (||y(·)||22,1 + ||ẏ(·)||22,−1)

1/2. (39)

(A1) Существует число λ = λ(q) > 0 такое, что для любого T > 0 и любой
функции f ∈ L2(0, T ;Y−1) задача

ẏ = (A1(q) + λI)y + f(t), y(0) = y0 (40)

является корректно поставленной, т. е. для произвольных f ∈
L2(0, T ;Y−1), y0 ∈ Y0 существует решение y(·) ∈MT задачи (40) в вари-
ационном смысле, оно единственно и непрерывно зависит от исходных
данных. Последнее означает, что ||y(·)||2MT

≤ c1||y0||20 + c2||f(·)||22,−1, с
некоторыми константами c1 > 0 и c2 > 0. Более того любое решение
задачи ẏ = (A1(q) + λI)y, y(0) = y0 экспоненциально убывающее при
t → +∞, т. е. существуют такая константа c3 > 0 и такое число ε > 0,
что ||y(·)||0 ≤ c3e

−εt||y0||0, t > 0.

(A2) Существует число λ = λ(q) > 0 такое, что оператор (A1(q) + λI) ∈
L(Y1, Y−1) регулярен, т. е. для любых T > 0, y0 ∈ Y1, zT ∈ Y1 и f(·) ∈
L2(0, T ;Y0) решения прямой задачи

ẏ = (A1(q) + λI)y + f(t), y(0) = y0 (41)

и соответствующей двойственной задачи

ż = −(A1(q) + λI)∗z + f(t), z(T ) = zT (42)

сильно непрерывны по t в норме пространства Y1. Здесь звездочка при-
меняется для обозначения сопряженного оператора.

(A3) Существуют числа λ = λ(q) > 0, δ = δ(q) > 0 и α = α(q) такие, что
выполняются следующие свойства:
(a)

F c(y, ξ, q) +Gc(y, ξ, q)− δ||Dc
αy + Ec

αξ||2Scα ≤ 0,

∀(y, ξ) ∈ Y c
1 × Ξc ∃ω ∈ R : iωy = (Ac

1(q) + λIc)y +Bc
1(q)ξ;

(43)

(b) Функционал J(y(·), ξ(·)) =

=

∫ ∞
0

[F c(y(τ), ξ(τ), q)+Gc(y(τ), ξ(τ), q)−δ||Dc
αy(τ)+Ec

αξ(τ)||2Scα]dτ (44)

Электронный журнал. http://www.math.spbu.ru/diffjournal 44



Дифференциальные уравнения и процессы управления,N. 4, 2015

ограничен сверху на множестве My0 = {y(·), ξ(·) : ẏ = (Ac
1(q) + λIc)y +

Bc
1(q)ξ, y(0) = y0, y(·) ∈Mc

∞, ξ(·) ∈ L2(0,∞; Ξc)} для ∀y0 ∈ Y c
0 .

Здесь F c, Gc,Dc
α, Ec

α, Ac
1, Ic, Bc, Scα,Mc

∞, Ξc, Y c
0 , Y c

1 обозначают комплек-
сификацию квадратичных форм, линейных операторов и гильбертовых
пространств, соответственно.

Приведем без доказательства теорему существования определяющих на-
блюдений. Близкие утверждения имеются в [10].

Теорема 1 Пусть существуют такие числа λ = λ(q) > 0, δ = δ(q) > 0 и
α = α(q), что выполнены условия (A1) - (A3). Пусть также для любого
решения задачи (15) — (18) существуют такое время t0 > 0 и число ∆0 > 0,
что выполнено условие (35) для любого T > t0. Тогда наблюдение

s(·) = (Dαy(·) + Eαξ(·), q) (45)

будет определяющим для a-сходимости по выходу системы (15) — (18) от-
носительно выхода

r(·) = w(·) = C1(q)y(·), (46)

где a > 0 - некоторое число, зависящее от Ψ(·, q) в (15).

Замечание 1 Частотное условие (A3) зависит от свойств вложения
рассматриваемых соболевских пространств. Например, предположим, что
G ≡ 0, Eα = 0 и F (y, ξ, q) = q1||y||20 − q2||y||21, где (y, ξ) ∈ Y0 × Ξ, а q1, q2

— некоторые вещественные константы и q = (q1, q2) ∈ Q. Для проверки
выполнения условия (43) введем частотную характеристику

χ(iω, q) = (iωIc − Ac
λ(q))

−1Bc(q) (47)

для ω ∈ R таких, что iω ∈ ρ(Ac
λ(q)), где A

c
λ(q) = Ac(q) + λIc. Частотное

условие (43) будет выполнено, если

q1||χ(iω, q)ξ||2Y c0 − q2||χ(iω, q)ξ||2Y c1 − δ||D
c
αχ(iω, q)ξ||2Scα ≤ 0

∀ξ ∈ Ξc, ∀ω ∈ R : iω ∈ ρ(Ac
λ(q)).

(48)

Пусть вложение Y c
1 ⊂ Y c

0 ⊂ Y c
−1 и свойства оператора Dc

α позволяют сде-
лать априорную оценку

||v||2Y c0 ≤ c1||v||2Y c1 + c2εDc
α
||Dc

αv||2Scα, ∀v ∈ Y c
1 , (49)
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где c1 > 0, c2 > 0 — некоторые константы, а

εDc
α

= εDc
α
(Y c

1 , Y
c

0 ) = sup{||w||Y c0 : w ∈ Y c
1 , D

c
αw = 0, ||w||Y c1 ≤ 1} (50)

есть дефект полноты оператора наблюдения Dc
α относительно вложения

Y c
1 ⊂ Y c

0 . Из выражения (49) следует, что частотное условие будет вы-
полнено, если

q1c1||χ(iω, q)ξ||2Y c1 − q2||χ(iω, q)ξ||2Y c1 + q1c2εDc
α
||Dc

αχ(iω, q)ξ||2Scα−
−δ||Dc

αχ(iω, q)ξ||2Scα ≤ 0, ∀ξ ∈ Ξc, ∀ω ∈ R : iω ∈ ρ(Ac
λ(q)).

(51)

Для этого достаточно, чтобы

q1c1 − q2 ≤ 0 и q1c2εDc
α
− δ ≤ 0. (52)

Неравенства (52) описывают подмножество в пространстве параметров
вариационного неравенства и оператора наблюдения (см. также [5]). При
достаточно малом εDc

α
второе из неравенств (52) будет всегда выполне-

но. Предположим, что оператор наблюдения задан следующим образом:
Dαy = (l1(y), ..., lk(y)), где lj : Y1 → R, j = 1, ..., k, — линейные непре-
рывные функционалы; Y1 = W s,2(Ω), Y0 = W σ,2(Ω), где s > σ. Тогда
εDc

α
≈ c1(c2/k)s−σ, т .е. дефект полноты оператора наблюдения Dc

α зави-
сит от свойств гладкости вложения Y c

1 ⊂ Y c
0 .

5 Частотные условия для устойчивости по наблюдени-
ям

Рассмотрим гибридную систему (15) — (18) при Ψ ≡ 0 как вариационное
уравнение первого порядка с многозначной нелинейностью. Для этого опре-
делим новые переменные:

y = (y, z), w = (w, v), ξ = (ξ, ζ), η = (η, ν), (53)

новые пространства:

Yj = Yj × Zj, j = −1, 0, 1, W = W × V, U = Ξ× Σ, (54)

операторные матрицы, зависящие от параметра:

A(q) =

(
A1(q) 0

0 A2(q)

)
, B(q) =

(
B1(q)

B2(q)

)
, C(q) =

(
C1(q) C2(q)

)
, (55)
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нелинейное многозначное отображение:

φ = (φ(·, ·, ·, q), g(·, ·, ·, q)) : R+ ×W → 2Ξ × Σ. (56)

Теперь можно переписать систему (15) — (18) в виде уравнения перво-
го порядка с многозначной нелинейностью в пространстве Y−1 следующим
образом:

ẏ = A(q)y + B(q)ξ, (57)

w(t) = C(q)y, ξ(t) ∈ φ(t,w(t), q). (58)

Тогда шкалы пространств наблюдений и пространств выходов для задачи
(57), (58) примут вид:

Sα = Sα × S̃α̃, Rβ = Rβ × R̃β̃, α = (α, α̃) ∈ R2, β = (β, β̃) ∈ R2, (59)

а шкалы операторов наблюдений и выходов запишутся так:

Dα =

(
Dα 0

0 D̃α̃

)
, Eα =

(
Eα 0

0 Ẽα̃

)
,

Mβ =

(
Mβ 0

0 M̃β̃

)
, Nβ =

(
Nβ 0

0 Ñβ̃

)
.

(60)

Ясно, что эти шкалы определяют линейные ограниченные операторы

Dα ∈ L(Y1,Sα), Eα ∈ L(U ,Sα),

Mβ ∈ L(Y1,Rβ), Nβ ∈ L(U ,Rβ), α, β ∈ R2.
(61)

Если {y(·), ξ(·)} — процесс вариационного уравнения (57), (58), α, β ∈
R2 — произвольные параметры шкалы, то функции наблюдения и выхода
данного уравнения будут выглядеть следующим образом:

s(·,α) = Dαy(·) + Eαξ(·), r(·,β) =Mβy(·) +Nβξ(·). (62)

Приведем определение класса нелинейностей для нашей задачи, записан-
ной в новых обозначениях (57) — (62).

Определение 5 Класс нелинейностей N(F ,G) для вариационного урав-
нения (57), (58), определенный с помощью квадратичных форм F(·, ·, q) и
G(·, ·, q) на Y1 × U × Q, состоит из всех отображений (56), для которых
выполнены следующие условия:

Электронный журнал. http://www.math.spbu.ru/diffjournal 47



Дифференциальные уравнения и процессы управления,N. 4, 2015

Для любого числа T > 0 и любых двух функций y(·) ∈ L2(0, T ;Y1) и
ξ(·) ∈ L2(0, T ;U) таких, что

ξ(t) ∈ φ(t, C(q)y(t), q) для п. в. t ∈ [0, T ], (63)

будет выполнено неравенство

F(y(t), ξ(t), q) ≥ 0 для п. в. t ∈ [0, T ], (64)

и существует непрерывная функция Φ : Y1 → R такая, что∫ t

s

G(y(τ), ξ(τ), q) ≥ Φ(C(q)y(t))−Φ(C(q)y(s)) для всех 0 ≤ s < t ≤ T. (65)

Далее нам потребуются дополнительные предположения относительно
вариационного уравнения (57), (58) для всех q ∈ Q.

(A4) Оператор A(q) ∈ L(Y1,Y−1) регулярен, т. е. для любых T > 0, y0 ∈ Y1,
ΨT ∈ Y1 и f ∈ L2(0, T ;Y0) решения прямой задачи

ẏ = A(q)y + f(t), y(0) = y0 для п. в. t ∈ [0, T ] (66)

и двойственной задачи

Ψ̇ = −A∗(q)Ψ + f(t), Ψ(T ) = ΨT для п. в. t ∈ [0, T ] (67)

сильно непрерывны по t в норме пространства Y1.

(A5) Пара (A(q),B(q)) L2-управляема, т. е. для любого y0 ∈ Y0 существует
управление ξ(·) ∈ L2(0,∞;U) такое, что задача

ẏ = A(q)y + B(q)ξ, y(0) = y0 (68)

является корректно поставленной на промежутке [0,+∞).

Определение 6 Вариационное уравнение (57), (58) называется абсолют-
но дихотомичным в классе N(F ,G) относительно выхода r(·,β), опреде-
ленного по формуле (62), если для любого процесса {y(·), ξ(·)} этого вариа-
ционного уравнения при y(0) = y0, ξ(0) = ξ0 верно следующее утверждение:
Либо функция y(·) не ограничена на промежутке [0,∞) в норме простран-
ства Y0, либо она ограничена в пространстве Y0 по этой норме и существу-
ют константы c1 и c2 (которые зависят только от A(q), B(q) и N(F ,G))
такие, что

||Mβy(·) +Nβξ(·)||2Rβ
≤ c1(||y0||2Y0 + c2). (69)
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Теорема 2 Предположим, что φ ∈ N(F ,G) и что для операторов A(q)
и B(q) выполнены условия (A4) и (A5). Пусть существует число µ > 0
такое, что выполнено частотное условие

F c(y, ξ, q) + Gc(y, ξ, q)− µ||Mc
βy +N c

βξ||2Rcβ ≤ 0,

∀(y, ξ) ∈ Yc1 × U c ∃ω ∈ R : iωy = Ac(q)y + Bc(q)ξ,
(70)

и функционал

J(y, ξ, q) =

∫ ∞
0

(
F c(y(τ), ξ(τ), q) + Gc(y(τ), ξ(τ), q)−

−µ||Mc
βy(τ) +N c

βξ(τ)||2Rcβ
)
dτ

(71)

ограничен сверху на множестве My0
= {y(·), ξ(·) : ẏ = A(q)y +

B(q)ξ, y(0) = y0, y(·) ∈ Mc
∞, ξ(·) ∈ L2(0,∞;U c)} для любого y0 ∈ Yc0.

Предположим также, что любой обобщенный потенциал Φ из класса нели-
нейностей N(F ,G) неотрицателен, и что существует константа c > 0
такая, что

Φ(C(q)y) ≤ c||y||2Y0, ∀y ∈ Y0. (72)

Тогда вариационное уравнение (57), (58) абсолютно дихотомично в классе
N(F ,G) относительно выхода r(·,β), определенного по формуле (62).

Доказательство Приведем схему доказательства теоремы 2. Эрмито-
ва форма F c + Gc, частотные условия и предположения теоремы позволя-
ют доказать, что существуют самосопряженный (вещественный) оператор
P = P ∗ ∈ L(Y−1,Y0) ∩ L(Y0,Y1) и число µ > 0 такие, что ([10])

(−Ay − Bξ, Py)−1,1 ≥ F(y, ξ, q) + G(y, ξ, q) + µ||Mβy +Nβξ||2Rβ
,

∀(y, ξ) ∈ Y1 × U .
(73)

Применяя данное неравенство к задаче (57), (58), записанной в виде (15) —
(18), с процессом {y(·), ξ(·)} и тестовой функцией Pη(t) = −Py(t) + y(t),
получим следующее неравенство

(ẏ(t), Py(t))−1,1 + F(y(t), ξ(t), q) + G(y(t), ξ(t), q) + Ψ(y(t), q)−
−Ψ(−Py(t) + y(t), q) + µ||Mβy(t) +Nβξ(t)||2Rβ

≤ 0, п. в. t ∈ [0, T ].
(74)

Теперь проинтегрируем неравенство (74) на произвольном промежутке 0 ≤
s < t с учетом условия (65). Введем функционал Ляпунова V(y) := (y, Py)0,
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где y ∈ Y0, и получим неравенство

V(y(t))−V(y(s)) + Φ(C(q)y(t))− Φ(C(q)y(s))+

+

∫ t

s

F(y(τ), ξ(τ), q)dτ +

∫ t

s

(Ψ(y(τ), q)−Ψ(−Py(τ) + y(τ), q))dτ+

+ µ

∫ t

s

||Mβy(τ) +Nβξ(τ)||2Rβ
dτ ≤ 0 для любых 0 ≤ s < t.

(75)

В силу теоремы Соболева о вложении можно считать, что функция y(t)
непрерывна. Определим новую функцию для t > 0:

W(t) := V(y(t)) + Φ(C(q)y(t)) +

∫ t

0

F(y(τ), ξ(τ), q)dτ+

+

∫ t

0

(Ψ(y(τ), q)−Ψ(−Py(τ) + y(τ), q))dτ.

(76)

Из выражения (75) следует, что для любых 0 ≤ s < t функция W(·) моно-
тонно убывающая:

W(t)−W(s) ≤ −µ
∫ t

s

||Mβy(τ) +Nβξ(τ)||2Rβ
dτ ≤ 0. (77)

Рассмотрим два случая. В первом случае предполагаем, что функция y(·)
ограничена в Y0 на [0,∞), тогда W(·) ограничена снизу и существует ее
предел при t→ +∞. Следовательно, верна оценка для любого t > 0:

µ

∫ t

0

||Mβy(τ) +Nβξ(τ)||2Rβ
dτ ≤W(0)− lim

t→+∞
W(t) ≤ c||y0||2Y0 + c̃, (78)

где c > 0, c̃ > 0 — константы. Во втором случае предполагаем, что W(t) →
−∞ при t→ +∞, тогда V(y(t))→ −∞ при t→ +∞, т. к. остальные члены
формулы (76) ограничены снизу. Следовательно, ||y(t)||Y0 →∞.

�

Построение определяющих наблюдений проводится на основе подхода [9],
[10]. Примеры дихотомичных вариационных уравнений можно найти в этих
же статьях.
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