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Аннотация.

Рассматривается нелинейная импульсная система и эквивалентная непре-
рывная нелинейная система, получаемая из исходной заменой импульсного
элемента его статической характеристикой. Изучается критический случай
одного нулевого корня характеристического уравнения линеаризованной си-
стемы, при котором асимптотическая устойчивость эквивалентной системы
определяется членами более высокого порядка. Показано, что из асимптоти-
ческой устойчивости эквивалентной системы следует асимптотическая устой-
чивость нелинейной импульсной системы.
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1 Постановка задачи

Рассмотрим нелинейную импульсную систему, описываемую функцио-
нально-дифференциальными уравнениями (1),(2).

ẋ = Ax + [b0 + b1(x, σ)]ξ + a(x, σ),

ζ̇ = ξ + α(x, σ),
(1)

σ = c∗x− ρζ, ξ = Mσ, (2)

где A ∈ Rm×m — гурвицева матрица, b1, a, α — непрерывные m-мерные
вектор-функции, b0, c ∈ Rm — постоянные векторы, ρ — постоянная величина,
все величины вещественны, ∗ — знак транспонирования. M — нелинейный
оператор, описывающий работу импульсного модулятора. ξ(t) — сигнал на
выходе импульсного модулятора , σ(t) — сигнал на входе. M отображает
каждую непрерывную на [0, +∞) в функцию σ(t) и последовательность {tn}
(n = 0, 1, 2, . . . ; t0 = 0), такие что

1) существуют такие положительные постоянные T и ϑ, что для всех n

верна оценка
ϑT ≤ tn+1 − tn ≤ T ; (3)

2) функция ξ(t) кусочно непрерывна и знакопостоянная на каждом про-
межутке [tn, tn+1);

3) tn зависит только от значений σ(τ) при τ ≤ tn, ξ(t) зависит только от
значений σ(τ) при τ ≤ t;

4) существует такая непрерывная и ограниченная на (−∞, +∞) функция
ϕ(σ), что при каждом n найдется t̃n ∈ [tn, tn+1), при котором среднее значение
n-го импульса

vn =
1

tn+1 − tn

tn+1∫
tn

ξ(t) dt

удовлетворяет соотношению

vn = ϕ(σ(t̃n)). (4)

Функция ϕ(σ) описывает статическую характеристику импульсного мо-
дулятора и обладает следующими свойствами:

ϕ(0) = ϕ′(0) = 0 при |σ| < δ, ϕ(σ) = k(|σ|)σ, где k(|σ|) > 0 при
σ 6= 0, k(0) = 0, k′(|σ|)σ → 0 при σ → 0.
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5)Если b1 6≡ 0, то существует такое ξ∗ > 0, что если |σ(t)| < δ при всех
t > 0, то и |ξ(t)| < ξ∗ при всех t > 0.

Свойствами 1)–5) обладает большинство из применяемых в технике ви-
дов модуляторов (широтно-импульсная модуляция первого и второго рода,
частотная модуляция первого и второго рода, амплитудная, комбинирован-
ная и др.)[1,2]

Если в (1),(2) ξ заменить на ϕ(σ), то получим непрерывную систему, ко-
торую назовем эквивалентной. В [3] было показано, что из устойчивости по
первому приближению эквивалентной системы вытекает при достаточно вы-
сокой частоте импульсации асимптотическая устойчивость импульсной систе-
мы (1),(2). Как известно [4], если характеристическое уравнение линеаризо-
ванной нелинейной системы имеет корни на мнимой оси, то асимптотическая
устойчивость нелинейной системы зависит от структуры нелинейных членов,
которыми в случае системы (1) являются a(x, σ), b1(x, σ), α(x, σ) и ϕ(σ).

Задача заключается в установлении условий, при которых состояние рав-
новесия x = 0, ζ = 0 системы (1),(2) асимптотически устойчиво.

2 Формулировка результата

Пусть в системе (1) функции a(x, σ), b1(x, σ), α(x, σ) непрерывны в области
‖x‖ < ε, |σ| < δ.

Предположим также выполнение условий

lim
‖x‖→0, |σ|<δ

‖α(x, σ)‖
‖x‖2 = 0, (5)

lim
‖x‖→0, |σ|<δ

‖a(x, σ)‖
‖x‖

= 0, (6)

lim
‖x‖→0, |σ|<δ

‖b1(x, σ)‖
‖x‖

= 0, (7)

Для исследования устойчивости системы (1),(2) воспользуемся методом
усреднения [5]. Для этого введем функции v(t) = vn при t ∈ [tn, tn+1)

(n = 0, 1, 2, . . .) и u(t) =

t∫
0

[ξ(λ)− v(λ)] dλ.
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Сделав в уравнениях (1),(2) замену

x = y + b0u,

ζ = η + u
(8)

получим систему уравнений

ẏ = Ay + Ab0u + a(x, σ) + b1(x, σ)ξ + b0v,

η̇ = v + α(x, σ),
(9)

где
σ = c∗y − ρη − æu, æ = ρ− c∗b0 (10)

Здесь и далее под x понимаем выражение (8).
Предположим, что

ρ > 0 (11)

и рассмотрим функцию Ляпунова

V (y, η) = y∗Hy +
ρη2

2
, (12)

где положительно-определенная матрица H является решением уравнения
Ляпунова A∗H + HA = −I, в котором I— единичная m×m матрица.

Производная по времени V̇ , взятая в силу системы (9), имеет вид

V̇ = −‖y‖2 + 2y∗HAb0u + 2y∗Hb0v + 2y∗Hb1(x, σ)ξ+

+2y∗Ha(x, σ) + ρηv + ρηα(x, σ)

Будем чертой сверху обозначать "замороженные"функции, которые на про-
межутках [tn, tn+1) принимают значения, вычисленные в точке t̃n. Например,
σ(t) = σ(tn) при tn ≤ t < tn+1. (n = 0, 1, 2, . . .)

Согласно (4) справедливо соотношение

v = ϕ(σ) = k(|σ|)σ

Отсюда следует представление

σ =
v

k(|σ|)
(13)

Из (10) и (13) вытекает равенство:

ρηv = c∗yv − σv − æuv =

= c∗yv − (σ − σ)v − v2

k(|σ|)
− æuv
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В силу которого V̇ примет вид

V̇ = −‖y‖2 − v2

k(|σ|)
+ M,

где
M = 2y∗H(Ab0u + b0v) + 2y∗Hb1(x, σ)ξ+

+2y∗Ha(x, σ) + c∗yv − (σ − σ)v − æuv+

+c∗yα− σα− æuα

Поскольку k(|σ|) → 0 при |σ| → 0, то k(|σ|) < δ′(δ0) при |σ| ≤ δ0, где
δ′(δ0) → 0 при δ0 → 0 и для V̇ получаем оценку

V̇ = −‖y‖2 − 1

δ′(δ0)
v2 + M, (14)

При достаточно малом δ0 коэффициент при v2 в (14) будет сколь угодно
большим и будет мажарировать члены с v2, возникающие при оценке M.

Преобразуем M следующим образом
M = M1 + M2 + . . . + M9, где

M1 = 2y∗H(Ab0u + b0v),

M2 = 2y∗Hb1(x, σ)ξ,

M3 = 2y∗Ha(x, σ),

M4 = c∗yv,

M5 = æuv,

M6 = c∗yα,

M7 = æuα,

M8 = σα,

M9 = (σ − σ)v.

Как будет показано ниже, члены M1 . . . M8 оцениваются через ‖y‖2 + |v|2,

а M9 допускает интегральную оценку через
tn+1∫
tn

(‖y‖2 + |v|2)dt.

В работе [5] доказано, что u(t) и v(t) связаны соотношением

|u(t)| ≤ T |v(t)| (15)

Для того, чтобы оценить величину M, оценим ее слагаемые.
В силу (15) имеет место неравенство
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M1 ≤
µ

3
‖y∗H‖2 +

3

µ
‖Ab0u + b0v‖2 ≤ µ

3
‖y∗H‖2+

+
6

µ
[‖Ab0‖2T 2 + ‖b0‖2]v2,

где µ — положительный параметр, который будет выбран ниже
В силу (5),(6),(7) и (15) справедливы следующие оценки:

‖a‖ ≤ δ1(ε0)‖y + b0u‖ ≤ δ1(ε0)‖y‖+ δ1(ε0)‖b0‖Tv,

где ‖x‖ ≤ ε0 < ε, δ1(ε0) → 0 при ε0 → 0.

Отсюда вытекают неравенства:

‖a‖2 ≤ 2δ1(ε0)[‖y‖2 + ‖b0‖2T 2v2],

‖b1‖2 ≤ 2δ2(ε0)[‖y‖2 + ‖b0‖2T 2v2],

‖α‖ ≤ 2δ3(ε0)‖x‖2,

(16)

где δ1(ε0), δ2(ε0), δ3(ε0) → 0 при ε0 → 0.

Согласно (16) имеют место соотношения

|M2| ≤
µ

3
|y∗H‖2 +

3

µ
‖b1(x, σ)ξ‖2 ≤

≤ µ

3
‖y∗H‖2 +

6

µ
δ2(ε0)|ξ∗|2(‖y‖2 + ‖b0‖2T 2v2),

|M3| ≤
µ

3
‖y∗H‖2 +

3

µ
‖a(x, σ)‖2 ≤

≤ µ

3
‖y∗H‖2 +

6

µ
δ1(ε0)(‖y‖2 + ‖b0‖2T 2v2),

|M4| ≤
µ

2
‖c∗‖2‖y‖2 +

1

2µ
v2,

|M5| ≤ æTv2,

|M6| ≤ ‖c∗y‖δ3(ε0)‖x‖2 ≤ δ3(ε0)ε0‖c∗‖‖y‖‖y + b0u‖ ≤

≤ δ3(ε0)ε0‖c∗‖‖y‖[‖y‖+ ‖b0‖T |v|] ≤

≤ δ3(ε0)ε0‖c∗‖
[
‖y‖2 + ‖b0‖2T 2

(
µ

2
‖y‖2 +

1

2µ
v2

)]
,

|M7| ≤ æTδ3(ε0)|v| ‖x‖2 ≤ æTδ3(ε0)ε0|v| ‖y + b0u‖ ≤
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≤ æTδ3(ε0)ε0|v| [‖b0‖T |v|+ ‖y‖] ≤ æTδ3(ε0)ε0

[
T‖b0‖v2+

+
µ‖y‖2

2
+

1

2µ
v2

]
,

|M8| ≤ |σ|δ3(ε0)‖x‖2 ≤ 2δ0δ3(ε0)[‖y‖2 + ‖b0‖2T 2v2],

где |σ| ≤ δ0 < δ.

Оценим последнее слагаемое:

|M9| ≤
µ

2
|σ − σ|2 +

1

2µ
v2

При помощи полученных неравенств оценим теперь величину M следующим
образом:

M ≤ F1(δ1(ε0), δ2(ε0), δ3(ε0), µ, δ0)‖y‖2+

+F2(δ1(ε0), δ2(ε0), δ3(ε0), µ, δ0)v
2 + F3(µ)|σ − σ|2,

(17)

где

F1(δ1(ε0), δ2(ε0), δ3(ε0), µ, δ0) = µ‖H‖2 +
6

µ

[
δ2(ε0)|ξ∗|2 + δ1(ε0)

]
+

+‖c‖2µ

2
+ δ3(ε0)ε0‖c‖

[
‖b0‖2T 2µ

2
+ 1

]
+ 2δ0δ3(ε0) + æTδ3(ε0)ε0

µ

2
,

F2(δ1(ε0), δ2(ε0), δ3(ε0), µ, δ0) =
6

µ

[
‖Ab0‖2T 2 + ‖b0‖2 + δ2(ε0)|ξ∗|2‖b0‖2T 2+

+δ1(ε0)‖b0‖2T 2
]

+ æT +
1

µ
+ δ3(ε0)ε0‖c∗‖ ‖b0‖2T 2 1

2µ
+

+2δ3(ε0)δ0‖b0‖2T 2 + æδ3(ε0)ε0T

[
‖b0‖T +

1

2µ

]
,

F3(µ) =
µ

2

Известно [5], что для любой абсолютно непрерывной функции ζ с ζ̇ ∈ L2[α, β]
и любого t̃ ∈ [α, β] справедливо неравенство Виртингера

β∫
α

[ζ(t̃)− ζ(t)]2 dt ≤ 4(α− β)2

π2

β∫
α

|ζ̇(t)|2 dt, (18)

С помощью этого неравенства оценим выражение

Sn =

tn+1∫
tn

|σ − σ|2dt (19)
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Из (10) имеем:
Sn ≤ S1

n + S2
n + S3

n,

где

S1
n = 3

tn+1∫
tn

|c∗y(t̃n)− c∗y(t)|2dt,

S2
n = 3

tn+1∫
tn

|ρη(t)− ρη(t̃n)|2dt,

S3
n = 3

tn+1∫
tn

æ2|u(t)− u(t̃n)|2dt,

В силу (9) и (18) S1
n оценивается следующим образом

S1
n ≤

12T 2

π2

tn+1∫
tn

|c∗ẏ|2dt ≤

≤ 12T 2

π2

tn+1∫
tn

|c∗Ay + c∗Ab0u + c∗b0v + c∗b1(x, σ)ξ + c∗a(x, σ)|2dt

Отсюда и из неравенства (16) получаем соотношение

S1
n ≤ G1

1(δ1(ε0), δ2(ε0))

tn+1∫
tn

‖y‖2dt + G1
2(δ1(ε0), δ2(ε0))

tn+1∫
tn

v2dt,

где

G1
1(δ1(ε0), δ2(ε0)) =

60T 2

π2

[
‖c∗A‖2 + 2δ2(ε0)‖c‖2|ξ∗|2 + 2δ1(ε0)‖c‖2

]
,

G1
2(δ1(ε0), δ2(ε0)) =

60T 2

π2

[
|c∗Ab0|2T 2 + |c∗b0|2+

+2‖c‖2‖b0‖2T 2
(

δ2(ε0)|ξ∗|2 + δ1(ε0)

)]
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Аналогичным образом получаем неравенство

S2
n ≤

12T 2

π2

tn+1∫
tn

|ρη̇|2dt ≤ 12T 2ρ2

π2

tn+1∫
tn

[v + α(x, σ)]2dt ≤

≤ 24T 2ρ2

π2

tn+1∫
tn

[v2 + δ3(ε0)ε
2
0‖y + b0u‖2]dt ≤

≤ G2
1

tn+1∫
tn

‖y‖2dt + G2
2

tn+1∫
tn

v2dt,

где

G2
1(δ3(ε0)) =

48T 2ρ2δ3(ε0)ε
2
0

π2

G2
2(δ3(ε0)) =

24T 2ρ2

π2 [1 + 2δ3(ε0)ε
2
0‖b0‖2T 2],

а также оценку

S3
n ≤ G3

2

tn+1∫
tn

v2dt,

где G3
2 = 12æ2T 2.

Таким образом, имеем следующую оценку величины (19)

Sn ≤
[
G1

1(δ1(ε0), δ2(ε0)) + G2
1(δ3(ε0))

] tn+1∫
tn

‖y‖2dt+

+
[
G1

2(δ1(ε0), δ2(ε0)) + G2
2(δ3(ε0)) + G3

2
] tn+1∫

tn

v2dt

Из полученной оценки для Sn и неравенства (17) следует соотношение:

tn+1∫
tn

M ≤ L1(δ1(ε0), δ2(ε0), δ3(ε0), µ, δ0)

tn+1∫
tn

‖y‖2dt+

+L2(δ1(ε0), δ2(ε0), δ3(ε0), µ, δ0)

tn+1∫
tn

v2dt,

(20)
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где
L1(δ1(ε0), δ2(ε0), δ3(ε0), µ, δ0) = F1(δ1(ε0), δ2(ε0), δ3(ε0), µ, δ0)+

+F3(µ)
[
G1

1(δ1(ε0), δ2(ε0)) + G2
1(δ3(ε0))

]
L2(δ1(ε0), δ2(ε0), δ3(ε0), µ, δ0) = F2(δ1(ε0), δ2(ε0), δ3(ε0), µ, δ0)+

+F3(µ)
[
G1

2(δ1(ε0), δ2(ε0)) + G2
2(δ3(ε0)) + G3

2
]

Из (14) и (20) получаем соотношение

tn+1∫
tn

V̇ dt ≤ −
tn+1∫
tn

‖y‖2dt− 1

δ′(δ0)

tn+1∫
tn

|v|2dt+

+L1(δ1(ε0), δ2(ε0), δ3(ε0), µ, δ0)

tn+1∫
tn

‖y‖2dt+

+L2(δ1(ε0), δ2(ε0), δ3(ε0), µ, δ0)

tn+1∫
tn

|v|2dt

(21)

Введем обозначения: yn = y(tn), ηn = η(tn), Vn = V (y(tn), η(tn)).

Из (21) вытекает следующее неравенство

Vn+1 − Vn ≤ (−1 + L1(δ1(ε0), δ2(ε0), δ3(ε0), µ, δ0)

tn+1∫
tn

‖y‖2dt+

+(− 1

δ′(δ0)
+ L2(δ1(ε0), δ2(ε0), δ3(ε0), µ, δ0)

tn+1∫
tn

|v|2dt

(22)

Выберем µ таким образом, чтобы 1 > L1(0, 0, 0, 0), и будем считать, что
δ0 и ε0 столь малы, что
λ1 = 1− L1(δ1(ε0), δ2(ε0), δ3(ε0), µ, δ0) > 0,

λ2 =
1

δ′(δ0)
− L2(δ1(ε0), δ2(ε0), δ3(ε0), µ, δ0) > 0.

Тогда неравенство (22) примет вид

Vn+1 + λ1

tn+1∫
tn

‖y‖2dt + λ2

tn+1∫
tn

|v|2dt ≤ Vn
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Просуммировав по n от 0 до N − 1, получаем для произвольного N равно-
мерную относительно N оценку

VN + λ1

tN∫
0

‖y‖2dt + λ2

tN∫
0

|v|2dt ≤ V0 (23)

Воспользуемся этим неравенством для доказательства устойчивости по
Ляпунову.

Согласно (8) y(0) = x(0), η(0) = ζ(0).

Поэтому из (23) вытекает, что при всех n справедливо соотношение

‖yn‖+ |ηn| ≤ ν(ν0), (24)

причем ν(ν0) → 0 при ν0 = ‖x(0)‖+ |ζ(0)| → 0.

Оценим теперь ‖y(t)‖ и |η(t)| при tn < t < tn+1.

Введя вектор-функцию

z(t) =

∥∥∥∥ y(t)

η(t)

∥∥∥∥
запишем при tn < t < tn+1 систему (9) в виде

ż = Φ, (25)

где ‖Φ‖ оценивается следующим образом

‖Φ‖ ≤ λ3‖z‖+ λ4|vn|, (26)

где постоянные λ3 и λ4 не зависят от n.

Из (23) вытекает неравенство λ2(tn+1 − tn)v
2
n ≤ V0.

Отсюда, согласно (3)

v2
n ≤

V0

ϑTλ2
(27)

В силу (25) и (26) справедливо неравенство

‖Φ‖ ≤ λ3‖z‖+ λ0, (28)

где λ0 → 0 при ν0 → 0.
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Проинтегрировав (25), получим равенство

z(t) = z(tn) +

t∫
tn

Φdt

Отсюда в силу (28) вытекает оценка

‖z(t)‖ = ‖z(tn)‖+ λ0T + λ3

t∫
tn

‖z‖dt

Согласно (24) следует неравенство

‖z‖ ≤ µ0 + λ3

t∫
tn

‖z‖dt,

где µ0 = ν(ν0) + λ0T.

Обозначив правую часть этого неравенства через p(t), получим соотно-
шение

ṗ = λ3‖z‖ ≤ λ3p

Отсюда вытекает оценка

p(t) ≤ eλ3Tp(tn) = eλ3Tµ0

Таким образом получим неравенство

‖z(t)‖ ≤ eλ3Tµ0,

из которого следует, что ‖y(t)‖+ |η(t)| → 0 при |ζ(0)|+ ‖x(0)‖ → 0.

В силу (8) устойчивость по Ляпунову состояния равновесия x = 0, ζ = 0
доказана.

Покажем теперь, что ‖x(t)‖, |ζ(t)| → 0 при t → +∞, если ‖x(0)‖, |ζ(0)|
достаточно малы.

В силу (23) справедливы свойства

‖y‖ ∈ L2[0, +∞), v ∈ L2[0, +∞) (29)
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Поскольку функция v(t) постоянна на промежутке [tn, tn+1), то из (3) и (29)
вытекает асимптотика

v(t) → 0 при t → +∞ (30)

Следовательно, согласно (15) и u(t) → 0 при t → +∞. В силу доказанного
выше ‖y(t)‖ и |v(t)| равномерно ограничены. Отсюда в силу уравнения (9)
вытекает равномерная ограниченность ‖ẏ‖. Поэтому согласно (29) справед-
ливо свойство

‖y(t)‖ → 0 при t → +∞ (31)

В силу (30), (11), (10) и свойств функции k(|σ|) следует соотношение

η(t̃n) → 0 при t̃ → +∞ (32)

Убедимся, что
η(t) → 0 при t → +∞ (33)

Предположим, что существует такое q > 0 и такая последовательность t′nk
,

что t′nk
∈ [tnk

, tnk+1
), t′nk

→ +∞ и |η(t′nk
)| > q.

По формуле конечных преращений запишем η(t′nk
) следующим образом

η(t′nk
) = η(t̃nk

) + η̇(t̂nk
)(t′nk

− t̃′nk
), где t̂nk

∈ [tnk
, t̃nk

].

Согласно (9), (30) и (5) справедливо свойство

η̇(t̂nk
) → 0 при t̂nk

→ +∞

Поэтому и в силу (32) и (3) получаем, что

η(t′nk
) → 0 при t′nk

→ +∞,

что противоречит предположению.
В силу (8), (30), (31)

x(t) → 0 при t → +∞ (34)

Из (33), (31) и (30) вытекает соотношение

σ(t) → 0 при t → +∞

Отсюда и в силу соотношений (2) и (34)

ζ(t) → 0 при t → +∞
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Таким образом доказано следующее утверждение
Теорема. Пусть матрица A — гурвицева, выполнены свойства 1)–5) и

условия (5),(6),(7) и (11)

Тогда состояние равновесия x = 0, ζ = 0 системы (1),(2) асимптотически
устойчиво.
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