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Аннотация

Система обыкновенных дифференциальных уравнений порождает одно-
параметрическую группу сдвигов вдоль решений и допускает множество

преобразований симметрии, которое не вкладывается в конечнопараметри-
ческую группу. У системы с управлением, как правило, обратная картина:
множество преобразований сдвигов вдоль решений имеет функциональную

мощность, а единственным преобразованием симметрии является тожде-
ственное. Обсуждается класс групповых систем, для которых, несмотря
на функциональную мощность множества решений, преобразования сдви-
гов принадлежат конечнопараметрической группе. Обсуждается также под-
класс групповых систем — L–системы, допускающих группу преобразова-
ний, количество параметров у которой совпадает с размерностью простран-
ства состояний.
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(проект 02–01–00697) и Совета Программ поддержки ведущих научных школ (грант 00–15–96137).
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Функции, участвующие в дальнейших построениях, если специально
не оговорено, считаются достаточно гладкими. Рассуждения, определения,
утверждения — локальны: справедливы в некоторой области пространства
состояний или пространства (время–состояние).

Глава I. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

1. Обыкновенные дифференциальные уравнения

в нормальном виде. Группа сдвигов вдоль решений

Рассматривается система дифференциальных уравнений

ẋ = ϕ(t, x), x ∈ Rn, (1.1)

ẋ — производная от x по независимой переменной t. Введем некоторые свя-
занные с системой (1.1) понятия. Предполагаем, что в некоторой области
система (1.1) удовлетворяет условиям существования и единственности ре-
шений, т.е. через начальную точку (t0, x0), принадлежащую области, про-
ходит единственное решение

x = f(t, t0, x0). (1.2)

Для вектор–функции f(·, ·, ·) выполняется тождество

f(t0, t0, x0) = x0,

из которого следует равенство

det

∥∥∥∥∥ ∂f i(t, t0, x0)

∂xk
0

∣∣∣∣
t=t0

∥∥∥∥∥ = 1,

а на некотором интервале t ∈ [t0, t1] справедливо условие

det

∥∥∥∥∂f i(t, t0, x0)

∂xk
0

∥∥∥∥ 6= 0. (1.3)

Введем оператор дифференцирования по t в силу системы (1.1)

X0 =
∂

∂t
+

n∑
k=1

ϕk(t, x)
∂

∂xk
. (1.4)

Если подходить к оператору (1.4) как к инфинитезимальному оператору
однопараметрической группы [1, 2], то для построения соответствующей
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оператору (1.4) группы требуется решить автономную систему (независи-
мая переменная a — групповой параметр)

dt

da
= 1, t(0) = t0,

dx

da
= ϕ(t, x), x(0) = x0.

С учетом обозначения (1.2) решение имеет вид

t = t0 + a,

x = f(t0 + a, t0, x0).
(1.5)

Группа (1.5) есть однопараметрическое семейство преобразований, перено-
сящих каждую начальную точку (t0, x0) вдоль проходящего через эту точку
решения в текущую точку (t, x). Как видно из (1.5), групповой параметр a
совпадает с интервалом a = t − t0 изменения независимой в системе (1.1)
переменной t.

Определение 1.1. Однопараметрическая группа преобразований (1.5)
называется группой сдвига пространства Rn+1(t, x) вдоль решений си-
стемы (1.1). Входящая в (1.5) функция f(·, ·, ·) определена общим решением
(1.2) системы (1.1).

Если система (1.1) является автономной (∂ϕ/∂t = 0)

ẋ = ϕ(x), x ∈ Rn, (1.6)

то ее общее решение (1.2) имеет вид [3]

x = f(t− t0, x0), (1.7)

а группа сдвигов (1.5) —

t = t0 + a,

x = f(a, x0).
(1.8)

Отметим, что в автономном случае группа (1.8) преобразует перемен-
ные t и x независимо друг от друга (ср. с (1.5)). Множество преобразований
x = f(a, x0) само по себе является группой, порожденной оператором

X0 =
n∑

k=1

ϕk(x)
∂

∂xk
. (1.9)
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Приведем еще один класс систем, для которых группа сдвигов (1.5)
преобразует переменные t и x независимо друг от друга:

ẋ = ϕ(x)u(t), x ∈ Rn, u ∈ R1. (1.10)

Переход к новой независимой переменной s =
∫
u(t)dt = ψ(t) придает систе-

ме (1.10) автономный вид (1.6), и в переменных s, x системе соответствует
группа сдвигов (1.8):

s = s0 + a,

x = f(a, x0).

Возврат к исходной переменной t приводит к группе сдвигов

t = f 0(a, t0) = ψ−1(a+ ψ(t0)),

x = f(a, x0)
(1.11)

вдоль решений системы (1.10). Как и в случае системы (1.6), множество
преобразований x = f(a, x0) является группой, порожденной оператором
(1.9). Отметим, что при естественном обобщении системы (1.10)

ẋ = ϕ1(x)u
1(t) + ϕ2(x)u

2(t), x ∈ Rn, u1 ∈ R1, u2 ∈ R1 (1.12)

ситуация усложняется. Операторы X1 и X2, построенные при помощи функ-
ций ϕ1(x), ϕ2(x) (см. (1.9)), порождают две однопараметрические группы
x = f1, 2(a1, 2, x0) преобразований. Но эти преобразования могут вклады-
ваться в некоторую конечнопараметрическую группу (см. раздел 6) — груп-
пу сдвигов вдоль решений системы (1.12), а может, что типичнее, — нет

(см. пример 5.1).

Пример 1.1. Линейная система

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn (1.13)

обладает общим решением (1.2)

x = Φ(t, t0)x0, (1.14)

где Φ(t, t0) — переходная матрица системы. Общее решение (1.14) поро-
ждает группу сдвигов (1.5)

t = t0 + a,

x = Φ(t0 + a, t0)x0
(1.15)
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вдоль решений системы (1.13). В автономном случае (A = const) общее
решение принимает вид (1.7)

x = eA(t−t0)x0, (1.16)

а группа сдвигов — вид (1.8)

t = t0 + a,

x = eAax0.
(1.17)

2. Обыкновенные дифференциальные уравнения

в нормальном виде. Группа симметрий

Систему (1.1) запишем более подробно

dx

dt
= ϕ(t, x), x ∈ Rn. (2.1)

Рассмотрим однопараметрическую группу преобразований простран-
ства Rn+1(t, x) (τ ∈ R1 — групповой параметр) [1, 2]

t̂ = g0(t, x, τ),

x̂ = g (t, x, τ).
(2.2)

Группе соответствует оператор

Y = ξ(t, x)
∂

∂t
+

n∑
k=1

ηk(t, x)
∂

∂xk
, (2.3)

где функции ξ(t, x) и ηk(t, x) связаны с уравнениями группы (2.2) следую-
щим образом

ξ(t, x) =
∂g0(t, x, τ)

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

, ηk(t, x) =
∂gk(t, x, τ)

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

. (2.4)

Для обратного перехода — от оператора (2.3) к группе (2.2) — нужно

составить автономную систему уравнений

dt̂

dτ
= ξ(t̂, x̂),

dx̂k

dτ
= ηk(t̂, x̂)

(2.5)
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и решить ее при начальных условиях

t̂(0) = t,

x̂(0) = x.
(2.6)

Определение 2.1. Группа (2.2) называется группой симметрий —
допускаемой группой — системы (2.1), если замена переменных (2.2) в
системе (2.1) приводит к системе

dx̂

dt̂
= ϕ(t̂, x̂) (2.7)

с такой же вектор–функцией ϕ(t̂, x̂) в правой части, что и в (2.1). Оператор
(2.3), соответствующий группе симметрий (2.2), называется оператором
симметрий — допускаемым оператором — системы (2.1).

Из определения 2.1 следует, что если взять любое решение x = f(t) си-
стемы (2.1), применить к нему какое–нибудь преобразование группы сим-
метрий (2.2), из уравнения t̂ = g0(t, f(t), τ) выразить t = t(t̂, τ) и под-
ставить в x̂ = g(t, f(t), τ), то результат вычислений x̂(t̂, τ) будет удовле-
творять такой же по виду системе (2.5), как и исходная (2.1), т.е. любое
решение системы (2.1) в результате преобразований группы (2.2) перехо-
дит в решение той же системы.

Для получения условий, связывающих правую часть ϕ(t, x) системы
(2.1) и функции ξ(t, x), ηk(t, x), определяющие группу симметрий (2.2),
представим систему (2.7) в виде dx̂ = ϕ(t̂, x̂)dt̂, применим к обеим частям
этого соотношения оператор (∂/∂τ)|τ=0, воспользуемся обозначениями (2.4)
и начальными условиями (2.6), разделим полученное равенство на dt, после
раскрытия производных по dt приходим к результату [1, 2]

∂ηi

∂t
+

n∑
k=1

ϕk ∂η
i

∂xk
= ξ

∂ϕi

∂t
+

n∑
k=1

ηk ∂ϕ
i

∂xk
+ ϕi

(
∂ξ

∂t
+

n∑
k=1

ϕk ∂ξ

∂xk

)
. (2.8)

С использованием обозначения [X0, Y ] для коммутатора операторов (1.4) и
(2.3) равенству (2.8) можно придать более компактный вид

[X0, Y ] = (X0ξ)X0. (2.9)

Опишем всю совокупность операторов симметрий (2.3), допускаемых
системой (2.1). При помощи соотношений (2.8), (2.9) легко проверяются
следующие утверждения.
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Предложение 2.1. Совокупность операторов симметрий (2.3) является
алгеброй Ли: если операторы Y1 и Y2 удовлетворяют (2.9), то операторы
c1Y1 + c2Y2 (c1, c2 = const) и [Y1, Y2] также удовлетворяют (2.9).

Предложение 2.2. При любой функции ξ(t, x) оператор ξ(t, x)X0, где
X0 определен равенством (1.4), допускается системой (2.1), т.е. оператор
Y = ξ(t, x)X0 удовлетворяет соотношению (2.9).

Группа (2.2), соответствующая оператору ξ(t, x)X0, “тиражирует”ре-
шения, перемещая каждое решение вдоль него же.

Рассмотрим частный случай групп симметрий (2.2)

t̂ = t,

x̂ = g (t, x, τ).
(2.10)

— независимая переменная t преобразуется тождественно. Таким группам
соответствует оператор (2.3) с ξ(t, x) = 0 (см. (2.4))

Y ∗ =
n∑

k=1

θk(t, x)
∂

∂xk
. (2.11)

Условия симметрии (2.8), (2.9) при ξ(t, x) = 0 принимают вид

∂θi

∂t
+

n∑
k=1

ϕk ∂θ
i

∂xk
=

n∑
k=1

θk ∂ϕ
i

∂xk
, (2.12)

[X0, Y
∗] = 0. (2.13)

Из предложений 2.1 и 2.2 следует

Предложение 2.3. Каждой группе симметрий (2.2) можно сопоста-
вить группу симметрий (2.10) с тождественным преобразованием пере-
менной t. Соответствующие группам симметрий (2.2) и (2.10) операторы
(2.3), (2.11) связаны соотношением Y ∗ = Y − ξ(t, x)X0, где X0 — оператор

(1.4). Для коэффициентов операторов это соотношение влечет равенство
θk = ηk − ξϕk.

Справедливо и обратное утверждение

Предложение 2.4. Каждой группе симметрий (2.10) с тождествен-
ным преобразованием переменной t можно сопоставить совокупность групп

симметрий (2.2). Соответствующие группам симметрий операторы (2.11),
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(2.3) связаны соотношением Y = Y ∗ + ξ(t, x)X0, где ξ(t, x) — произвольная

функция.

Совокупность операторов симметрий Y ∗, удовлетворяющих условиям
(2.12), (2.13), определяется полным набором w1(t, x), . . . , wn(t, x) функцио-
нально независимых первых интегралов системы (2.1):

X0w
i =

∂wi

∂t
+

n∑
k=1

ϕk(t, x)
∂wi

∂xk
= 0, i = 1, n, (2.14)

det

∥∥∥∥∂wi(t, x)

∂xk

∥∥∥∥ 6= 0, (2.15)

{X0w = 0} ⇒ {w = F (w1, . . . , wn)}. (2.16)

Если известно общее решение (1.2) системы (2.1) (системы (1.1)), то в ка-
честве такого набора w1(t, x), . . . , wn(t, x) можно взять результат решения
системы (1.2) относительно x0: w

i(t, x) = xi
0 = f i(t0, t, x). Дифференциро-

вание тождества wi(t, f(t, t0, x0)) ≡ xi
0 по t приводит к условию (2.14) для

первого интеграла. Дифференцирование тождества f i(t, t0, w(t, x)) ≡ xi по

xk приводит к факту взаимообратности матриц ‖∂f i/∂xj
0‖ и ‖∂wj/∂xk‖,

а с учетом (1.3) к условию (2.15) функциональной независимости первых
интегралов wi.

Приведем с доказательством результат, определяющий все множество
групп симметрий (2.10) с тождественным преобразованием переменной t.

Предложение 2.5. Совокупность операторов симметрий (2.11) (t пре-
образуется тождественно) представляется выражением

Y ∗ =
n∑

j,k=1

F j(w1, . . . , wn)θk
j (t, x)

∂

∂xk
, (2.17)

где w1(t, x), . . . , wn(t, x) — функционально независимые первые интегралы

системы (2.1), матрица ‖θk
j (t, x)‖ является обратной к матрице ‖∂wj/∂xk‖,

F 1, . . . , F n — произвольные функции своих аргументов.

© Введем обозначения ζj
k = ∂wj/∂xk и θk

j (t, x) для элементов матрицы

обратной к ‖ζj
k‖, т.е. выполняется

n∑
j=1

ζj
kθ

l
j = δl

k. (2.18)
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Продифференцируем (2.14) по xl, полученный результат умножим на θα
i θ

l
β,

просуммируем по индексам i и l, с учетом (2.18) и следствия из него

n∑
j=1

(
∂ζj

k

∂z
θl
j + ζj

k

∂θl
j

∂z

)
= 0 (2.19)

(z — одна из переменных t, x1, . . . , xn) получим

∂θα
β

∂t
+

n∑
k=1

ϕk
∂θα

β

∂xk
=

n∑
k=1

θk
β

∂ϕα

∂xk
. (2.20)

Сравнение этого результата с (2.12) приводит к выводу, что операторы

Y ∗
β =

n∑
k=1

θk
β(t, x)

∂

∂xk
, β = 1, n, (2.21)

допускаются системой (2.1). Так как вследствие (2.15), (2.18) справедливо
неравенство det ‖θk

β‖ 6= 0, то для произвольного оператора Y ∗ =
∑
θi∂/∂xi

найдутся такие функции F j(t, x), что выполняются соотношения

θi =
n∑

j=1

F jθi
j, Y ∗ =

n∑
j=1

F jY ∗
j . (2.22)

Подстановка (2.22) в (2.13) приводит с учетом [X0, Y
∗
j ] = 0, (2.15) и (2.18)

к эквивалентному (2.13) уравнению X0F
j = 0, т.е. для операторов симмет-

рий функции F j(t, x) в (2.22) — первые интегралы системы (2.1), что и
доказывает с учетом (2.16) требуемый результат (2.17).

⊗
Предложение 2.6. Множество преобразований симметрии, определен-

ных операторами (2.17), нельзя вложить в конечнопараметрическую груп-
пу.

© Для доказательства требуется показать, что множество операторов
(2.17) не вкладывается в конечномерную алгебру Ли. Рассмотрим один из
операторов симметрий (2.21), например, Y ∗

1 и введем бесконечную серию

операторов симметрий (в силу предложения 2.5)

Ỹm = (w)mY ∗
1 , m = 0, 1, 2, · · · ,

где w — один из первых интегралов, участвующих в построении опера-
торов симметрий (2.17), (w)m — w в степени m. Серия операторов Ỹm

не вкладывается в конечномерное линейное векторное пространство, иначе
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для некоторого номера m = M > 0 с постоянными ck, cM 6= 0 выполнялось
бы равенство

M∑
k=0

ckỸk = 0

и ему эквивалентное
M∑

k=0

ck(w)k = 0

следствием которого является соотношение w ≡ const, противоречащее
условию (2.15) функциональной независимости первых интегралов. Так как
серия операторов Ỹm не вкладывается в конечномерное линейное векторное

пространство, то — и в конечномерную алгебру Ли.
⊗

Объединение результатов предложений 2.4 — 2.6 приводит к оконча-
тельному результату этого пункта.

Теорема 2.1. Множество однопараметрических групп симметрий (2.2)
системы (2.1) определяется множеством операторов симметрий (2.3)

Y = ξ(t, x)X0 +
n∑

j,k=1

F j(w1, . . . , wn)θk
j (t, x)

∂

∂xk
, (2.23)

где X0 — оператор (1.4), ξ(t, x) и F j(w1, . . . , wn) — произвольные функ-
ции своих аргументов, w1(t, x), . . . , wn(t, x) — функционально независи-
мые первые интегралы системы (2.1), матрица ‖θk

j (t, x)‖ является обрат-
ной к матрице ‖∂wj/∂xk‖. Множество преобразований симметрии, опре-
деленных при помощи (2.5), (2.6) операторами (2.23), нельзя вложить в
конечнопараметрическую группу.

Пример 2.1. Для линейной системы (1.13) из примера 1.1 по общему
решению (1.14) вычисляется полный набор первых интегралов

wj(t, x) =
n∑

k=1

Φj
k(t0, t)x

k, j = 1, n, (2.24)

где Φj
k — элементы переходной матрицы Φ, вместо t0 можно подставить

любое число. В соответствии с теоремой 2.1 по первым интегралам (2.24)
вычисляется матрица ‖∂wj/∂xk‖= ‖Φj

k(t0, t)‖ и ей обратная ‖θk
j (t, x)‖ =

‖Φk
j (t, t0)‖. Формула (2.23) определяет всю совокупность операторов сим-
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метрий линейной системы (1.13)

Y = ξ(t, x)

 ∂

∂t
+

n∑
j,k=1

ak
j (t)x

j ∂

∂xk

+

+
n∑

j,k=1

F j(w1, . . . , wn)Φk
j (t, t0)

∂

∂xk

(2.25)

с произвольными функциями ξ(t, x) и F j(w1, . . . , wn).

3. Обыкновенные дифференциальные уравнения,

разрешимые относительно старших производных

Предполагается, что система дифференциальных уравнений ((xk)(l) —
l–тая производная по t от переменной xk

F i(t, x1, ẋ1, ẍ1, . . . , (x1)(m1), . . . , xn, ẋn, ẍn, . . . , (xn)(mn)) = 0,

i = 1, n.
(3.1)

разрешима относительно старших производных

(x1)(m1) = ϕ1(t, x1, ẋ1, ẍ1, . . . , (x1)(m1−1), . . . ,

xn, ẋn, ẍn, . . . , (xn)(mn−1)),
...

(xn)(mn) = ϕn(t, x1, ẋ1, ẍ1, . . . , (x1)(m1−1), . . . ,

xn, ẋn, ẍn, . . . , (xn)(mn−1)).

(3.2)

Уравнения (3.2) стандартным образом — переходом к новым переменным

y1 = x1, y2 = ẋ1, . . . , ym1 = (x1)(m1−1), . . . , yM = (xn)(mn−1),

M =
n∑

i=1
mi

(3.3)

— приводятся к нормальному виду

ẏ1 = y2,

ẏ2 = y3,
...

ẏm1 = ϕ1(t, y),
...

ẏM = ϕn(t, y).

(3.4)
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Для системы (3.4) в нормальном виде справедливы все результаты преды-
дущих пунктов: системе соответствует однопараметрическая группа пре-
образований пространства RM+1(t, y) — группа сдвигов вдоль решений;
система допускает множество однопараметрических групп симметрий, ко-
торое не вмещается ни в одну конечнопараметрическую группу. Такой же
вывод можно сделать для изначальной системы (3.1) (и системы (3.2)), если
дозволено преобразовывать переменные

t, x1, ẋ1, ẍ1, . . . , (x1)(m1−1), . . . , xn, ẋn, ẍn, . . . , (xn)(mn−1)

как независимые. Иначе обстоит дело, если “правила игры”разрешают пре-
образовывать лишь переменные t, x1, x2, . . . , xn, а эти преобразования од-
нозначно индуцируют преобразования производных.

Рассмотрим ситуацию на примере одного уравнения второго порядка

ẍ = ϕ(t, x, ẋ). (3.5)

Введение дополнительной переменной y = ẋ “нормализует”уравнение (3.5)

ẋ = y,

ẏ = ϕ(t, x, y).
(3.6)

Система (3.6) имеет общее решение (1.2)

x = fx(t, t0, x0, y0),

y = f y(t, t0, x0, y0)
(3.7)

и группу сдвигов (1.5)

t = t0 + a,

x = fx(t0 + a, t0, x0, y0),

y = f y(t0 + a, t0, x0, y0)

(3.8)

пространства R3(t, x, y) вдоль этого решения. Положение меняется, если
потребовать, чтобы вдоль решений переменные x преобразовывались неза-
висимо от переменных y, т.е. первое равенство в общем решении (3.7) имеет
вид x = fx(t, t0, x0). В силу первого уравнения системы (3.6) для второго
равенства в (3.7) выполняется f y = ḟx(t, t0, x0), т.е. в преобразовании пе-
ременных y начальные данные y0 также не участвуют: y = f y(t, t0, x0),
что противоречит тождеству y0 = f y(t0, t0, x0, y0) и условию (1.3). Таким
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образом, преобразований сдвигов вдоль решений, в которых переменная x
преобразуется независимо (x = fx(t, t0, x0)) не существует.

Рассмотрим преобразования симметрии для уравнения (3.5) и системы
(3.6). Если переменные t, x, y, преобразуются как независимые, то в со-
ответствии с теоремой 2.1 множество операторов симметрий системы (3.6)
имеет функциональную мощность, и они порождают множество однопара-
метрических групп симметрий, которое не вкладывается в конечнопарамет-
рическую группу. Если же отыскивается группа симметрий

t̂ = g0(t, x, τ),

x̂ = gx(t, x, τ)
(3.9)

уравнения (3.5) (переменная ẋ = y в преобразованиях на участвует), то ей
соответствует группа симметрий

t̂ = g0(t, x, τ),

x̂ = gx(t, x, τ),

ŷ = gy(t, x, y, τ)

(3.10)

системы (3.6), где преобразование ŷ = gy(t, x, y, τ) вычисляется с исполь-
зованием первого уравнения системы (3.6) (см. условие симметрии (2.7))

ŷ = gy(t, x, y, τ) =
dx̂

dt̂
=

dx̂

dt
dt̂

dt

=

dgx(t, x, τ)

dt
dg0(t, x, τ)

dt

=

=

∂gx(t, x, τ)

∂t
+
∂gx(t, x, τ)

∂x
y

∂g0(t, x, τ)

∂t
+
∂g0(t, x, τ)

∂x
y

.

(3.11)

Пусть группе (3.9) соответствуют коэффициенты ξ(t, x), η(t, x) инфините-
зимального оператора (2.3) (см. (2.4)). Переход к группе (3.10) добавляет
коэффициент λ(t, x, y) для преобразования ŷ = gy(t, x, y, τ). Вычисление с
учетом (3.11) приводит к результату

λ(t, x, y) =
∂gy(t, x, y, τ)

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

=

=
∂η(t, x)

∂t
+ y

∂η(t, x)

∂x
− y

(
∂ξ(t, x)

∂t
+ y

∂ξ(t, x)

∂x

)
.

(3.12)
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К Софусу Ли восходит утверждение

Теорема 3.1 [1, 4, 5]. Уравнение (3.5) допускает не более, чем восьми-
параметрическую группу симметрий (3.9) (τ ∈ R8). Система (3.6) допуска-
ет не более, чем восьмипараметрическую группу симметрий (3.10) (правые
части уравнений группы связаны равенством (3.11)).

Приведем два крайних с симметрийной точки зрения примера урав-
нений (3.5). Для нахождения группы симметрий (вычисления далее опу-
щены) требуется составить для системы (3.6) условия симметрии (2.8)
(η1 = η, η2 = λ), заменить λ в соответствии с уравнением (3.12), при-
равнять расположенные в правой и левой частях коэффициенты при оди-
наковых степенях переменной y, решить полученные дифференциальные
уравнения относительно ξ(t, x) и η(t, x), решение содержит не более вось-
ми произвольных постоянных, каждой постоянной соответствует оператор
симметрий (2.3) и однопараметрическая группа симметрий, вычисленная
при помощи (2.5), (2.6), суперпозиция приводит к многопараметрической
группе симметрий.

Пример 3.1 [1, 4, 5]. Уравнение

ẍ = 0 (3.13)

допускает максимально возможную (по условию теоремы 3.1) восьмипара-
метрическую группу симметрий (3.9), которая вычисляется при помощи
(2.5), (2.6) по операторам симметрий

Y1 =
∂

∂t
, Y2 =

∂

∂x
, Y3 = t

∂

∂x
, Y4 = t

∂

∂t
, Y5 = x

∂

∂t
,

Y6 = x
∂

∂x
, Y7 = t2

∂

∂t
+ tx

∂

∂x
, Y8 = tx

∂

∂t
+ x2 ∂

∂x
.

Любой другой оператор симметрий, определяющий группу симметрий (3.9),
есть линейная комбинация приведенных операторов с постоянными коэффи-
циентами. Отметим, что если переменная t не преобразуется, то уравнение
(3.5) допускает трехпараметрическую группу, определенную операторами

Y2, Y3 и Y6. Приведем для сравнения общий вид оператора симметрий си-
стемы (3.6) (с ϕ(t, x, y) ≡ 0) при условии, что переменные t, x, y пре-
образуются независимо. Система ẋ = y, ẏ = 0 имеет первые интегралы
w1 = x − ty, w2 = y и в соответствии с условием теоремы 2.1 допускает
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оператор симметрий (2.23)

Y = ξ(t, x, y)
∂

∂t
+ {yξ(t, x, y) + F 1(w1, w2) + tF 2(w1, w2)} ∂

∂x
+

+F 2(w1, w2)
∂

∂y

с произвольными функциями ξ(t, x, y), F 1(w1, w2), F 2(w1, w2) своих пере-
менных. Например, при ξ = 0, F 1 = w2, F 2 = 0 оператор y∂/∂x генерирует
группу симметрий t̂ = t, x̂ = x+ yτ , ŷ = y системы ẋ = y, ẏ = 0.

Пример 3.2. Вычисления приводят к выводу, что уравнение

ẍ = t2 + x2 + ẋ2 (3.14)

допускает только тривиальную группу симметрий (3.9): t̂ = t, x̂ = x. Та-
кая ситуация типична для произвольного уравнения (3.5). Так же, как и
в предыдущем примере, если погрузить уравнение (3.14) в систему (3.6) и
дозволить преобразовывать переменные t, x, y независимо, то множество
преобразований симметрии не вместится ни в какую конечномерную груп-
пу.

С другими примерами групп симметрий (3.9) уравнения (3.5) можно
познакомиться в [4].

Глава II. СИСТЕМЫ C УПРАВЛЕНИЕМ

4. Регулярные системы с управлением. Первые интегралы

Рассматривается динамическая система с управлением

ẋ = ϕ(t, x, u), x ∈ Rn, u ∈ U ⊂ Rr, (4.1)

где x = (x1, ..., xn) — вектор, описывающий состояние динамической си-
стемы, u = (u1, ..., ur) — управление. Система (4.1) изучается локально
— в некоторой D–области пространства Rn+1(t, x). В процессе построения
разных конструкций D–область может сужаться. Допустимые управления
u(t) считаем измеримыми и принимающими значения из заданного посто-
янного множества U ⊂ Rr. Для содержательности дальнейших построений
предполагается, что множество U дает возможность создать, по крайней
мере две разные правые части у системы (4.1).

Процедура исследования системы (4.1) на регулярность состоит из двух
этапов: выделение базисных операторов и пополнение этой системы опера-
торов. Опишем эти этапы, предполагая сначала, что построение проводит-
ся в некоторой фиксированной точке (t, x) D–области.
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Введем оператор полного дифференцирования по времени t в силу си-
стемы (4.1)

X(u) =
∂

∂t
+

n∑
i=1

ϕi(t, x, u)
∂

∂xi
, (4.2)

и рассмотрим этот оператор как семейство, параметризованное u: придавая
управлению u различные постоянные допустимые значения u ∈ U, получа-
ем различные операторы семейства. Выделим в этом семействе базис, т.е.
подставим в (4.2) такие допустимые управления u0, u1, ..., up, что операто-
ры

Xj =
∂

∂t
+

n∑
i=1

ϕi
j(t, x)

∂

∂xi
, j = 0, p, (4.3)

где ϕi
j(t, x) = ϕ(t, x, uj), линейно несвязаны [1, 6], а подстановка в (4.2)

любого другого допустимого управления приводит к оператору, который
линейно связанно выражается через операторы X0, X1, . . . , Xp :

X(u) =

p∑
j=0

f j(t, x, u)Xj. (4.4)

Так как управление u входит в формулы (4.2), (4.4) только своими зна-
чениями (отсутствуют производные u̇, ü и т.д.), то при любом допустимом
управлении u(t) оператор X(u(t)) линейно выражается через конечное чис-
ло операторов Xj, не зависящих от управления:

X(u(t)) =

p∑
j=0

f j(t, x, u(t))Xj. (4.5)

Определение 4.1. Линейно несвязанную систему операторов (4.3) на-
зовем B–системой в точке t, x (или в D–области), если, во-первых, для
каждого оператора Xj найдется такое допустимое управление u ∈ U , что
выполняется Xj = X(uj), где X(u) семейство операторов (4.2) дифферен-
цирования по t в силу системы (4.1); во-вторых, при любых допустимых
управлениях u ∈ U между операторами (4.2) и (4.3) справедлива линейная
связь (4.4).

Вследствие линейной несвязности для количества p + 1 операторов в
B–системе (4.3) выполняется p ≤ n.

После выделения базиса (4.3) система X0, X1, . . . , Xp пополняется [1, 6],
в результате чего строится полная система, состоящая из B–системы (4.3)
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и операторов

Xk =
n∑

i=1

ϕi
k(t, x)

∂

∂xi
, k = p+ 1, m, (4.6)

вычисленных в процессе пополнения. Операторы (4.6) есть результат неко-
торой последовательности вычисления коммутаторов [·, ·] операторов (4.3),
поэтому у них отсутствует дифференцирование по независимой переменной

t, т.е. матрица коэффициентов операторов X0, X1, . . . , Xp, Xp+1, . . . , Xm

имеет вид

J =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1 . . . 1 0 . . . 0

ϕ1
0 . . . ϕ1

p ϕ1
p+1 . . . ϕ1

m
... . . . ...

... . . . ...

ϕn
0 . . . ϕn

p ϕn
p+1 . . . ϕn

m

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
. (4.7)

По определению полной системы [1, 6] для J выполняется

rankJ = m+ 1. (4.8)

Определение 4.2. Полную систему операторов (4.3), (4.6) назовем F–
системой в точке t, x (или в D–области), если (4.3) — B–система, а опе-
раторы (4.6) — добавляются в процедуре пополнения.

Описанная процедура вычисления F–системы в точке t, x — корректна

и содержит конечное число шагов: из построения и из условия (4.8) следу-
ет p ≤ m ≤ n. При разных же значениях t, x разные управления u могут

создавать B–систему (4.3), и к операторам (4.6) могут приводить разные
последовательности вычисления коммутаторов, вследствие чего, в частно-
сти, возможна потеря непрерывности у элементов ϕi

l(t, x) матрицы (4.7).

Определение 4.3 [7, 8]. Система (4.1) называется регулярной в D–
области, если в каждой точке t, x D–области выполнены следующие усло-
вия:

• один и тот же набор постоянных допустимых управлений u0, . . . , up

выделяет B–систему (4.3);

• одна и та же последовательность коммутаторов приводит к F–системе
X0, X1, . . . , Xp, Xp+1, . . . , Xm, содержащей одно и то же количество m
операторов.

В дальнейших построениях участвует еще одна полная система.
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Определение 4.4. Ft–системой называется результат

∂

∂t
, X0, X1, . . . , Xm, Xm+1, . . . , XM

пополнения системы операторов ∂/∂t, X0, X1, . . . , Xm, где X0, X1, . . . , Xm

— операторы F -системы.

Введем для системы (4.1) понятия решения и первого интеграла.

Определение 4.5. Решением системы (4.1) называется пара вектор-
функций x(t), u(t) (u(t) — допустимое управление), которая при подста-
новке ее в систему (4.1) приводит к тождеству.

Определение 4.6 [7, 8, 9].Первым интегралом системы с управ-
лением (4.1) называется функция w(t, x), которая на любом решении x(t),
u(t) системы (4.1) сохраняет постоянное значение

w(t, x(t)) = w(t0, x0) = const.

Определение 4.7. Стационарным первым интегралом системы

с управлением (4.1) называется первый интеграл w(x), не зависящий от
времени t.

Определение 4.8. Интегральным базисом первых интегралов

(стационарных первых интегралов) называется такой набор функционально
независимых первых интегралов w1(t, x), . . . , wQ(t, x) (w1(x), . . . , wq(x)),
что для любого другого первого интеграла w(t, x) (w(x)) справедливо с
некоторой функцией F (·, . . . , ·) равенство

w(t, x) = F (w1(t, x), . . . , wQ(t, x)) (w(x) = F (w1(x), . . . , wq(x))).

Определение 4.9. Первый интеграл w(t, x) (w(x)) называется нетри-
виальным, если для него выполняется

n∑
i=1

(
∂w(t, x)

∂xi

)2

6= 0.

Теорема 4.1 [7, 8, 9]. Функция w(t, x) является первым интегралом
системы (4.1) в том и только в том случае, если она есть решение полной
системы

X0w = 0, X1w = 0, . . . , Xmw = 0, (4.9)
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где X0, . . . , Xm — F -система (4.3), (4.6), соответствующая регулярной си-
стеме (4.1). Интегральный базис первых интегралов состоит из n−m функ-
ций.

© Из определения 4.6 следует, что функция w(t, x) является первым
интегралом тогда и только тогда, когда при любом допустимом управлении
u(t) тождественно выполняется равенство

dw

dt
= X(u(t))w =

∂w

∂t
+

n∑
i=1

ϕi(t, x, u(t))
∂w

∂xi
= 0. (4.10)

Покажем что для тождественности (4.10) необходимо и достаточно выпол-
нение равенств (4.9). Действительно, если тождество (4.10) справедливо
для любых допустимых управлений u(t), то оно справедливо и для базис-
ных управлений u0, u1, . . . , up , т.е. выполняется

X0w = 0, . . . , Xpw = 0;

справедливость равенств Xp+1w = 0, . . . , Xmw = 0 следует из того, что опе-
раторы Xp+1, . . . , Xm строятся коммутированием (возможно неоднократ-
ным) операторов X0, X1, . . . , Xp, поэтому выполняется [1, 6]

[Xk, Xl]w = XkXlw −XlXkw = 0,

[Xi, [Xk, Xl]]w = Xi[Xk, Xl]w − [Xk, Xl]Xiw = 0

и т.д. Обратно, если функция w(t, x) удовлетворяет системе (4.9), то вслед-
ствие (4.5) она будет удовлетворять при любом u(t) соотношению (4.10).
Указанное в формулировке теоремы количество функционально независи-
мых первых интегралов следует из полноты системы (4.9) [1, 6].

⊗
Из формулировки теоремы вытекает

Следствие.Если количество уравнений в полной системе (4.9) равно
n + 1, где n — размерность регулярной системы (4.1), то нетривиальные
первые интегралы отсутствуют.

Теорема 4.2 [7, 8, 9]. Функция w(x) является стационарным первым
интегралом системы (4.1) в том и только в том случае, если w(x) есть
решение полной системы

∂w

∂t
= 0, X0w = 0, . . . , Xmw = 0, . . . , XMw = 0, (4.11)
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где ∂w/∂t, X0, . . . , XM — Ft–система: результат пополнения системы

∂w/∂t, X0, . . . , Xm, (X0, . . . , Xm — F -система). Интегральный базис ста-
ционарных первых интегралов содержит n−M функций.

© Так как система (4.9) входит в систему (4.11), любое решение си-
стемы (4.11) является первым интегралом. Первое уравнение ∂w/∂t = 0 в
(4.11) гарантирует независимость решений от t. Количество n −M функ-
ционально независимых первых интегралов следует из полноты системы

(4.11) [1, 6].
⊗

В следующих примерах проведено исследование на регулярность и про-
иллюстрирована техника вычисления первых интегралов.

Пример 4.1. Рассматривается система (x, y, u — скаляры)

ẋ = sinu+ x cosu,

ẏ = cosu, u ∈ U.
(4.12)

Для множества U допустимых значений естественно предположить

U ⊂ [0, 2π),

т.е. для любого допустимого управления u выполняется

0 ≤ u < 2π. (4.13)

Системе (4.12) соответствует оператор (4.2)

X(u) =
∂

∂t
+ (sinu+ xcosu)

∂

∂x
+ cosu

∂

∂y
. (4.14)

В силу предположения о том, что множество U состоит по крайней мере из
двух разных управлений, возможны два альтернативных варианта.

I. Множеству U принадлежат три разных управления u0, u1 , u2. Для
определенности с учетом (4.13) предполагаем

0 ≤ u0 < u1 < u2 < 2π. (4.15)

Подстановка u0, u1, u2 в (4.14) приводит к операторам

X0 = X(u0) =
∂

∂t
+ (sinu0 + x cosu0)

∂

∂x
+ cosu0

∂

∂y
,

X1 = X(u1) =
∂

∂t
+ (sinu1 + x cosu1)

∂

∂x
+ cosu1

∂

∂y
,

X2 = X(u) =
∂

∂t
+ (sinu2 + x cosu2)

∂

∂x
+ cosu2

∂

∂y
.

(4.16)
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Вычисления для матрицы J , составленной из коэффициентов операторов
X0, X1, X2, дают результат

det J = 4 sin
u2 − u1

2
sin

u1 − u0

2
sin

u0 − u2

2
.

При условии (4.15) выполняется det J 6= 0, т.е. операторы X0, X1, X2 —
линейно несвязаны, а так как их количество совпадает с размерностью
пространства R3(t, x, y), то при любом другом управлении u ∈ U оператор
X(u) линейно связанно выразится через операторы (4.16). Через операторы
(4.16) выразится и каждый коммутатор [Xi, Xk], i, j = 0, 1, 2. Таким обра-
зом, если множество U содержит по крайней мере три разных управления,
то система (4.12) является регулярной во всем пространстве R3(t, x, y), а
система операторов (4.16) — B-система и F -система. Первые интегралы в
этом случае отсутствуют.

II. Пусть множество U допустимых значений состоит из двух управле-
ний u0, u1 (при условии (4.15)), и соответствующие операторы X0, X1 из

(4.16) линейно несвязаны — являются B-системой. Вычисление коммутато-
ра приводит к результату

[X0, X1] = sin(u0 − u1)
∂

∂x
. (4.17)

Для матрицы J1, составленной из коэффициентов операторов X0, X1 и

[X0, X1], выполняется

det J1 = 2 sin2 u0 − u1

2
sin

u0 + u1

2
cos

u0 − u1

2
.

Вследствие (4.15) справедливо неравенство

sin
u0 − u1

2
6= 0,

поэтому возможны только два случая, приводящие к вырожденности мат-
рицы J1 и к тому, что B-система X0, X1 есть F -система.

a) Случай

sin
u0 + u1

2
= 0

с учетом (4.15) реализуется множеством

U = {u0 = α 6= 0; u1 = 2π − α}. (4.18)
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Системе (4.12) соответствует B-система (она же F -система)

X0 =
∂

∂t
+ ( sinα+ x cosα)

∂

∂x
+ cosα

∂

∂y
,

X1 =
∂

∂t
+ (− sinα+ x cosα)

∂

∂x
+ cosα

∂

∂y
,

(4.19)

Решив систему X0w = 0, X1w = 0, приходим к гарантированному теоре-
мой 4.1 первому интегралу системы (4.12)

w = y − t cosα. (4.20)

b) Случай

cos
u0 − u1

2
= 0

с учетом (4.15) реализуется множеством

U = {u0 = β − π

2
; u1 = β +

π

2
;

π

2
≤ β < 3

π

2
}. (4.22)

Системе (4.12) соответствуют B- и F -системы

X0 =
∂

∂t
− (cos β − x sin β)

∂

∂x
+ sin β

∂

∂y
,

X1 =
∂

∂t
+ (cos β − x sin β)

∂

∂x
− sin β

∂

∂y
.

(4.23)

Решение полной системы X0w = 0, X1w = 0, приводит к стационарному
первому интегралу

w = (cos β − x sin β)e−y. (4.24)

Если же двухточечное множество U отличается от (4.18) и (4.22), то F -
системой для (4.12) являются операторы X0, X1 из (4.16) и коммутатор
(4.17), нетривиальные первые интегралы отсутствуют.

Пример 4.2. Уравнение Риккати (x ∈ R1, на управления ui ограниче-
ний нет)

ẋ = u1 + 2u2x+ u3(x)2. (4.25)

Соотношение X(u) = f 0X0 + f 1X1 (см. (4.4)) для операторов (4.2), (4.3)

X(u) =
∂

∂t
+ (u1 + 2u2x+ u3(x)2)

∂

∂x
,

X0 = X(u1 = 0, u2 = 0, u3 = 0) =
∂

∂t
,

X1 = X(u1 = 1, u2 = 0, u3 = 0) =
∂

∂t
+

∂

∂x

(4.26)
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выполняется с коэффициентами

f 0 = 1− f 1, f 1 = u1 + 2u2x+ u3(x)2. (4.27)

Так как для коммутатора справедливо равенство [X0, X1] = 0, линей-
но несвязанные операторы X0, X1 являются B- и F-системами. Уравнение
(4.25) в соответствии с определением 4.3 — регулярная система и в силу

следствия из теоремы 4.1 первые интегралы у уравнения с управлением

(4.25) отсутствуют.

5. Системы с управлением. Сдвиги вдоль решений

Подстановка конкретной функции u(t) превращает систему с управле-
нием (4.1) в конкретную систему обыкновенных дифференциальных урав-
нений (1.1) со всеми вытекающими последствиями разделов 1 и 2. В частно-
сти, конкретной функции u(t) соответствует однопараметрическая группа
(1.5) сдвигов вдоль решений x(t). Но так как множество допустимых управ-
лений имеет функциональную мощность, множество преобразований сдви-
гов, определенных разными управлениями u(t), как правило, не вмещается
в конечнопараметрическую группу. Убедимся в этом на примере.

Пример 5.1. Пусть управление u в системе

ẋ = x3 + u, x ∈ R1, u ∈ U ⊂ R1, (5.1)

может принимать только два значения: u = 0, u = 1, — с возможностью

переключения. Покажем, что две однопараметрические группы сдвигов —
вдоль решений систем ẋ = x3 и ẋ = x3 + 1 — не вкладываются в конечно-
параметрическую группу. Такое вложение возможно в том и только в том
случае, когда соответствующие системам операторы (1.4)

X1 =
∂

∂t
+ x3 ∂

∂x
, X2 =

∂

∂t
+ (x3 + 1)

∂

∂x

дополняются до конечномерной алгебры Ли. Последовательное коммутиро-
вание операторов X1, X2

X3 = [X2, X1] = 3x2 ∂

∂x
, X4 = [X3, X1] = 3x4 ∂

∂x
,

X5 = [X3, X4] = 18x5 ∂

∂x
, . . . , Xm = [X3, Xm−1] = bmx

m ∂

∂x
, . . .

bm = 3(m− 3)bm−1 > 0, m > 5, b5 = 18
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приводит к выводу, что каждый вновь вычисленный оператор Xm не выра-
жается линейно (с постоянными коэффициентами) через предыдущие, по-
этому бесконечная цепочка операторов Xk, k = 1, 2, . . . не погружается в
конечномерную алгебру Ли, а преобразования, генерируемые операторами
X1, X2, не вмещаются в конечнопараметрическую группу.

6. Групповые системы

Введем класс систем, восходящий к Софусу Ли [10, 11], для которых,
несмотря на функциональную мощность множества допустимых управле-
ний u(t), множество преобразований сдвигов вдоль решений принадлежит
конечнопараметрической группе.

Определение 6.1. Система

ẋk =
r∑

l=1

ϕk
l (x)u

l(t), k = 1, n, u ∈ U ⊂ Rr (6.1)

называется групповой, если для функций ϕk
l (x) выполнены условия

rank‖ϕk
l (x)‖ = min{n, r}, (6.2){ r∑

l=1

clϕk
l (x) = 0, cl = const

}
⇒ {cl = 0, l = 1, r}, (6.3)

[Xi, Xj] =
r∑

k=1

Ck
ijXk, Ck

ij = const, i, j, k = 1, r, (6.4)

где обозначено

Xl =
n∑

k=1

ϕk
l (x)

∂

∂xk
, l = 1, r, (6.5)

[Xi, Xj] — коммутатор операторов (6.5).

Равенство (6.4) показывает, что множество операторов
r∑

k=1
ukXk,

uk = const есть алгебра Ли с базисом Xk и структурными постоянными

Ck
ij [1].

Термин групповая система оправдан тем, что каждой системе (6.1)
ставится в соответствие r–параметрическая группа

xk = gk(x1
0, . . . , x

n
0 , v

1, . . . , vr), k = 1, n, (6.6)
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уравнения которой по базису (6.5) соответствующей алгебры Ли можно

вычислить, например, следующим способом [1]: каждому оператору Xl си-
стема уравнений dxi/dvj = ϕi

j(x), x(0) = x0 ставит в соответствие реше-
ние x = gj(x

1
0, . . . , x

n
0 , v

j) — однопараметрическую группу преобразований;
r-параметрическая группа (6.6) — суперпозиция этих групп. Группе (6.6)
соответствует алгебра Ли с базисом (6.5) и структурными постоянными
Ck

ij, определенными в (6.4).

Пример 6.1 Уравнению Риккати (4.25) из примера 4.2

ẋ = u1 + 2u2x+ u3(x)2, x ∈ R1, u ∈ U ⊂ R3, (6.7)

соответствуют операторы (6.5)

X1 =
∂

∂x
, X2 = 2x

∂

∂x
, X3 = x2 ∂

∂x
(6.8)

(обозначения для Xi в (4.26) и (6.8) не совпадают). Условие (6.4) выполнено
при структурных постоянных Ck

ij (i < j): C1
12 = 2, C2

13 = 1, C3
23 = 2, т.е.

уравнение (6.7) — групповая система. По операторам (6.8) вычисляется
группа (6.6)

x =
x0e

2v2

1− x0v3 + v1. (6.9)

Определение 6.2. L–система

ẋk =
n∑

l=1

ϕk
l (x)u

l, k = 1, n, u ∈ U ⊂ Rn (6.10)

это групповая система при r = n.

Принадлежность к L-системам инвариантна по отношению к неособен-
ному преобразованию x̃ = f(x) переменных состояния. Действительно, в
переменных x̃ система (6.10) имеет такую же структуру

˙̃kx =
n∑

l=1

ϕ̃k
l (x̃)u

l, k = 1, n, (6.11)

где обозначено

ϕ̃k
l (x̃) =

n∑
i=1

∂fk(x)

∂xi
ϕi

l(x)

∣∣∣∣
x→x̃

.
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Нетрудно убедиться в том, что функции ϕ̃k
l (x̃) удовлетворяют условиям

(6.2) – (6.4), причем с теми же постоянными Ck
ij в (6.4), что в перемен-

ных x. Если системы (6.10), (6.11), связанные неособенным преобразовани-
ем x ↔ x̃, считать эквивалентными, то каждому классу эквивалентности
соответствуют постоянные Ck

ij:

ẋk =
n∑

l=1
ϕk

l (x)u
lxy x↔ x̃

˙̃kx =
n∑

l=1
ϕ̃k

l (x̃)u
l


⇐⇒ {Ck

ij}. (6.12)

Соответствие — взаимно однозначно: по структурным постоянным Ck
ij в

некотoрых переменных вычисляется базис X1, . . . , Xn алгебры Ли, по
операторам Xl определяется представитель класса эквивалентности (6.12)
с возможностью заменой переменных перейти к другому представителю.
Приведем один из вариантов построения по постоянным Ck

ij матрицы

‖ϕk
l (x)‖, определяющей правые части L-системы (6.10) и коэффициенты

операторов (6.5) [12]. Рассматривается аналитическая функция

B(v) =
v

ev − 1
= 1− 1

2
v +

1

6
v2 − . . . (6.13)

и матрица H = ‖hi
k(x)‖ c элементами hi

k(x) =
n∑

l=1
Ci

klx
l. В качестве матрицы

‖ϕk
l (x)‖ принимается функция B(H) от матрицы H. Набор Ck

ij являет со-
бой пример инвариантной математической модели динамической системы.
По этому набору можно исследовать те свойства системы, которые сохра-
няются при заменах переменных: управляемость, структура оптимального
управления и т.д. Алгебраическая структура, определяемая Ck

ij, позволяет
строить в соответствующем классе эквивалентности (6.12) представите-
ли специального вида: линейного, билинейного, двухуровневого, блочного и
т.д.

Рассмотрим еще один способ вычисления для групповой системы (6.1)
соответствующей группы (6.6). Строится r-мерная L-система

v̇k =
r∑

l=1

ϕ̃k
l (v)u

l, k = 1, r, (6.14)
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для которой условие (6.4) выполняется с такими же постоянными

Ck
ij, i, j, k = 1, r,

как и для для групповой системы (6.1). Вычисление матрицы ϕ̃k
l (v) в (6.14)

можно провести, например, взяв за основу функцию (6.13). Если для груп-
повой системы (6.1) выполняется n = r, то в качестве системы (6.14) можно
принять еще один экземпляр системы (6.1). Группа (6.6) есть решение си-
стемы уравнений

∂xi

∂vk
=

r∑
l=1

ϕi
l(x)ψ̃

l
k(v), i = 1, n, k = 1, r, x(0) = x0, (6.15)

где ϕi
l(x) — функции из (6.1), ψ̃l

k(v) — матрица обратная к матрице ‖ϕ̃k
l (v)‖

из (6.14):
‖ψ̃l

k(v)‖ = ‖ϕ̃k
l (v)‖−1. (6.16)

Проверка показывает, что вследствие совпадения постоянных Ck
ij для ϕ

i
l(x)

и ϕ̃k
l (v), система (6.15) вполне интегрируема.

Следующая теорема утверждает, что преобразование сдвига, соответ-
ствующее любой паре {u(t), s}, принадлежит r-параметрической группе
(6.6).

Теорема 6.1 [11]. Сопоставим паре {u(t), s} преобразование простран-
ства Rn — сдвиги вдоль решений x(t) групповой системы (6.1): из точек
x(0) = x0 в точки x(s). Преобразование x0 ↔ x(s) принадлежит группе
(6.6), т.е. каждой паре {u(t), s} соответствует такой набор параметров
v1, . . . , vr, что преобразование (6.6) и преобразование x↔ x(s) совпадают.

© Управление u(t), принадлежащее паре {u(t), s}, подставим в группо-
вую систему (6.1) и в вспомогательную L-систему (6.14). В предположении,
что v = 0 определяет в уравнениях (6.6) группы тождественное преобразо-
вание, найдем решение v(t) системы (6.14) при начальных данных v(0) = 0.
Подстановка решения v(t) в уравнения (6.6) приводит к функциям

x(t) = g(x0, v(t)), (6.17)

для которых выполняется

x(0) = g(x0, v(0)) = g(x0, 0) = x0. (6.18)
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С учетом (6.14) — (6.16) покажем, что вектор–функция (6.17) есть решение
групповой системы (6.1):

ẋi(x0, v(t)) =
r∑

k=1

∂xi

∂vk
v̇k =

r∑
j,k,l=1

ϕi
l(x)ψ̃

l
k(v)ϕ̃

l
k(v)u

j(t) =

=
r∑

j,l=1

ϕi
l(x)δ

l
ju

j(t) =
r∑

l=1

ϕi
l(x)u

l(t).

Таким образом, сдвиг x0 ↔ x(s) вдоль решений системы (6.1), соответству-
ющий паре {u(t), s}, есть преобразование

x = g(x1
0, . . . , x

n
0 , v

1(s), . . . , vr(s)),

группы (6.6), заданное параметрами v1(s), . . . , vr(s).
⊗

Из теоремы 6.1, к примеру, следует, что преобразование сдвига про-
странства R1(x) за время s вдоль решений уравнения Риккати (6.7), в ко-
торую подставлено произвольное допустимое управление u(t), есть пред-
ставитель трехпараметрической группы (6.9).

7. Системы с управлением. Симметрии по состоянию

Вводится понятие группы симметрий по состоянию. В определении участ-
вует однопараметрическая группа преобразований (τ — групповой пара-
метр)

x̂ = x̂(t, x, τ) (7.1)

с инфинитезимальным оператором

Y =
n∑

i=1

θi(t, x)
∂

∂xi
, θi =

∂x̂i(t, x, τ)

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

. (7.2)

Отметим две особенности группы (7.1): переменные t и u преобразуются
тождественно; преобразования группы не зависят от управления u.

Определение 7.1 [13]. Неособенное преобразование x̂ = x̂(t, x) назы-
вается преобразованием симметрии по состоянию системы (4.1), если
замена переменных в (4.1) приводит к системе

dx̂

dt
= ϕ(t, x̂, u) (7.3)

с такими же функциями ϕ(·, ·, ·) в правой части, что и у исходной системы
(4.1). Однопараметрическая группа (7.1) называется группой симметрий
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по состоянию системы (4.1) — или допускается системой (4.1), — если

любое ее преобразование есть симметрия по состоянию. Оператор (7.2), со-
ответствующий группе, называется оператором симметрий по состо-
янию. Определение — группа симметрий по состоянию — используется и

для многопараметрических групп.

Название — симметрии по состоянию — оправдано тем, что преобра-
зуются только переменные состояния x. Следуя определению решения 4.5
системы (4.1), группу симметрий по состоянию можно характеризовать сле-
дующим переводом решений в решения: {x(t), u(t)} −→ {x̂(t), u(t)}, т.е.
группа (7.1) является группой симметрий для каждой системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений, получающейся подстановкой в (4.1)
конкретного управления u(t). Условия (2.12), (2.13) для группы симметрий
системы обыкновенных дифференциальных уравнений определяют условие

(использованы операторы (4.2), (7.2))

∀u(t), [X(u(t)), Y ] = 0 (7.4)

для группы симметрий по состоянию (7.1) системы (4.1). Условие (7.4)
можно получить независимо, если продифференцировать результат (7.3) за-
мены переменных (7.1) по групповому параметру τ , положить затем τ = 0
и раскрыть полную производную dθi(t, x)/dt = X(u(t))θi(t, x). В операторе
Y отсутствует дифференцирование по времени t (см. (7.2)), поэтому фор-
мула, полученная после раскрытия коммутатора в (7.4), будет содержать
только значения вектор-функции u(t) и не содержать значений производ-
ных u̇(t), ü(t), . . ., это обстоятельство позволяет записать условие (7.4) в
эквивалентном виде

∀u, [X(u), Y ] = 0 (7.5)

— использован оператор (4.2) с постоянными управлениями u.

Теорема 7.1. [13] Регулярная система (4.1) допускает группу симмет-
рий по состоянию (7.1), т.е. выполнено условие (7.4) (или (7.5)), тогда и
только тогда, когда справедливы уравнения

[Xk, Y ] = 0, k = 0,m, (7.6)

Y f j = 0, j = 0, p, (7.7)

где Xk — операторы (4.3), (4.6) F -системы, f j — функции в линейной связи

(4.4), Y — оператор (7.2) группы (7.1).

© Необходимость (⇒). Пусть справедливо условие симметрии (7.4)
(или (7.5)). Подстановка в (7.4) (или в (7.5)) базисных управлений uk,
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k = 0, p, доказывает справедливость (7.6) при k = 0, p. Доказательство
равенств (7.6) при k > p проводится по индукции. Оператор Xk при k > p

вычисляется в процессе процедуры пополнения и является коммутатором

Xk = [Xi, Xl] двух операторов Xi, Xl, i, l < k, для которых уравнение (7.6)
предполагается справедливым. Справедливость уравнения (7.14) для Xk

следует из тождества Якоби [1]

[Xk, Y ] = [[Xi, Xl], Y ] = [[Xi, Y ], Xl]− [[Xl, Y ], Xi] = 0.

Для доказательства (7.7) подставим разложение (4.4) в (7.5) (или (4.5) в
(7.4)), раскроем коммутатор

[X(u), Y ] = [

p∑
j=0

f jXj, Y ] =

=
p∑

j=0
f j[Xj, Y ]−

p∑
j=0

(Y f j)Xj = −
p∑

j=0
(Y f j)Xj

(7.8)

— учтено выполнение для Xj, j = 0, p, уравнения (7.6). Равенство (7.7)
следует из того, что операторы Xj, j = 0, p, -системы линейно несвязаны.

Достаточность (⇐) — уравнения (7.6), (7.7) влекут выполнение условий
(7.4) или (7.5) — доказывает цепочка равенств (7.8).

⊗
Замечание 7.1. При вычислении операторов симметрий можно в урав-

нениях (7.6) вместо операторов Xk F -системы (1.3), (1.6) использовать опе-
раторы сильно эквивалентной системы [6]

X∗
i =

m∑
k=0

ak
iXk, ak

i = const, det ‖ak
i ‖ 6= 0, i, k = 0,m.

Теорема 7.2. Совокупность операторов симметрий по состоянию (7.2)
является алгеброй Ли: если операторы Y1 и Y2 удовлетворяют условию (7.4)
(или (7.5)), то операторы aY1 + bY2 (a, b = const) и [Y1, Y2] также удовлетво-
ряют (7.4) ((7.5)).

© Для доказательства используются свойства коммутатора [1]:

∀u ∈ U, [X(u), aY1 + bY2] = a[X(u), Y1] + b[X(u), Y2] = 0,

∀u ∈ U, [X(u), [Y1, Y2]] = [Y1, [X(u), Y2]]− [Y2, [X(u), Y1]] = 0.

Так как в операторах Y отсутствует дифференцирование по t (см. (7.2)),
то замена u на u(t) на результат вычисления влияния не оказывает.

⊗
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Определение 7.2 [13, 14]. Алгебру Ли — множество операторов Y

симметрий по состоянию, удовлетворяющих одному из эквивалентных усло-
вий (7.4), (7.5), — назовем алгеброй A0 системы (1.1).

В отличие от систем обыкновенных дифференциальных уравнений в

нормальном виде, у которых множество операторов симметрий всегда име-
ет функциональную мощность (см. теорему 2.1), у системы с управлением
(4.1) возможны разные ситуации. Крайний случай: алгебра A0 состоит из

единственного оператора Y = 0, а группа симметрий — из тождественного

преобразования. Другой крайний случай: множество операторов симмет-
рий не вмещается ни в одну конечномерную алгебру Ли. Особое положение
занимают системы с пустым интегральным базисом первых интегралов.
Предположение об отсутствии у регулярной системы (4.1) нетривиальных
первых интегралов формализуется следующим образом

{∀u(t) ∈ U, X(u(t))w = 0} ⇒ {w ≡ const}, (7.9)

где X(u(t)) — семейство операторов (4.5).

Теорема 7.3 [13, 14]. Пусть регулярная система (4.1) не имеет нетри-
виальных первых интегралов, т.е. выполнено требование (7.9). Тогда алге-
бра A0 операторов Y симметрий по состоянию конечномерна, и ее размер-
ность q не превосходит размерности n пространства состояний системы

(4.1): 0 ≤ q ≤ n.

© Предположим противное утверждению теоремы: алгебра A0 содер-
жит операторы

Yj =
n∑

i=1

θi
j(t, x)

∂

∂xi
, j = 1, n+ 1, (7.10)

для которых выполняется

{
n+1∑
i=1

cjYj = 0, cj = const} ⇒ {cj = 0, j = 1, n+ 1}, (7.11)

[X(u), Y ] = 0, j = 1, n+ 1. (7.12)

Пусть в некоторой области прямоугольная n × (n + 1) матрица ‖θi
j(t, x)‖

коэффициентов операторов (7.10) имеет общий ранг q: 1 ≤ q ≤ n (q = 0 про-
тиворечит условию (7.11)). Предполагаем, что ранговый минор образован
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коэффициентами операторов Y1, . . . , Yq, откуда следует справедливость, во-
первых, условия

{
q∑

k=1

ζk(t, x)Yk = 0} ⇒ {ζk(t, x) ≡ 0, k = 1, q}, (7.13)

во-вторых, равенств

∃ζk
l (t, x), Yl =

q∑
k=1

ζk
l (t, x)Yk, l = q + 1, n+ 1. (7.14)

Обе части равенства (7.14) прокоммутируем с оператором X(u). В силу

(7.12) приходим к уравнению

q∑
k=1

{X(u)ζk
l (t, x)}Yk = 0,

вследствие которого с учетом (7.13) получаем

X(u)ζk
l (t, x) = 0,

т.е. ζk
l (t, x) — первые интегралы системы (4.1) (см. (4.10)). По условию

(7.9) теоремы ζk
l — постоянные величины, и соотношения (7.14) определяют

линейную зависимость между операторами Y1, . . . , Yn+1, что противоречит
предположению (7.11).

⊗
Конечномерность алгебры Ли с базисом Yk, k = 1, q, и принадлежность

в соответствии с теоремой 7.2 коммутаторов [Yi, Yj] базисных операторов к
этой алгебре, в частности, означают, что для [Yi, Yj] справедливы равенства

[Yi, Yj] =

q∑
k=1

Ck
ijYk, i, j = 1, q, (7.15)

где числа Ck
ij — структурные постоянные q-мерной алгебры Ли: алгеб-

ры A0. По базисным операторам Yk, k = 1, q, алгебры Ли вычисляется

q-параметрическая группа [1]

x̂ = x̂(t, x, τ), τ ∈ Rq, (7.16)

которой принадлежат все однопараметрические группы симметрий по со-
стоянию (7.1) системы (4.1). Числа Ck

ij в (7.15) являются структурными
постоянными и для группы (7.16).
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Для выяснения в случае (7.9) размерности q алгебры A0 и вычисления

базисных операторов Yk, k = 1, q, требуется исследовать систему (7.6), (7.7).
Техника исследования продемонстрирована ниже на примере 7.1. Естествен-
но ожидать, что регулярные системы (4.1) с нетривиальной алгеброй A0 (dimA0 ≥
1) обладают специальными свойствами по сравнению с произвольными си-
стемами. Одно из таких свойств — декомпозиция системы (1.1) — опреде-
ляется следующей теоремой (доказательство [13, 14] опущено).

Теорема 7.4. Регулярная система (4.1) допускает q-параметрическую
группу симметрий по состоянию (7.16) (q ≤ n) с операторами Yk, k = 1, q,
в том и только в том случае, если неособенным преобразованием x ↔ y, z

системе (4.1) можно придать вид

ẏi = ϕ̃i(t, y, u), i = 1, n− q, (7.17)

żk =

q∑
l=1

ϕk
l (z)f

l(t, y, u), k = 1, q, (7.18)

причем для элементов ϕk
l (z) квадратной матрицы ‖ϕk

l (z)‖ выполняется

det ‖ϕk
l (z)‖ 6= 0, (7.19)

[Zi, Zj] =

q∑
k=1

Ck
ijZk, i, j = 1, q, (7.20)

где обозначено

Zl =

q∑
k=1

ϕk
l (z)

∂

∂zk
, l = 1, q. (7.21)

Числа Ck
ij совпадают со структурными постоянными группы симметрий

(7.16) и соответствующей алгебры A0. Процесс приведения системы (4.1)
к виду (7.17), (7.18) эквивалентен процессу приведения преобразованием
x↔ y, z базисных операторов Yj, j = 1, q, алгебры A0 к виду

Yl =

q∑
k=1

θk
l (z)

∂

∂zk
, l = 1, q, z ∈ Rq. (7.22)

Пример 7.1. Системе (x, y — переменные состояния, u, v — управле-
ния при отсутствии ограничений, a, b — параметры)

ẋ = ux+ v + ax2 + by2,

ẏ = u
(7.23)
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соответствует оператор (4.2)

X(u, v) =
∂

∂t
+ (ux+ v + ax2 + by2)

∂

∂x
+ u

∂

∂y
(7.24)

и операторы (4.3) B-системы

X0 = X(0, 0) =
∂

∂t
+ (ax2 + by2)

∂

∂x
,

X1 = X(1, 0) =
∂

∂t
+ (x+ ax2 + by2)

∂

∂x
+

∂

∂y
,

X2 = X(0, 1) =
∂

∂t
+ (1 + ax2 + by2)

∂

∂x
.

(7.25)

Определитель матрицы, составленной из коэффициентов операторов (7.25),
при любых значениях параметров a и b равен 1. Связь (4.4) выполняется
при

f 0 = 1− u− v, f 1 = u, f 2 = v. (7.26)

Через операторы (7.25) линейно выражается не только оператор (7.24), но
и любой оператор в пространстве переменных t, x, y, в том числе ком-
мутаторы операторов (7.25), т.е. B-система (7.25) является и F -системой.
Вследствие теоремы 4.1 нетривиальные первые интегралы у системы (7.23)
отсутствуют, а вследствие теоремы 7.3 система (7.23) допускает конечно-
мерную алгебру A0 симметрий (конечнопараметрическую группу (7.16)),
размерность которой зависит от выбора параметров a и b. Для вычисления
коэффициентов θ(t, x, y), µ(t, x, y) оператора симметрий (7.2)

Y = θ(t, x, y)
∂

∂x
+ µ(t, x, y)

∂

∂y
(7.27)

сделаем переход к сильно эквивалентной (7.25) системе операторов (см. за-
мечание 7.1)

X∗
0 = X0 =

∂

∂t
+ (ax2 + by2)

∂

∂x
,

X∗
1 = X1 −X0 = x

∂

∂x
+

∂

∂y
,

X∗
2 = X2 −X0 =

∂

∂x
.

(7.28)

Используем уравнения (7.6), (7.7) из утверждения теоремы 7.1. Уравнения
(7.7) для коэффициентов (7.26) выполняются тождественно, т.е. условий на
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функции θ(t, x, y), µ(t, x, y), определяющие операторы (7.27), не наклады-
вают. Одно из уравнений [X∗

2 , Y ] = 0 системы (7.6) имеет вид

∂θ

∂x

∂

∂x
+
∂µ

∂x

∂

∂y
= 0,

что эквивалентно системе

∂θ

∂x
= 0,

∂µ

∂x
= 0

и результату для коэффициентов оператора (7.27): θ(t, y), µ(t, y). С учетом
этого результата другое уравнение [X∗

1 , Y ] = 0 системы (7.6) принимает
вид

∂θ

∂y

∂

∂x
+
∂µ

∂y

∂

∂y
− θ

∂

∂x
= 0,

что эквивалентно системе

∂θ

∂y
= θ,

∂µ

∂y
= 0

и результату для коэффициентов оператора (7.27): θ = ν(t)ey, µ(t). С уче-
том этого результата оставшееся уравнение [X∗

0 , Y ] = 0 системы (7.6) при-
нимает вид

µ̇(t)
∂

∂x
+ ν̇(t)ey ∂

∂y
− 2{axν(t)ey + byµ(t)} ∂

∂x
= 0

(точка — производная по t), что эквивалентно системе

µ̇(t)− 2{axν(t)ey + byµ(t)} = 0, ν̇(t)ey = 0,

которая после “расщепления”по переменным t, x, y и очевидных сокраще-
ний приводит к требованию одновременного выполнения равенств

µ̇(t) = 0, aν(t) = 0, bµ(t) = 0, ν̇(t) = 0, (7.29)

В зависимости от значений параметров a, b в (7.23) приведем решения этих
уравнений. Приведем также группы симметрий по состоянию и системы

(7.17), (7.18), к которым в силу утверждения теоремы 7.4 сводится соот-
ветствующей заменой переменных система (7.23).

1. a 6= 0, b 6= 0. Из (7.29) следует ν = 0, µ = 0, а с учетом θ = νey — в

(7.27): θ = 0, µ = 0, т.е. алгебра симметрий состоит из единственного
элемента Y = 0, а группа симметрий (7.16) из единственного преобра-
зования x̂ = x, ŷ = y.
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2. a = 0, b 6= 0. Из (7.29) следует ν = C1 = const, µ = 0, а с учетом θ = νey

— в (7.27): θ = C1e
y, µ = 0, т.е. алгебра симметрий A0 одномерна с

базисным оператором

Y1 = ey ∂

∂x
. (7.30)

По оператору вычисляется однопараметрическая группа симметрий

(7.16)
x̂ = x+ τ1e

y, ŷ = y. (7.31)

Замена переменных x, y ↔ z = xey, y приводит систему к гарантиро-
ванному теоремой 7.4 иерархическому виду (7.17), (7.18)

ẏ = u,

ż = (v + by2)e−y

(в (7.18): ϕ(z) = 1). Замена x, y ↔ z = xey, y вычисляется при переводе

оператора (7.30) к выпрямленному виду Z = ∂/∂z.

3. a 6= 0, b = 0. Из (7.29) следует ν = 0, µ = C2, а в (7.27):

θ = νey = 0, µ = C2,

т.е. алгебра симметрий A0 одномерна с базисным оператором

Y2 =
∂

∂y
. (7.32)

По оператору вычисляется однопараметрическая группа симметрий

(7.16)
x̂ = x, ŷ = y + τ2. (7.33)

Система (7.23) при b = 0 без преобразования переменных имеет вид
(7.17), (7.18): первое уравнение в (7.23) — уравнение (7.17), второе —
(7.18) с ϕ = 1.

4. a = 0, b = 0. Объединяются случаи 2 и 3. Система (7.23) допускает
двухмерную алгебру симметрий с базисом (7.30), (7.32). Алгебре соот-
ветствует двухпараметрическая группа симметрий (7.16)

x̂ = x+ τ1e
y, ŷ = y + τ2. (7.34)

— суперпозиция двух групп (7.31) и (7.33). Переобозначением перемен-
ных z1 = x, z2 = y системе (7.23) придается вид (7.17), (7.18) (уравне-
ния (7.17) отсутствуют)(

ż1

ż2

)
=

(
z1 1

1 0

)(
u

v

)
.
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Как и утверждает теорема 7.4, структурные постоянные алгебры A0 с

базисом Y1, Y2, группы симметрий (7.34) и постоянные в (7.20) совпа-
дают: C2

21 = −C2
12 = 1.

Пример 7.2. Для того, чтобы убедиться в том, что уравнение Риккати
(4.25) из примера 4.2 допускает только тривиальную симметрию x̂ = x, до-
статочно для оператора симметрий Y = θ(x)∂/∂x записать одно из условий
(7.7) (см. (4.27)):

{Y f 1 = 2θ(u2 + u3x) ≡ 0} ⇒ {θ = 0} ⇒ {Y = 0}.

8. Симметрии групповых системы

Групповые системы (см. определение 6.1), несмотря на ярко выражен-
ную групповую структуру, могут допускать группу симметрий по состоя-
нию (см. определение 7.1), состоящую только из тождественного преобра-
зования. Этот факт подтверждается примером 7.2. Иначе обстоит дело с
L–системами (см. определение 6.2). Теорему 7.4 для случая, когда количе-
ство параметров в группе симметрий по состоянию совпадает с размерно-
стью пространства состояний (q = n) можно сформулировать следующим
образом.

Теорема 8.1 [11, 13]. Регулярная n-мерная система с управлением
(4.1) допускает n-параметрическую группу симметрий по состоянию (7.16)
в том и только в том случае, если (4.1) является L–системой — групповой

системой (6.1) при r = n. Выбором базисных операторов Yl в алгебре сим-
метрии A0 или операторов Xl, определяющих L–систему (см. (6.1), (6.5)),
можно добиться совпадения структурных постоянных Ck

ij у группы сим-
метрий (7.16) и у группы сдвигов вдоль решений (6.6).

Произвольной групповой системе (6.1) можно поставить в соответствие
(неоднозначно) L-систему, а значит и группу симметрий.

Теорема 8.2. [13] Пусть для групповой системы (6.1) выполняется

n > r.

Тогда пространство состояний Rn(x) расслаивается на инвариантные по-
верхности системы (6.1)

w1(x) = c1, . . . , wn−r(x) = cn−r. (8.1)

Существует несобенная замена переменных

x1, . . . , xn ↔ z1, . . . , zr, w1, . . . , wn−r,
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которая ставит в соответствие групповой системе (6.1) L-систему

żk =
r∑

l=1

ϕ̄k
l (z)u

l, k = 1, r, (8.2)

определяющую поведение групповой системы (6.1) на каждой инвариантной
поверхности (8.1).

© Интегральный базис w1(x), . . . , wn−r(x) полной системы

Xlw = 0, l = 1, r,

образованной операторами (6.5), определяет инварианты группы (6.6), ин-
вариантные поверхности (8.1) и замену переменных

x1, . . . , xn ↔ z1, . . . , zr, w1, . . . , wn−r,

приводящую к системе

żk =
r∑

l=1
ϕ̄k

l (z)u
l, k = 1, r,

ẇi = 0, i = 1, n− r,

эквивалентной (8.2). Переменные wi, возможно входящие в правые части
уравнений для zk, на каждой инвариантной поверхности (8.1) заменяются
постоянными числами.

⊗
Теорема 8.3 [13]. Пусть для групповой системы (6.1) выполняется

n < r.

Тогда добавлением к (6.1) уравнений

ẋn+i =
r∑

l=1

ϕn+i
l (x)ul, i = 1, r − n, (8.3)

можно добиться того, что расширенная система (6.1), (8.3) — L-система с
теми же структурными постоянными Ck

ij, что и в (6.4).

© По структурным постоянным Ck
ij из условия (6.4) строится r-мерная

L-система (6.14). По правым частям систем (6.1) и (6.14) с учетом (6.16) со-
ставляется вполне интегрируемая система (6.15) и находится какое-нибудь
ее решение x(v) (выполнение x(0) = x0 не обязательно). Вследствие (6.2) и
n < r система (6.15) гарантирует справедливость равенства

rank

∥∥∥∥∂xi

∂vk

∥∥∥∥ = n,
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т.е. функции x1(v), . . . , xn(v) — функционально независимы, и добавлени-
ем функций xn+1(v), . . . , xr(v) замену переменных x1(v), . . . , xr(v) можно
сделать неособенной. Эта замена переведет L-систему (6.14) в некоторую
L-систему, у которой с учетом (6.14) — (6.16) для первых n уравнений

выполняется

ẋi(v) =
r∑

k=1

∂xi

∂vk
v̇k =

r∑
j,k,l=1

ϕi
l(x)ψ̃

l
k(v)ϕ̃

l
k(v)u

j(t) =

=
r∑

j,l=1

ϕi
l(x)δ

l
ju

j(t) =
r∑

l=1

ϕi
l(x)u

l(t), i = 1, n.
⊗

Пример 8.1. Уравнению Риккати (см. примеры 4.2 и 7.2)

ẋ = u1 + 2u2x+ u3(x)2 (8.4)

соответствуют операторы (6.5)

X1 =
∂

∂x
, X2 = 2x

∂

∂x
, X3 = (x)2 ∂

∂x
. (8.5)

Так как для них выполняются условия (6.2) – (6.4) с постоянными (приво-
дятся только ненулевые постоянные Ck

ij при i < j)

C1
12 = 2, C2

13 = 1, C3
23 = 2, (8.6)

то уравнение (8.4) — по определению 6.1 — групповая система и по теоре-
ме 8.3 добавлением двух уравнений может стать L-системой. Вспользуемся
отличным от приведенного в доказательстве теоремы 8.3 способом. Дважды
продолжим операторы (8.5) [1] (x1 = x, x2 = ẋ, x3 = ẍ):

X̃1 =
∂

∂x1 ,

X̃2 = x1 ∂

∂x1 + x2 ∂

∂x2 + x3 ∂

∂x3 ,

X̃3 = (x1)2 ∂

∂x1 + 2x1x2 ∂

∂x2 + 2{(x2)2 + x1x3} ∂

∂x3 ,

(8.7)

получим при x2 6= 0 (det ‖ϕi
l(x)‖ = 2(x2)3) L-систему, матрица которой

‖ϕi
l(x)‖ совпадает с матрицей коэффициентов операторов X̃1, X̃2, X̃3 (при

продолжении операторы сохраняют свойство (6.4) с теми же постоянны-
ми Ck

ij). С целью дальнейшего упрощения — неособенной заменой перемен-
ных (в области x2 > 0)

x = x1, y = lnx2, z = x3/(2x2)
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придаем операторам (8.7) вид

X∗
1 =

∂

∂x
,

X∗
2 = 2x

∂

∂x
+

∂

∂y
,

X∗
3 = (x)2)

∂

∂x
+ 2x

∂

∂y
+ ey ∂

∂z
,

(8.8)

приходим к окончательному результату погружения уравнения Риккати в

L-систему  ẋ

ẏ

ż

 =

 1 2x (x)2

0 2 2x

0 0 ey


 u1

u2

u3

 , (8.9)

у которой первое уравнение совпадает с уравнением Риккати (8.4), а струк-
турные постоянные — с (8.6). Отметим, что уравнение Ньютона

ms̈ = u(t)− β(ṡ)2,

определяющее одномерное движение управляемой точки при наличии со-
противления пропорционального квадрату скорости, погружается в систе-
му (8.9) при следующей специализации переменных:

x = mṡ, y = −2sβ/m, u1 = u(t), u2 = 0, u3 = −β/(m)2.

L-система (8.9) допускает 3-параметрическую группу симметрий, коэф-
фициенты операторов которой вычисляются как решение системы

[X∗
i , Y ] = 0 (см. (7.6)). Опустив вычисления, приведем базисные операторы

алгебры A0

Y1 =
∂

∂z
,

Y2 = 2

(
∂

∂y
+

∂

∂z

)
,

Y3 = ey ∂

∂x
+ 2z

∂

∂y
+ (z)2 ∂

∂z
.

(8.10)

Проверкой нетрудно убедиться в том, что операторы (8.10), во-первых, —
базис алгебры Ли с структурными постоянными (8.6), во-вторых, выпол-
нено условие (7.6) симметрии: [X∗

i , Yk] = 0, i, k = 1, 2, 3. По операторам
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(8.10) восстанавливается 3-параметрическая группа симметрий по состоя-
нию (7.1) системы (8.9)

x̂ =
x+ τ1(e

y − xz)

1− τ1z
,

ŷ = y + τ2 ln(1− τ1z),

ẑ =
z(eτ3 − τ1τ2) + τ3

1− τ1z

(8.11)

— вычислены однопараметрические группы отдельно для каждого опера-
тора Yk из (8.10) и организована их суперпозиция.

Таким образом, уравнение Риккати (8.4), как следует из вычислений,
приведенных в примере 7.2, допускает только тривиальную группу x̂ = x,
но после добавления двух уравнений L-система (8.9) допускает 3-парамет-
рическую группу (8.11).

Отметим одно из приложений группы симметрий (8.11). Для построе-
ния при известных функциях u1(t), u2(t), u3(t) общего решения уравнения
(8.4) или системы (8.9) достаточно численно найти одно частное решение,
а группа симметрий (8.11) “растиражирует”его в общее решение с произ-
вольными постоянными τ1, τ2, τ3.

9. Недоопределенные системы дифференциальных уравнений

В п. 3 рассматривалась система дифференциальных уравнений (3.1), со-
стоящая из n уравнений, с n неизвестными функциями. Показывалось, что,
если система алгебраически разрешима относительно старших производ-
ных, то система эквивалентно представляется уравнениями в нормальном
виде. В настоящем пункте обсуждается случай, когда в системе (3.1) урав-
нений меньше, чем искомых функций. Такая ситуация приводит к понятию
недоопределенной системы [15, 16]. Показывается , что недоопределенная
система эквивалентно представляется системой с управлением (4.1). Огра-
ничимся случаем одного уравнения

F (t, x1, ẋ1, ẍ1, . . . , (x1)(m1), . . . , xn, ẋn, ẍn, . . . , (xn)(mn)) = 0. (9.1)

Большее количество уравнений влечет не принципиальные, а чисто техни-
ческие трудности, связанные с громоздкостью обозначений. Предполагаем,
что уравнение (9.1) разрешимо относительно одной из старших производ-
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ных, например, (xn)(mn):

(xn)(mn) = ϕ(t, x1, ẋ1, ẍ1, . . . , (x1)(m1), . . . ,

xn−1, ẋn−1, ẍn−1, . . . , (xn−1)(mn−1), xn, ẋn, ẍn, . . . , (xn)(mn−1)).
(9.2)

Сделаем переход к новым переменным

y1 = x1, y2 = ẋ1, . . . , ym1 = (x1)(m1−1),

u1 = (x1)(m1), . . . ,

yM1+1 = xn−1, yM1+2 = ẋn−1, . . . , yM1+mn−1 = (xn−1)(mn−1−1),

un−1 = (xn−1)(mn−1),

yM2+1 = (xn), . . . , yM2+mn = (xn)(mn−1),

M1 =
n−2∑
i=1

mi, M2 =
n−1∑
i=1

mi

(9.3)

— замена переменных аналогична (3.3), но старшие производные, кроме
(xn)(mn), в отличие от (3.3) объявляются управлениями u1, . . . , un−1. В но-
вых переменных (9.3) уравнение (9.2) приобретает вид системы

с управлением (4.1):

ẏ1 = y2,
...

ẏm1−1 = ym1,

ẏm1 = u1,
...

ẏM1+1 = yM1+2,
...

ẏM1+mn−1−1 = yM1+mn−1,

ẏM1+mn−1 = un−1,

ẏM2+1 = yM2+2,
...

ẏM2+mn−1 = yM2+mn,

ẏM2+mn = ϕ(t, y, u).

(9.4)

Система (9.4) может быть подвергнута всем исследованиям, которые обсу-
ждались в пунктах 4 — 8: является ли она регулярной, групповой, L – си-
стемой; каков характер преобразований сдвигов вдоль ее решений и преоб-
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разований симметрий по состоянию; — а также изучению других свойств

управляемых систем, которые выходят за рамки настоящей работы.
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