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В работе найдены дифференциальные подстановки для систем следующего

вида ut =u3 + f(u, v, u1, v1, u2, v2), vt =g(u, v, u1, v1), классификация которых
представлена в работе одного из соавторов. Установлено, что в результате
дифференциальных подстановок все найденные ранее системы и несколь-
ко других систем, распадаются на два класса эквивалентности: класс си-
стем, эквивалентных системе Ито, и класс систем эквивалентных системам
Дринфельда-Соколова. Основным результатом является более полный, чем
ранее, список интегрируемых систем, а также указаны дифференциальные
связи между ними.
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1 Введение

Данная работа посвящена вычислению дифференциальных подстановок

для интегрируемых систем с двумя независимыми переменными x, t сле-
дующего вида

ut = u3 + f(u, v, u1, v1, u2, v2), vt = g(u, v, u1, v1). (1)

Здесь ut = ∂u/∂t, ui = ∂iu/∂xi. К этому классу принадлежит, например,
известная система Ито [2]

ut = (uxx +
3

2
u2 + v2)x, vt = (uv)x, (2)

а также первая

ut = u3 + 2u1v1 + v2u, vt = u2 (3)

и вторая системы Дринфельда-Соколова [3]

ut = u3 + u1v1, vt = u1. (4)

В работе [1] найден обширный список других формально интегриру-
емых систем вида (1). В данной работе мы приводим дифференциальные
подстановки допускаемые всеми этими системами. Дифференциальной под-
становкой называется подстановка следующего вида:

u = ϕ1(u
′, v′, u′1, v

′
1, u

′
2, v

′
2, . . . ), v = ϕ2(u

′, v′, u′1, v
′
1, u

′
2, v

′
2, . . . ). (5)

Дифференциальный порядок правых частей этих равенств называет-
ся порядком дифференциальной подстановки. Обычно ограничиваются вы-
числением дифференциальных подстановок первого порядка, однако, из-
вестны дифференциальные подстановки высших порядков, не являющиеся
суперпозициями подстановок первого порядка [4]. В этой работе мы рассма-
триваем дифференциальные подстановки для систем (1) не выше второго
порядка. При этом мы считаем, что функции u′, v′ в (5), удовлетворяют
системе уравнений того же самого вида, что и функции u, v

u′t = u′3 + f ′(u′, v′, u′1, v
′
1, u

′
2, v

′
2), v′t = g′(u′, v′, u′1, v

′
1), (6)

где f ′, g′ — неопределенные функции.

Для вычисления дифференциальных подстановок, мы дифференцируем
равенства (5) по t

Dt(u− ϕ1) = 0, Dt(v − ϕ2) = 0, (7)
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и заменяем производные ut, vt из уранений (1), а производные u′t, v′t под-
ставляем из уравнений (6). Кроме того, переменные u, v исключаются из
(7) при помощи равенств (5), а дифференциальные следствия равенств (5)

ui = D
(i)
x (ϕ1), vi = D

(i)
x (ϕ2) позволяют исключить все переменные ui, vi. В

результате мы получаем систему из двух уравнений содержащую только

переменные u′i, v′i. При решении этой системы мы считаем, что все u′i, v′i
независимы (это соответствует отсутствию дифференциальных связей в

системе). Уравнения (7) содержат переменные более высокого порядка, чем
порядок переменных в функциях ϕ1, ϕ2, f ′, g′. Поэтому уравнения расщеп-
ляются по переменным высшего порядка и мы получаем большое число

дифференциальных уравнений для определения функций ϕ1, ϕ2, f ′, g′.

Простейшие из этих уравнений записываются в виде:

∂ϕ1

∂v′2
= 0,

∂ϕ2

∂v′2

∂ϕ2

∂u′2
= 0,

∂2ϕ1

∂u′22
=

∂2ϕ2

∂u′22
=

∂2ϕ2

∂v′22
= 0.

Далее приходится решать большое число простых дифференциальных

уравнений, возникающих из (7). Эта работа была проделана при помощи
компьютера с использыванием системы Maple и пакета Jet [5].

При записи окончательных результатов мы обозначаем неизвестные

функции как u, v во всех системах.

2 Системы класса Ито

Здесь мы приводим результаты вычислений для системы Ито (2). Для
удобства запишем эту систему через переменную v′ = v2

ut = u3 + 3uu1 + v1, vt = uv1 + 2vu1, (8)

штрихи опущены для краткости.

Из (8) можно получить следующие системы (k = 0 или ±1):

ut = u3 +
3

2
u2

1 + v2
1, vt = u1v1. (9)

ut = u3 + 3uu1 + 2v1v2, vt = uv1. (10)

ut = u3 + 3u1v + 2uv1 + v1v2 − 2v2v1, vt = u1 + vv1. (11)

ut = u3 + (2v1 + 3u1)(u + v) + v1(1− k e2v + v2), (12)

vt = (u + v)v1 + u1. (13)
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Связи между системами (8) — (13) можно представить так:

?

(8)

(11)

6ZZ
ZZ~

�
�

��>

�
�

��=

Z
Z

ZZ}ZZ
ZZ~

�
�

��>

(13)(9)(10)� - A

B

C

D
E

F

A : (u, v) = (v′, u′ − v′
2 − v′2);

B : (u, v) = (u′1, v
′2
1);

C : (u, v) = (u′3 + u′
2
1 + v′

2
1, u

′
1), (C =A−1◦B);

D : (u1, v) = (u′, v′);

E : (u, v) = (u′ + v′,
1

2
(1 + v′

2
1 − k e2v)− v′2 + u′ + v′);

F : (u, v) = (u′ + v′,
1

2
(1 + v′

2
1 − k e2v) + u′2 + u′ + v′ + (u′ + v′)2).

3 Системы класса Дринфельда-Соколова

В этом разделе мы приводим результаты вычислений для систем

Дринфельда-Соколова (3) и (4).

Из (3) можно получить следующие системы:

ut = u3 + 2u1v + uv1, vt = 2uu1. (14)

ut = u3 −
3

4

u2
2

u1
+ v2u1, vt = u. (15)

ut = u3 −
3

4

u2
2

u1
+ v1u1, vt = u1. (16)

ut = w2 + 2(w(u +
1

2
v))x − 3w2, vt = 6w2; w = u1 − (u +

1

2
v)2. (17)

ut = u3 +
1

v
(v2u1 + 3u2v1) +

1

v2 (u1v
2
1 + c1u1) +

2

3
uvv1 + v1u

2,

vt =
1

3
u1v

2.
(18)

ut = u3 − 2v3v1 −
2

v2 (uu1 − 2u1v
2
1)−

1

v
(2u1v2 + 3v1u2),

vt = −u1

v
.

(19)

Электронный журнал. http://www.neva.ru/journal 66



Дифференциальные уравнения и процессы управления, N. 1, 2002

ut = u3 +
3

2

u1v
2
1

v2 − 2u1(v2 − u2) + 3u2v1 + c1u1

2v
+

+c2(2v
2u1 + 3uvv1), vt = 2uu1.

(20)

ut = u3 +
3

2

u1v
2
1

v2 − 2u1(v2 − u2) + 3u2v1

2v
+

c2
1

2v
(uv1 − 2vu1)+

+
c1

2v2 (3uv2
1 − 2v(u1v1 + uv2 − u3))− c2u,

vt = 2uu1 + 2c1u
2 − 2c2v.

(21)

Система (4) обладает дифференциальными связями со следующими си-
стемами:

ut = u3 + u1v + uv1, vt = u1. (22)

ut = u3 + u1v2, vt = u. (23)

ut = u3 + u1v1 + uv2, vt = u. (24)

ut = u3 + vv1 + u1
u− v2

v
, vt = u1. (25)

ut = u3 − u1
3(v2 + c1) + u

3v
− u1v

2 − 3uvv1, vt = −1

3
u1. (26)

ut = u3 +
3

2

u1v
2
1

v2 − 2u1(v2 − u2) + 3u2v1

2v
+ c2(2v

2u1 + 3uvv1),

vt = 2uu1.
(27)

Ниже приведена диаграмма иллюстрирующая связь систем (3), (4) и
(14) — (27).

Z
Z

ZZ~

Z
Z

ZZ~

�
�

��>
(20)

(21)

(27)(14)(3)(17)�
Z

Z
ZZ}

�
�

��=�
�

��>

Z
Z

ZZ~ Z
Z

ZZ}

�
�

��=�
�

��>

(26)

(22)

�
�

��=

6

-�

6

?

�
�

��=�
�

��> Z
Z

ZZ~Z
Z

ZZ}

(25) (24)

(23)

(4)

(18)

(19)

(15)

(16)

� -

A

B

C D
E

F

G
D

DH

K

L

IJ

A : (u, v) = (
√

u′1, v
′
1); C : (u, v) = (

√
6(u′1 − (u′ +

1

2
v′)2), v′);

B : (u, v) = (
√

u′1, v
′); D : (u, v) = (u′, v′1);
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E : (u, v) =

(
u′v′,

u′v′

3
− v′2

v′
+

v′1
2 + c1

2v′2

)
; G : (u, v) = (u′1, v

′
1);

F : (u, v) =

(
v′,

v′1
2

2v′2
− v′2

v′
− u′

v′2

)
; H : (u, v) =

(
v′,

u′ − v′2
v′

)
;

I : (u, v) =

(
u′1 + u′v′,−3(v′2 + c1) + u′

3v′
− 3v′1 − v′

2
)

;

J : (u, v) =

(
3i√
v′

[
u′2v

′ − u′1v
′
1

v′
+ 2c2u

′v′
]

,
−iu′√

v′

)
, (c1 = 0);

K : (u, v) =

(
− i

√
6

2
√

v′

[
u′1 + c3u

′v′
]
,
3v′1

2

8v′2
− 2v′2 − 2u′2 − c1

4v′
+ c2v

′2 − 3

2
c3v

′
1

)
;

L : (u, v) =

(
− i

√
6

2
√

v′

[
u′1 + c1u

′
]
,
3v′1

2

8v′2
− v′2 − u′2 + c1v

′
1 + c2

1

2v′

)
.

Здесь c1, c2 – произвольные константы, a c2
3 = −2c2.

4 Заключение

Итак, мы привели более полный, чем в [1], список интегрируемых си-
стем. Системы (13), (17) — (19), (25) и (26) публикуются нами впервые. На-
личие дифференциальных связей говорит о полной интегрируемости каж-
дой системы, так как интегрируемость систем (2), (3), (4) доказана в рабо-
тах [3], [6].

При исследовании одной из систем опубликованной в [1] (алгоритм cмо-
трите, например, в [7]):

ut = w2 + 6u1e
u − 1

2
w(w2 − c), vt = (2u2

1 + 4v1 + v2 − c)eu; (w = u1 − v),

для нее был получен оператор Лакса: L = D3 + 2ηD + η1 − ξ(D +
ξ

4
D−1),

где ξ – параметр, а η = 2eu + w1 − w2/2. В оператор L входит только

функция η, поэтому очевидно, что в результате подстановки:

u = ln
1

2
(u′ − v′x +

1

2
v′

2
), v = [ln

1

2
(u′ − v′x +

1

2
v′

2
)]x − v′,

эта система свелась к треугольному виду:

ut = u3 + 3uu1 +
c

2
u1; vt = u2 + u1v − v2

1 + (u +
1

2
v2)(2v1 −

1

2
(v2 − c)).
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