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Аннотация.

Для системы xk+1 = A(xk, k)xk+b(xk, k)uk, uk = s∗(xk, k)xk определяются

условия существования и явный вид преобразований подобия, при которых
либо матрица объекта переводится в матрицу Фробениуса, либо и матрица
объекта и матрица замкнутой системы переводятся в матрицу Фробениуса.
Производится стабилизация преобразованной системы.

1. Введение

Задача стабилизации нелинейных и нестационарных дискретных систем

остается одной из самых актуальных задач теории систем управления.
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Для решения этой задачи обычно используется тот или иной вид линеари-
зации рассматриваемой системы. Значительно реже определяется преобра-
зование, приводящее систему к виду, для которого решение задачи стаби-
лизации известно. Предмет предлагаемой статьи составляет определение
достаточных условий существования и явный вид преобразований подо-
бия, переводящих рассматриваемую систему в систему, матрица которой
имеет вторую каноническую форму (форму Фробениуса). Такие преобра-
зования в дальнейшем будем называть каноническими преобразованиями.
Для решения задачи стабилизации будут рассмотрены два рода канониче-
ских преобразований подобия: канонические преобразования первого рода
переводят матрицу объекта в матрицу Фробениуса, канонические преоб-
разования второго рода переводят матрицу замкнутой системы в матрицу

Фробениуса.

Частный вид канонического преобразования первого рода был исполь-
зован для решения задачи стабилизации нелинейной дискретной системы

в работе [1].

В этой работе рассматривалась система

xk+1 = A(xk)xk + b(xk)uk uk = s∗(xk)xk.

По заданной, вполне управляемой и равномерно ограниченной паре

(A(xk), b(xk)) и произвольно задаваемому вектору g = const определялись
условия существования и явный вид преобразования подобия,
yk = Tk(A(xk), b(xk), g)xk, которое переводит матрицу A(xk) в матрицу
Фробениуса с последней функциональной строкой, неизвестный вектор обрат-
ной связи в первый единичный орт, вектор распределения управления в
априорно задаваемый вектор g = const. Стабилизация преобразованной
системы осуществлялась выбором вектора = const. При этом использова-
лась оценка верхней границы нормы матрицы преобразованной системы,
поэтому полученное стабилизирующее управление далеко от оптимально-
го по критерию минимума затрат. Очевидно, что целесообразно ”расце-
пить”задачи формирования преобразования подобия и задачу стабилизации
преобразованной системы.

2. Постановка задачи

Рассматривается нелинейная нестационарная система

xk+1 = A(xk, k)xk + b(xk, k)uk x ∈ Rn, x0 ∈ Rn. (1)

Электронный журнал. http://www.neva.ru/journal 11



Дифференциальные уравнения и процессы управления, N. 1, 2000

Задана и равномерно ограничена пара (Ak, bk),

Ak = A(xk, k), bk = b(xk, k).

Допустимо управление вида

uk = s∗kxk, sk = s(xk, k). (2)

Для системы (1), (2) требуется определить достаточные условия существо-
вания и явный вид канонических преобразований первого и второго рода.
Для преобразованных систем требуется решить задачу стабилизации в це-
лом.

3. Основные результаты

Введем в рассмотрение оператор сдвига в силу системы

xk+1 = Akxk (3)

с шага k на шаг k + 1, Lk = L(1)
k . Тогда L(j)

k = Lk(L(j−1)
k ) переводит в силу

системы (3) с шага k на шаг k + j. Очевидно,

L′
k(xk) = A(xk, k)xk.

Таким образом, вектору xk сопоставляется последовательность векторов

z
(j)
k ,

z
(0)
k = xk, z

(1)
k = L(1)

k (xk) = L
(1)
k xk, L

(1)
k = A(xk, k),

L
(j)
k — матрица оператора L(j)

k ,

z
(j)
k = L(j−1)

k (z
(j−1)
k ) = L

(j−1)
k (z

(j−1)
k xk. (4)

Рассмотрим произвольный производящий вектор rk и сформулируем пре-
образование

yk+1 = Tk(Ak, bk, rk)xk, (5)

полагая

yk = (y1
k, . . . , yn

k )∗

y1
k+1 = r∗kxk, y

2
k+1 = r∗k+1L

1
k(z

1
k)xk, . . . , yn

k+1 = r∗k+n−1L
(n−1)
k (zn−1

k )xk.
(6)
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Теорема 1. Пусть det Tk(Ak, bk, rk) равномерно отделим от нуля при
всех x ∈ Rn, k = 0, 1, . . . , где Tk задано соотношениями (5),(6). Тогда
преобразование (5), (6) есть каноническое преобразование первого рода.

Доказательство теоремы 1. Рассмотрим систему (1) после преобра-
зования (5), (6).

yk+1 = Pk(yk, k)yk + b̃kuk, b̃k = Tkbk.

Сравнивая компоненты векторов yk+1 и yk в силу соотношений (6), получа-
ем yj

k+1 = yj+1
k j < n− 1, откуда следует, что матрица Pk(yk, k) = TkAkTk−1

имеет форму Фробениуса с последней функциональной строкой.

Отметим, что если преобразование Tk есть каноническое преобразова-
ние первого рода, то и преобразование с матрицей Rk = T−1

k также являет-
ся каноническим преобразованием первого рода. Рассмотрим частный вид
преобразования Rk, полагая

yk+1 = R−1
k (xk)xk, Rk = |bk,L(1)

k (bk), . . . ,L(n−1)
k (bk). (7)

Теорема 2. Если det Rk равномерно отделим от нуля для всех x ∈ Rn,
k = 0, 1, . . . , то преобразование (7) приводит матрицу объекта системы
(1) в матрицу Фробениуса с последней функциональной строкой, а вектор
распределения управления bk в первый единичный орт.

Доказательство теоремы 2. Рассмотрим тождество R−1
k Rk = I, от-

куда R−1
k (bk,L(1)

k (b) . . .L(n−1)
k (bk)) = I, т.е. b̃k = R−1

k bk = e1. С учетом

определения оператора сдвига в силу (3) для матрицы объекта преоб-
разованной системы имеем Ãk = R−1

k L1
kRk−1, откуда Ãk = |e2, e3, . . . , qn|,

qn = R−1
k L(n−1)

k (bk).

Покажем теперь, что полученный вид преобразования системы (1) по-
зволяет решить задачу стабилизации преобразованной системы, а следо-
вательно определить стабилизирующее управление исходной системы (1),
(2).

Теорема 3. Пусть в системе

yk+1 = Pk(yk, k)yk + e1uk uk = s∗0(yk, k)yk (8)

матрица Pk есть матрица Фробениуса с последней функциональной стро-
кой, e1— первый единичный орт. Тогда существует и определяется в яв-
ном виде вектор s∗0(yk, k), обеспечивающий асимптотическую устойчивость
в целом замкнутой системе (8).
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Доказательство этой теоремы почти дословно повторяет доказательство

теоремы 1 в [1] при замене матрицы D0(yk, k) = Pk(yk, k) + e1s
∗
0(yk, k) на

D∗
0(yk, k). Замена правомерна, поскольку неравенства D∗

0HD0 − H < 0
и D0HD∗

0 − H < 0 для постоянной H > 0 эквивалентны. Действитель-
но, преобразование pk = H−1/2yk приводит к очевидному соотношению

µmax(D0) = µmax(D
∗
0), где µ(D0) — максимальное сингулярное число ма-

трицы D0 [2].

Вернемся к исходной системе (1), (2) и преобразованиям подобия общего
вида (5), (6). Определим достаточные условия, при которых каноническое
преобразование подобия первого рода (5), (6) переходит в канонические пре-
образования второго рода, т.е. обеспечивают форму Фробениуса матрице
преобразованной замкнутой системы

yk+1 = D̃k(yk, k)yk, D̃k(yk, k) = Ãk(yk, k) + b̃k(yk, k)s̃∗k(yk, k).

Ãk = Tk+1AkT
−1
k , b̃k = Tk+1bk, s̃∗k = s∗kT

−1
k .

Очевидно, что матрица D̃k, полученная преобразованием (5), (6), будет ма-
трицей Фробениуса тогда и только тогда, когда выполняется хотя бы одно
из условий: b̃k = en или s̃k = en. Предполагая заданной пару (Ak, bk), опре-
делим достаточные условия существования и явный вид производящего

вектора rk в соотношениях (5), (6), при котором выполняется соотношение

b̃k = Tk+1bk = en. (9)

Рассмотрим последовательность соотношений (9) с учетом (5) для шагов
k, k − 1, . . . , k − n + 1. Тогда для вектора rk имеем n соотношений

r∗kbk = 0, r∗kL
1
k−1(z

1
k−1)bk−1 = 0, . . . , r∗kL

n−1
k−n+1(z

n−1
k−n+1)bk−n+1 = 1.

Таким образом, доказана следующая

Теорема 4. Пусть det Bk(xk, xk−1, . . . , xk−n+1), x ∈ Rn, k = 1, 2, . . .
равномерно отделим от нуля, где

Bk(xk, xk−1, . . . , xk−n+1) = |bk, L
1
k−1bk−1, . . . , Ln−1

k−n+1bk−n+1|.

Тогда существует и определяется соотношением

rk = B−1
k en (10)

производящий вектор rk, для которого соотношения (5), (6) задают кано-
ническое преобразование второго рода и обеспечивают выполнение соотно-
шения (9).
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З а м е ч а н и е 1. Рассуждения проводились в предположении заданно-
сти пары (Ak, bk). Если задана пара (Ak, sk), то определяется производящий
вектор rk, такой, что s∗kT

−1
k = e∗n.

Предположим, что условия теоремы 4 выполнены и рассмотрим систему
(1), (2), преобразованную каноническим преобразованием подобия второго
рода, т.е. систему вида (8), где Pk = Ãk есть матрица Фробениуса с по-
следней функциональной строкой, а вектор распределения управления b̃k

b̃k = en.

Зададимся числом α > 0 и введем в рассмотрение квадратичную форму

Vk(yk) = y∗kHyk, H = diag{h1, . . . , hn}, hi > (1 + α)hi−1, hi > 0. (11)

Выпишем приращение Vk(yk) в силу системы (8)

Vk+1(yk+1) − Vk(yk) = y∗kMk(yk)yk,

Mk = Ck + Ã∗
kHens̃

∗
k + s̃ke

∗
nHÃk + s̃ke

∗
nHens

∗
k, (12)

где Ck = Ã∗
kHÃk − H, т.е. матрица приращения Vk в силу системы (8) при

отсутствии управления.

Задача стабилизации системы (8) сводится к определению вектора s̃k,
для которого выполняется для выбранного α > 0 соотношение

Mk < −αH. (13)

В соответствии с [3], вектор b̃k = en назовем допустимым вектором распре-
деления управления для пары (Ãk, H), если существует вектор обратной
связи sk, при котором выполняется условие (13). Тогда, согласно с [3],
необходимые и достаточные условия допустимости b̃k = en задаются соот-
ношением

Cα
k − ΛkΛ

∗
k < 0, где Cα

k = Ck + αH. (14)

Λk = A∗
kHen(e

∗
nHen)

−1/2.

Выпишем подробнее Cα
k и ΛkΛ

∗
k. Имеем

Cα
k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a2

1hn − (1 + α)h1 a1a2hn . . . a1anhn

a1a2hn h1 − (1 + α)h2 + a2
2hn . . . a2anhn

... . . . . . . ...

a1anhn . . . . . . hn−1 − (1 + α)hn + a2
nhn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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ΛkΛ
∗
k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a2

1hn a1a2hn . . . a1anhn

. . . a2
2hn . . . a2anhn

. . . . . . . . . . . .

a1anhn . . . a2
nhn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

т.е.Cα
k − ΛkΛ

∗
k = diag{hi−1 − (1 + α)hi} < 0. Допустимость вектора b̃k = en

проверена. Тогда, согласно [3], общий вид вектора обратной связи s̃k, для
которого выполняется соотношение (13), задается соотношением

s̃k = h−1
n (−Λk + γk), (15)

где γn — произвольный вектор, удовлетворяющий соотношению

γkγ
∗
k + Cα

k + ΛkΛ
∗
k < 0.

Возвращаясь к системе (1), (2), получаем вид стабилизирующего управле-
ния (2), где

s∗k = Tks̃
∗
k, (16)

Tk — матрица канонического преобразования второго рода (5), (6), (9).

Таким образом, доказана следующая

Теорема 5. При выполнении условий существования канонического
преобразования второго рода для системы (1) замкнутая система (1), (2)
асимптотически устойчива в целом при векторе sk, заданном соотношени-
ями (16), (15).

Положим теперь в соотношении (15) вектор

γk = const = (γ1, . . . , γn)
∗, (17)

где γi — коэффициенты гурвицева полинома. Тогда

D̃k = Ãk + ens̃
∗
k =

∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . . . .

γ1 . . . . . . . . . γn

∣∣∣∣∣∣∣ ,

т.е. преобразованная система имеет постоянную гурвицеву матрицу и, сле-
довательно, устойчива. Таким образом , доказана

Теорема 6. При выполнении условий существования канонического
преобразования второго рода для системы (1) существует и в явном виде
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(15)–(17) определяется вектор обратной связи, при котором рассматривае-
мая система (1), (2) подобна линейной стационарной системе.

З а м е ч а н и е 2. В работе [3], результаты которой использовались
для доказательства теоремы 6, рассматривались только линейные стацио-
нарные системы. Однако приведенные там условия допустимости вектора
распределения управления и явный вид вектора обратной связи для нели-
нейных нестационарных систем получаются почти дословными повторени-
ями рассуждений, проведенных в [3].

Заключение. Получены достаточные условия существования и явный
вид канонических преобразований подобия первого и второго рода, пере-
водящих, соответственно, матрицу объекта и матрицу замкнутой системы
в матрицы Фробениуса. Для системы с матрицей Фробениуса получено в
явном виде решение задачи стабилизации. При этом обнаружилась воз-
можность выбором вектора обратной связи сделать рассматриваемую за-
мкнутую систему подобной линейной стационарной системе, что позволяет
переходить к постановке и решению оптимизационных задач для широкого

класса нелинейных нестационарных систем управления.

Список литературы

[1] Зубер И.Е. Стабилизация дискретных систем управления на основе

специального преобразования подобия // Электронный журнал ”Диф-
ференциальные уравнения и процессы управления”, 1998, №4.

[2] Гантмахер Р.Ф. Теория матриц. М.: Наука, 1966, 575 с.

[3] Зубер И.Е. К вопросу об оптимальной структуре обратных связей мо-
нотонно стабилизируемой импульсной системы //Сб.”Управляемые си-
стемы”, Институт кибернетики СОАН СССР, 1969, вып.3, с.23–32.

Электронный журнал. http://www.neva.ru/journal 17


