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Аннотация.

В работе впервые дается математическая постановка задачи о двухро-
торном гиростате на упругом основании. Вводятся все необходимые для
этого понятия: тензор поворота, вектор поворота, левая и правая угло-
вые скорости, тензор-интегратор (т.е. тензорный интегрирующий множи-
тель, переводящий линейную диффренциальную форму угловой скорости
в дифференциал вектора поворота), потенциальный момент и др. Упру-
гое основание определяется заданием энергии деформации в виде скаляр-
ной функции вектора поворота. В конечном счете задача сводится к инте-
грированию системы нелинейных дифференциальных уравнений, имеющих
простую структуру, но достаточно сложную нелинейность. Отличие этих
уравнений от традиционно используемых в динамике твердого тела в том,
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что при их написании не требуется вводить искусственных параметров
типа углов Эйлера или параметров Кейли-Гамильтона. Если необходимо,
то указанные параметры могут быть найдены после решения задачи по
найденному вектору поворота. Рассмотрены решения конкретных задач.
При этом на примере частного случая описан новый метод интегрирова-
ния основных уравнений. Решение получено в квадратурах для изотропно-
го нелинейного упругого основания.

1. Введение

Хорошо известна роль, которую играют в механике и физике разного ро-
да модели. В ньютоновской механике, т.е. в механике систем материальных
точек, наиболее фундаментальной принято считать модель нелинейного ос-
циллятора или точечной массы на нелинейно упругой пружине общего ви-
да. В практическом плане огромное число полезных результатов можно по-
лучить на основе простейшей модели линейного осциллятора. Вместе с тем
развитие механики и физики в XX веке со всей очевидностью показало,
что существующих модельных представлений недостаточно для адекватно-
го описания целого ряда явлений. Уже в начале этого века высказывались
суждения о необходимости построения модели многоспиновой частицы. Ча-
стицы такого рода вводились в квантовой механике, но это сопровожда-
лось принятием допущений, которые трудно примирить с классическими
представлениями. За прошедшее столетие в механике также произошли
существенные изменения. Прежде всего, эти изменения связаны с перехо-
дом на постулаты эйлеровской механики. В последней место материальной
точки ньютоновской механики заняло абсолютно твердое тело — точка,
т.е. односпиновая частица. Существенно, что наряду с трансляционными
движениями в эйлеровской механике на паритетных началах введены в рас-
смотрение спинорные движения, описывающие вращения точечных частиц.
Спинорные движения устраняют одно из главных противоречий квантовой
механики, в которой частицы обладают спином, но движения, порождаю-

щие спины, отсутствуют. Для многих целей модель односпиновой частицы
оказывается уже недостаточной и приходится вводить в рассмотрение мно-
госпиновые частицы. Простейшим примером последней является гиростат,
т.е. твердое тело с встроенными в него роторами, обладающими независи-
мыми скоростями вращения. При вращении роторов вокруг собственных
осей распределение масс в теле не меняется — это и есть главный при-
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знак, в соответствии с которым рассматриваемая конструкция называется
гиростатом. В технике применяются гиростаты, которые закреплены на
разного рода упругих основаниях. Гиростат на упругом основании может
быть назван твердотельным осциллятором. Последний является фундамен-
тальной моделью в динамике многоспиновых частиц — науке, возникшей
совсем недавно и развиваемой в С.–Петербургском государственном тех-
ническом университете и ИПМаш РАН. В настоящее время еще трудно
судить о том, насколько полезной для механики и физики окажется модель
многоспинового твердотельного осциллятора. Однако тот факт, что имен-
но эта модель постоянно возникает в умах многих ученых на протяжении
уже целого столетия, указывает на необходимость ее детального изучения.
В этой связи возникает вопрос: ”Если модель твердотельного осциллято-
ра столь важна, то почему она до сих пор фактически не представлена
в ясной математической форме в научных публикациях?”Ответ, вероятно,
будет очевиден только тем, кто хорошо знаком с динамикой твердого тела.
Этот раздел принято считать одним из наиболее сложных в механике. В
качестве иллюстрации возьмем такой пример. Сначала рассмотрим про-
стейшую задачу ньютоновской механики: в инерциальной системе отсчета
дана материальная точка и указано ее положение и скорость в начальный
момент времени t = 0, требуется указать ее движение при t > 0 и отсут-
ствии внешних сил. Только очень нерадивые школьники не знают решения
этой задачи. Теперь рассмотрим простейшую задачу эйлеровской механики
(динамики многоспиновых частиц): в инерциальной системе отсчета дано
абсолютно твердое тело с произвольным тензором инерции, центр масс по-
коится; при t = 0 заданы его положение и угловая скорость, а требуется
указать как будет поворачиваться тело при t > 0 в отсутствии внешних
полей. Только очень немногие специалисты смогут правильно ответить
на этот простейший (!) вопрос без предварительного анализа сложных эл-
липтических интегралов. Между прочим, этот вопрос часто не по силам
даже мощным компьютерам, если пользоваться приводимыми в учебниках
выражениями. Проблема здесь вовсе не в сложности построения точных
решений нелинейных уравнений. Например, для нелинейного уравнения
Дуффинга с трением нельзя построить точного решения, но качественное
поведение осциллятора Дуффинга с трением легко представит себе даже
хороший студент, не говоря уже специалистах, и при том без всякого ин-
тегрирования.Повороты твердого тела, в противоположность указанному
случаю, воспринимаются нашей интуицией с большим трудом и только
после специальной тренировки. Например, у многих студентов (людей с
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неиспорченной образованием интуицией) вызывает немалое изумление тот
факт, что в случае знаменитой регулярной прецессии ось вращения тела
и ось поворота тела ортогональны между собой. В классической динамике
твердого тела роль поворотов относительно невелика, главную роль игра-
ют вращения, т.е. угловые скорости. При рассмотрении твердотельного
осциллятора на первый план выдвигаются именно повороты, поскольку
внешние поля (в частности упругое основание) реагируют как правило
на повороты, а не угловые скорости. Именно недостаточно эффективное
описание поворотов в классической динамике твердого тела породило ряд
специфических проблем. Продолжим сравнение ньютоновской механики с
динамикой Эйлера. Всем хорошо известно, что такое потенциальная сила.
Аналогичный вопрос из эйлеровской динамики: как определить общий вид
потенциального момента? Найти ответ в литературе не удалось. Но без
ответа на этот вопрос об общей постановке задачи о твердотельном осцил-
ляторе и нечего и думать. Из уже сказанного, видимо, ясно, что отсутствие
модели твердотельного осциллятора в литературе отнюдь не является про-
стым упущением. Речь идет о достаточно серьезных изменениях или, луч-
ше сказать, дополнениях, которые совершенно необходимы при построении
динамики многоспиновых частиц. Именно этому и посвящена данная рабо-
та. Математики, специалисты по нелинейным дифференциальным уравне-
ниям найдут в ней весьма интересные и необычные по форме уравнения,
анализ которых еще впереди. В качестве обзора в работе приведен доволь-
но обширный список литературы, где рассматриваются обсуждаемые или
близкие к ним вопросы.

2. Уравнения движения двухроторного гиростата на

нелинейно упругом основании

2.1. Тензоры второго ранга и тензор поворота в трехмерном про-

странстве

В данной работе используется диадное представление тензоров второго
ранга, основные сведения о которых можно найти в книгах М. Лагалли
[87], А. И. Лурье [91, 92], П. А. Жилина и др. [29, 30, 31, 152]. Здесь они
воспроизводятся для облегчения чтения работы людьми, не использующи-
ми этих представлений в своих работах.

Диадой называется упорядоченная пара векторов a и b, воспринимае-
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мая как единый объект и обозначаемая символами a⊗b или ab. Тензором
второго ранга A называется совокупность конечного числа диад

A =

N
∑

i=1

ai⊗bi

Любой тензор второго ранга в трехмерном пространстве может быть пред-
ставлен в виде совокупности не более чем трех диад. Транспонированным
тензором называется тензор

AT =
(

N
∑

i=1

ai⊗bi
)T

=

N
∑

i=1

bi⊗ai

Пусть дан вектор c и тензор A. Скалярным умножением A на c справа
называется вектор d, полученный по правилу

d = A·c =
(

N
∑

i=1

ai⊗bi
)

·c =
N
∑

i=1

(

bi ·c
)

ai

Аналогично вводится операция умножения тензора A на вектор c слева.
Результатом будет вектор e

e = c·A = c·
(

N
∑

i=1

ai⊗bi
)

=

N
∑

i=1

(

c·ai

)

bi ≡ AT ·c

Если A 6= AT , то векторы d и e различаются между собой. Для симметрич-

ных тензоров A = AT имеем

A·c = c·AT = c·A

Симметричный тензор второго ранга называется неотрицательно опреде-
ленным, если для любого вектора c 6= 0 выполняется неравенство

c·A·c ≥ 0 , ∀c : c 6= 0

Если это неравенство является строгим, то тензор A = AT называется
положительно определенным. Напомним теорему о спектральном разложе-
нии тензора второго ранга: любой симметричный тензор второго ранга A
представим в виде

A = A1e1⊗e1 + A2e2⊗e2 +A3e3⊗e3 (2.1.1)
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где числа Ai называются главными значениями тензора A, а единичные
векторы ei называются собственными векторами A и определяют главные
оси тензора A, векторы ei образуют ортонормированную тройку векторов и
определяются однозначно (с точностью до замены ei → −ei), если все числа
Ai различны. Если два собственных числа совпадают, например A2 = A3,
то тензор A называется трансверсально изотропным с осью изотропии e1

и допускает представление

A = A1e1⊗e1 +A2(E − e1⊗e1) (2.1.2)

где вектор e1 определяется однозначно (с точностью до замены e1 → −e1),
а E — единичный тензор. Если все три главных значения совпадают, то
тензор A называется шаровым и имеет вид

A = AE

Тензор второго ранга Q называется ортогональным, если он удовлетворяет
уравнению

Q·QT = QT ·Q = E =⇒ detQ = ±1

Ортогональный тензор Q с определителем равным +1 называется собствен-
но ортогональным тензором или тензором поворота.

Напомним теорему Эйлера:

Любой тензор поворота P 6= E однозначно представлен в виде

P = (1 − cos θ)m⊗m+ cos θ E + sin θm×E, (2.1.3)

где единичный вектор m является неподвижным вектором тензора P :
P ·m = m·P = m, а скаляр θ называется углом поворота.

Справедливы равенства

1 + 2 cos θ = trP , −2 sin θm = P×, (a⊗b)× = a×b (2.1.4)

Смысл тензора поворота легче всего воспринимается, если рассматривать
действие тензора поворота на произвольный вектор c

c′ = P ·c

Вектор c′ есть вектор c, повернутый вокруг оси, натянутой на неподвиж-
ный вектор m тензора P , на угол θ. Если θ > 0, то поворот происходит
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вокруг m против движения часовой стрелки. Обратим внимание на то,
что угол θ равен углу между проекциями векторов c′ и c на плоскость,
ортогональную m, но не углу между самими векторами c′ и c.

Введем в рассмотрение вектор поворота. Существует несколько объек-
тов, называемых в литературе вектором поворота. Здесь мы будем следо-
вать работам [44, 45] и в качестве вектора поворота будем использовать
вектор, с которым тензор поворота связан наиболее простым и естествен-
ным образом. Вектором поворота назовем вектор θ = θm. Представление
(2.1.5) перепишем в виде

P =
1 − cos θ

θ2
θ⊗θ + cos θE +

sin θ

θ
θ×E

Введем в рассмотрение логарифмический тензор поворота R [45]

R = θ×E , R2 = θ×E×θ = θ⊗θ − θ2E

Тогда предыдущее выражение перепишется в виде

P = E +
sin θ

θ
R +

1 − cos θ

θ2
R2 ≡ expR (2.1.5)

Представление (2.1.5) является результатом формального преобразования
выражения (2.1.3), однако оно заметно отличается от (2.1.3) тем, что в
него входит только вектор поворота θ, а не угол поворота θ и неподвиж-
ный вектор m. Заметим, что в (2.1.5) под величиной θ можно (и нужно)
понимать модуль вектора поворота θ: θ = |θ|. Это следует из того, что
модуль вектора поворота |θ| отличается от угла поворота θ только зна-
ком θ = ±|θ|. Замена в (2.1.5) θ на (−θ) ничего не меняет. Поэтому (2.1.5)

можно переписать так

P = E +
sin |θ|
|θ| R+

1 − cos |θ|
θ ·θ R2

В дальнейшем будем пользоваться представлением (2.1.5), но будем счи-
тать, что в нем θ = |θ|. Формулы (2.1.4) также могут быть переписаны в
терминах вектора поворота

1 + 2 cos |θ| = trP , −2
sin |θ|
|θ| θ = P× , R× = −2θ (2.1.6)

В последующем представление (2.1.5) и формулы (2.1.6) будут широко ис-
пользоваться.
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В заключение этого пункта сформулируем теорему о представлении
тензора поворота [31, 36]

Теорема (Жилин П.А.): Любой тензор поворота представим в виде

композиции поворотов вокруг произвольно выбираемых единичных векто-

ров m и n

P = Q(ψm)·Q(ϑe)·Q(ϕn) , e = m×n/|m×n| , (2.1.7)

где углы ψ, ϑ и ϕ называются углами прецессии, нутации и собствен-

ного вращения соответственно. Если m = n, то углы ψ, ϑ, ϕ называ-
ются углами Эйлера, а в качестве вектора e может быть выбран любой
единичный вектор, ортогональный m. Представление (2.1.7) включает
в себя как частные случаи все известные представления. Например, если
m·n = 0, то углы ψ, ϑ и ϕ являются углами Брайнта. Важность представле-
ния (2.1.7) определяется тем, что векторы m и n в нем могут выбираться
в процессе решения задачи, что позволяет находить простейшие формы
представления решения задачи. В (2.1.7) использовано обозначение

Q(αp) = (1 − cosα) p⊗p+ cosαE + sinα p×E, (2.1.8)

которое будет широко использоваться в дальнейшем.

2.2. Левая и правая угловые скорости. Задача Дарбу

Угловые скорости вводятся в рассмотрение с помощью хорошо известных
уравнений Пуассона [31]

Ṗ = ω×P , Ṗ = P×Ω , ω = P ·Ω (2.2.1)

Первое из этих уравнений называется левым уравнением Пуассона, а вто-
рое — правым уравнением Пуассона. Векторы ω и Ω называются левой и
правой угловыми скоростями соответственно. Проблема определения тен-
зора поворота по заданной угловой скорости называется задачей Дарбу.
Например, левая задача Дарбу сводится к отысканию решений следующей
задачи Коши

Ṗ (t) = ω(t)×P (t) , P (0) = P 0 , P 0 ·P T
0 = E (2.2.2)

В скалярной форме первое из уравнений (2.2.1) эквивалентно системе из
девяти уравнений, но только три из них являются функционально незави-
симыми. Чтобы найти три независимых уравнения, выполнение которых

Электронный журнал. http://www.neva.ru/journal http://www.imop.csa.ru/ diff 170



Дифференциальные уравнения и процессы управления, N. 1, 1997

гарантирует выполнение системы (2.2.2), достаточно в (2.2.2) тензор по-
ворота выразить через вектор поворота. В работе [45] показан один из
возможных путей. Здесь будет использован другой способ. Вычислим век-
торные инварианты от обеих частей левого уравнения Пуассона

(P×)˙= (ω×P )× (2.2.3)

Тензор поворота представим в виде P = Di⊗di, где di и Di ортонормиро-
ванные тройки векторов. Тогда получим

(ω×P )× =
(

(ω×Di)⊗di

)

×
= (ω×Di)×di =

= Di(di ·ω) − ωDi ·di = P ·ω − (trP )ω =
(

P − (trP )E
)

·ω

Подставляя это выражение в (2.2.3) и используя формулы (2.1.6), получаем

−2

(

sin θ

θ
θ

)

˙
=
(

P − (trP )E
)

·ω

или в развернутом виде

sin θ

θ
θ̇ +

θ cos θ − sin θ

θ2
θ̇θ = −1

2

(

P − (trP )E
)

·ω (2.2.4)

Умножая обе части этого уравнения скалярно на вектор θ и учитывая то-
ждество θ·θ̇ = θθ̇, получаем равенство

θ·θ̇ = θ ·ω =⇒ θθ̇ = θ·ω =⇒ θ̇ =
θ·ω
θ

(2.2.5)

Подставляя это выражение в (2.2.2), получаем после несложных преобра-
зований

θ̇ = Z−1(θ)·ω , (2.2.6)

где

Z−1(θ) = E − 1

2
R +

1 − g

θ2
R2 , g =

θ sin θ

2(1 − cos θ)
(2.2.7)

Здесь использованы обозначения работы [45]. Теперь левая задача Дарбу
может быть записана в виде

θ̇ = ω − 1

2
θ×ω +

1 − g

θ2
θ×(θ×ω) , θ

∣

∣

t=0
= θ0 (2.2.8)
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Чтобы перейти от (2.2.8) к правой задаче Дарбу достаточно умножить обе
части уравнения (2.2.8) на P T слева и учесть тождества

P T ·θ̇ = (P T ·θ)˙− Ṗ T ·θ = θ̇ − θ×Ω

Тогда вместо (2.2.8) получим правую задачу Дарбу

θ̇ = Ω +
1

2
θ×Ω +

1 − g

θ2
θ×(θ×Ω) , θ

∣

∣

t=0
= θ0 (2.2.9)

Здесь учтены тождества

P ·θ = θ , P T ·(θ×ω) = θ×Ω

Уравнение (2.2.6) можно обратить и переписать его в виде

ω = Z(θ)·θ̇ , (2.2.10)

где

Z(θ) = E +
1 − cos θ

θ2
R +

θ − sin θ

θ3
R2 (2.2.11)

Умножая (2.2.10) слева на P T и учитывая равенства

P T ·ω = Ω , P T ·Z = ZT (2.2.12)

получаем

Ω = ZT (θ)·θ̇ , (2.2.13)

Все вышеприведенные соотношения будут необходимы для дальнейших
вычислений.

2.3. Тензоры инерции. Кинетический момент двухроторного ги-

ростата

Гиростатом называется тело, распределение масс в котором не меняется
в процессе движения. Однако какая-то часть этого тела может вращаться
относительно остальной части. Для определенности рассмотрим двухро-
торный гиростат на упругом основании. Пусть дано твердое тело с двумя
полостями, границы которых являются поверхностями вращения. В даль-
нейшем будем считать, что это тело A имеет неподвижную точку и упруго
защемлено в некоей опоре. В отсчетном положении ось k тела направлена
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вертикально, а упругое основание недеформировано. Тензор инерции это-
го тела с полостями, вычисленный относительно неподвижной точки O, в
отсчетном положении обозначим символом A. Тензор инерции тела в акту-
альный момент времени обозначим символом At

At = P (t)·A·P T (t) , (2.3.1)

где через P (t) обозначен тензор поворота тела A. Векторы m и n направ-
лены по осям симметрии полостей в отсчетном положении. В одну полость
вставлен ротор с тензором инерции B, вычисленным относительно опорной
точки O. Чтобы вращение ротора B не меняло распределения масс в теле,
он должен быть осесимметричным, т. е. иметь вид

B = λbm⊗m+ µb(E −m⊗m) (2.3.2)

гдеm определяет ось ротора B в отсчетном положении, λb — осевой момент
инерции, µb — экваториальный момент инерции.

В актуальный момент времени тензор инерции ротора B имеет вид,
аналогичный (2.3.1)

Bt = P b(t)·B ·P T
b (t) , (2.3.3)

где P b— тензор поворота (полный) ротора B. В другую полость вставлен
ротор C с тензором инерции

C = λcn⊗n+ µc(E − n⊗n) (2.3.4)

где единичный вектор n определяет ось симметрии ротора C в отсчетном
положении. В актуальном положении тензор инерции ротора C имеет вид

Ct = P c(t)·C ·P T
c (t) , (2.3.5)

где P c — полный тензор поворота ротора C. Тензоры поворота роторов B
и C удобно представить в другом виде. Полный поворот ротора B можно
представить в виде композиции поворотов: поворота ротора Q(α̃m) вокруг
своей оси симметрии в отсчетном положении и поворота ротора тензором
поворота тела A, т. е. тензором P (t). Однако здесь необходимо уточнение.
Если тело A поворачивается вокруг оси m, то такой поворот не повернет
ротора, который может свободно вращаться внутри A. Тензор поворота
P (t) тела в свою очередь можно представить в виде композиции поворо-
тов вокруг m и вокруг оси ортогональной m. Это немедленно следует из
теоремы (2.1.7), где следует положить n = m

P = Q(ψm)·Q(ϑe)·Q(ϕm) = Q(ϑe′)·Q
(

(ϕ− ψ)m
)

,
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где
e′ = Q(ψm)·e , e′ ·m = m·e = 0

Итак, тензор поворота P (t) представим в виде

P (t) = P ∗(t)·Q(α∗m) , (2.3.6)

где P ∗(t) можно назвать тензором наклона оси m. Именно этот тензор
поворота P ∗(t) и поворачивает ротор с осью m. Теперь полный поворот
ротора B можно записать в виде

P b(t) = P ∗(t)·Q(α̃m) = P (t)·QT (α∗m)·Q(α̃m) = P (t)·Q(αm)

α(t) = α̃(t) − α∗(t)
(2.3.7)

где α(t) есть угол поворота ротора B относительно тела A. Для ротора C
имеем аналогичное представление

P c(t) = P (t)·Q(βn) , (2.3.8)

где β(t) угол поворота ротора C относительно тела A. Введем обозначения:

ω — вектор угловой скорости тела A,

ωb — вектор угловой скорости ротора B,

ωc — вектор угловой скорости ротора C.

Тогда, согласно [45], имеем формулы

ωb = ω + α̇m′ , m′ = P (t)·m (2.3.9)

ωc = ω + β̇n′ , n′ = P (t)·n (2.3.10)

Теперь мы можем записать выражение для кинетического момента гиро-
стата. Поскольку кинетический момент аддитивен по массе, то полный
кинетический момент гиростата есть сумма кинетических моментов тела
A и роторов B и C.

K = At ·ω + Bt ·ωb + Ct ·ωc (2.3.11)

Заметим, что справедливы равенства

Bt = P b ·B ·P T
b = P ·Q(αm)·B ·QT (αm)·P T = P ·B ·P T ,

т. к.
Q(αm)·B ·QT (αm) = B
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С учетом вышесказанного теперь имеем

K = P ·
(

A·Ω +B ·(Ω + α̇m) + C ·(Ω + β̇n)
)

=

= P ·
(

(A+B + C)·Ω + λbα̇m+ λcβ̇n
)

,
(2.3.12)

где Ω = P T ·ω есть правая угловая скорость тела A.

Введем обозначение

D = A+ B + C (2.3.13)

Тогда для вектора кинетического момента имеем окончательное выраже-
ние

K = P ·
(

D ·Ω + λbα̇m+ λcβ̇n
)

(2.3.14)

Сюда вошли: суммарный тензор инерции гиростата в отсчетном положе-
нии и осевые моменты инерции роторов.

2.4. Уравнения движения гиростата

Напомним второй закон динамики Эйлера: Скорость изменения кинетиче-
ского момента произвольной системы, вычисленного относительно опор-

ной точки O, равна внешнему моменту, действующему на рассматрива-

емую систему.

В данном случае второй закон динамики имеет вид

K̇ = M ext (2.4.1)

где M ext — внешний момент. Запишем кинетический момент в виде

K = P ·J , J = D ·Ω + λbα̇m+ λcβ̇n (2.4.2)

Тогда имеем

K̇ = P ·J̇ + Ṗ ·J = P ·J̇ + (P×Ω)·J = P ·J̇ + P ·(Ω×J) = P ·(J̇ + Ω×J)

Подставляя это выражение в (2.4.1) и умножая обе части получившегося
уравнения на тензор P T слева, получаем

J̇ + Ω×J = P T ·M ext (2.4.3)
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В качестве внешнего момента в данном случае нужно рассматривать мо-
мент, действующий на тело A со стороны упругого основания. По физиче-
ским соображениям ясно, что такой момент должен быть потенциальным.

При определении потенциального момента будем следовать работе [45].
Введем в рассмотрение вектор поворота θ тела A. Энергия упругого основа-
ния, соединенного с телом A, является функцией вектора поворота тела A.

Определение: момент M называется потенциальным, если его мощ-

ность равна скорости изменения некоей скалярной функции, называемой

потенциалом.

Итак, по определению, имеем

M ·ω = −Π̇(θ) = −dΠ
dθ

·θ̇

Вспоминая формулу (2.2.10) это выражение переписываем в виде

M ·Z(θ)·θ̇ = −dΠ
dθ

·θ̇ =⇒ M = −Z−T (θ)·dΠ
dθ

(2.4.4)

Функцию Π(θ) естественно назвать энергией упругого основания. В даль-
нейшем упругое основание будем считать трансверсально изотропным. В
работе [45] показано, что трансверсально изотропный потенциал с осью
изотропии k может быть выражен как функция двух скалярных аргумен-
тов.

Внешний момент M ext представим в виде суперпозиции моментов:

M ext = M e +M ∗
ex

гдеM e момент, создающийся упругим основанием,M ∗
ex

— момент внешних
(прочих) воздействий. Момент M ∗

ex
в свою очередь может состоять из по-

тенциальной и непотенциальной частей. Поэтому для M ext можно записать
выражение

M ext = −Z−T (θ)·
d
(

Π(θ) + U(θ)
)

dθ
+M ex (2.4.5)

где M ex есть непотенциальная часть внешнего момента, U(θ) — потенциал
внешнего момента. Теперь уравнение движения (2.4.3) можно переписать
в виде

J̇ + Ω×J + Z−1 ·d(Π + U)

dθ
= P T ·M ex (2.4.6)
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где учтено тождество P T ·Z−T = Z−1.

Упругое основание будем считать трансверсально изотропным

Π(θ) = Π(θ2, k ·θ)
с осью изотропии k.

Тогда имеем

dΠ =
∂Π

∂(θ2)
d(θ2) +

∂Π

∂(k ·θ) k ·dθ =

(

2
∂Π

∂(θ2)
θ +

∂Π

∂(k ·θ) k
)

·dθ

Отсюда по определению производной по вектору следует формула

dΠ

dθ
= 2

∂Π

∂(θ2)
θ +

∂Π

∂(k·θ) k

Для упругого момента в этом случае получается упрощенное выражение

−M e = 2
∂Π

∂(θ2)
θ +

∂Π

∂(k ·θ) Z
−T ·k , θ ·Z = θ (2.4.7)

Уравнение движения гиростата в этом случае можно переписать в виде

J̇ + Ω×J + 2
∂Π

∂(θ2)
θ +

∂Π

∂(k·θ) Z
−1 ·k + Z−1 ·dU

dθ
= P T ·M ex (2.4.8)

Если на гиростат помимо реакции упругого основания других воздействий
нет, то получаем более простое уравнение

J̇ + Ω×J + 2
∂Π

∂(θ2)
θ +

∂Π

∂(k ·θ) Z
−1·k = 0 (2.4.9)

Если роторы жестко закреплены на несущем теле A, т. е. α = β = 0, то
уравнение (2.4.9) упрощается еще сильнее

A·Ω̇ + Ω×A·Ω + 2
∂Π

∂(θ2)
θ +

∂Π

∂(k ·θ) Z
−1·k = 0 (2.4.10)

Наконец, полагая в (2.4.10) функцию Π(θ) равной нулю, т. е. убирая упругое
основание, получаем хорошо известное уравнение Эйлера

A·Ω̇ + Ω×A·Ω = 0 (2.4.11)

К этим уравнениям должно быть добавлено уравнение, связывающее уг-
ловую скорость Ω с производной от вектора поворота. Удобнее записать
последнее уравнение в обращенной форме

θ̇ = Ω +
1

2
θ×Ω +

1 − g

θ2
θ×(θ×Ω) , g =

θ sin θ

2(1 − cos θ)
, (2.4.12)
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где θ = |θ|.
Сравнивая между собой системы (2.4.10), (2.4.12) и (2.4.11), (2.4.12)

видим, что первая из них существенно сложнее второй, т. к. уравнения
(2.4.10) и (2.4.12) образуют совместную систему для векторов θ и Ω. В
классическом случае по уравнению Эйлера (2.4.11) находят правую угло-
вую скорость Ω, а затем решают правую задачу Дарбу, которая в данной
работе сводится к интегрированию уравнения (2.4.12). Если тело закреп-
лено на упругом основании, то задача интегрирования основной системы
очевидным образом усложняется. Впрочем, для численных решений обсу-
ждаемые системы уравнений практически эквивалентны. Возвращаясь к
рассмотрению двухроторного гиростата, сразу замечаем, что здесь возни-
кают дополнительные усложнения. Вектор J , определенный выражением
(2.4.2), зависит не только от угловой скорости Ω тела A, но и от относи-
тельных скоростей роторов B и C, т. е. в этом случае система уравнений
(2.4.9) и (2.4.12) содержит два неизвестных вектора Ω и θ (считается, что
вектор J исключен из (2.4.9) с помощью (2.4.2)) и две скалярных функ-
ции α̇ и β̇. Иными словами, система (2.4.9) и (2.4.12) незамкнута. К ней
необходимо добавить еще два уравнения, к выводу которых мы сейчас и
переходим.

2.5. Уравнения движения роторов

Для упрощения нижеследующих уравнений и рассуждений примем ограни-
чение, что оси роторов проходят через неподвижную точку O. Тогда сами
роторы можно считать твердыми телами, имеющими неподвижную точку.
На роторы действуют моменты, развиваемые двигателями, которые до сих
пор не упоминались, поскольку для гиростата в целом они являются вну-
тренними. Кроме того, на роторы действуют моменты со стороны тела A,

вынуждающие роторы отслеживать повороты несущего тела A.

Обратимся к выводу уравнений движения ротора B. Кинетический мо-
мент ротора B определяется выражением

Kb = P b ·B ·P T
b ·ωb (2.5.1)

С учетом формул (2.3.2), (2.3.7) и (2.3.9) выражению (2.5.1) можно придать
вид

Kb = P ·B ·(Ω + α̇m) (2.5.2)
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или его можно записать иначе

Kb =
(

µbE + (λb − µb)m
′⊗m′

)

·(ω + α̇m′) =

= µb(ω + α̇m′) + (λb − µb)m
′(m′ ·ω + α̇)

(2.5.3)

Второй закон динамики для ротора B можно записать в виде

K̇b = M +Mab , (2.5.4)

где M — момент, развиваемый двигателем; M ab — момент, действующий
на ротор B со стороны тела A. Учтем теперь следующее. Момент M оче-
видно направлен по оси ротора B, т. е. по вектору m′ = P ·m. Момент M ab,
напротив, ортогонален оси ротора B, т. е. M ab·m′ = 0. Спроецируем теперь
уравнение (2.5.4) на вектор m′ и учтем равенства

M = Mm′ , Mab ·m′ = 0 , m′ ·K̇b = (m′ ·Kb)˙− ṁ′ ·Kb

Легко заметить, что

ṁ′ ·Kb = (ω×m′)·
(

µb(ω + α̇m′) + (λb − µb)m
′(m′ ·ω + α̇)

)

= 0 ,

m′ ·Kb = λb(ωm + α̇) ,̇ ωm = m′ ·ω = m·Ω (2.5.5)

Проекция уравнения (2.5.4) на вектор m′ записывается так

λb(α̇+ ωm)˙= M , ωm = m′ ·ω = m·Ω (2.5.6)

Для момента, развиваемого двигателем, M примем простейшее выражение

M = −ηb(α̇ − ωb) , ηb > 0 , (2.5.7)

где ωb есть номинальная угловая скорость двигателя. Подставляя (2.5.7) в
(2.5.6), получаем уравнение

λb(α̇ − ωb)˙+ ηb(α̇ − ωb) + λbω̇m = 0 , ωb = const (2.5.8)

Здесь основной неизвестной является функция α(t), а угловая скорость тела
A входит в уравнение (2.5.8) через величину ωm = m ·Ω. Аналогичные
рассуждения для ротора C приводят к уравнению

λc(β̇ − ωc)˙+ ηc(β̇ − ωc) + λcω̇n = 0 , ωn = n·Ω (2.5.9)

где ηc > 0, ωc есть номинальная угловая скорость двигателя, вращающего
ротор C. Если считать, что двигатели, вращающие роторы B и C имеют
бесконечную мощность, то следует принять

ηb → ∞ , ηc → ∞ =⇒ α̇ = ωb , β̇ = ωc (2.5.10)

Последние значения получаются после переходного процесса.
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2.6. Полная система уравнений движения двухроторного гиро-

стата на упругом основании

Выпишем полную систему уравнений, описывающих динамику двухротор-
ного гиростата.

Второй закон динамики для гиростата-уравнение (2.4.8)

J̇ + Ω×J + 2
∂Π

∂(θ2)
θ +

∂Π

∂(k·θ) Z
−1 ·k + Z−1 ·dU

dθ
= P T ·M ex (2.6.1)

J = D ·Ω + λbα̇m+ λcβ̇n , D = A+ B + C (2.6.2)

Кинематическое уравнение (2.4.12)

θ̇ = Ω +
1

2
θ×Ω +

1 − g

θ2
θ×(θ×Ω) , g ≡ θ sin θ

2(1 − cos θ)
, (2.6.3)

Уравнение, определяющее вращение ротора B

λb(α̇− ωb)˙+ ηb(α̇ − ωb) + λbω̇m = 0 , ωm = m·Ω (2.6.4)

Уравнение, определяющее вращение ротора C

λc(β̇ − ωc)˙+ ηc(β̇ − ωc) + λcω̇n = 0 , ωn = n·Ω (2.6.5)

Система уравнений (2.5.1)–(2.5.5) является замкнутой и содержит восемь
неизвестных: вектор поворота θ, вектор правой угловой скорости Ω, углы
относительных поворотов роторов α(t) и β(t).

Система (2.5.1)–(2.5.5) весьма удобна для численного анализа. В частно-
сти, численные эксперименты с ней позволяют выбирать энергию деформа-
ции Π(θ), т. е. проектировать упругое основание, обеспечивающее заданное
динамическое поведение гиростата. В данной работе анализ такого рода
оставлен в стороне из-за недостаточной его завершенности.

Для практических приложений, например, для энергии деформации в
виде квадратичной формы аналогично тому как это принято для так на-
зываемого полулинейного материала [92] в нелинейной теории упругости

Π(θ2, k ·θ) =
1

2
C1

(

θ2 − (k ·θ)2

)

+
1

2
C3(k ·θ)2 (2.6.6)

В этом случае упругий момент M e вычисляется по простейшей формуле

M e = −C1θ − (C3 − C1) k ·θ Z−1(θ)·k , (2.6.7)
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где C1 > 0, C3 > 0 называются жесткостями основания на изгиб и кручение
соответственно. Обратим внимание, что выражение для упругого момен-
та, соответствующее простейшей форме энергии, является нелинейным. В
развернутом виде с учетом представления (2.2.7) выражение (2.6.7) имеет
вид

M e = −C1θ − (C3 − C1)(k ·θ)
(

k − 1

2
θ×k +

1 − g

θ2
θ×(θ×k)

)

(2.6.8)

Иными словами, в отличие от нелинейной теории упругости, здесь мы име-
ем дело с физически нелинейной задачей, а не только с геометрической
нелинейностью. Обоснованность принятых наименований для упругих по-
стоянных C1 и C3 следует из линеаризованной записи выражения (2.6.8)

M e = −C1(θ − k ·θ k) − C3(k ·θ)k (2.6.9)

Если вектор поворота направлен по k, т. е. имеет место чистое кручение,
то получаем

M e = −C3 θ (θ×k = 0)

Отсюда понятно наименование жесткость на кручение для упругой посто-
янной C3. Если же вектор поворота ортогонален k, то имеем

M e = −C1 θ (θ·k = 0)

При этом мы имеем наклон гиростата, т. е. отклонение его оси от вертика-
ли, и изгиб упругого основания.

2.7. Уравнения движения двухроторного гиростата при малых

поворотах несущего тела

Несущее тело гиростата упруго защемленное в упругое основание во мно-
гих практически важных случаях не должно сильно отклоняться от исход-
ного состояния, т. е. вектор поворота несущего тела должен быть малым

|θ| � 1

В этом случае основную систему уравнений (2.6.1)–(2.6.6) можно суще-
ственно упростить, сохранив в ней только линейные по θ и его производ-
ным слагаемые. Наиболее значительное упрощение претерпевает кинема-
тическое уравнение (2.6.3). Заметим, что справедлива оценка

1 − g

θ2
=

1

12
+ O(θ2)
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Поэтому в линейном приближении получаем, что правая угловая скорость
Ω совпадает с левой угловой скоростью и определяется простейшим выра-
жением

Ω = ω = θ̇ (2.7.1)

Примем, что внешние моменты отсутствуют. Для упругого момента име-
ем выражение (2.6.1). С учетом (2.7.1) и (2.6.2) уравнение (2.6.1) после
линеаризации записываем в виде

D ·θ̈ + λbα̈m+ λcβ̈n+ C1(θ − k ·θ k) + C3(k ·θ)k = 0 (2.7.2)

Уравнения (2.6.4) и (2.6.5) остаются почти без изменений

λb(α̇− ωb)˙+ ηb(α̇ − ωb) + λbm·θ̈ = 0 (2.7.3)

λc(β̇ − ωc)˙+ ηc(β̇ − ωc) + λcn·θ̈ = 0 (2.7.4)

Система (2.7.2)–(2.7.4) есть система обыкновенных дифференциальных урав-
нений восьмого порядка с постоянными коэффициентами. В принципе, она
допускает полное исследование.

3. Динамика однороторного гиростата на упругом осно-

вании

3.1. Уравнения движения однороторного гиростата с трансвер-

сально изотропным тензором инерции

В этой главе будет рассматриваться частный случай уравнений, получен-
ных во второй главе. При этом будут приняты дополнительные упрощаю-

щие предположения.

Первое. Тензор инерции несущего тела A будем считать трансверсально
изотропным с осью изотропии, направленной по вектору k

A = λak⊗k + µa(E − k⊗k) (3.1.1)

От этого предположения в дальнейшем мы откажемся и рассмотрим
ситуацию, когда тензор инерции A будет близок к выражению (3.1.1),
но перестанет обладать осью симметрии.
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Второе. Считаем, что ротор C отсутствует, но полость, занимаемая ро-
тором C, заполнена материалом несущего тела A.

Третье. Считаем, что ось ротора B в исходном натуральном состоянии
совпадает с осью симметрии несущего тела A : m = k.

Четвертое. Для энергии упругого основания считаем справедливым вы-
ражение (2.5.6).

При принятых предположениях суммарный тензор инерции гиростата D
имеет вид

D = λk⊗k + µ(E − k⊗k) , λ = λa + λb , µ = µa + µb (3.1.2)

Тогда правый вектор кинематического момента J выражается по формуле

J = µΩ +
(

(λ− µ)ωk + λbα̇
)

k , ωk = k ·Ω (3.1.3)

µΩ̇ +
(

(λ− µ)ωk + λbα̇
)

˙k −
(

(λ− µ)ωk + λbα̇
)

k×Ω+

+c1θ + (c3 − c1)(k ·θ)Z−1(θ)·k = 0
(3.1.4)

Кинематическое уравнение (2.6.3) остается без изменений

θ̇ = Ω +
1

2
θ×Ω +

1 − g

θ2
θ×(θ×Ω) , g =

θ sin θ

2(1 − cos θ)
, (3.1.5)

Уравнение динамики для ротора так же остается почти без изменений

λb(α̇ − ωb)˙+ ηb(α̇− ωb) + λbω̇k = 0 , ωk = k ·Ω (3.1.6)

Система (3.1.4)–(3.1.6) являет собой замкнутую систему уравнений для
однороторного гиростата, который в данном случае можно рассматривать
как простейшую модель центрифуги. Чтобы закончить постановку задачи,
необходимо задать начальные условия

t = 0 : θ = θ0 , Ω = Ω0 , α = α0 (3.1.7)

Полученная задача Коши оказывается сильно нелинейной и достаточно
сложна для аналитического решения в общем случае. Традиционные мето-
ды анализа здесь не подходят, т. к. система существенно неконсервативна.
Подвод или отвод энергии в этой системе осуществляется электрическим
путем.
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3.2. Крутильно-вращательные движения гиростата

Нелинейная система (3.1.4)–(3.1.6) имеет точное частное решение, которое
реализуется, конечно, при частном случае начальных условий. А имен-
но, допустим, что несущее тело A совершает чисто крутильные колебания
вокруг своей оси симметрии. Тогда ротор будет совершать крутильно-
вращательное движение. Для центрифуги это нормальный рабочий режим
движения, а все прочие движения являются паразитными и нежелательны-

ми. Итак, примем, что вектор поворота несущего тела A имеет вид

θ = θ(t)k , k = const (3.2.1)

здесь θ(t) уже не является модулем вектора θ, как это было выше, что не
имеет значения, т. к.

|θ| sin |θ|
2(1 − cos |θ|) =

θ sin θ

2(1 − cos θ)

Легко убедиться, что при принятии (3.2.1) левая и правая угловые скорости
совпадают и определяются по простейшей формуле

ω = Ω = θ̇k (3.2.2)

Вектор кинетического момента J определяется выражением

J = (λθ̇ + λbα̇)k , ωk ≡ θ̇

Кроме того, имеем равенство

Z−1(θ)·k = k

Система (3.1.4)–(3.1.5) сводится к трем скалярным уравнениям

(λθ̇ + λbx)˙+ c3θ = 0 , λbẋ+ ηbx+ λbθ̈ = 0 , α̇ = ωb + x (3.2.3)

Получили линейную систему четвертого порядка, но решать фактически
надо систему третьего порядка, т. к. последнее уравнение системы (3.2.3)
позволяет найти α(t) квадратурой. Решение ищем в виде

θ = Aept , x = Bept

Подставляя эти выражения в первые два уравнения системы (3.2.3), полу-
чаем однородную систему линейных алгебраических уравнений. Приравни-
вая нулю определитель этой системы, получаем характеристическое урав-
нение

F(p) ≡ λbλap
3 + ληbp

2 + c3λbp+ c3ηb = 0 (3.2.4)
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Вводя стандартные обозначения, принимаем

a0 = λbλa , a1 = ληb , a2 = c3λb , a3 = c3ηb

Для того, чтобы все корни уравнения (3.2.4) имели бы отрицательные ве-
щественные части необходимо и достаточно выполнение условий Рауса-
Гурвица, которые в данном случае сводятся к неравенствам

λbλa > 0 , ληb > 0 , c3ηbλb(λ− λa) > 0 , c23η
2

bλb(λ− λa) > 0

Все эти неравенства строго выполняются, если выполняются строгие нера-
венства

λa > 0 , λb > 0 , c3 > 0 , ηb > 0

Далее считаем эти неравенства выполненными. Итак, все корни уравнения
(3.2.4) имеют отрицательные вещественные части. Один из этих корней
заведомо вещественный. два других могут быть либо вещественными, либо
комплексно сопряженными. С практической точки зрения выгодно, чтобы
все корни были бы вещественными, ибо в этом случае идет плавный (без
крутильных колебаний) разгон центрифуги. Выясним при каких условиях
все корни (3.2.4) будут вещественны. Очевидно, что для этого необходимо,
чтобы функция F(p) имела бы два экстремума, т. е. уравнение

F ′(p) ≡ 3λbλap
2 + 2ληbp+ c3λb = 0 (3.2.5)

имело бы два вещественных решения. Для этого, в свою очередь необхо-
дима положительность дискриминанта этого уравнения

4λ2η2

b − 12λ2

bλac3 > 0 =⇒ η2

b >
3c3λaλ

2

b

(λa + λb)2
(3.2.6)

Условие (3.2.6) является только необходимым, но не достаточным. Тем не
менее, оно все же любопытно. Разработчикам центрифуг хорошо извест-
но, что для улучшения качества работы центрифуги надо по возможности
увеличивать мощность двигателя, которая характеризуется параметром
ηb. Значение ηb = ∞ соответствует двигателю неограниченной мощности.
Вместе с тем, никаких неравенств типа (3.2.6) разработчикам, по всей ве-
роятности, не известно. Кроме того, известно, что нужно стремиться уве-
личивать осевой момент инерции несущего тела, на котором закреплен ста-
тор двигателя. Но количественных ограничений до сих пор не было уста-
новлено. И увеличение мощности двигателя, и увеличение осевого момента
инерции λa несущего тела связаны с ростом веса центрифуги. Последний
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показатель очень важен для переносных медицинских центрифуг, использу-
емых для очистки крови. Например, при землетрясении в Спитаке погибли
свыше тысячи людей, большинство из которых погибло в результате ток-
сикации крови. Если бы после извлечения их из-под развалин удалось бы
немедленно произвести очистку их крови с помощью центрифуги, то мно-
гие и многие остались бы в живых. Нередко медицинские центрифуги при-
ходится поднимать, например, на шестой этаж к нетранспортабельному
больному. Короче говоря, вес нельзя увеличивать без уменьшения потре-
бительских свойств центрифуги и, следовательно неравенства типа (3.2.6),
увязывающие между собой основные параметры центрифуги c3, ηb, λa

очень важны при проектировании центрифуг. Отсутствие неравенств типа
(3.2.6) в традиционных методиках расчета центрифуг объясняется тем, что
методы динамики твердого тела в этих методиках практически не исполь-
зуются. Более того, применение этих методов в их классической трактовке
без применения вектора поворота ведет к чрезвычайно громоздким уравне-
ниям и вычислениям, на которые авторы потратили очень много времени
и не сумели довести их до обозримых результатов. Правда, это относится
не к случаю крутильно вращательных движений гиростата. Впрочем, мы
отвлеклись, ибо вопросы проектирования реальных центрифуг выходят за
рамки данной работы.

Условия (3.2.6) будут достаточными для существования трех отрица-
тельных корней уравнения (3.2.4), если для отрицательных корней уравне-
ния (3.2.5) −p1 > −p2 > 0 будут справедливы неравенства

F(p2) < 0 , F(p1) > 0

С теоретической точки зрения для нас важен только факт убывания пере-
менных x и θ с ростом времени

t → ∞ =⇒ |θ| → 0 , |x| → 0 (3.2.7)

Условие (3.2.7)выполняется благодаря указанным выше условиям Рауса-
Гурвица. При больших временах в силу (3.2.7) из последнего уравнения
системы (3.2.3) следует, что ротор вращается с постоянной угловой скоро-
стью

α̇ = ωb (3.2.8)

Этот режим стационарного вращения является основным рабочим режи-
мом, например, центрифуги. Теперь необходимо исследовать устойчивость
стационарных вращений.
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3.3. Устойчивость стационарных вращений ротора гиростата на

упругом основании

При стационарных вращениях вектор поворота θ равен нулю, а угловая
скорость вращения ротора α̇ = ωb постоянна. Рассмотрим возмущенное
движение гиростата, в котором вектор θ мал, а угловая скорость α̇ = ωb + x,

где x мало по модулю. Линеаризуем систему (3.1.4)–(3.1.6) по θ и x. При
этом возмущенная Ω также мала. Тогда из (3.1.4)–(3.1.6) вытекает следу-
ющая система уравнений в вариациях

µθ̈ +
(

(λ− µ)k ·θ̇ + λbx
)

˙k − λbωbk×θ̇ + c1(θ − k ·θ k) + c3(k ·θ)k = 0 , (3.3.1)

λbẋ+ ηbx+ λbk ·θ̇ = 0 (3.3.2)

Вектор θ представим в виде суммы

θ = γ + yk , γ ·k = 0 (3.3.3)

Тогда система (3.3.1)–(3.3.2) распадается на две независимых системы

µγ̈ − λbωbk×γ̇ + c1γ = 0 , γ ·k = 0 , (3.3.4)

λÿ + c3y + λbẋ = 0 ,

λbÿ + λbẋ+ ηbx = 0 (3.3.5)

Что касается системы (3.3.5) , то она уже была исследована в предыдущем
пункте, где было показано, что с ростом времени функции x и y экспонен-
циально затухают. Поэтому остается исследовать уравнение (3.3.4). Оно
линейно и потому для построения общего решения достаточно найти два
линейно независимых частных решения. Последние будем искать в виде

γ = Q(ptk)·a , a = const , a·k = 0 (3.3.6)

Напомним, что тензор поворота допускает представление (2.1.8). Поэтому
в развернутом виде выражение (3.3.6) имеет вид

γ = cos pt a+ sin pt k×a
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Геометрически (3.3.6) означает, что γ ищется в виде вектора, вращающе-
гося вокруг k с угловой скоростью p. Вычислим производные

γ̇ = pk×γ , γ̈ = pk×(pk×γ) = −p2γ

Подставляя эти выражения в (3.3.4), получаем
(

−µp2 + λbωbp+ c1

)

γ = 0 ,

т. е. пришли к характеристическому уравнению

µp2 − λbωbp− c1 = 0 (3.3.7)

Корни этого уравнения находятся по формулам

p1,2 =
λbωb ±

√

λ2

bω
2

b + 4c1µ

2µ
(3.3.8)

Отсюда видим, что p1 и p2 вещественны, но имеют разные знаки. Общее
решение уравнения (3.3.4) имеет вид

γ = Q(p1tk)·a1 +Q(p2tk)·a2 , a1 ·k = 0 , a2 ·k = 0 (3.3.9)

Отсюда видим, что вектор γ есть суперпозиция двух вращающихся векто-
ров, причем они вращаются в разных направлениях. Постоянные векторы
a1 и a2 находятся по начальным условиям. При любых начальных усло-
виях решение (3.3.9) остается ограниченным, т. е. режим стационарного
вращения ротора гиростата является устойчивым. Заметим, однако, что
этот вывод получен в предположении идеальной сбалансированности ги-
ростата как статической (центр инерции расположен на оси симметрии
гиростата), так и динамической, когда главная ось инерции несущего тела
направлена по оси вращения. Полученное решение позволяет удовлетво-
рить произвольным начальным условиям при условии малости начальных
отклонений. Полный анализ решения будет проведен ниже.

3.4. Движения гиростата с неуравновешенным ротором при ма-

лых углах поворота несущего тела

Если гиростат рассматривать как простейшую модель центрифуги, то
необходимо учитывать возможную неуравновешенность ротора. В этом
случае рассматриваемую систему уже, строго говоря, нельзя назвать гиро-
статом, поскольку распределение масс в ней зависит от движения. С другой
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стороны, можно считать, что неуравновешенность возникает при подвеши-
вании к ротору системы грузов, которые неуравновешены. При проектиро-
вании центрифуг важнейшей характеристикой является допустимый дис-
баланс подвешиваемого груза. Чем больший дисбаланс допускает центри-
фуга, тем выше ее качество и потребительские свойства. В данной работе в
качестве дисбаланса закрепим на роторе сосредоточенный груз массой M .

Тогда для вектора кинетического момента будем иметь выражение

K = P ·A·P T ·ω + P b ·B ·P T
b ·ωb + P b ·C ·P T

b ·ωb (3.4.1)

где

C = Ml2(E − n⊗n) , (3.4.2)

причем n является ортом вектора, направленного от неподвижного ротора,
к сосредоточенному грузу, l есть расстояние от неподвижной точки до дис-
баланса. Считаем, что вектор n мало отличается от вектора k. Представим
вектор ln в виде

ln = l1k + l2δ , l21 + l22 = l2 , |δ| = 1 , l22 � l21 (3.4.3)

В дальнейшем тензор C будем считать малым. Согласно (2.3.7) и (2.3.9)
имеем

P b = P ·Q(αk) , ωb = ω + α̇P ·k (3.4.4)

Примем, что вектор поворота θ несущего тела мал. Тогда

P = E + θ×E , θ = γ + yk , γ ·k = 0 (3.4.5)

Наиболее существенным отличием данного случая от предыдущего со-
стоит в том, что тензор Q(αk) не уходит из выражения для кинетическо-

го момента. Однако, при сделанных предположениях этот тензор попадет
только в правую часть уравнений движения.

Угловые скорости несущего тела и ротора вычисляются по формулам

ω = θ̇ , ωb = θ̇ + α̇k + θ×k (3.4.6)

т. е. вектор ω мал, а вектор ωb таковым не является. С учетом того, что
последнее слагаемое в выражении (3.4.1) для кинетического момента мало
из-за малости тензора C, то в нем оставим только главную (не малую)
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часть вектора угловой скорости ωb. Тогда линеаризованное по θ выражение
для кинематического момента после несложных выкладок принимает вид

K = λbα̇k + µγ̇ + λẏk − λbα̇k×θ +Q(αk)·C ·α̇k (3.4.7)

Необходимо еще немного преобразовать последнее слагаемое в (3.4.7). Тен-
зор C, определенный формулой (3.4.2), перепишем в другом виде. Для этого
вектор n представим в виде разложения

n = l1k + l2m, m·k = 0 , l1 = cosu , l2 = sinu , (3.4.8)

где u — угол между векторами n и k, |u| � 1. Тогда получим

C·k = Ml2
(

k−cosu(cosu k+sinum)
)

= −Ml2
(

cosu sinum−sin2 u k
)

≈ −uMl2m

Итак, в линейном приближении для вектора кинетического момента имеем
выражение

K = λbα̇k + µγ̇ + λẏk − λbα̇k×γ − uα̇Ml2Q(αk)·m, (3.4.9)

где единичный вектор m ортогонален k. Примем дополнительно предпо-
ложение, что двигатель имеет неограниченную мощность и в состоянии
поддерживать заданную угловую скорость вращения ротора вокруг соб-
ственной оси. Тогда справедливо равенство

α̇ = ωb = const , α = ωbt (3.4.10)

Запишем второй закон динамики

K̇ + c1γ + c3yk = 0

или в проекциях на ось k и плоскость, ортогональную k,

µγ̈ − λbωbk×γ̇ + c1γ = uMl2ω2

bQ(αk)·(k×m) , (3.4.11)

λÿ + c3y = 0 (3.4.12)

В качестве начальных условий принимаем

t = 0 : γ = γ
0
, γ̇ = γ̇0 (3.4.13)

t = 0 : y = y0 , ẏ = ẏ0 (3.4.14)
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Решение задачи (3.4.12), (3.4.14) очевидно и имеет вид

y = y0 cos pt+
ẏ0

p
sin pt , p =

√

c3/λ (3.4.15)

Задача (3.4.11), (3.4.13) немногим сложнее. Частное решение неоднородно-
го уравнения (3.4.12) ищем в виде

γ∗ = AQ(αk)·(k×m) =⇒ γ̇∗ = ωbk×γ∗ , γ̈∗ = −ω2

bγ∗

Подставляя эти выражения в (3.4.11), получаем
(

c1 − (µ− λb)ω
2

b

)

AQ(αk)·(k×m) = uMl2ω2

bQ(αk)·(k×m)

Таким образом, частное решение уравнения (3.4.11) дается выражением

γ∗ =
uMl2ω2

b

c1 − (µ− λb)ω
2

b

Q(αk)·(k×m) (3.4.16)

Общее решение однородного уравнения, соответствующего (3.4.11) уже
было найдено в п. 3.3. Таким образом, общее решение (3.4.11) имеет вид

γ = Q(p1tk)·a1 +Q(p2tk)·a2 +
uMl2ω2

b

c1 − (µ− λb)ω2

b

Q(ωbtk)·(k×m) (3.4.17)

где величины p1 и p2 определены выражением (3.3.8). По (3.4.17) вычисля-
ем

γ̇ = p1k×Q(p1tk)·a1 + p2k×Q(p2tk)·a2 + ωbk×
uMl2ω2

b

c1 − (µ− λb)ω2

b

Q(ωbtk)·(k×m)

Теперь мы можем найти постоянные векторы a1 и a2 по начальным усло-
виям (3.4.13)

a1 + a2 +
uMl2ω2

b

c1 − (µ− λb)ω2

b

k×m = γ
0
, (3.4.18)

p1k×a1 + p2k×a2 + k× uMl2ω2

b

c1 − (µ− λb)ω2

b

(k×m) = γ̇0

Последнее условие удобнее переписать в другой форме, которая получается
после векторного умножения обеих частей этого условия на вектор k

p1a1 + p2a2 +
uMl2ω2

b

c1 − (µ− λb)ω2

b

k×m = −k×γ̇0 (3.4.19)
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Решение системы (3.4.18) и (3.4.19) выписывается стандартным образом,

но здесь оно не приводится. Из решения (3.4.17) видим, что в неуравно-
вешенном гиростате могут возникать резонансы при µ > λ, но могут и
не возникать, если λ ≥ µ. В реальных центрифугах, как правило, эквато-
риальный момент инерции µ в несколько раз превышает значение осевого
момента инерции λ. Поэтому в реальных центрифугах все-таки приходит-
ся проходить через резонанс, что приводит к возникновению крайне неже-
лательных поперечных колебаний. Амплитудно-частотная характеристика
системы имеет достаточно стандартный вид с одним пиком на резонансной
частоте

ω2

b =
c1

µ− λb

(3.4.20)

Экспериментальные данные показывают, что характер амплитудно-час-
тотной характеристики несколько иной. А именно, вблизи частоты (3.4.20)
имеется два ярко выраженных пика. Причина этого явления в том, что,
как будет показано позднее, тензор инерции несущего тела нельзя считать
трансверсально-изотропным.

3.5. Определение углов Эйлера

В предыдущем пункте задача решалась в терминах вектора поворота. В
динамике твердого тела значительно более распространенными являются
углы Эйлера. Различие этих двух подходов весьма значительны. Даже для
малого вектора поворота углы Эйлера оказываются немалыми. Более того,
даже при малых углах нутации подход, основанный на применении углов
Эйлера, приводит к нелинейному уравнению для угла нутации. В этом
пункте будет показано, как определить углы Эйлера по заданному вектору
поворота.

Представим тензор поворота несущего тела через углы Эйлера

P = Q(ψk)·Q(ϑe)·Q(ϕk) = Q(ϑe′)·Q(βk) , (3.5.1)

где

β = ϕ+ ψ , e′ = Q(ψk)·e , k ·e = 0 (3.5.2)

Найдем вектор поворота, отвечающий композиции (3.5.1) с учетом того,
что угол нутации ϑ и угол β = ϕ + ψ являются малыми, хотя ни угол
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прецессии ψ, ни угол собственного вращения ϕ малыми не являются. Для
малых ϑ и β имеем

P = (E + ϑe′×E)·(E + βk×E) = E + (ϑe′ + βk)×E + малые 2-го порядка

Отсюда видим, что в обозначениях п. 3.4

θ = γ + yk = ϑe′ + βk =⇒ γ = ϑQ(ψk)·e , y = β (3.5.3)

Вращающийся вектор нутации γ был найден в предыдущем пункте — вы-

ражение (3.4.17). Согласно (3.4.17) и (3.5.3) имеем

ϑQ(ψk)·e = Q(p1tk)·a1 +Q(p2tk)·a2 +
uMl2ω2

b

c1 − (µ− λb)ω2

b

Q(ωbtk)·(k×m)

или после умножения этого равенства на QT (ψk) слева

ϑm = Q
(

(p1t− ψ)k
)

·a1 +Q
(

(p2t− ψ)k
)

·a2 +
uMl2ω2

b

c1 − (µ− λb)ω2

b

Q
(

(ωbt− ψ)k
)

·(k×m)

(3.5.4)

Здесь принято e = m, т. к. выбор единичного вектора e в (3.5.1) безразли-
чен при условии, что e·k = 0. Регулярной прецессией называют движение,
при котором угол нутации сохраняет постоянное значение. Из выражения
(3.5.4) видно, что регулярная прецессия возможна в следующих трех слу-
чаях

а) ψ = p1t, a2 = 0, M = 0 (дисбаланс отсутствует);

б) ψ = p2t, a1 = 0, M = 0 (дисбаланс отсутствует);

в) ψ = ωbt, a1 = 0, a2 = 0 (чисто вынужденное вращение).

Все три случая реализуются только при специальных начальных условиях.

Вернемся к определению углов Эйлера. Угол нутации ϑ и угол пре-
цессии ψ находятся из неравенства (3.5.4). Конкретное определение углов
Эйлера проведем для частного случая начальных условий. Кроме того, бу-
дем считать, что дисбаланс отсутствует M = 0. С принципиальной точки
зрения принимаемые упрощения совершенно несущественны, но они сильно
упрощают конкретные вычисления.

Итак, принимаем

t = 0 : γ = ϑ0m, γ̇ = 0 (3.5.5)
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Условия (3.4.18)–(3.4.19) при принятых ограничениях записываются в виде

a1 + a2 = ϑ0m, p1a1 + p2a2 = 0 (3.5.6)

Решение этой системы дается выражениями

a1 = − ϑ0p2

p1 − p2

m , a2 =
ϑ0p1

p1 − p2

m (3.5.7)

Выражение (3.5.4) с учетом (3.5.7) и условия M = 0 переписывается в виде

ϑm =
ϑ0

p1 − p2

[

−p2Q
(

(p1t− ψ)k
)

+ p1Q
(

(p2t− ψ)k
)

]

·m (3.5.8)

Равенство (3.5.8) эквивалентно двум скалярным уравнениям, которые мож-
но записать в виде

ϑ =
ϑ0

p1 − p2

[

(

p1 cos p2t− p2 cos p1t
)

cosψ +
(

p1 sin p2t− p2 sin p1t
)

sinψ

]

(3.5.9)

0 =
(

p1 sin p2t− p2 sin p1t
)

cosψ −
(

p1 cos p2t− p2 cos p1t
)

sinψ (3.5.10)

Рассмотрим сначала равенство (3.5.10). Введем обозначения

A
def
= p1 cos p2t− p2 cos p1t , B

def
= p1 sin p2t− p2 sin p1t (3.5.11)

Тогда нетрудно получить, что

A2 + B2 = (p1 − p2)
2 + 2p1p2

(

1 − cos(p1 − p2)t
)

(3.5.12)

Согласно (3.3.8) имеем

p1 − p2 =
1

µ

√

λ2

bω
2

b + 4c1µ > 0 ,

p1p2 = c1/µ < 0 , p1 + p2 = λbωb/µ > 0 (3.5.13)

С учетом этих неравенств получаем

A2 +B2 ≥ (p1 − p2)
2 + 4p1p2 = (p1 + p2)

2

Если ωb 6= 0, то A2 +B2 > 0. Рассмотрим два случая: 1) ωb = 0 и 2) ωb 6= 0.
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В первом случае p2 = −p1 и уравнение (3.5.10) дает

2 cos p1t sinψ = 0 =⇒ sinψ = 0 =⇒ ψ(t) = 0

Других значений ψ быть не может, если допустить, что функция ψ(t)
непрерывна. На самом деле это допущение окажется неверным, но об этом
речь пойдет ниже.

Если ψ = 0, то равенство (3.5.9) дает выражение для угла нутации

ϑ = ϑ0 cos p1t , (3.5.14)

т. е. получили обычное колебание физического маятника. Обратим внима-
ние, что угол нутации по (3.5.14) знакопеременная функция.

Рассмотрим второй случай, когда ωb 6= 0. В этом случае A2 +B2 строго
больше нуля и уравнение (3.5.10) можно переписать в виде

B√
A2 + B2

cosψ − A√
A2 + B2

sinψ = 0

Введем функцию α(t) такую, что

sinα =
B√

A2 + B2
, cosα =

A√
A2 + B2

(3.5.15)

Поскольку B(0) = 0, A(0) = p1 − p2 > 0, то α(0) = 0. В обозначениях
(3.5.15) уравнению (3.5.10) придаем вид

sin(ψ − α) = 0 =⇒ ψ(t) = α(t) (3.5.16)

Здесь использованы начальные условия ψ(0) = α(0) = 0. Итак, получили,
что

cosψ =
A√

A2 +B2
=

p1 cos p2t− p2 cos p1t
√

(p1 − p2)2 + 2p1p2

(

1 − cos(p1 − p2)t
)

(3.5.17)

sinψ =
B√

A2 + B2
=

p1 sin p2t− p2 sin p1t
√

(p1 − p2)2 + 2p1p2

(

1 − cos(p1 − p2)t
)

(3.5.18)

Подставляя (3.5.18) и (3.5.17) в (3.5.9), получаем выражение для угла ну-
тации ϑ

ϑ(t) =
ϑ0

p1 − p2

√

(p1 − p2)2 + 2p1p2

(

1 − cos(p1 − p2)t
)

(3.5.19)
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Это выражение получено в предположении, что ωb не равно нулю, но вели-
чина ωb > 0 может быть сколь угодно малой. Поэтому естественно думать,
что выражение (3.5.19) не потеряет смысл и в пределе при ωb → 0.

Устремляя в (3.5.19) величину ωb к нулю, получаем

ϑ∗(t) = ϑ0| cos p1t| (3.5.20)

Сравнивая (3.5.20) с (3.5.14), замечаем, что они существенно различаются
между собой. Следовательно, где-то была допущена ошибка или принято
неверное допущение. Возвращаясь к выводу соотношения (3.5.14), обра-
щаем внимание, что оно было получено в предположении, что функция
ψ(t) непрерывна. Действительно ли это так? Проанализируем выражения
(3.5.17) и (3.5.18) при ωb → 0, т. е. при p2 → −p1. Выражение (3.5.18) при
ωb → 0 дает, что

sinψ = 0 (3.5.21)

Выражение (3.5.17) при ωb → 0, т. е. при p2 → −p1, приводит к соотноше-
нию

cosψ =
2p1t cos p1t

2p1t| cos p1t|
= sign(cos p1t) (3.5.22)

Из (3.5.21) и (3.5.22) следует, что функция ψ(t) в пределе при ωb → 0 явля-
ется периодической с периодом 2π, но при этом она оказывается разрывной

ψ(t) =











0, 0 ≤ p1t < π/2 ;

π, π/2 < p1t < 3π/2 ;

0, 3π/2 < p1t ≤ 2π

(3.5.23)

Появление разрывных функций при описании поворотов в ситуациях, ко-
гда физический процесс непрерывен, есть особенность, которую следует
помнить. Впервые на факт появления разрывов у углов Эйлера, видимо,
было указано в дипломной работе С.А.Сорокина. Угол прецессии по за-
данному вектору поворота γ можно найти другим способом. А именно, по
(3.5.3) имеем

γ(t) = ϑ(t)Q(ψ(t)k)·e , e = const

Дифференцируя это выражение по времени, получаем

γ̇(t) = ϑ̇Q(ψk)·e+ ψ̇k×ϑQ(ψk)·e =
ϑ̇

ϑ
γ + ψ̇k×γ
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Умножая обе части этого равенства векторно на γ, получаем

ψ̇ =
1

|γ|2 γ×γ̇ , |γ|2 = ϑ2

После несложных вычислений это выражение принимает вид

ψ̇ =
p1p2(p1 + p2)

(

1 − cos(p1 − p2)t
)

(p1 − p2)2 + 2p1p2

(

1 − cos(p1 − p2)t
) (3.5.24)

Это выражение, конечно, можно получить из (3.5.17) и (3.5.18), продиффе-
ренцировав, например, (3.5.18) и затем воспользовавшись (3.5.17).

Скорость прецессии ψ̇(t), определенная выражением (3.5.24), непрерыв-
на, если знаменатель в (3.5.24) не может обращаться в нуль. Последнее воз-
можно только при ωb = 0, т. е. при p1+p2 = 0. При этом скорость прецессии
ψ̇ равна нулю при всех t, при которых знаменатель в (3.5.24) не обращается
в нуль. Запишем выражение (3.5.24) в момент времени t = π/(2p1)

ψ̇ =
p1p2(p1 + p2)

(

1 − sin p2

p1

π
2

)

(p1 − p2)2 + 2p1p2

(

1 − sin p2

p1

π
2

)

Раскрывая здесь неопределенность получаем, что при p2 → −p1 скорость
прецессии равна ∞. Если же t 6= π/(2p1), то скорость прецессии при p2 →
−p1 обращается в нуль. Найдем траекторию апекса, т. е. точки, лежащей
на верхнем конце оси ротора. Если расстояние от неподвижной точки до
апекса обозначить через l, то вектор положения Ra апекса определяется
выражением

Ra = lP b ·k = lP ·Q(αk)·k = lP ·k
Вектор положения
Ra определяется только тензором поворота несущего тела. Для малых по-
воротов имеем

Ra = lP ·k = l(E + θ×E)·k = l(k + θ×k) = l(k + γ×k)

Поскольку для вращающегося вектора нутации имеем выражение (3.5.3),
то вектор Ra можно представить в виде

Ra = l
[

k +
(

ϑQ(ψk)·m
)

×k
]

= lQ(ψk)·(k + ϑm×k)
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Введем ортонормированную тройку векторов e1, e2, k так, чтобы

e1 = m , e1×e2 = k

Тогда вектор Ra можно переписать в форме

Ra = lQ(ψk)·(k − ϑe2) = l
(

k − ϑ(cosψ e2 − sinψ e1)
)

= l(k + xe1 + ye2) ,

(3.5.25)

где

x = ϑ sinψ =
ϑ0

p1 − p2

(

p1 sin p2t− p2 sin p1t
)

,

y = −ϑ cosψ = − ϑ0

p1 − p2

(

p1 cos p2t− p2 cos p1t
)

(3.5.26)

Этими выражениями определяется проекция траектории апекса на плос-
кость, ортогональную k. Введем обозначения

p2 = −p1(1 − ε) , ε =
p1 + p2

p1

=
2λbωb

λbωb +
√

λ2

bω
2

b + 4c1µ
, τ = p1t

(3.5.27)

Тогда параметрическое задание траектории апекса (3.5.26) можно предста-
вить в виде

x = − ϑ0

2 − ε

(

sin(1 − ε)τ − (1 − ε) sin τ
)

,

y = − ϑ0

2 − ε

(

cos(1 − ε)τ + (1 − ε) cos τ
)

(3.5.28)

Параметр ε, как это видно из (3.5.27) меняется в пределах 0 < ε < 1, при-
чем с ростом скорости двигателя ωb параметр ε приближается к единице.
Траектории (3.5.28) при разных значениях параметра ε представлены на
рис. 3.5.1–3.5.9. На рисунках множитель (−ϑ0) принят равным единице.

Интересно оценить порядок параметра ε для каких-либо реальных зна-
чений ωb и моментов инерции λ и µ. Примем следующие значения парамет-
ров, взятые для реально действующей медицинской низкооборотной цен-
трифуги со скоростями 500 об/мин < ωb < 5000 об/мин.

λb = 350 кГ·см2 , µ = 300 кГ·см2 , c1 = 17500 кГ·см

Примем ωb = 100рад/сек, т. е. ωb равна примерно 1000 об/мин. Тогда

ε ≈ 0.25
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x

y

Рис. 3.5.1: Траектория апекса ротора при ε = 0.1

x

y

Рис. 3.5.2: Траектория апекса ротора при ε = 0.2
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x

y

Рис. 3.5.3: Траектория апекса ротора при ε = 0.3

x

y

Рис. 3.5.4: Траектория апекса ротора при ε = 0.4
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x

y

Рис. 3.5.5: Траектория апекса ротора при ε = 0.5

x

y

Рис. 3.5.6: Траектория апекса ротора при ε = 0.6
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x

y

Рис. 3.5.7: Траектория апекса ротора при ε = 0.7

x

y

Рис. 3.5.8: Траектория апекса ротора при ε = 0.8
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x

y

Рис. 3.5.9: Траектория апекса ротора при ε = 0.9

3.6. Движения гиростата на упругом основании при малых пово-

ротах несущего тела с произвольным тензором инерции

При изготовлении центрифуг точности исполнения ротора и его балан-
сировке уделяется особое внимание. Дисбаланс возникает из-за неточного
распределения располагаемых на планшайбе (верхней части ротора) сепа-
рируемых масс. Поэтому тензор инерции ротора вполне допустимо считать
трансверсально изотропным с осью изотропии, направленной по оси рото-
ра. Иначе обстоит дело с тензором инерции несущего тела, в котором за-
крепляется статор электродвигателя. Как правило, трансверсальную изо-
тропию несущего тела обеспечить не удается. Впрочем к этому, видимо,
никто и не стремится. Характерным при этом является то, что одна из
главных осей тензора инерции несущего тела мало отличается от оси изо-
тропного ротора. Это обстоятельство будет учтено ниже.

Тензор инерции несущего тела в соответствии со сказанным представим
в виде спектрального разложения

A = λak⊗k + A1d1⊗d1 + A2d2⊗d2 (3.6.1)
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Повторяя рассуждения п. 3.4, для вектора кинетического момента получаем
выражения

K = D ·γ̇ + (λẏ + λbα̇)k − λbα̇k×γ − uα̇Ml2Q(αk)·m, (3.6.2)

где помимо обозначений, принятых в п. 3.4, введен тензор

D = (A1 + µb)d1⊗d1 + (A2 + µb)d2⊗d2 , dα ·k = 0 (α = 1, 2) (3.6.3)

Теперь вместо уравнений (3.4.11), (3.4.12) имеем следующие

D ·γ̈ − λbωbk×γ̇ + c1γ = uMl2ω2

bQ(αk)·(k×m) , (3.6.4)

λÿ + c3y = 0 (3.6.5)

Как видим изменение произошло только в уравнении (3.6.4) — оно несколь-
ко усложнилось. Решение (3.6.4) уже нельзя построить столь же красиво
как для уравнения (3.4.11). Решение однородного уравнения (3.6.4) ищем в
стандартном виде

γ = aeipt , a·k = 0 (3.6.6)

Подставляя (3.6.6) с отброшенной правой частью, получаем

(−p2D ·a− iλbωbpk×a+ c1a)e
ipt = 0

Получили однородную систему линейных уравнений для плоского (k ·a =
0) комплексного вектора a. Определитель этой системы должен равняться
нулю

det
(

c1(E − k⊗k) − iλbωbpk×E − p2D
)

= 0

В явном виде это уравнение записывается так

θ1θ2p
4 − Sp2 + c2

1
= 0 , (3.6.7)

где

S = c1(θ1 + θ2) + λ2

bω
2

b , θ1 = A1 + µb , θ2 = A2 + µb (3.6.8)

Корни уравнения (3.6.7) имеют вид

p2 =
S ±

√

S2 − 4θ1θ2c21
2θ1θ2

> 0 (3.6.9)
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Положительность и вещественность p2 следует из положительности подко-
ренного выражения

S2 − 4c21θ1θ2 = c21(θ1 − θ2)
2 + 2c21(θ1 + θ2)λ

2

bω
2

b + λ4

bω
4

b > 0

Таким образом, имеем колебательный характер движения. Осталось по-
строить частное решение уравнения (3.6.4). Для этого спроецируем урав-
нение (3.6.4) на главные оси тензора D, при этом вектор γ представим в
виде разложения

γ = γ1d1 + γ2d2 , m = m1d1 +m2d2

Векторное уравнение (3.6.4) эквивалентно двум скалярным

θ1γ̈1 + λbωbγ̇2 + c1γ1 = −uMl2ω2

b (cosαm2 + sinαm1) ,

θ2γ̈2 − λbωbγ̇1 + c1γ2 = uMl2ω2

b (cosαm1 − sinαm2) ,
(3.6.10)

где α = ωbt.

Частные решения можно искать для двух случаев:

а) m1 6= 0 , m2 = 0 и б) m1 = 0 , m2 6= 0

Рассмотрим первый случай, когда m1 6= 0, m2 = 0. Частное решение
ищем виде

γ1 = Γ1 sinωbt , γ2 = Γ2 cosωbt

Подставляя эти выражения в (3.6.10) получаем

(c1 − ω2

bθ1)Γ1 − λbω
2

bΓ2 = −uMl2ω2

bm1 ,

−λbω
2

bΓ1 + (c1 − ω2

bθ2)Γ2 = uMl2ω2

bm1

(3.6.11)

Резонансные частоты определяются как нули определителя этой системы.

Решая последнюю, получаем

Γ1 = −uMl2ω2

bm1

c1 − (θ2 + λb)ω
2

b

(c1 − ω2

bθ1)(c1 − ω2

bθ2) − λ2

bω
4

b

,

Γ2 = uMl2ω2

bm1

c1 − (θ1 + λb)ω
2

b

(c1 − ω2

bθ1)(c1 − ω2

bθ2) − λ2

bω
4

b

(3.6.12)

Из (3.6.12) видно, что в данном случае имеются два резонанса, частоты
которых определяются по формулам

ω2

b =
c1

2(θ1θ1 − λ2

b)

(

(θ1 + θ1) ±
√

(θ1 − θ1)2 + 4λ2

b

)

(3.6.13)

Электронный журнал. http://www.neva.ru/journal http://www.imop.csa.ru/ diff 205



Дифференциальные уравнения и процессы управления, N. 1, 1997

Если в (3.6.13) положить θ1 = θ2 = θ, т. е. принять трансверсальную изо-
тропию, то получим два значения для ω2

b

ω2

b,1 =
c1

θ − λb

, ω2

b,2 =
c1

θ + λb

(3.6.14)

Случай трансверсальной изотропии был рассмотрен в п. 3.4. Там было
показано, что имеется всего один резонанс на частоте (3.4.20), совпада-
ющий с правой из величин (3.6.14). Вторая частота в (3.6.14), казалось
бы дает дополнительный резонанс, что находится в противоречии с ана-
лизом п. 3.4. На самом деле никакого противоречия нет, а вторая часто-
та в (3.6.14) не является резонансной, в чем легко убедиться по формулам
(3.6.12), числители которых при θ1 = θ2 начальной частоте ω2

b,2 также обра-
щаются в нули.

Рассмотрим случай, близкий к трансверсальной изотропии, когда

θ1 = θ , θ2 = θ + εθ , 0 < ε� 1 (3.6.15)

Тогда вместо (3.6.14) получаем с точностью до членов первого порядка
малости

ω2

b,1 =
c1

θ − λb

(

1 − εθ

θ − λb

)

, ω2

b,2 =
c1

θ + λb

(

1 − εθ

θ + λb

)

(3.6.16)

Эти частоты уже обе являются резонансными. Обратим внимание на сле-
дующее обстоятельство. Осевой момент ротора λb, как правило, значи-
тельно меньше экваториального момента θ = µa + µb всего гиростата
λ � θ. Поэтому на самом деле частоты (3.6.16) оказываются близкими. В
п. 3.4 было показано, что для трансверсально изотропного тензора инерции
амплитудно-частотная характеристика имеет один пик на частоте (3.4.18),
совпадающей при ε = 0 с частотой ωb,1. Характерное раздвоение пика на
осциллограмме на предварительном этапе (до решения задачи аналити-
чески) объяснялось следующим образом. Для трансверсально изотропного
тензора инерции имеем кратную собственную частоту и один пик. При
малом отклонении от трансверсальной изотропии эти кратные частоты
слегка раздвигаются и возникают два пика.

Однако уже первые расчеты, приведенные в п. 3.4, показали, что это
объяснение является неправильным. При трансверсально изотропном тен-
зоре инерции малые колебания гиростата с жестко закрепленным рото-
ром действительно имеют кратную собственную частоту. Но при вращаю-
щемся роторе, как это видно из выражения (3.6.9), частоты раздвигаются
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и перестают быть кратными. Поэтому даже в этом случае амплитудно-
частотная характеристика могла бы иметь два пика, если бы не особен-
ность внешнего воздействия, отмеченная в рассуждении, следующим за
формулами (3.4.14). Для теоретической амплитудно-частотной характери-
стики, вытекающей из (3.4.12) ωb,2 < ω0

b,2 < ωb,1. Существующее трение
ограничивает пики, а на частоте ω0

b,2 имеется антирезонанс. Поскольку ча-
стоты ωb,1 и ωb,2 близки, то антирезонансный провал в характеристике
очень узкий и в эксперименте оказался незамеченным. После указанных
трансформаций и получается кривая, очень похожая на эксперименталь-
ную кривую. Приведенное выше теоретическое объяснение наличия двух
близких пиков на амплитудно-частотной характеристике, видимо, ранее
не встречалось.

4. Вращение твердого тела на гибком стержне

4.1. Вводные замечания

В данной главе рассмотренный выше аппарат будет применен к анализу
классического случая вращения твердого тела на безынерционном стержне.
Хотя этот случай рассмотрен во многих работах, обзор которых можно
найти в книге В.В.Болотина “Неконсервативные задачи теории упругой
устойчивости” [12], тем не менее многое здесь остается невыясненным. В
то же время эта задача является одной из важнейших в практическом от-
ношении, поскольку она моделирует динамическое поведение валов, кото-
рые играют центральную роль во многих машинах. Эксперименты далеко
не всегда отвечают результатам известных теорий. В частности, в 1924 г.
Ньюкирк обнаружил самовозбуждение поперечных колебаний вращающе-
гося вала на частотах, отличных от критических. Тогда же Кимболл объ-
яснил это явление наличием внутреннего трения в материале вала. Эта
ситуация в 1937 г. была подробно изучена и описана в работе Е.Н.Николаи
[105]. С тех пор утвердилось мнение о дестабилизирующей роли внутрен-
него трения [107]. Теоретические результаты проведенного Е.Л.Николаи и
многими другими авторами анализа, разумеется, не могут быть оспоре-
ны. Тем не менее, тот факт, что внутреннее трение способствует накачке
энергии в систему, вместо того, чтобы ее рассеивать, все-таки вызывает
некоторое удивление. Сомнения связаны, главным образом, с принятой мо-
делью внутреннего трения. В самом деле, использование определяющего
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уравнения типа
τ = C ·· ε+B ·· ε̇

приводит к дифференциальным уравнениям параболического типа, что
многими рассматривается как серьезный недостаток в фундаментальном
плане. В 1947 г. появилась большая работа И.Б.Баргера [6], в которой экс-
периментально показано, что, несмотря на качественное совпадение ре-
зультатов анализа Е.Л.Николаи с экспериментом, количественное несовпа-
дение весьма значительно. Чтобы добиться количественного совпадения,
И.Б.Баргер предложил использовать модель нелинейного внутреннего тре-
ния. После этого при высоких скоростях вращения удалось добиться хо-
рошего количественного совпадения теории И.Б.Баргера с экспериментом.
Однако эксперимент был недостаточно точным для того, чтобы судить о
поведении системы при малых угловых скоростях, включая и область вбли-
зи критической частоты вращения. Между тем, фотографии, приведенные
в работе И.Б.Баргера, дают основание думать, что нарастание амплитуд
поперечных колебаний начинается еще до первой критической частоты.
Поэтому естественно предположить, что существуют и другие механизмы
самовозбуждения поперечных колебаний во вращающихся валах, помимо
внутреннего трения. Один такой механизм будет рассмотрен в данной гла-
ве.

4.2. Постановка задачи и основные уравнения

Рассмотрим твердое тело с трансверсально изотропным центральным тен-
зором инерции

A = λk⊗k + µ(E − k⊗k)
Будем считать, что центр масс тела расположен на оси симметрии тела.
К центру масс тела жестко прикреплен гибкий стержень, так что поворот
концевого поперечного стержня совпадает с поворотом тела. Второй конец
стержня закреплен в подшипниках, которые допускают свободное враще-
ние стержня вокруг собственной оси.

Стержень будем считать безынерционным и нерастяжимым, как это об-
щепринято в литературе. Будем считать, что в недеформированном состо-
янии стержень прямолинеен и его ось направлена по единичному вектору k.
Положение поперечного сечения стержня в отсчетной (недеформированной)
конфигурации будем определять координатой s: 0 ≤ s ≤ l. Вектор положе-
ния точек стержня в отсчетной конфигурации будем обозначать вектором
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r(s) = sk. Вектор положения точек стержня в актуальной конфигурации
будем обозначать символом R(s, t). Пусть векторы N(s, t) и M(s, t) обозна-
чают векторы внутренних усилий и моментов в стержне.

Запишем уравнения движения безынерционного стержня, т. е. уравне-
ния квазиравновесия

N ′(s, t) = 0 , (4.2.1)

Соотношения упругости имеют вид [44]

M(s, t) = P ·C ·P T ·Φ , (4.2.2)

где P (s, t) есть тензор поворота поперечного сечения стержня, Φ(s, t) есть
вектор изгиба-кручения, тензор жесткости C считается трансверсально
изотропным

C = C1(E − k⊗k) + C3k⊗k , (4.2.3)

где C1 и C2 суть жесткости стержня на изгиб и кручение соответственно.

Вектор изгиба-кручения Φ(s, t) связан с тензором поворота уравнением
Пуассона

P ′(s, t) = Φ(s, t)×P (s, t) , R′ = P ·k , (4.2.4)

где второе равенство выражает условие нерастяжимости. Векторы транс-
ляционной v(s, t) и угловой ω(s, t) скоростей определяются по формулам

v(s, t) = Ṙ(s, t) , Ṗ (s, t) = ω(s, t)×P (s, t) , ḟ
def
= ∂f/∂t (4.2.5)

Дифференцируя (4.2.4) по времени и учитывая (4.2.5), получаем

(P ′)˙= Φ̇×P + Φ×(ω×P )

Дифференцируя второе уравнение в (4.2.5) и учитывая 424, получим

(Ṗ )′ = ω′×P + ω×(Φ×P )

Поскольку дифференцирования по координатам и времени перестановочны,
то из последних двух уравнений следует равенство их правых частей

Φ̇×P + Φ×(ω×P ) = ω′×P + ω×(Φ×P )

Умножая это равенство справа на P T , получаем

Φ̇×E + Φ×E×ω = ω′×E + ω×E×Φ
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Вычисляя векторные инварианты от обеих частей этого равенства, полу-
чаем

−2Φ̇ + ω×Φ = −2ω′ + Φ×ω
или в другой форме

Φ̇(s, t) = ω′(s, t) + ω×Φ(s, t) (4.2.6)

Уравнение (4.2.6) в геометрии известно под названием уравнений структу-
ры Э.Картана. У нас они позволяют вычислять производные от вектора
изгиба-кручения по времени. Уравнения (4.2.6) в механике принято назы-
вать кинематическими уравнениями совместности деформаций. Обратимся
к формулировке краевых условий. Будем считать, что конец стержня s = 0

закреплен в подшипниках. Тогда имеем условия

s = 0 : R(0, t) = 0 , P (0, t) = (1 − cosα)k⊗k + cosαE + sinα k×E
(4.2.7)

т. е. поворот закрепленного торца стержня происходит строго вокруг век-
тора k. Для угла α(t) имеем уравнение

α̇(t) = ω(0, t)·k , (4.2.8)

т. е. угол α, вообще говоря, заранее не определен. К концу стержня s = 0

приложен момент, развиваемый двигателем M

M = Mk (4.2.9)

Тогда для угла α, т. е. угла поворота начального сечения стержня, имеем
дополнительное уравнение

M = −k
(

k ·M(0, t)
)

=⇒ M = −k ·M(0, t) (4.2.10)

Кроме того, примем для двигателя простейшую характеристику

M = −η(α̇ − ω0) , η > 0 , (4.2.11)

где параметр η характеризует мощность двигателя: η = ∞ — идеальный
двигатель неограниченной мощности; ω0 — номинальная частота двигате-
ля.

Таким образом, окончательно краевые условия при s = 0 имеют вид

s = 0 :







R(0, t) = 0 , η(α̇− ω0) = k ·M(0, t) ,

P (0, t) = (1 − cosα)k⊗k + cosαE + sinα k×E
(4.2.12)
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Чтобы получить краевые условия на торце s = l, необходимо записать
уравнения динамики для твердого тела, прикрепленного к этому торцу
стержня. При этом считаем, что тензор поворота твердого тела равен тен-
зору поворота торцевого сечения s = l. Тогда, очевидно, имеем уравнения

s = l :











mR̈(l, t) = −N(l, t) ,

(

P (l, t)·θ·P T (l, t)·ω(l, t)
)

˙ = −M(l, t) +M ex ,
(4.2.13)

где m — масса тела, M ex есть внешний момент (нагрузка), приложенный
к твердому телу; θ — есть тензор инерции твердого тела, считающийся
трансверсально-изотропным

θ = µ(E − k⊗k) + λk⊗k (4.2.14)

Для внешнего момента можно предложить много различных представле-
ний, которые существенно зависят от конкретных условий задачи. В дан-
ной работе будет рассмотрен простейший случай следящего момента

M ex = LP (l, t)·k (4.2.15)

Чтобы закончить постановку задачи необходимо сформулировать началь-
ные условия. Однако в данной работе нас интересует устойчивость стаци-
онарного режима вращения, а не конкретное поведение системы при задан-
ных начальных условиях. Поэтому вопрос о начальных условиях оставим
в стороне.

4.3. Стационарное вращение твердого тела

Решение задачи (4.2.1)–(4.2.4), (4.2.12)–(4.2.15) будем искать в виде ста-
ционарного вращения, при котором стержень остается прямолинейным, а
тело вращается вокруг своей оси изотропии k.

Тензор поворота при этом имеет вид

P = (1 − cosϕ) k⊗k + cosϕE + sinϕk×E, (4.3.1)

где угол поворота поперечного сечения стержня есть функция s и t, т. е.
ϕ = ϕ(s, t). В этом случае вектор изгиба-кручения и угловая скорость вы-
числяются по простейшим формулам

Φ(s, t) = ϕ′(s, t)k , ω(s, t) = ϕ̇(s, t)k (4.3.2)
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Поскольку стержень остается прямолинейным и нерастяжимым, то полу-
чим

R(s, t) = r(s) = sk (4.3.3)

Первое уравнение системы (4.2.1) и первое условие из (4.2.13) дают с уче-
том (4.3.2a), что вектор внутренних усилий равен нулю N = 0. Тогда
второе уравнение системы (4.2.1) дает

M(s, t) = M(t) (4.3.4)

С другой стороны из (4.2.2), (4.2.3) и (4.3.2) следует

M(s, t) = C ·ϕ′k = C3ϕ
′(s, t)k (4.3.5)

Сравнение (4.3.3) и (4.3.4) дает, что

M(s, t) = M(t)k , ϕ(s, t) = sM(t)/c3 + α(t) (4.3.6)

Здесь учтено, что α(t) = ϕ(0, t). Подставляя (4.3.5) в (4.2.12), получаем

η(α̇− ω0) = M(t) (4.3.7)

Теперь рассмотрим второе из условий (4.2.13). Подставляя в него (4.3.1)

при
ϕ(l, t) = lM(t)/c3 + α(t)

и учитывая второе из равенств (4.3.2), получаем

θ·ϕ̈(l, t)k = −M(t)k + Lk

или

λ
(

lM̈(t)/c3 + α̈(t)
)

= −M(t) + L (4.3.8)

Исключая отсюда момент M(t) с помощью уравнения (4.3.6), получаем
уравнение для угла α

ηλl

C3

(α̇− ω0)̈ + λα̈ = −η(α̇− ω0) + L (4.3.9)

Введем новую переменную

β(t) = α̇(t) − ω0 , ω0 = const (4.3.10)
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Тогда уравнение (4.3.8) примет вид

γẍ+ λẋ+ ηx = L , γ ≡ ηλl/C3 (4.3.11)

Как легко видеть при любых начальных условиях решения уравнение (4.3.10)

стремится к стационарному решению

x = L/η , α = (ω0 + L/η)t (4.3.12)

Обычно L < 0 (момент “трения” или другая нагрузка), так что угловая
скорость стационарного вращения оказывается несколько меньше, чем но-
минальная угловая скорость двигателя.

Подчеркнем, что построенное частное решение (частный режим вра-
щения) является точным решением исходной и сильно нелинейной задачи.
Вопрос о реализации такого решения в действительности тесно связан с
проблемой устойчивости этого решения. Именно это и является основной
целью данной главы.

4.4. Уравнения в вариациях

Выше было показано, что задача (4.2.1)–(4.2.4), (4.2.12)–(4.2.15) допускает
точное решение, описываемое функциями

R(s, t) = sk , N = 0 ,

P (s, t) = Q(ϕk) = (1 − cosϕ) k⊗k + cosϕE + sinϕk×E ,

M = Lk , ϕ = sl/C3 + α(t) , α = ωt , ω = ω0 + L/η

(4.4.1)

Чтобы исследовать устойчивость решения (4.4.1) необходимо рассмотреть
возмущенное движение

Rε(s, t) = sk + εu(s, t) , N ε = εn(s, t) , |ε| � 1 (4.4.2)

P ε(s, t) =
(

E + εζ(s, t)×E
)

·Q(ϕk) (4.4.3)

Для возмущенного вектора изгиба-кручения справедлива формула

Φε = εζ ′ +
L

C3

(k + εζ×k) (4.4.4)
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Для возмущенной угловой скорости имеем аналогичное представление

ωε = εζ̇ + ω(k + εζ×k) (4.4.5)

где ω определено выражением (4.4.1). Подставляя (4.4.3) и (4.4.4) в (4.2.2),

получаем выражение для возмущенного вектора момента

M ε = Lk + ε
(

C1γ
′ − Lk×γ + C3β

′k
)

, (4.4.6)

где для вариации ζ вектора поворота принято разложение

ζ = γ + βk , γ ·k = 0 (4.4.7)

Подставляя вышеприведенные представления в уравнения квазистатики
стержня (4.2.1), (4.2.2), получаем

n′ = 0 , C1γ
′′ − Lk×γ′ + C3β

′′k + k×n = 0 (4.4.8)

Второе из равенств (4.2.4) дает

u′ = γ×k (4.4.9)

Краевые условия (4.2.14) для стационарного движения принимают вид

s = 0 : u = 0 , β ′ = 0 , γ = 0 (4.4.10)

Краевые условия (4.2.13) после несложных преобразований сводятся к сле-
дующим

s = l : mü(l, t) = −n , (4.4.11)

µγ̈(l, t) − λωk×γ̇(l, t) + C1γ
′(l, t) = 0 , (4.4.12)

λβ̈(l, t) + C3β
′(l, t) = 0 , (4.4.13)

Задача (4.4.8)–(4.4.13) являет собой систему уравнений в вариациях. Если
она имеет только ограниченные на всем временном интервале решения,
то исследуемое стационарное вращение твердого тела на гибком стержне
считается устойчивым.

Проецируя второе из уравнений (4.4.8) на орт k, получаем

β ′′(s, t) = 0 =⇒ β ′ = 0 =⇒ β(s, t) = β(t)
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Условие β ′ = 0 следует из (4.4.10). Теперь уравнение (4.4.13) принимает
вид

β̈ = 0 =⇒ β(t) = a+ bt

Иными словами, имеем неустойчивость по углу β, но этот вид неустойчиво-
сти не опасен, а в инженерном плане, как правило, не интересен. Поэтому в
дальнейшем будем заниматься только поперечными колебаниями, причем
вектор перемещения u будем считать ортогональным k, как это видно из
уравнения (4.4.9).

4.5. Анализ устойчивости при отсутствии внешнего момента

Полная система уравнений в вариациях является весьма громоздкой и це-
лесообразно сначала рассмотреть классический случай L = 0.

Из уравнений (4.4.8) при L = 0 следует

n = n(t) , C1γ
′′ = −k×n(t) , u′ = k×γ

Интегрируя эту систему и проводя некоторые вычисления, получаем

n(t) =
12C1

l3
u(l, t) +

6C1

l2
k×γ(l, t)

γ ′(l, t) = − 6

l2
k×u(l, t) +

4

l
γ(l, t)

Подставляя эти выражения в уравнения (4.4.11) и (4.4.2), получаем систе-
му двух уравнений для определения функций u(l, t) и γ(l, t), аргументы
которых в нижеприводимых уравнениях опускаются

mü+
12C1

l3
u+

6C1

l2
k×γ = 0 , (4.5.1)

−6C1

l2
k×u+ µγ̈ − λωk×γ̇ +

4C1

l
γ = 0 (4.5.2)

Исключая переменную γ(l, t) из уравнения (4.5.2) с помощью уравнения
(4.5.1), получаем разрешающее уравнение для функции u(l, t), т. е. для век-
тора поперечного смещения торца стержня с твердым телом

µml2

6C1

¨̈u− λωml2

6C1

k× ˙̈u+

(

2µ

l
+

2ml

3

)

ü− 2λω

l
k×u̇+

2C1

l2
u = 0 (4.5.3)
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Частные решения этого уравнения ищем в виде вращающихся вокруг k
постоянных векторов a, которые ортогональны k

u(t) = Q(ptk)·a (4.5.4)

Тогда имеем

u̇ = pk×u , ü = −p2u , ˙̈u = −p3k×u , ¨̈u = p4u

Подставляя эти представления в (4.5.3), получаем

µml2

6C1

p4 − λωml2

6C1

p3 −
(

2µ

l
+

2ml

3

)

p2 +
2λω

l
p+

2C1

l2
= 0 (4.5.5)

Если корни этого уравнения вещественны, то вращения устойчивы, ес-
ли появляются комплексные корни, то тригонометрические функции ком-

плексного аргумента будут содержать в себе гиперболические функции,
т. е. растущие по модулю решения. Для уравнения (4.5.5) вещественность
всех его корней показывается элементарно. В самом деле, обозначим левую
часть уравнения (4.5.5) через F (p), которую запишем в виде

F (p) ≡ µml2

6C1

p4 − 2λω

l
p

(

ml2

12C1

p2 − 1

)

−
(

2µ

l
+

2ml

3

)

p2 +
2C1

l2

Вычислим значения этой функции в точках

p = ±
√

12C1

ml3

Нетрудно посчитать, что

F

(

±
√

12C1

ml3

)

= −6C1

l2
< 0 ,

причем это неравенство справедливо при всех значениях ω. Учтем теперь
очевидные неравенства

F (±∞) = +∞ > 0 , F (0) = 2C1/l
2 > 0

Нарисовав график функции F (p), сразу убедимся, что F (p) имеет два от-
рицательных и два положительных корня, а других корней быть не может

Итак, при L = 0 вращения твердого тела на гибком стержне устойчивы
относительно малых возмущений. Этот результат давно и хорошо изве-
стен. Здесь просто показано, что используемый в работе подход полностью
соответствует классическому.
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4.6. Вывод разрешающего уравнения при действии внешнего мо-

мента.

Если внешний момент, действующий на тело, отличен от нуля, то задача
в сравнении с предыдущим пунктом значительно усложняется. Предвари-
тельно рассмотрим вспомогательную задачу, состоящую в интегрировании
второго уравнения из системы (4.4.8)

C1γ
′′ − Lk×γ′ + C3β

′′k = −k×n , n(s, t) = n(t) (4.6.1)

В качестве краевых условий примем следующие

s = 0 : γ(0, t) = 0 , s = l : γ(l, t) = γ
l
(t) , (4.6.2)

Нашей конечной целью на этом предварительном этапе является выраже-
ние функций γ′(l, t) и n(t) через функции γ

l
(t) и u(l, t). Если это будет

сделано, то уравнения (4.4.11) и (4.4.2) составят систему двух обыкно-
венных уравнений для функций γ(l, t) и u(l, t), решение которых позволит
сделать вывод об устойчивости или неустойчивости стационарного режима
вращения твердого тела на гибком стержне. Обратимся к решению задачи
(4.6.1)–(4.6.2). Умножая обе части уравнения (4.6.1) векторно на k слева,
получаем

C1k×γ′′ + Lγ′ = n

Интегрируя это уравнение один раз, получаем

C1k×γ′ + Lγ = C1k×γ′(0, t) + sn

Исключая с помощью этого уравнения вектор k×γ ′ из уравнения (4.6.1),

приходим к уравнению

γ ′′ +
α2

l2
γ = − 1

C1

k×n+
αs

lC1

n+
α

l
k×γ′

0
, α ≡ Ll

C1

(4.6.3)

Получили линейное дифференциальное уравнение с правой частью. Его
общее решение, казалось бы, можно представить в виде суммы любого
частного решения неоднородного уравнения и общего решения однородного
уравнения. Одно из частных решений (4.6.3) имеет вид

γ∗ =
l2

α2

(

− 1

C1

k×n+
αs

lC1

n+
α

l
k×γ′

0

)

Однако использовать это частное решение нельзя, поскольку при α → 0
оно перестает существовать. Поэтому общее решение также должно содер-
жать особенности, которые должны компенсировать особенности в част-
ном решении. В результате получается очень сложная и громоздкая форма
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представления решения. Поэтому кажется предпочтительным воспользо-
ваться методом вариации произвольных постоянных. Хотя этот путь бы-
стрее приводит к цели, но все же он очень длинен и едва ли имеет смысл
воспроизводить его в данной работе. Поэтому здесь мы воспользуемся при-
ближенным решением уравнения (4.6.3), которое в точности совпадает с
главными членами асимптотического разложения точного решения урав-
нения (4.6.3) при малых α.

В дальнейшем будем считать справедливым сильное неравенство

|α| =

∣

∣

∣

∣

Ll

C1

∣

∣

∣

∣

� 1 (4.6.4)

С практической точки зрения это ограничение несущественно, т. к. даже
для значений крутящего момента, приводящих к возникновению пластиче-
ских деформаций в стержне, модуль α не превосходит значения |α| = 0.01.

Если принять (4.6.3), то с точностью до малых второго порядка вместо
(4.6.3) можем записать

γ′′ = − 1

C1

k×n+
αs

lC1

n+
α

l
k×γ′

0
(4.6.5)

Это уравнение интегрируется уже элементарно

γ′ = − s

C1

k×n+
αs2

2lC1

n+
αs

l
k×γ′

0
+ a (4.6.6)

Полагая здесь s = 0, получаем

γ′
0

= a

Таким образом, имеем

γ′ = − s

C1

k×n+
αs2

2lC1

n+
αs

l
k×γ′

0
+ γ′

0
(4.6.7)

Интегрируя это соотношение, находим

γ(s, t) = − s2

2C1

k×n+
αs3

6lC1

n+
αs2

2l
k×γ′

0
+ sγ′

0
(4.6.8)

Полагая здесь s = l, получаем

γ
l
= − l2

2C1

k×n+
αl2

6C1

n+
αl

2
k×γ′

0
+ lγ′

0
(4.6.9)
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Подставляя (4.6.8) в (4.6.9) и интегрируя получившееся равенство, находим
выражение для вектора поперечных смещений

u(s, t) = − s3

6C1

n− αs4

24lC1

k×n+
αs3

6l
γ′

0
− s2

2
k×γ′

0
(4.6.10)

Отсюда получаем

ul(t) = − l3

6C1

n− αl3

24C1

k×n+
αl2

6
γ′

0
− l2

2
k×γ′

0
(4.6.11)

Равенства (4.6.9) и (4.6.11) позволяют выразить векторы n(t) и γ ′
0
(t) через

векторы ul(t) и γl
(t)

n =
12C1

l3
ul +

6C1

l2
k×γ

l
− αC1

l2
γ

l
(4.6.12)

γ′
0

= −2

l
γ

l
− α

2l
k×γ

l
+
α

l2
ul +

6

l2
k×ul (4.6.13)

В этих выражениях также отброшены слагаемые порядка O(al2). Наконец,
используя (4.6.12) и (4.6.13), легко получаем выражение для γ ′

l

γ′
l
=

4

l
γ

l
− 6

l2
k×ul +

3α

2l
k×γ

l
+
α

l2
ul (4.6.14)

Теперь уже можно выписать разрешающие уравнения, описывающие ди-
намическое поведение твердого тела на гибком стержне вблизи стационар-
ного вращения. Они получаются после подстановки выражений (4.6.12) и
(4.6.14) в уравнения (4.4.11) и (4.4.12). В результате указанной подстановки
имеем

mül +
12C1

l3
ul +

6C1

l2
k×γ

l
− αC1

l2
γ

l
= 0 , (4.6.15)

−6C1

l2
k×ul +

αC1

l2
ul + µγ̈ − λωk×γ̇ +

4C1

l
γ

l
+

3αC1

2l
k×γ

l
= 0 , (4.6.16)

Полагая здесь α = 0, приходим к уравнениям, уже рассмотренным в п. 4.5,
где было показано, что их решения ограничены во времени, т. е. там мы
имели устойчивость стационарных вращений. Если в (4.6.15), (4.6.16) по-
ложить равными нулю моменты инерции µ и λ, то получим уравнение

mül +
3C1

l3
ul +

3L

8l2
k×ul = 0 (4.6.17)
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Это уравнение также очень хорошо известно: оно возникает при анали-
зе устойчивости положений равновесия стержня, скрученного моментом L.
Известно, что при любых сколь-угодно малых значениях L решения урав-
нения (4.6.17) неограниченно возрастают во времени. Иными словами, рав-
новесие консольного стержня, скрученного сколь-угодно малым следящим
моментом, неустойчиво.

Вопрос, ответ на который нам необходимо найти, заключается в следу-
ющем: как повлияет малый следящий момент на стационарные вращения,
не возникнет ли и здесь явление, аналогичное парадоксу Е.Л.Николаи.

4.7. Анализ устойчивости стационарных вращений при действии

малого следящего момента

Введем в рассмотрение обыкновенные дифференциальные операторы

Lm = m
d2

dt2
+

12C1

l3
, Lµ = µ

d2

dt2
+

4C1

l
, Lω = λω

d

dt
− 3αC1

2l
(4.7.1)

Все эти операторы перестановочны. Введем плоские тензоры

a = E − k⊗k , c = −k×E = −k×a , c2 = −a (4.7.2)

Введем, наконец, плоские тензорные операторы

A = aLm , B =
6C1

l2
c+

αC1

l2
a , C = aLµ + cLω (4.7.3)

Как легко убедиться, эти операторы перестановочны. Систему уравнений
(4.6.15), (4.6.16) перепишем в виде

A·u−B ·γ = 0 , B ·u+ C ·γ = 0 (4.7.4)

Подействовав оператором C на первое уравнение и затем исключив γ с по-
мощью второго уравнения (4.7.4), получим следующее уравнение для век-
тора u

(A·C +B2)·u = 0 (4.7.5)

В развернутом виде последнее уравнение имеет вид
(

LµLm − 36C2

1

l4

)

u−
(

LmLω +
12αC2

1

l4

)

k×u = 0 (4.7.6)
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Перепишем это уравнение, выделив в нем слагаемые, пропорциональные α
(

LmLµ −
36C2

1

l4

)

u− λωLmk×u̇+
3αC1

2l

(

m
d2

dt2
+

4C1

l3

)

k×u = 0 (4.7.7)

где u = u(l, t). Если здесь принять α = 0, то получим уравнение (4.5.3), ре-
шение которого было построено в п. 4.5. Там было показано, что общее ре-
шение является суперпозицией четырех вращающихся вокруг k векторов,
модули которых постоянны. Легко убедиться, что при α 6= 0 уравнение
(4.7.7) решений такого типа не допускает. Амплитуда вращений (расстоя-
ние от апекса до оси k) не может быть постоянной ни при каких начальных
условиях. Следовательно, твердое тело будет либо уклоняться от оси k, ли-
бо, напротив, стремиться к оси. Во втором случае имеем устойчивость ста-
ционарных вращений, а в первом случае — неустойчивость. Общий анализ
устойчивости сводится к определению корней полинома восьмой степени,
что можно, конечно, сделать, но это выливается в довольно большие вы-
числения. По этой причине в данной работе ограничимся приближенным
(асимптотическим) анализом, который тем более уместен, что само урав-
нение (4.7.7) выведено с точностью до членов порядка O(α2). Будем рассу-
ждать следующим образом. При α = 0 каждое частное решение уравнения
(4.7.7) являлось вращением с постоянной амплитудой. Естественно думать,
что при малых α мы будем иметь вращение с медленно меняющейся ам-

плитудой. Используем это обстоятельство и будем искать частные решения
уравнения (4.7.7) в виде

u = Q(ptk)·v(t) , p = const (4.7.8)

При α = 0 вектор v(t) постоянен, как это было показано в п. 4.5. Примем,

что при малых α имеет место асимптотическое соответствие

v̇ ∼ αv (4.7.9)

Вычислим производные от u с учетом соотношения (4.7.9) и при этом огра-
ничимся только членами до первого порядка по α включительно.

Будем иметь

u̇ = pk×u+Q·v̇ , ü = −p2u+ 2pk×Q·v̇ ,
˙̈u = −p3k×u− 3p2Q·v̇ , ¨̈u = p4u− 4p3k×Q·v̇

Подставляя эти выражения в (4.7.7), получаем уравнение

F (p)u− F ′(p)k×Q·v̇ +
3αC1

2l

(

4C1

l3
−mp2

)

k×Q·v = 0 , (4.7.10)
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где F ′(p) = dF/dp, а полином F (p) имеет вид

F (p) ≡ µml2

6C1

p4 − λωml2

6C1

p3 −
(

2µ

l
+

2ml

3

)

p2 +
2λω

l
p+

2C1

l2
(4.7.11)

Для того, чтобы уравнение (4.7.10) было выполнено достаточно принять

F (p) = 0 , F ′(p)v̇ +
3αC1

2l

(

mp2 − 4C1

l3

)

v = 0 , (4.7.12)

Как было показано выше, функция F (p) имеет ровно четыре вещественных
нуля. Перенумеруем их в следующем порядке

p1 < p2 < p3 < p4

Корни p1 и p2 отрицательны, а корни p3 и p4 положительны. Кроме того,
справедливы неравенства

p2

1,4 >
12C1

ml3
, p2

2,3 <
12C1

ml3
(4.7.13)

Решение второго из уравнений (4.7.12) имеет вид

v(t) = Ae−qt , q =
2αC1

2l

mp2 − 4C1/l
3

F ′(p)
(4.7.14)

При положительных q “амплитуды” стремятся к нулю, т. е. ось симметрии
твердого тела стремится к оси k, т. е. такое частное решение устойчиво.
Рассмотрим последовательно все четыре значения корня p1, p2, p3, p4.

Рассмотрим корень p1. В силу (4.7.13) числитель в (4.7.14) положите-
лен (без учета знака α). Значение функции F ′(p) в точке p = p1, очевидно,
отрицательно. Следовательно, знак q противоположен знаку α. Таким об-
разом, частное решение, отвечающее корню p1, убывает при α < 0 и растет
при α > 0.

Рассмотрим корень p4. В этом случае значение функции F ′(p) в точке
p = p4 положительно. Следовательно, q > 0 при α > 0 и q < 0 при α < 0.

Иными словами, для частного решения, отвечающего корню p = p4, имеем
ситуацию, противоположную случаю p = p1. Это означает, что в любом
случае при любом значении угловой скорости и при любом значении α,
т. е. внешнего момента L, имеем неустойчивость.

Итак, при действии сколь-угодно малого внешнего следящего момента
L стационарные вращения твердого тела на гибком стержне неустойчивы.
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4.8. Обсуждение

Как было показано выше, сколь-угодно малый следящий момент порождает
неустойчивость вращения твердого тела на гибком вале. Можно убедить-
ся, что мертвый внешний момент также приводит к развитию неустой-
чивости. Более того, внешние (сколь-угодно малые) воздействия, как пра-
вило, ведут к неустойчивостям. Малое трение, внешнее или внутреннее,
может также порождать неустойчивость, но может и стабилизировать дви-
жение тела. Создается впечатление, что вращающиеся валы оказываются
работоспособными не потому, что ликвидированы причины, вызывающие
неустойчивость, а, наоборот, вследствие избытка этих причин. В резуль-
тате, одна неустойчивость гасит другую. Именно так обстоит дело при
совокупном действии следящего и мертвого моментов. При раздельном дей-
ствии каждый из них ведет к неустойчивости, но если их величины одина-
ковы, то поведение системы устойчиво.

Обратимся к экспериментальной работе И.Б.Баргера [6]. Анализ, на-
сколько он возможен по приводимым фотографиям, показывает, что ха-
рактер неустойчивости значительно лучше описывается типом неустойчи-
вости, предсказываемым результатами предыдущего пункта, нежели ти-
пом неустойчивости, определяемым внутренним трением. Действительно,
нарастание отклонения от вертикальной оси имеет место как для ω < ωкр,

так и при ω > ωкр. Впрочем, данные, приводимые в [6] явно недостаточны
для того, чтобы давать какие бы то ни было окончательные суждения.

Все, на что претендуют результаты данной главы, состоит в утвержде-
нии, что внутреннее трение далеко не обязательно является единственным
объяснением наблюдаемых на практике неустойчивостей.

5. Динамика двухроторного гиростата на упругом осно-

вании

5.1. Основные уравнения при соосных роторах

Примем следующие ограничения

• роторы будем считать соосными, т. е. в выражении (2.6.2) примем, что
m = n = k;
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• энергия упругого основания имеет вид квадратичной формы (2.6.6)

Π(θ2, k ·θ) =
1

2
C1

(

θ2 − (k ·θ)2

)

+
1

2
C3(k ·θ)2 ;

• внешний момент примем в виде

M ex = −b ωc + LP ·k , b > 0 , (5.1.1)

где ωc — угловая скорость “основного” ротора C, причем ротор B
будем называть вспомогательным.

Первое слагаемое в правой части (5.1.1) соответствует случаю, когда на
основной ротор действует момент трения. Напомним, что согласно (2.3.9)

справедливо представление

ωc = ω + β̇P ·k , (5.1.2)

где ω — угловая скорость несущего тела A.

Наконец, примем еще одно допущение: будем считать, что двигатели
имеют неограниченную мощность, так что относительные угловые ско-
рости роторов α̇ и β̇ являются наперед заданными функциями. При при-
нятых допущениях основная система уравнений динамики двухроторного
гиростата на упругом основании принимает вид

J̇ + Ω×J + bΩ + bβ̇k + C1θ + (C3 − C1)k ·θ Z(θ)−1·k = Lk (5.1.3)

Правый вектор кинетического момента J согласно (2.6.2) имеет вид

J = D ·Ω +
(

λbα̇ + λcβ̇
)

k , D = A+ B + C , m = n = k (5.1.4)

К этим уравнениям следует добавить следует добавить кинематическое
уравнение (2.6.3)

θ̇ = Ω +
1

2
θ×Ω +

1 − g

θ2
θ×(θ×Ω) , g ≡ θ sin θ

2(1 − cos θ)
(5.1.5)

Система (5.1.3)–(5.1.5) содержит два неизвестных вектора θ и Ω и явля-
ется замкнутой. В эту систему входит большое число конструкционных
характеристик, которыми можно распоряжаться при проектировании и
выбирать их на основе каких-либо соображений. Пример такого выбора-
проектирования будет рассмотрен в следующем пункте.
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5.2. Двухроторный гиростат с шаровым тензором инерции на

изотропном основании

В этом пункте будет рассмотрена предельно упрощенная ситуация. При-
мем, что на гиростат не действует внешних моментов, кроме реакции упру-
гого основания, и внешнее трение отсутствует

b = 0 , L = 0 (5.2.1)

Далее примем, что вспомогательный ротор B вращается так, что проекция
суммарного кинетического момента обеих роторов равна нулю

λbα̇+ λcβ̇ = 0 (5.2.2)

Упругое основание будем считать изотропным

C1 = C3 = c (5.2.3)

Наконец, примем, что суммарный тензор инерции гиростата является ша-
ровым

D = DE (5.2.4)

хотя ни один из составляющих тензоров инерции A, B, C шаровым не
является.

При сделанных допущениях система (5.1.3)–(5.1.5) предельно упроща-
ется и сводится к следующей

DΩ̇ + c θ = 0 , (5.2.5)

θ̇ = Ω +
1

2
θ×Ω +

1 − g

θ2
θ×(θ×Ω) , g ≡ θ sin θ

2(1 − cos θ)
(5.2.6)

Несмотря на огромные упрощения, система (5.2.5)–(5.2.6) остается доста-
точно сложной в силу существенной нелинейности уравнения (5.2.6). Как
анализировать эту систему? Ее можно несколько усложнить и считать
упругое основание нелинейным, но изотропным. В этом случае жесткость
c является функцией от θ

c = c(θ) , c′ > 0 , c(0) > 0 (5.2.7)

Первоначально мы пытались проанализировать систему (5.2.5)–(5.2.6) ис-
пользуя представление тензора поворота через углы Эйлера

P (θ) = Q(ψk)·Q(ϑp)·Q(ϕk) = Q(ϑp′)·Q(βk) , (5.2.8)
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где

β = ϕ+ ψ , p′ = Q(ψk)·p , p′ ·k = p·k = 0 (5.2.9)

Нетрудно показать, что вектор поворота θ, отвечающий тензору поворота
(5.2.8), определяется формулами (θ = θn)

1 + 2 cos θ = cosϑ+ cosβ + cosα cos β , (5.2.10)

2 sin θ n = sinϑ(1 + cos β)p′ + sin β(1 + cosϑ)k + sinϑ sinβ p′×k (5.2.11)

С помощью кинематического уравнения Эйлера можно выразить и угло-
вую скорость через производные от углов Эйлера. В результате уравнение
(5.2.6) превращается в тождество, а векторное уравнение (5.2.5) становит-
ся эквивалентным следующим трем скалярным уравнениям

D
(

β̇ − ψ̇(1 − cosϑ)
)

˙ +
c(θ) θ

2 sin θ
sin β(1 + cosϑ) = 0 ,

D
(

θ̈ + ψ̇ϕ̇ sinϑ
)

+
c(θ) θ

2 sin θ
sinϑ(1 + cos β) = 0 ,

D
(

(ψ̇ sinϑ)˙− ϕ̇ϑ̇
)

+
c(θ) θ

2 sin θ
sin β sinϑ = 0

(5.2.12)

К этой системе добавляется условие β = ϕ+ ψ и уравнение (5.2.10).

Система (5.2.12) оказалась достаточно трудной для нас. Несмотря на
значительные усилия и большие временные затраты, нам не удалось по-
строить ее решение непосредственно, хотя, как будет показано ниже, это
было возможно. Итак, использование углов Эйлера приводит в этой задаче
к трудно преодолимым проблемам. К счастью оказалось, что существует
другой путь, найденный до некоторой степени случайно, но, тем не менее,
весьма простой.

Перепишем уравнение (5.2.5) в двух эквивалентных формах

Dω̇ + c(θ2) θ = 0 , DΩ̇ + c(θ2) θ = 0 (5.2.13)

Второе уравнение этой системы следует из первого после умножения его
на P T слева и учета равенств

Ω̇ = (P T ·ω)˙= P T ·ω̇ + Ṗ T ·ω = P T ·ω̇ − (P T×ω)·ω = P T ·ω̇ ,

P ·θ = P T ·θ = θ
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Таким образом, оба уравнения в (5.2.13) совершенно равноправны и по су-
ществу тождественны. Но, тем не менее, из них вытекает нетривиальное
следствие: после вычитания из первого уравнения второго легко получают-
ся три интеграла

(ω − Ω)˙= 0 , ω(t) − Ω(t) = ω0 − Ω0 (5.2.14)

Выпишем кинематические уравнения, с помощью которых производная θ̇
выражается через левую ω и правую Ω угловые скорости

θ̇ = ω − 1

2
θ×ω +

1 − g

θ2
θ×(θ×ω) = Ω +

1

2
θ×Ω +

1 − g

θ2
θ×(θ×Ω) (5.2.15)

Из последнего равенства получаем тождество

ω − Ω +
1 − g

θ2
θ×
(

θ×(ω − Ω)
)

=
1

2
θ×(Ω + ω) (5.2.16)

Раскрывая здесь двойное векторное произведение получаем

θ×
(

θ×(ω − Ω)
)

= θ θ·(ω − Ω) − θ2(ω − Ω)

Первое слагаемое в правой части равно нулю, т. к.

θ ·ω = θ ·P ·Ω = θ·Ω , θ ·P = θ

С учетом сказанного равенство (5.2.16) переписывается в виде

g (ω − Ω) =
1

2
θ×(ω + Ω) (5.2.17)

С учетом интеграла (5.2.14) этому равенству придаем вид

g (ω0 − Ω0) =
1

2
θ×(ω + Ω) =⇒ θ·(ω0 − Ω0) = 0 (5.2.18)

Итак, получили важный вывод о том, что вектор поворота θ лежит в плос-
кости, ортогональной вектору e

e = (ω0 − Ω0)/|ω0 − Ω0| (5.2.19)

Конечно, здесь предполагается, что вектор ω0 − Ω0 не равен нулевому век-
тору, причем в последнем случае задача интегрируется элементарно, по-
скольку из (5.2.14) следует

ω = Ω =⇒ P ·Ω = Ω
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Это означает, что вектор Ω является неподвижным вектором тензора по-
ворота, т. е. имеет место равенство

Ω = λθ = ω

Напомним, что неподвижный вектор тензора поворота определяется с точ-
ностью до скалярного множителя, а вектор поворота является неподвиж-
ным вектором тензора поворота Для вектора ω имеем равенство (θ = θm):

ω = θ̇m+ sin θ ṁ+ (1 − cos θ)m×ṁ = λθm

Из этого равенства следует, что ṁ = 0, т. е. вектор поворота имеет фикси-
рованное направление. Это самый простой случай. Для угла поворота θ из
(5.2.5) немедленно получаем уравнение

Dθ̈ + c(θ) θ = 0 , (5.2.20)

которое интегрируется в квадратурах при произвольном виде функции
c(θ).

Вернемся к общему случаю, когда ω0 − Ω0 6= 0. Любой вектор, в том
числе и вектор поворота, лежащий в плоскости, ортогональной вектору e,
можно представить в виде

θ(t) = θ(t)Q(ψe)·m, m = θ0/|θ0| , m·e = 0 , (5.2.21)

где e согласно (5.2.18) есть орт вектора ω0 − Ω0. Из равенства (5.2.20)
получаем

θ̇ =
θ̇(t)

θ
θ + ψ̇e×θ

Умножая обе части этого равенства векторно на вектор θ, получаем

θ×θ̇ = ψ̇θ2e (5.2.22)

Справедливо тождество, вытекающее из формул (2.2.10), (2.2.11) и (2.2.13),

1

2
θ×(ω + Ω) =

sin θ

θ
θ×θ̇ (5.2.23)

С учетом тождества (5.2.22) и представления (5.2.21) из равенства (5.2.17)
получаем

ψ̇ =
|ω0 − Ω0|

2(1 − cos θ)
=

1 − cos θ0

1 − cos θ
ψ̇0 , ψ̇0 > 0 (5.2.24)

Электронный журнал. http://www.neva.ru/journal http://www.imop.csa.ru/ diff 228



Дифференциальные уравнения и процессы управления, N. 1, 1997

Таким образом, если известен угол нутации θ, то угол прецессии ψ на-
ходится квадратурой. Используемые названия для θ и ψ оправдываются
следующим образом. Тензор поворота P связан с вектором поворота θ фор-
мулой

P =
1 − cos θ

θ2
θ⊗θ + cos θ E +

sin θ

θ
θ×E

Подставляя сюда выражение (5.2.20) для вектора поворота θ и проводя
несложные преобразования, получаем

P = Q(ψe)·
(

(1 − cos θ)m⊗m+ cos θ E + sin θm×E
)

·QT (ψe) =

= Q(ψe)·Q(θm)·Q(−ψe) , m·e = 0
(5.2.25)

В этом выражении легко узнается представление Эйлера для тензора по-
ворота, где θ — угол нутации, ψ — угол прецессии, а угол собственного
вращения ϕ равен ϕ = −ψ. По кинематическому уравнению Эйлера нахо-
дим

ω = ψ̇e+ θ̇Q(ψe)·m− ψ̇Q(ψe)·Q(θm)·e
Подставляя это выражение в первое из уравнений (5.2.13), получаем

D
(

ψ̇e+ θ̇Q(ψe)·m− ψ̇Q(ψe)·Q(θm)·e
)

˙+ c(θ) θQ(ψe)·m = 0 (5.2.26)

Проецируя это уравнение на e получаем

D
(

ψ̇ − cos θ ψ̇
)

˙ = 0

Отсюда следует уже известный интеграл (5.2.23). Спроецируем уравнение
(5.2.25) на вектор θ. Для этого умножим его скалярно на вектор θ. После
некоторых преобразований получаем уравнение

D
(

θ̈ − sin θ ψ̇2

)

+ c(θ)θ = 0 (5.2.27)

Подставляя сюда выражение (5.2.23) для ψ̇, получаем уравнения для опре-
деления угла нутации θ

D

(

θ̈ − sin θ
(1 − cos θ0)

2

(1 − cos θ)2
ψ̇2

0

)

+ c(θ)θ = 0 (5.2.28)

Хотя это уравнение имеет сложный вид, оно интегрируется в квадратурах
стандартным образом. Отметим, что уравнение (5.2.27) остается нелиней-
ным для сколь-угодно малых углов нутации θ. Если же использовать век-
тор поворота θ, при малых углах нутации |θ|, то для θ сразу получаем
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линейное уравнение
Dθ̈ + c(0)θ = 0

В этом проявляется одно из преимуществ использования вектора поворо-
та, а не углов Эйлера. Наконец, если уравнение (5.2.25) спроецировать на
вектор e×θ, то также получим тождество.

5.3. Регулярная прецессия гиростата на упругом основании и ее

устойчивость

Выше было показано, что при некоторых упрощающих допущениях, кото-
рые в принципе реализуемы на практике, динамика гиростата на упругом
основании сводится к полностью интегрируемой задаче. Здесь будет по-
дробно рассмотрен один частный случай движения, а именно регулярная
прецессия гиростата. Регулярной прецессией называют движение твердого
тела при постоянном угле нутации. В этом случае имеем

θ(t) = θ0 = const (5.3.1)

Согласно уравнению (5.2.27) находится постоянная скорость прецессии ψ̇0

ψ̇2

0
=
c(θ0) θ0

D sin θ0

=⇒ ψ(t) = ψ̇0t+ ψ0 (5.3.2)

Выпишем все основные характеристики регулярной прецессии.

Вектор поворота по (5.2.20) и (5.3.1) имеет вид

θ(t) = Q(ψe)·θ0 , e·θ = 0 (5.3.3)

Отсюда для θ̇ имеем выражение

θ̇ = ψ̇0e×θ(t) (5.3.4)

Для угловой скорости имеем выражение (2.2.10), которое в развернутом
виде записывается так

ω = θ̇ +
1 − cos θ

θ2
θ×θ̇ +

θ − sin θ

θ3
θ×(θ×θ̇)

Подставляя сюда выражение (5.3.4), получаем

ω = ψ̇0

(

(1 − cos θ0)e+
sin θ0

θ0

e×θ(t)
)

(5.3.5)
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Из выражений (5.3.3) и (5.3.5) видим, что при регулярной прецессии век-
тор поворота θ(t) и угловая скорость ω(t) ортогональны между собой, т. е.
тело поворачивается вокруг одной оси, но вращается вокруг другой оси,
ортогональной оси поворота. Заметим, что тело вращается с постоянной
по модулю угловой скоростью

|ω|2 = 2(1 − cos θ0)ψ̇
2

0

Исследуем устойчивость регулярной прецессии. Для этого на исследуе-
мое движение необходимо наложить малое возмущение общего вида и вы-
вести так называемые уравнения в вариациях. Вывод последних, к сожа-
лению, наталкивается на сравнительно громоздкие вычисления. Здесь воз-
можны три различных подхода, приводящих к одним и тем же уравнениям.

Первый подход. Возмущение накладывается на вектор поворота. Рас-
смотрим возмущенный вектор поворота

θε = θ + εϕ , |ε| � 1

где вектор ϕ называется первой вариацией. Возмущенный вектор угловой
скорости ωε вычисляется по формуле

ωε = Z(θε)·θ̇ε , ωε = ω + εζ

где ζ — первая вариация ω. Дифференцируя данное выражение по ε и
полагая ε равным нулю, получаем

ζ = Z(θ)·ϕ̇+
d

dε
Z(θε)

∣

∣

∣

∣

ε=0

· θ̇ (5.3.6)

Этот подход неприятен тем, что получаются уравнения сложного вида.
Действительно, возмущенное уравнение движения имеет вид

Dω̇ε + c θε = 0 (5.3.7)

Пусть даже для простоты c = const. Дифференцируя это уравнение по ε и
полагая ε = 0, получаем уравнения в вариациях

Dζ̇ + c ϕ = 0

Сюда надо подставить выражение (5.3.6) и учесть, что вектор θ зависит
от времени.

Второй подход. Малое возмущение накладывается на тензор поворота

P ε = (E + εϕ×E)·P (θ) (5.3.8)

Электронный журнал. http://www.neva.ru/journal http://www.imop.csa.ru/ diff 231



Дифференциальные уравнения и процессы управления, N. 1, 1997

Тогда возмущенная угловая скорость вычисляется легко

ωε = εϕ̇+ ω + εϕ×ω
Однако достаточно громоздко вычисляется вектор поворота θε, отвечаю-

щий тензору поворота (5.3.8). Поэтому здесь будет использован третий
подход, который короче первых двух.

Запишем возмущенные уравнения движения

Dω̇ε + c θε = 0 , (5.3.9)

θ̇ε = gεωε −
1

2
θε×ωε +

1 − gε

θε

θ̇εθε , gε =
θε sin θε

2(1 − cos θε)
, (5.3.10)

Жесткость упругого основания будем считать постоянной, что немного
упрощает вычисления.

Примем разложения

ωε = ω + εζ , θε = θ + εϕ , (5.3.11)

где ζ и ϕ называются первыми вариациями ω и θ соответственно. Для
модуля вектора поворота получаем

θε = θ + ε
1

θ
ϕ·θ , (5.3.12)

Дифференцируя (5.3.9) и (5.3.10) по ε и полагая затем ε = 0, получаем
искомые уравнения в вариациях

Dζ̇ + c ϕ = 0 , (5.3.13)

ϕ̇ = gζ − θ − sin θ

2(1 − cos θ)

(

1

θ
ϕ·θ
)

ω − 1

2
ϕ×ω − 1

2
θ×ζ +

1 − g

θ

(

1

θ
ϕ·θ
)

˙
θ

(5.3.14)

В последнем уравнении учтено, что модуль невозмущенного вектора пово-
рота, то есть угол нутации, постоянен θ̇ = 0.

Исключая из (5.3.14) вектор ϕ с помощью уравнения (5.3.13), получаем
уравнение для первой вариации вектора угловой скорости

D

c
ζ̈ + gζ +

θ − sin θ

2θ(1 − cos θ)

D

c

(

ζ̇ ·θ
)

ω +
1

2

D

c
ζ̇×ω − 1

2
θ×ζ−

−1 − g

θ2

D

c

(

ζ̇ ·θ
)

θ̇ = 0

(5.3.15)
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Получившееся уравнение имеет переменные коэффициенты, что затрудня-
ет его анализ. Однако заменой переменных оно может быть сведено к урав-
нению с постоянными коэффициентами. При этом преобразовании следует
использовать тождество

Q·(a×b) = (Q·a)×(Q·b) , ∀Q : Q·QT = E , detQ = 1

Перепишем векторы θ и ω невозмущенного движения в виде

θ = Q(ψe)·θ0 , θ0 = const , e·θ0 = 0 , ψ̇ = const , (5.3.16)

ω = ψ̇Q(ψe)·
(

(1 − cos θ) e+
sin θ

θ
e×θ0

)

= Q(ψe)·ω0 (5.3.17)

Вместо первой вариации ζ введем вектор η по формуле

ζ(t) = Q(ψe)·η (5.3.18)

Отсюда получаем выражения

ζ̇ = Q(ψe)·
(

η̇ + ψ̇e×η
)

,

ζ̈ = Q(ψe)·
(

η̈ + 2ψ̇e×η̇ + ψ̇2e×(e×η)
)

,

ζ̇ ·θ = θ0 ·
(

η̇ + ψ̇e×η
)

(5.3.19)

После подстановки выражений (5.3.16)–(5.3.19) в уравнение (5.3.15) и по-
следующего умножения получившегося уравнения на QT слева, приходим
к уравнению с постоянными коэффициентами

D

c

(

η̈ + 2ψ̇e×η̇ + ψ̇2e×(e×η)
)

+ gη +
D

c

θ − sin θ

2θ(1 − cos θ)
θ0 ·
(

η̇ + ψ̇e×η
)

ω0+

+
1

2

D

c

(

η̇ + ψ̇e×η
)

×ω0 −
1

2
θ0×η −

1 − g

θ2

D

c
θ0 ·
(

η̈ + ψ̇e×η̇
)

θ0 = 0

(5.3.20)

Уравнение (5.3.20) выглядит весьма громоздко, но оно имеет постоянные
коэффициенты и потому допускает полное исследование. Введем в рассмо-
трение ортогональный базис из постоянных векторов

e, θ0, e×θ0 ; e·θ0 = 0 (5.3.21)
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Вектор η представим в виде разложения

η = Se+ Tθ0 +Re×θ0 , (5.3.22)

где
e·η = S , θ0 ·η = θ2T , (e×θ0)·η = θ2R

Проецируя уравнение (5.3.20) на базисные векторы (5.3.21), получаем си-
стему трех скалярных уравнений

S̈ +
1 + cos θ

2
ψ̇2S +

θ2

2
ψ̇Ṫ − c

2D

(

1 +
θ

sin θ

)

θ2R = 0 , (5.3.23)

−ψ̇ sin θ

2θ
Ṡ + gT̈ − 1 + cos θ

2

(

1 +
θ

sin θ

)

ψ̇Ṙ = 0 , (5.3.24)

1

2
ψ̇2

sin θ

θ
S + R̈− sin θ(θ − sin θ)

2(1 − cos θ)
ψ̇2R+

(

3 + cos θ

2
+

sin θ(θ − sin θ)

2(1 − cos θ)

)

ψ̇Ṫ = 0

(5.3.25)

Напомним, что скорость прецессии в этих уравнениях определена формулой
(5.3.2). Оставляя за рамками работы полный анализ уравнений (5.3.23)–

(5.3.25) ограничимся рассмотрением малых углов нутации. Отбрасывая
величины порядка O(θ2) в сравнении с единицей, вместо (5.3.23)–(5.3.25)

получаем упрощенную систему

S̈ +
c

D
S = 0 , (5.3.26)

T̈ − 2ψ̇Ṙ =
1

2
ψ̇Ṡ , (5.3.27)

R̈+ 2ψ̇Ṫ = −1

2

c

D
S (5.3.28)

Из уравнения (5.3.27) получаем

Ṫ = −2ψ̇(R+A) +
1

2
ψ̇S (5.3.29)

Тогда (5.3.28) может быть переписано в виде

(R +A)̈ + 4ψ̇2(R+ A) = −3

2

c

D
S (5.3.30)

Из этой системы устойчивость регулярной прецессии при малых углах ну-
тации вполне очевидна. Обратим внимание, что в левой части уравнения
(5.3.27a) стоит гармоническая функция времени. Кроме того, резонансы в
уравнении (5.3.29) невозможны.
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5.4. Динамика двухроторного гиростата на упругом основании

при действии внешнего следящего момента

Выше было показано, как можно распорядиться вспомогательным рото-
ром, чтобы максимально упростить задачу. Ниже будет рассмотрен вопрос
о возможности использования вспомогательного ротора (не меняя режима
работы основного ротора) для стабилизации движения гиростата при дей-
ствии внешнего малого следящего момента. Роторы будем считать соосны-

ми, а их оси направим по оси k. Напомним, что при недеформированном
основании ось k несущего тела направлена вертикально вверх. Основные
уравнения были выведены в главе II — это уравнения (2.6.1)-(2.6.5), в кото-
рых следует принять m = n = k. В качестве внешнего момента выбираем
следящий момент.

M ex = LP ·k , U = 0 (5.4.1)

Упругое основание будем считать изотропным, а суммарный тензор инер-
ции D шаровым. С практической точки зрения эти упрощения нерацио-
нальны и ухудшают рабочие параметры гиростата (используемого в ка-
честве центрифуги). С технической точки зрения они упрощают вычисле-
ния. С теоретической точки зрения они не принципиальны, поскольку все
основные проблемы, связанные с возможными неустойчивостями, остаются
и даже усиливаются.

При принятых допущениях уравнения (2.6.1)-(2.6.5) принимают вид

DΩ̇ +
(

λbα̇ + λcβ̇
)

˙k +
(

λbα̇ + λcβ̇
)

Ω×k + c(θ)θ = Lk , (5.4.2)

θ̇ = Ω +
1

2
θ×Ω +

1 − g

θ2
θ×(θ×Ω) , g ≡ θ sin θ

2(1 − cos θ)
, (5.4.3)

λb(α̇− ωb)˙+ ηb(α̇ − ωb) + λbk ·Ω̇ = 0 , (5.4.4)

λc(β̇ − ωc)˙+ ηc(β̇ − ωc) + λck ·Ω̇ = 0 (5.4.5)

Напомним, что здесь вектор поворота θ и правая угловая скорость Ω отно-
сятся к несущему телу, заделанному в упругое основание.

Основной режим работы гиростата характеризуется тем, что несущее
тело не совершает поперечных колебаний, т. е. имеем

θ̇(t) = θ(t)k , Ω = θ̇(t)k (5.4.6)
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В этом случае уравнение (5.4.3) обращается в тождество, а оставшиеся
уравнения принимают вид

D (θ + λbα+ λcβ )̈ + c(θ)θ = L ,

λb(α̇− ωb)˙+ ηb(α̇− ωb) + λbθ̈ = 0 ,

λc(β̇ − ωc)˙+ ηc(β̇ − ωc) + λcθ̈ = 0

(5.4.7)

Если энергия упругого основания выбрана в виде квадратичной формы, то
жесткость c = const. Введем обозначения

x = α̇ − ωb , y = β̇ − ωc

Тогда (5.4.7) переписывается в виде

Dθ̈ + λbẋ+ λcẏ + c θ = L ,

λbẋ+ ηbx+ λbθ̈ = 0 ,

λcẏ + ηcy + λcθ̈ = 0

(5.4.8)

Получили систему линейных дифференциальных уравнений. Ее частное
решение имеет вид

x = y = 0 , θ∗ = L/c (5.4.9)

Характеристический полином для однородной системы (5.4.8) имеет вид

F (p) = a0p
4 + a1p

3 + a2p
2 + a3p+ a4 ,

где

a0 = λbλc(D − λb − λc) > 0 , a1 = λcηb(D − λc) + λbηc(D − λb) > 0 ,

a2 = Dηbηc + cλbλc > 0 , a3 = c(λcηb + λbηc) > 0 , a4 = c ηbηc > 0

(5.4.10)

По правилу Декарта в силу неравенств (5.4.10) сразу определяем, что по-
лином F (p) не имеет нулей при вещественных положительных p, но мо-
жет иметь четыре нуля при отрицательных действительных p. Выписывая
критерии Рауса-Гурвица, убеждаемся, что все нули полинома F (p) име-
ют отрицательную действительную часть. Следовательно, при больших
временах все частные решения однородной системы (5.4.8) стремятся по
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модулю к нулю и остается только частное решение (5.4.9). Итак, после
завершения этапа разгона гиростат выходит на следующий режим работы

θ = L/c k , α̇ = ωb , β̇ = ωc , (5.4.11)

т. е. несущее тело находится в положении равновесия, а роторы враща-
ются с постоянными угловыми скоростями. Так будет в идеальном случае
при отсутствии возмущений, вызывающих поперечные колебания несущего
тела. Чтобы идеальный режим (5.4.11) осуществился в реальности, необ-
ходимо, чтобы он был устойчив по отношению к малым возмущениям.

Рассмотрим возмущенное движение

θε = (L/c) k + εϕ , Ωε = εζ , α̇ε = ωb + εu , β̇ε = ωc + εv

(5.4.12)

Записывая возмущенные уравнения движения (5.4.2)–(5.4.5) и подставляя
в них представления (5.4.12), получаем систему уравнений в вариациях

Dζ̇ + (λbu̇+ λcv̇) k + (λbωb + λcωc) ζ×k + c ϕ = 0 , (5.4.13)

ϕ̇ = ζ +
1

2

L

c
k×ζ + (1 − g)k×(k×ζ) , g =

θ sin θ

2(1 − cos θ)
, θ =

L

c
,

(5.4.14)

λbu̇+ ηbu+ λbk ·ζ̇ = 0 , λcv̇ + ηcv + λck ·ζ̇ = 0 (5.4.15)

Система (5.4.13)–(5.4.15) разбивается на две независимых подсистемы, если
ввести разложения

ϕ = xk + y , k ·y = 0 , ζ = ψk + z , z ·k = 0

Тогда вместо (5.4.13)–(5.4.15) получим

Dẍ+ cx+ λbu̇+ λcv̇ = 0 ,

λbu̇+ ηbu+ λbẍ = 0 , λcv̇ + ηcv + λcẍ = 0
(5.4.16)

Dż − (λbωb + λcωc) k×z + cy = 0 ,

ẏ = gz + 1

2

L
c
k×z

(5.4.17)
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Система (5.4.16) была проанализирована в предыдущем пункте, где было
показано, что ее решения стремятся к нулю. Поэтому осталось исследо-
вать систему (5.4.17), которую удобнее записать в виде одного уравнения.
Для этого достаточно продифференцировать первое из уравнений (5.4.17)
и исключить ẏ с помощью второго уравнения из (5.4.17). В результате
приходим к уравнению

Dz̈ − (λbωb + λcωc) k×ż + cgz +
1

2
Lk×z = 0 (5.4.18)

Частные решения этого уравнения будем искать в виде

z = eqtQ(ptk)·A, A = const , A·k = 0 (5.4.19)

Вычисляя производные, получаем

ż = qz + pk×z , k×ż = qk×z − pz ,

z̈ = (q2 − p2)z + 2pqk×z
Подставляя эти выражения в (5.4.18) и полагая коэффициенты при z и k×z
равными нулю, получаем систему уравнений

q2 − p2 + ap+ b = 0 , q = l/(a− 2p) , (5.4.20)

где введены обозначения

a =
λbωb + λcωc

D
, b =

cg

D
, l =

L

2D

Считая внешний момент L малым, из (5.4.20) видим, что и величина q
мала. Отбрасывая из первого уравнения системы (5.4.20) величину q2, на-
ходим значения p

a− 2p = ±
√

a2 + 4b

Теперь из второго уравнения системы (5.4.20) видим, что при любом знаке
l одно из значений q будет положительным. Иными словами, одно из двух
частных решений (5.4.18) будет расти по модулю, т. е. имеем неустойчи-
вость.

5.5. Обсуждение

Постановка второго ротора имеет своей целью борьбу с резонансами и раз-
ного рода неустойчивостями. Результаты данной главы не подтверждают
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данную точку зрения. Впрочем, это не удивительно. Выше рассматрива-
лись только стационарные режимы, в которых вспомогательный ротор ве-
дет себя пассивно. Ситуация может измениться и должна измениться, если
в процессе работы центрифуги активно управлять скоростью вращения
вспомогательного ротора. Это означает, что в системе (5.4.2)–(5.4.5) па-
раметр ωb, т. е. номинальную угловую скорость вспомогательного ротора,
менять во времени заданным образом, для чего необходимо иметь специ-
альную систему управления. Задачи этого типа трудно поддаются ана-
литическому решению и требуют активного использования компьютерных
вычислений, что выходит за рамки данной работы.

Работа поддержана грантом ФЦП “Интеграция” N 147.
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