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Àííîòàöèÿ

Ïðåäëîæåíà âàðèàöèÿ àëãîðèòìà èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äîïóñêàþùèõ àëãåáðû Ëè îïåðàòîðîâ. Àë-
ãîðèòì îñíîâàí íà ïðåäñòàâëåíèè ñèñòåì ÷åðåç èíâàðèàíòû è ïðèìåíåíèè
îïåðàòîðà èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè, êîãäà
ñèñòåìû äâóõ ÎÄÓ òðåòüåãî ïîðÿäêà è ñèñòåìû òðåõ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà,
äîïóñêàþùèå øåñòèìåðíûå àëãåáðû Ëè, ïðåäñòàâèìû ÷åðåç èíâàðèàíòû äî-
ïóñêàåìîé àëãåáðû. Ïðèâåäåíû ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà äëÿ ïðèìåíåíèÿ ê
ðàññìàòðèâàåìûì ñèñòåìàì ÎÄÓ. Ïîñòðîåíû ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ äàííî-
ãî àëãîðèòìà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìû ÎÄÓ, øåñòèìåðíûå àëãåáðû Ëè îïåðàòîðîâ, îïå-
ðàòîð èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñè-
ñòåì

Abstract

A variation of the algorithm for integrating systems of ordinary di�erential
equations admitting Lie algebras of operators is suggested. The algorithm is based
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on the invariant representation of systems and the application of the operator
of invariant di�erentiation. We consider cases when systems of two third-order
ODEs and systems of three second-order ODEs that admit six-dimensional Lie
algebras are represented invariants of an admitted Lie algebras. Modi�cations
of the algorithm for application to the considered systems of ODEs are given.
Examples of using this algorithm are constructed.

Keywords: systems of ODEs, six-dimensional Lie algebras of operators, operator
of invariant di�erentiation, invariant representation of systems

1 Ââåäåíèå

Ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) ÷àñòî âñòðå-
÷àþòñÿ â ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé è
ïðîöåññîâ ìàêðîìèðà. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå òàêèõ ñèñòåì áûâàåò ïîëåç-
íî äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîððåêòíîñòè ïîñòðîåííîé ìîäåëè è åå ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ. Îäíàêî èíîãäà ïîëó÷åíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé íåòðèâèàëüíóþ çàäà÷ó. Ãðóïïîâîé àíàëèç äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ïðåäëàãàåò øèðîêèé âûáîð èíñòðóìåíòîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ è èíòåãðèðîâà-
íèÿ ÎÄÓ è èõ ñèñòåì.

Íàèáîëåå èçó÷åííûìè ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû äâóõ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà. Â
ïîñëåäíåå âðåìÿ ìíîãèå ðàáîòû ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèþ òàêèõ ñèñòåì ìåòî-
äàìè ãðóïïîâîãî àíàëèçà (ñì., íàïðèìåð, [1] - [5]). Ïðåäëîæåííûå â ðàáîòàõ [1,
3, 4] àëãîðèòìû èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ ìîäèôèêàöèÿìè àëãîðèòìà
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà. Âàæíûì ìîìåíòîì äëÿ ïðèìåíåíèÿ
àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîñòü äîïóñêàåìîé àëãåáðû Ëè.

Àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé â [5], òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé àëãîðèòìà
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà, íî âîïðîñ ðàçðåøèìîñòè äîïóñêàå-
ìîé àëãåáðû Ëè íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì. Äëÿ àëãîðèòìà èñïîëüçóåòñÿ
èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèñòåì, äîïóñêàþùèõ ÷åòûðåõìåðíûå àëãåáðû
Ëè îïåðàòîðîâ. Èññëåäîâàíèå ìàòðèö, ñîñòàâëåííûõ èç êîîðäèíàò áàçèñíûõ
èíôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ è èõ ïðîäîëæåíèé íà ïåðâûå è âòîðûå ïðî-
èçâîäíûå, ïîêàçàëî, ÷òî âñå ñèñòåìû äâóõ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ÷åòûðüìÿ
òî÷å÷íûìè ñèììåòðèÿìè ìîæíî ðàçáèòü íà 3 êëàññà. Ïåðâûé êëàññ ñîñòîèò
èç ñèñòåì, äîïóñêàþùèõ àëãåáðû Ëè, èìåþùèõ äâà äèôôåðåíöèàëüíûõ èí-
âàðèàíòà âòîðîãî ïîðÿäêà è îäèí äèôôåðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà. Âòîðîé êëàññ ñîñòîèò èç ñèñòåì, äîïóñêàþùèõ àëãåáðû Ëè, èìåþùèõ
äâà äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòà âòîðîãî ïîðÿäêà è îäèí àëãåáðàè÷åñêèé
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èíâàðèàíò (èíâàðèàíò íóëåâîãî ïîðÿäêà). Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðè ïîìîùè îïåðà-
òîðà èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (ñì. [6]) ìîæíî ïîñòðîèòü ïåðâûé
èíòåãðàë ñèñòåìû è ïðîèíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó â êâàäðàòóðàõ. Òðåòèé êëàññ
ñîñòîèò èç ñèñòåì, íå èìåþùèõ èíâàðèàíòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ýòî ñèñòåìû,
îäíî èç óðàâíåíèé êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îñîáûì ìíîãîîáðàçèåì, íà êîòîðîì ìå-
íÿåòñÿ ðàíã ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç êîîðäèíàò âòîðûõ ïðîäîëæåíèé èí-
ôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ äîïóñêàåìîé àëãåáðû. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òà-
êèõ ñèñòåì íàéäåòñÿ òàêàÿ íåâûðîæäåííàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ, â êîòîðûõ
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ðàçäåëÿþòñÿ è èíòåãðèðóþòñÿ â êâàäðàòóðàõ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé â [5] àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå óäîáíûì
äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåì äâóõ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà. Âîçíèêàåò âîïðîñ îá
óíèâåðñàëüíîñòè ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìà è åãî îáîáùåíèè äëÿ èíòåãðèðîâà-
íèÿ ñèñòåì áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âíà÷àëå ðàññìàòðèâàåòñÿ
âîïðîñ î ïîñòðîåíèè ñèñòåì ÎÄÓ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî øåñòèìåðíûõ
àëãåáð Ëè îïåðàòîðîâ. Äàëåå ïðîâåðÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî äëÿ ñèñòåì
ÎÄÓ, äîïóñêàþùèõ øåñòèìåðíûå àëãåáðû Ëè îïåðàòîðîâ, àëãîðèòì, ïðåä-
ëîæåííûé â [5], ìîæåò áûòü îáîáùåí, à òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ïî-
ñòðîåíèè îïåðàòîðà èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîíêðåòíîãî âèäà.
Ïîñòðîåíû ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà.

2 Ñèñòåìû ÎÄÓ, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî øåñòè-

ìåðíûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé

2.1 Ñèñòåìû äâóõ ÎÄÓ òðåòüåãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äâóõ ÎÄÓ òðåòüåãî ïîðÿäêà âèäà{ ...
x = f(t, x, y, ẋ, ẏ, ẍ, ÿ),
...
y = g(t, x, y, ẋ, ẏ, ẍ, ÿ),

(1)

êîòîðàÿ äîïóñêàåò øåñòèìåðíóþ àëãåáðó Ëè, îáðàçîâàííóþ îïåðàòîðàìè

Xi = τi(t, x, y)
∂

∂t
+ ξi(t, x, y)

∂

∂x
+ ηi(t, x, y)

∂

∂y
, i = 1, . . . , 6. (2)

Èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèñòåìû (1) ìîæíî ïîëó÷èòü, íàéäÿ èíâàðèàí-
òû àëãåáðû (2). Äëÿ ýòîãî íóæíî ðåøèòü ñèñòåìó

Xi,k (Ik) = 0, i = 1, . . . , 6, k = 0, 1, 2, 3, (3)
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ãäå Xi,k � ïðîäîëæåíèå îïåðàòîðà Xi íà ïðîèçâîäíûå k-ãî ïîðÿäêà, Ik �
ôóíêöèÿ îò íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t, çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x, y è èõ ïðî-
èçâîäíûõ äî k-ãî ïîðÿäêà. Òàêæå ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöû Λk, ñî-
ñòîÿùèå èç êîîðäèíàò èíôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ è èõ ïðîäîëæåíèé íà
k-ûå ïðîèçâîäíûå, k = 0, 1, 2, 3.

Äëÿ êàæäîé øåñòèìåðíîé àëãåáð Ëè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ
â ïðîñòðàíñòâå ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ â çàâèñèìîñòè îò ðàíãîâ ìàòðèö Λk,
k = 0, 1, 2, 3, ìîæíî ïîëó÷èòü ëèáî ñèñòåìó îäíîãî èç âèäîâ, óêàçàííûõ â
Òàáëèöå 1, ëèáî ñèñòåìó, ãäå õîòÿ áû îäíî èç óðàâíåíèé èìååò ïîðÿäîê íèæå
3.

Òàáëèöà 1: Âèäû èíâàðèàíòíûõ ñèñòåì äâóõ ÎÄÓ 3-ãî ïîðÿäêà

No. Ðàíãè ìàòðèö Êîëè÷åñòâî èíâàðèàíòîâ Èíâàðèàíòíàÿ ñèñòåìà

Λ0 Λ1 Λ2 Λ3 I0 I1 I2 I3

1 3 5 6 6 0 0 1 2 I3,1 = F (I2), I3,2 = G(I2)

2 3 5 5 6 0 0 2 1 îñîáûé âèä

3 3 4 6 6 0 1 0 2 I3,1 = F (I1), I3,2 = G(I1)

4 3 4 5 6 0 1 1 1 îñîáûé âèä

5 3 3 5 6 0 2 0 1 îñîáûé âèä

6 2 4 6 6 1 0 0 2 I3,1 = F (I0), I3,2 = G(I0)

7 2 4 5 6 1 0 1 1 îñîáûé âèä

8 2 3 6 6 1 1 0 1 îñîáûé âèä

9 1 3 6 6 2 0 0 1 îñîáûé âèä

Ïðèìå÷àíèå. I0 � àëãåáðàè÷åñêèé èíâàðèàíò; I1 � äèôôåðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò ïåðâîãî
ïîðÿäêà; I2 � äèôôåðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò âòîðîãî ïîðÿäêà; I3 � äèôôåðåíöèàëüíûé

èíâàðèàíò òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Ñèñòåìû âèäà 1,3 è 6 èç Òàáëèöû 1 ïîëíîñòüþ ïðåäñòàâëÿþòñÿ ÷åðåç
èíâàðèàíòû. Îñòàëüíûå ñëó÷àè âîçíèêàþò òîãäà, êîãäà ðàíã ìàòðèöû Λ3 ìå-
íÿåòñÿ íà êàêîì-ëèáî ìíîãîîáðàçèè. Òîãäà îäíî èç óðàâíåíèé ïðåäñòàâèìî
÷åðåç èíâàðèàíòû, à äðóãèì óðàâíåíèåì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèå, íà
êîòîðîì ìåíÿåòñÿ ðàíã ìàòðèöû Λ3. Â äàëüøåéøåì â äàííîé ðàáîòå áóäåì
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àè 1, 3 è 6.
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2.2 Ñèñòåìû òðåõ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó òðåõ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà
ẍ = f(t, x, y, z, ẋ, ẏ, ż),

ÿ = g(t, x, y, z, ẋ, ẏ, ż),

z̈ = h(t, x, y, z, ẋ, ẏ, ż),

(4)

êîòîðàÿ äîïóñêàåò øåñòèìåðíóþ àëãåáðó Ëè, îáðàçîâàííóþ îïåðàòîðàìè

Xi = τi(t, x, y, z)
∂

∂t
+ξi(t, x, y, z)

∂

∂x
+ηi(t, x, y, z)

∂

∂y
+ζi(t, x, y, z)

∂

∂y
, i = 1, . . . , 6.

(5)
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèñòåìû (4)
ìîæíî ïîëó÷èòü, íàéäÿ èíâàðèàíòû àëãåáðû (5). Äëÿ ýòîãî íóæíî ðåøèòü
ñèñòåìó (3) äëÿ ñëó÷àÿ îïåðàòîðîâ (5). Òàêæå ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàòðè-
öû Mk, k = 0, 1, 2 ñîñòîÿùèå èç êîîðäèíàò èíôèíèòåçèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ
è èõ ïðîäîëæåíèé íà ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå.

Äëÿ êàæäîé øåñòèìåðíîé àëãåáð Ëè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â
ïðîñòðàíñòâå òðåõ ïåðåìåííûõ â çàâèñèìîñòè îò ðàíãîâ ìàòðèö Mk ìîæíî
ïîëó÷èòü ëèáî ñèñòåìó îäíîãî èç âèäîâ, óêàçàííûõ â Òàáëèöå 2, ëèáî ñèñòåìó,
ãäå ïîðÿäîê õîòÿ áû îäíîãî èç óðàâíåíèé óðàâíåíèé ïîðÿäêà ìåíüøå, ÷åì 2.

Òàáëèöà 2: Âèäû èíâàðèàíòíûõ ñèñòåì òðåõ ÎÄÓ 2-ãî ïîðÿäêà

No. Ðàíãè ìàòðèö Êîëè÷åñòâî èíâàðèàíòîâ Èíâàðèàíòíàÿ ñèñòåìà

M0 M1 M2 I0 I1 I2

1 4 6 6 0 1 3 I2,1 = F (I1), I2,2 = G(I1), I2,3 = H(I1)

2 4 5 6 0 2 2 îñîáûé âèä

3 4 4 6 0 3 1 îñîáûé âèä

4 3 6 6 1 0 3 I2,1 = F (I0), I2,2 = G(I0), I2,3 = H(I0)

5 3 5 6 1 1 2 îñîáûé âèä

6 3 4 6 1 2 1 îñîáûé âèä

7 3 4 5 1 2 2 îñîáûé âèä

8 2 5 6 2 0 2 îñîáûé âèä

9 2 4 6 2 1 1 îñîáûé âèä

10 1 4 6 3 0 1 îñîáûé âèä

Ïðèìå÷àíèå. I0 � àëãåáðàè÷åñêèé èíâàðèàíò; I1 � äèôôåðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò ïåðâîãî
ïîðÿäêà; I2 � äèôôåðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò âòîðîãî ïîðÿäêà.
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Ñèñòåìû âèäà 1 è 4 èç Òàáëèöû 2 ïîëíîñòüþ ïðåäñòàâëÿþòñÿ ÷åðåç èíâà-
ðèàíòû. Îñòàëüíûå ñëó÷àè âîçíèêàþò òîãäà, êîãäà ðàíã ìàòðèöûM2 ìåíÿåò-
ñÿ íà êàêîì-ëèáî ìíîãîîáðàçèè. Òîãäà îäíî èëè äâà óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâèìû
÷åðåç èíâàðèàíòû, à îñòàâøèåñÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû âîçíèêàþò èç ìíîãîîáðà-
çèÿ, íà êîòîðîì ìåíÿåòñÿ ðàíã ìàòðèöû M2. Â äàëüøåéøåì â äàííîé ðàáîòå
áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àè 1 è 4.

3 Èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåì, äîïóñêàþùèõ øåñòèìåðíûå

àëãåáðû Ëè

Âàæíûì ïîíÿòèåì â èíòåãðèðîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿ-
åòñÿ ïîíÿòèå îïåðàòîðà èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (ñì. [6]). Ýòî
îïåðàòîð, êîòîðûé èç èíâàðèàíòà k-ãî ïîðÿäêà ïîðîæäàåò èíâàðèàíò áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà. Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, òî ýòîò îïåðàòîð èìååò âèä

λ(t, ~x, ~̇x, . . .)Dt,

ãäå Dt � îïåðàòîð ïîëíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ~x � âåêòîð çàâèñèìûõ ïå-
ðåìåííûõ, ~̇x � âåêòîð ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ è ò.ä. Â [6] ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîé
îïåðàòîð λDt, êîòîðûé êîììóòèðóåò ñ êàæäûì îïåðàòîðîìXi,k k = 1, 2, 3, . . .
àëãåáðû Ëè ãðóïïû G, ò.å. [

Xi,k, λDt

]
= 0,

ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ôóíêöèþ λ îïåðàòîðà èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìîæíî íàéòè èç
óðàâíåíèé

Xi,k (λ)− λDt (ξi) = 0, i = 1, . . . , 6, (6)

ãäå k � òðåáóåìûé ïîðÿäîê ïðîèçâîäíûõ. Ò.å. â êà÷åñòâå λ ìîæíî âçÿòü ëþáîå
÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (6).

3.1 Èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåì äâóõ ÎÄÓ òðåòüåãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, äîïóñêàþùóþ àëãåáðó Ëè ñ áàñèñíûìè îïåðàòîðàìè,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëó÷àþ 1 èç Òàáëèöû 1. Òîãäà èíâàðèàíòíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ñèñòåìû èìååò âèä

I3,1 = F (I2), I3,2 = G(I2). (7)

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 185



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 4, 2017

Ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ê äèôôåðåíöè-
àëüíîìó èíâàðèàíòó âòîðîãî ïîðÿäêà äàåò ðàâåíñòâî:

λDt(I2) = Ω (I2, I3,1, I3,2) .

Ó÷èòûâàÿ (7), ïîëó÷èì
λDt(I2)|(7) = Ψ(I2)

èëè
dI2

Ψ(I2)
=
dt

λ
. (8)

Î÷åâèäíî, ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ èíòåãðèðóåìà â êâàäðàòóðàõ ïðè
ëþáîé çàìåíå ïåðåìåííûõ. Ïîñòðîèì òàêóþ ôóíêöèþ λ, ÷òî λ = 1

DtΦ
, ãäå

Φ = Φ(t, x, y, ẋ, ẏ, . . .) � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ. Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü òàêæå áóäåò èíòåãðèðóåìà â êâàäðàòóðàõ. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ïîíèçèëè ïîðÿäîê ñèñòåìû è ê ïîëó÷èâøèìñÿ óðàâíåíèÿì ìû
ìîæåì çàíîâî ïðèìåíèòü ýòîò àëãîðèòì.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðèâåñòè è äëÿ ñëó÷àåâ 3 è 6 èç Òàá-
ëèöû 1.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü ñèñòåìà (1) äîïóñêàåò àëãåáðó Ëè ñ áàçèñîì, ñîñòîÿùèì
èç îïåðàòîðîâ

X1 =
∂

∂t
, X2 = t

∂

∂t
, X3 =

∂

∂x
, X4 = x

∂

∂x
, X5 =

∂

∂y
, X6 = y

∂

∂y
,

òî åå èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò âèä (6), ãäå

I2 =
ẋÿ

ẏẍ
, I3,1 =

ẋ
...
x

ẍ2
, I3,2 =

ẋ2
...
y

ẏẍ2
.

Îïåðàòîð èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âîçüìåì â ñëåäóþùåì âèäå:

ẋ

ẍ
Dt.

Óðàâíåíèå (8) èìååò âèä
dI2

Φ(I2)
=
ẍdt

ẋ
.

Îòñþäà ïîëó÷èì,
I2 = ψ(C1 + ln ẋ).
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Ò.å. ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé.

ẋÿ
ẏẍ = ψ(C1 + ln ẋ),
ẋ
...
x

ẍ2 = µ(C1 + ln ẋ).

Ýòà ñèñòåìà äîïóñêàåò îïåðàòîðû

∂

∂t
,

∂

∂x
,

∂

∂y
, t

∂

∂t
+ x

∂

∂x
, y

∂

∂y
.

Äëÿ èíâàðèàíòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñëåäóþùèå èíâàðèàíòû àëãåáðû:

ln ẋ,
ÿ

ẏẍ
,

...
x

ẍ2
.

Äëÿ äàííîé àëãåáðû ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèé îïåðàòîð èíâàðèàíòíîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

− ẍ...
x
Dt.

Ïîâòîðÿÿ ïðîöåäóðó, îïèñàííóþ âûøå, ïîëó÷èì ñèñòåìó

ẋÿ
ẏẍ = ψ(C1 + ln ẋ),

ln ẍ = α(ln ẋ, C1, C2).

Ò.å. ïîëó÷èëè ñèñòåìó äâóõ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà. Îíà äîïóñêàåò îïåðàòîðû

∂

∂t
,

∂

∂x

∂

∂y
, y

∂

∂y
.

Èíòåãðèðîâàíèå òàêèõ ñèñòåì ðàññìîòðåíî â [5]. �

Ïðèìåð 2. Ïóñòü ñèñòåìà (1) äîïóñêàåò àëãåáðó Ëè ñ áàçèñíûìè îïåðà-
òîðàìè

∂

∂t
,
∂

∂x
, t

∂

∂t
+ x

∂

∂x
,
∂

∂y
, y

∂

∂y
,
y2

2

∂

∂y
,

òî åå èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò âèä

I3,1 = F (I1), I3,2 = G(I1), (9)

ãäå

I1 = ẋ, I3,1 =

...
x

ẍ2
, I3,2 =

2ẏ
...
y − 3ÿ2

2ẏ2ẍ2
.

Îïåðàòîð èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èìååò âèä

ẍ
...
x
Dt.
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Èç óðàâíåíèÿ òèïà (8) ïîëó÷èì

ẍ
...
x
Dt (ẋ) = F (ẋ).

È èñõîäíàÿ ñèñòåìà ñâåäåòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó

ln ẍ = H(ẋ, C1),
2ẏ
...
y −3ÿ2

2ẏ2ẍ2 = G(ẋ).

Ñèñòåìà äîïóñêàåò 5 îïåðàòîðîâ:

∂

∂t
,
∂

∂x
,
∂

∂y
, y

∂

∂y
,
y2

2

∂

∂y
.

Îïåðàòîð èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìîæíî âûáðàòü âèäà Dt è ñâå-
ñòè ñèñòåìó ê âèäó

ẋ = P (t, C1, C2),
2ẏ
...
y −3ÿ2

2ẏ2 = Q(t, C1, C2).

Ýòà ñèñòåìà äîïóñêàåò 4 îïåðàòîðà:

∂

∂x
,
∂

∂y
, y

∂

∂y
,
y2

2

∂

∂y
.

Ïîâòîðèâ ïðîöåäóðó åùå ðàç, ìû ïîëó÷èì

x = U(t, C1, C2, C3),
2ẏ
...
y −3ÿ2

2ẏ2 = Q(t, C1, C2).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ñâåëè çàäà÷ó èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû äâóõ ÎÄÓ òðå-
òüåãî ïîðÿäêà ê çàäà÷å èíòåãðèðîâàíèÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà

2ẏ
...
y − 3ÿ2

2ẏ2
= Q(t, C1, C2),

äîïóñêàþùåìó òðåõìåðíóþ íåðàçðåøèìóþ àëãåáðó Ëè îïåðàòîðîâ ñ áàçèñîì

∂

∂y
, y

∂

∂y
,
y2

2

∂

∂y
.

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

ẏ = v,
v̇
v = w,

ẇ − 1
2w = Q(t, C1, C2).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà èíòåãðèðóåìà â êâàäðàòóðàõ. �

Ïðèìåð 3. Ïóñòü ñèñòåìà (1) äîïóñêàåò àëãåáðó Ëè ñ áàçèñíûìè îïåðà-
òîðàìè

∂

∂t
, x

∂

∂t
, y

∂

∂t
,
∂

∂x
, x

∂

∂x
, y

∂

∂x
,

òî åå èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò âèä

I3,1 = F (I0), I3,2 = G(I0), (10)

ãäå

I0 = y, I3,1 =

...
xÿ − ẍ

...
y

ẏ3(ẋÿ − ẍẏ)
, I3,2 =

...
xẏ − ẋ

...
y

ẏ(ẋÿ − ẍẏ)
+

3ÿ

ẏ2
.

Îïåðàòîð èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èìååò âèä

ẏ(ẍẏ − ẋÿ)

ẏ(
...
xẏ − ẋ

...
y )− 3ÿ(ẋÿ − ẍẏ)

Dt.

Èç óðàâíåíèÿ òèïà (8) ïîëó÷èì

ẏ(ẍẏ − ẋÿ)

ẏ(
...
xẏ − ẋ

...
y )− 3ÿ(ẋÿ − ẍẏ)

Dt(I0) =
1

G(I0)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî âûðàæåíèå, ìû ïîíèçèì ïîðÿäîê èñõîäíîé ñèñòåìû,
êîòîðàÿ ñâåäåòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó

ẋÿ−ẍẏ
ẏ3 = H(y, C1),...
x ÿ−ẍ

...
y

ẏ3(ẋÿ−ẍẏ) = F (y).

Ýòà ñèñòåìà äîïóñêàåò 5 îïåðàòîðîâ

∂

∂t
, x

∂

∂t
, y

∂

∂t
,
∂

∂x
, y

∂

∂x
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äàííóþ ïðîöåäóðó ìîæíî ïîâòîðèòü ñ îïåðàòîðîì èíâàðè-
àíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

(ṫÿ − ẍẏ)2

ẏ(
...
xÿ − ẍ

...
y )
Dt

è ïîëó÷èòü ñèñòåìó âèäà

ẋÿ−ẍẏ
ẏ3 = H(y, C1),
ÿ

ẋÿ−ẍẏ = K(y, C1, C2).

Ýòà ñèñòåìà äîïóñêàåò 4 îïåðàòîðà

∂

∂t
, y

∂

∂t
,
∂

∂x
, y

∂

∂x
.

Èíòåãðèðîâàíèå òàêèõ ñèñòåì ðàññìîòðåíî â [5]. �
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3.2 Èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåì òðåõ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà

Åñëè ñèñòåìà äîïóñêàåò øåñòèìåðíóþ àëãåáðó Ëè, áàçèñíûå îïåðàòîðû êîòî-
ðîé óäîâëåòâîðÿþò ñëó÷àþ 1 èç Òàáëèöû 2, òî åå èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå
èìååò âèä

I2,1 = F (I1), I2,2 = G(I1), I2,3 = H(I1). (11)

Ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ê äèôôåðåíöè-
àëüíîìó èíâàðèàíòó ïåðâîãî ïîðÿäêà äàåò ðàâåíñòâî:

λDt(I1) = Ω (I1, I2,1, I2,2, I2,3) .

Ó÷èòûâàÿ (11), ïîëó÷èì

λDt(I1)|(11) = Ψ(I1),

èëè
dI1

Ψ(I1)
=
dt

λ
. (12)

Î÷åâèäíî, ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ èíòåãðèðóåìà â êâàäðàòóðàõ ïðè ëþ-
áîé çàìåíå ïåðåìåííûõ. Ïðàâàÿ ÷àñòü èíòåãðèðóåìà â êâàäðàòóðàõ, åñëè
λ = 1

DtΦ
, ãäå Φ = Φ(t, x, y, ẋ, ẏ, . . .) � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-

ðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî íàéòè ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðèâåñòè è äëÿ ñëó÷àÿ 4 èç Òàáëèöû
2.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü ñèñòåìà äîïóñêàåò øåñòèìåðíóþ àëãåáðó Ëè, áàçèñíûå
îïåðàòîðû êîòîðîé èìåþò âèä

∂

∂t
, t

∂

∂t
,
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z
, z

∂

∂z
.

Åå èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò âèä (11), ãäå

I1 =
ẏ

ẋ
, I2,1 =

ẍ

ẋ2
, I2,2 =

ÿ

ẋ2
, I2,3 =

z̈

ẋż
.

Îïåðàòîð èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ äàííîé àëãåáðû èìååò âèä

1

ẋ
Dt.

Óðàâíåíèå (12) çàïèøåòñÿ â âèäå

dI1

G (I1)− I1F (I1)
= ẋdt,
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îòêóäà ìîæíî ïîëó÷èòü ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû

I1 = ϕ(x+ C1).

Èñõîäíóþ ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ẏ
ẋ = ϕ(x+ C1),
ẍ
ẋ2 = F (ϕ(x+ C1)) ,
z̈
ẋż = H (ϕ(x+ C1)) .

Î÷åâèäíî, ýòà ñèñòåìà èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ. �

Ïðèìåð 5. Åñëè ñèñòåìà äîïóñêàåò àëãåáðó Ëè ñ áàçèñíûìè îïåðàòîðàìè

∂

∂t
, t

∂

∂t
,
∂

∂y
, y

∂

∂y
,
∂

∂z
, z

∂

∂z
,

òî åå èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò âèä

I2,1 = F (I0), I2,2 = G(I0), I2,3 = H(I0), (13)

ãäå

I0 = x, I2,1 =
ẍ

ẋ2
, I2,2 =

ÿ

ẋẏ
, I2,3 =

z̈

ẋż
.

Îïåðàòîð èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ äàííîé àëãåáðû èìååò âèä

−ẋ
ẍ
Dt.

Óðàâíåíèå òèïà (12) äàñò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

−ẋ
2

ẍ
= − 1

F (x)
.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî âûðàæåíèå, ïåðåïèøåì ñèñòåìó â ñëåäóþùåì âèäå

ẋ = α(x,C1),
ÿ
ẏ = β(x,C1),
z̈
ż = γ(x,C1).

Ýòà ñèñòåìà äîïóñêàåò 5 îïåðàòîðîâ:

∂

∂t
,
∂

∂y
, y

∂

∂y
,
∂

∂z
, z

∂

∂z
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðèìåíèòü àëãîðèòì ïîâòîðíî. Îïåðàòîð èíâàðèàíò-
íîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ òåïåðü ïðèìåò âèä

ż

z̈
Dt.

Èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå òèïà (12), ñâåäåì ñèñòåìó ê ñëåäóþùåé

ẋ = α(x,C1),
ÿ
ẏ = β(x,C1),

ż = ν(x,C1, C2).

Ýòà ñèñòåìà äîïóñêàåò 4 îïåðàòîðà:

∂

∂t
,
∂

∂y
, y

∂

∂y
,
∂

∂z
.

Ïîâòîðÿÿ ïðîöåäóðó, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

ẋ = α(x,C1),

ẏ = µ(x,C1, C3),

ż = ν(x,C1, C2).

Î÷åâèäíî, ñèñòåìà èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ. �

Çàêëþ÷åíèå

Ïîñòðîåíû ñèñòåìû äâóõ ÎÄÓ òðåòüåãî ïîðÿäêà è òðåõ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿä-
êà, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî øåñòèìåðíûõ àëãåáð Ëè îïåðàòîðîâ. Îáîá-
ùåí àëãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè îïåðàòîðà èíâà-
ðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû ìî-
æåò áûòü ïîëó÷åí, åñëè îïåðàòîð èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èìå-
åò ñïåöèàëüíûé âèä. Ïîñòðîåíû ïðèìåðû, äåìîíñòðèðóþùèå èñïîëüçîâàíèå
ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà.

Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ðàçâèòü òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå àëãîðèò-
ìà è ðàñøèðèòü åãî ïðèìåíåíèå íà ñèñòåìû ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì, äîïóñêàþ-
ùèå ïðèáëèæåííûå àëãåáðû Ëè îïåðàòîðîâ.

Áëàãîäàðíîñòè

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè ïî ãîñóäàðñòâåííîìó çàäàíèþ No 1.3103.2017/4.6.
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